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Introduction

Les equations differentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) sont apparues en1973 sous
la forme linéaire avec les travaux de.J.M.Bismut dans le cas linéaire lorsqu’il étudie I’équa-
tion adjointe associée au principe du maximum stochastique en controle optimal. Pourtant
le premier résultat dans le cas général a été publié en1990 avec Pardoux et Peng.
L’objectif de cette mémoire est d’étudier un neuveau type de EDSR qui appel les équations
différentielles doublement stochastiques rétrogrades (EDDSR) avec deux directions diffé-
rentes d’intégrales stochastiques, un intégrale stochastique standard (progressive ) dW; et
un intégrale stochastique rétrograde dB; qui a été introduit par Pardoux et Peng [1].

Ce mémoire se composé de deux chapitres :

Chapitres (1) : On donne quelques génératités de calcul stochastique comme : le pro-
cessus stochastique, la notion de martingale, le mouvement Brownient puis l'intégrale
stochastique. ,et on rappelera les théorémes d’existence et d’unicté sans démonstration
pour lés EDS et EDSR..

Chapitres (2) : Dans ce chapitre on montrons le résultat d’existence et d’unicité de la
solution de les equations différentielles doublements stochastiques rétrogrades (EDDSR)
dans le cas ot les deux coefficients f et g non linéaires sous des hypotheéses lipschitiziennes
en (y; )

Chapitres (3) :Dans ce chapitre on montrons I’existence des solutions optimales pour
des probléemes de controle gouvernés par des equations différentielles doublements sto-

chastiques rétrogrades (EDDSR). Le domaine de controle et la fonction de cout ont été
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Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

21, [51, [31, [6], [

1.1 Généralités

1.1.1 Tribu

Définition 1.1.1 : Une tribu sur ) est une famille de parties de Q) ,contenant ’ensemble

vide, stable par passage au complémentaire,union dénombrable et intersection dénombrable.

Remarque 1.1.1 :Un espace mesurable est un espace muni d’une tribu.

Tribu engendrée

Définition 1.1.2 :La tribu engendrée par une famille d’ensembles A est la plus petite
tribu contenant cette famille, on la note o(A). Elle est lintersection de toutes les tribus

contenant A.

Filtration

Définition 1.1.3 :Une filtration est une famille croissante de sous tribus de F , c’est-a-

dire telle que F; C F, pour tout t < s.
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La famille croissante de sous tribu F;* = 0 {X,, s <t} s’appelle la filtration naturelle de
X, c’est la plus petite tribu rendant X mesurable.
Mesurabilité

Définition 1.1.4 :Soit (2, F) et (E,e) deux espaces mesurables. Une application f de )
dans E est dite (F,e) mesurable si f~*(A) € F, VA€ ¢, ou

A {weql fw) e A

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur les tribus employées, on dit simplement que f est

mesurable.

Une fonction f de R dans R est borélienne si elle est (Bgr, Bg) —mesurable, soit
f'(A) € Bg, VA € Bg.

I1 suffit que cette propriété soit vérifiée pour les intervalles A.

Les fonctions continues sont boréliennes.

1.1.2 Probabilité

Définition 1.1.5 :Une probabilité sur (Q,F) est une application P de F dans [0,1] telle

que :

a) P(Q) =1

b) P (U ZP ) pour des A,, appartenant & F deux a deux disjoints.

Notation 1.1.1 :P(A) = /dP = /lAdP ot 14 (fonction indicatrice) est la fonction

A Q
définie sur Q par 14 (w) =1siwe Aet1la(w) =0 siw ¢ A.
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1.1.3 Variable aléatoire

Définition 1.1.6 :Soit (0, F,P) un espace de probabilité. Une variable aléatoire (souvent

abrégé v.a. par la suite) est une application X : Q@ — R telle que :

{weN: X (w)e B} ={X € B} € F,vB € B(R).

1.2 Processus stochastique

Définition 1.2.1 : Un processus stochastique est une famille de variable aléatoire X =
<Xt)te]R+ définie sur un espace de probabilité (2, F,P) a valeur dans (E, €), appelée espaces

d’états généralement (E,e) = (R, B(R?)).

Définition 1.2.2 : Un processus stochastique X = (X, ,t > 0) est dit adaptée (par rapport
a une filtration F; ) si Xy est F; - mesurable pour tout t.

On dit que le processus est & trajectoires continues (ou est continu) si les applications
t — X, (w) sont continues pour presque tout w.

Un processus est dit cadlag si ses trajectoires sont continues a droite, pourvues de limites

a gauche.

Remarque 1.2.1 :1l est inutile de dire qu’un processus est toujours adapté par rapport a

sa filtration naturelle.

Processus progressivement

Définition 1.2.3 :Un processus X est progressivement mesurable par rapport o (F) >0
si, pour tout t > 0, Uapplication (s,w) — X,(w) de [0,t] x Q dans R? est mesurable par

rapport a B([0,t]) ® F; et B(RY).
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1.3 Espérance conditionnelle

Définition 1.3.1 :Soit X une v.a.r. (intégrable) définie sur (2, F, P) et une sous-tribu

de F. L’espérance conditionnelle E (X /<) de X quand ¢ est l'unique variable aléatoire

— ¢-mesurable

— telle que
/E(X/g)dP:/XdP, VA €.
A A

1.3.1 Propriétés de ’espérance conditionnelle :

a) Linéarité : Soit a et b deux constantes.
E(aX +bY/s) =aE (X/s)+bE(Y/s)
b) Croissance. Soit X et Y deux v. a. telles que X <Y . Alors

E(X/s) < E(Y/s)

E[E(X/<)] = E(X)

d) Si X est - ¢—mesurable, alors

e) e) Si Y est ¢—mesurable, alors

E(YX/s)=YE(X/s)



Chapitrel :Rappel sur le calcul stochastique

f) Si X est indépendante de ¢, alors
E(X/<) = E(X)

g) Si H C ¢ C Falors E(E(X/H) /<) = E (X/H) = E(E (X/<) /H)

1.4 Martingales

Soit (Q, F,{F:,t > 0}, P) un espace de probabilité filtré et X = {X;,¢ > 0} un processus
(Fy)-adapté.

Définition 1.4.1 : On dit que X est une(F;)-martingale si :

1. F[] X; |] < +oo - (autrement dit X; € L' (Q)) pour tout ¢ > 0.

2. E(X; | Fs) =X, Vs <t.
Propriété 1.4.1 :

— Si X est une martingale £ (X; ) = E (X, ) ,Vt .
— Si (X; t < T) est une martingale, le processus est complément déterminé par sa valeur
terminale : X; = E (Xr | F; ) Cette derniére propriété est d'un usage trés fréquent en

finance.

Définition 1.4.2 :On dit que X est une(F;)-sous-martingale (resp sur-martingale) si :
1. E[] X; || < +oo - (autrement dit X; € L' (Q)) pour tout t > 0.
2. E(Xy | Fs)>Xs (BE(Xy | Fs) < Xs), pour tout s < t.

Théoréme 1.4.1 :( Inégalité de Burkholder Davis Gundy "BDG")

Pour tout p > 0,il existe des constantes positives c, et C, telles que pour toute martingales

locale continue X = (Xi)i>o et tout T > 0,0n ait :

o [0f] <5 | s x| <6 [00f]

0<t<T



Chapitrel :Rappel sur le calcul stochastique

1.5 Le mouvement Brownien

Définition 1.5.1 :Le processus (Wi, t > 0) est un mouvement Brownien (standard) si :

a) P (Wy=0) =1 (le mouvement Brownien est issu de l'origine).
b) Vs <t, W, — W, est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance (t — s).

c) Vn, Vt, 0 < ty < ty1.... < t,,les variables (th — Wi e Wy, —WtO,WtO) sont

indépendantes.

d) ¢t — W, continue.

1.6 Intégrale stochastiques
On se donne un espace (€2, F, P) et un mouvement Brownien W sur cet espace. On désigne
par F; = o(Wy, s < t) la filtration naturelle du mouvement Brownien.

Définition 1.6.1 : Lintégrale stochastique est sous la forme

t
/HSdVVS
0

ol 0 un processus stochastique .

Propriétés de ’integrale stochastique

On note A I'ensemble L2 (2 x R")des processus 0 adaptés caglad vérifiant

t

E(/Qg(w)ds) < 00, Vt.

0

a) Linérité : Soit a et b des constantes et (6%;7 = 1,2) deux processus de A. On a

t t t

/(aeg + bO2)dW, = a/agdws + b/@des

0 0 0
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Proposition 1.6.1 b) L”isométrie : Soit ¢,0 € A, alors

t t t

B( 0.0, [oaw) = ( [6.0.d5)

0 0

t

c) Propriétés de martingale : Le processus M; = / 0,dW, ou 0 € A est un martingale

0
a trajectoires continues.

t t
d) Le processus Ny = / 0,dW, / P AW — / Os¢sds.est une martingale.
0 0

Proposition 1.6.2 :Pour toutt > 0; on a :

t

/dWS:

0

(W =)

N | —

Inégalité maximale

On a souvent besoin de majorations d’intégrales stochastiques. L’inégalité de Doob conduit

a

Proposition 1.6.3 :Soit 0 € A

s 2 T 2

T
E | |sup / 0, dW,, <4FE / 0, dW,, =4 / E[0%]du
s<T
N 0 0

Représentation des martingales browniennes :

Théoréme 1.6.1 Soit M une martingale (cadlag) de carré intégrable pour la filtration

(ftw)te[O,T]' Alors il existe un unique processus (Hy)epo.r] -appartenant o M?(R*), tel que

P—ps. ¥Yte|0,T],
¢
Mt:Mo—i—/ HydWs.
0



Chapitrel :Rappel sur le calcul stochastique

1.6.1 Processus d’Ito

Définition 1.6.2 : Un processus X est un processus d’Ito si :

t t

X, = x—l—/b5d8+/ade5

0 0

t

ot b est un processus adapté tel que/ | bs | ds existe (au sens Lebesgue) p.s. pour tout t,

0
et o un processus appartenant a A.

1.6.2 Formule d’Ité :
Soit (X})o<¢<r un processus d’Ito :

t t

X =Xo+ /bsds + /UdeS
0 0

1¢r¢ formule d’Ito :

f est un fenction de classe C?. Alors :

t t

FO0) = (X + [ dX G [ o) atx. X).,

0 0
table de multiplication :
X dt th
dt 0 0
dw, 0 dt

10
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2¢me formule d’Tto :

Soit (t,2) — f (t,z) une fonction réelle de classe C' par rapport a t, de classe C? par

rapport a z. On a

t t

£ = F0.X0) + [fis X s [£(s,X0) X0+ 5 [ 125, X) (XX,
0

0 0
3émeformule d’Tto :

Soient X et Y deux processus d’Ito issus de z et y

Soit f une fonction de R? dans R de classe C? & dérivées bornées. On a

£ (X0, i) = f (20, 70) + / F10 (X, Y,) dX, + / 71, (X, Y2) dY,
0 0

t t t

1 1 1
w3 [rmceaygace) + 5 [ o, (v + 5 [ (V) dex, )
0 0 0

Intégration par parties
Théoréme 1.6.2 :Soit (X;)o<i<r €t (Yi)o<t<r deux processus d’Ité alors

t

t
X =29+ /fsds + /gdeS
0

0

et
t

t
Ytzyo+/f;ds+/g;dws
0

0

alors

t

t
Xt}/t = ToYo + /XSdY:; + /}/SdXS + <X,Y>
0 0

11
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1.7 Equations Différentielles Stochastiques

Soient un espace (€2, F, P) et un mouvement Brownien W sur cet espace. On notera (F;);>o

la filtration naturelle du mouvement Brownien W.

Définition 1.7.1 : Une equation differentielle stochastique(EDS) est une équation de la

forme :

{dXt = [ (t, Xy)dt + g (t, X;) AW, (1.1)

X():ZE.

ou : X est un processus inconu, f.g:[0,7] xR sont des fonction deterministes mesurables
et x un v.a a valeurs de R,de carré integrable,independe a M.B V.

La fonction f appelée cefficieont de dérivé. la fonction g appelée cefficieont de diffusion.

Définition 1.7.2 Une solution de est un processus X continu Fi-adapté tel que les

integrale fotf (s,Xs)ds et fgg (s, Xs)dWy ont, un sens et.tel que l’égalité

t t
Xi=z +/ f(s,Xs)ds +/ g (s, Xs) dWs.
0 0

satisfaite pour toutt P — p.s.

théoréme d’existence et d’unicité :

Théoréme 1.7.1 On suppose que

a) les fonctions f et g sont continues .

b) il existe K tel que pour toutt € [0,T],x € R,y € R

et

[ f(t2) [P+ g(ta) P< K+ |2 ]?)

12
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c) La condition initiale X, est indépendante de {B;,0 <t} et de carré intégrable, alors
il existe une unique solution de (EDS) a trajectoires continues pout t < T. De plus

cette solution vérifie

E(sup \Xt\2><oo

0<t<T

1.8 Equations Différentielles Stochastiques Rétrogrades

Soient (§2, F, (F:)i>0, P) un espace probabilisé filtré, un mouvement Brownien W sur cet
espace et variable aléatoire & mesurable par rapport & Fr.On notera (F;);>o la filtration

naturelle du mouvement Brownien W

Définition 1.8.1 : Une equation differentielle stochastique rétrogrades (EDSR) sous forme

intégrale :

_d}/; = f (t7 1/:57 Zt) dt — thWtJ
Yp=¢

(1.2)

La fonction f s’appelle le générateur de I’EDSR et & la condition terminale.

Définition 1.8.2 :Une solution de 'EDSR[1.9 est un couple de processus {(Y:, Z;) }o<i<r

vérifiant :
1. Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs respectivement dans R x RE*d,

2. P—p-s,ona
T
[ A76Yaz) |+ 2 P s < oc
t

3. P—p-s,ona
T T
Yt:§+/ f(s,YS,ZS)ds—/ ZsdWs, 0<t<T
t t

On suppose que

13
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1. condition de Lipschitz en (y, 2) : il existe une constante A positive tel que.,pour tout
&y ylh 2, 2,

[y, 2) = F6, 0,2 < My —y'|+ || 2z = 2" |);

2. condition d’intégrabilité :
T
Bllel [ 1100 P <o
0

Théoréme 1.8.1 : (Pardour—Peng 90). Sous l’hypothése présédantes, ’EDSR pOS-

séde une unique solution (Y, Z) telle que Z? € M?>.

14



Chapitre 2

Equations differentielles doublements

stochastiques rétrogrades

2.1 Définitions et notations :

Soit (€2, F,P)un espace de probabilité, 7" > 0 un temps fini, soient {W;,0 <t < T} et
{B;,0 <t < T} deux processus de mouvement brownien standard et indépendants,avec
des valeurs dans R? et R! | définie sur (€2, F,P), respectivement.

N désigne la classe des ensembles P-null de F Pour chaque ¢ € [0,7], nous définis-

sSons

ou pour chaque processus {7},
-7:;)7,15:‘7{771"—77335§7”§t}\/]v7 ftn:fg,t'

Notons que la collection {Fy; t € [0, 7]} n’est ni croissante, ni décroissante, et il ne s’agit

pas donc d’une filtration.

15
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On défini les éspaces des processus suivants :
Pour tout n € N |, soit M2 (0, T;R") I'ensemble des (classes de dP x dt a.e. égal) processus

(p4;t € [0, T]) mesurables,a valeurs dans R" tels que :

i)
T
E/|%Fﬁ<m.
0

ii) ¢, est F; mesurable V¢ € [0, 7.

S%([0,]; R™) I'ensemble des processus aléatoires n dimensionnels continus qui satisfait :

i)
E<sup |<pt|2><oo.

0<t<T

ii) ¢ est F; mesurable, pour tout t € [0,77].

On considére ’équation différentielle doublement stochastique retrograde suivante :

ou les fonctions f et g :

f:Qx[0,T] x RF x R¥ — RF

g:Qx[0,T] x RF x RF>4 — R

sont mesurables pour tout (y,z) € RF x R¥*? telles que

f(y.2) € M?(0,T;R¥).

16
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g (., y,2) € M?(0,T;RM).

2.2 Hypothéses

(H.1) : il existe des constantes 0 < c et 0 < a < 1 telles que pour tout (w,t) € 2

X [07T] ) (yla 21) ) (?/2, 22) € R* x RF*,

| f(ty1,21) — [ty 22) [P< C(| =y |+ 21— 2 ||2)

Hg (tayla zl) -9 <t7y2722)||2 <c | Y1 — Y2 ‘2 +o ||Z1 - ZQHQ

Ettant donné & € L? (Q, Fr,P; Rk) ,on cherche a resoudre ’équation différentielle double-

ment stochastique retrograde suivante :

T T T
Yt=§+/ f(s,Ys,ZS)der/ g(s,YS,ZS)dBS—/ ZdWs, 0<t<T. (2.1)
t t t

Nous notons que U'intégrale par rapport a(B;) est " 'intergrale d’Ito retrograde " et I'in-

tegrale par rapport a(WW;) est " lintergrale d’It6 progressive ".

2.3 Existence et unicité :
L’objectif principal de cette section est de prouver :

Théoréme 2.3.1 : Sous les hypothéses ci-dessus, ’EDDSR admet une unique solu-
tion,

(Y,2) € S*([0,T];R") x M? (0, T; R¥*?) .

17
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Avant de prouver le théoréme, on établissons le méme résultat dans le cas ot f et g ne
dépendent pas ni de Y et ni de Z. Etant donné f € M? (0,T;R*) et g € M? (0, T;R**?)
et &, considérons 'EDDSR :

T T T
Yt:§+/ f(s)ds+/ g(s)dBS—/ ZdW,, 0<t<T. (2.2)
t t t
Proposition 2.3.1 :Il existe un unique couple

(Y,2) € S*([0,T];R*) x M? (0, T;R**?)

qui résoudre ’eq[2.7

Preuve. :

’existence : pour tout ¢ € [0, 7] ,On définit la filtration (), par :
Posons

vie=rler [ 70as+ [ g()an)

= st [ r@as [ gamse, osist

est une martingale de carré intégrable par rapport a ¢, ( car f et g sont de carré integrable

)

D’aprés le théoréme de représentation des martingale, il existe un processus (Z;), -

progressivement mesurable & valeur dans R**? | tel que :

T
E/ 22| dt < +o0
0

18
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et
t
Mt:MO—i—/ZSdWS Vo 0<t<T.
0
d’ou
T
My = M, +/ ZdW.
0
alors

MT—</0tf(s)ds+/Otg(s)st>—Mt /ZdW (/f ds+/ ()dB)

Par les définitions :

M, = Elé + / £ (s)ds + / 9 (5) dB. /s

—efer [Csas [Cowane]+ [ 1o+ [aeam

et
T T
MT=5+/O f(S)d8+/0 9(s) dB,

On obtient

e+ [rwass [Caam=ples [ roas [ owase]+ [ zaw.

alors pour tout t € [0,7] ,on a :

vi=er [ sas+ [ owa - [ zaw,

ou :

ﬁE[5+/tTf<s>ds+/tTg<s>st/<t].

I nous reste a montrer que (Y;) et (Z;) sont F;—adapté pour tout 0 < ¢ < T .

19



Chapitre 2.Equations differentielles doublements stochastiques retrogrades

Pour Y;, on a :

Donc

ou

sy =c+ [ roras+ [ gts)am

est 7}V V F —mesurable.
La FP est indépendante de F; et Fy vV F,donc de F; Vo (6 (t)).
D’ou

Yi=E@(t)/F).

Pour Z; ,on a
T T T
/ZSdWs:§+/ f(s)ds+/ g(s)dB, —Y;
t t t
T
/stWs:H(t)—Yt
t

ou f (t) — Y; est Fj' V F-mesurable.
D’aprés le théoreme de représentation des martingaleson a { Zs,t < s < T'} est (f Wy ]—"IJ?T) —adapté
.par conséquent , Z, est F}"V F/-mesurable pour tout ¢ < s < T'. Donc il est (F}" vV F[)-

mesurable.

Unicité : Soient (Y, Z) et (Y, Z’) deux solutions de (2.2) tel que :

vi=er [ @+ [ gam - [ zaw,

vi=ct [ st [ g@am - [ zam,
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alors
T T T
Viov/ =i+ [ fs)ds+ [ gap- [ zaw.)
tT tT tT
e+ [ r@ast [ gas.- [ zaw)
Tt Tt tT
— [ zaw. + [ zaw.—- [ 1z, - z)aw,
t t t
d’ou

T
Yt_y,;+/ (Zo— Z)dW, =0, 0<t<T.
t
En prenant le carré dans les deux membres de 1’égalité précédant, on trouve
T T
Y- P | [ (2 zoaw pe20vi- Y, [ (20 Zoaw)
t t
En prennant I’esperance , on obtient
T
Ei-y P+ £l [ (2= Z)aw.p| <o
t

On appliquant 'isometrie d’Itd, on a

T
E(Yi— Y] ) +E/ 12, — Z)|Pds =0

t

Par consequant
T
E(|Y,=Y/]?) =0 et E/ |(Zs — Z.)?|| ds = 0
t

d’ou

}/;:1/;/7 P_ps
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Chapitre 2.Equations differentielles doublements stochastiques retrogrades

et

Zy=2,, P—ps

Lemme 2.3.1 : Soit a« € S?([0,T];R*), g € M?(0,T,R¥), v € M?(0,T,R*), ¢ €
M? (O,T, R’“d) étre tels que :

t t t
o = +/ Beds +/ ~vsdBg + / 0sdWs, 0<t<T
0 0 0

Alors

|y |P=] ag [2 42 [ (a, Bs) ds +2 [ (s, 7. By)
2 [7 (g, 0 dWy) — [ || s |12 ds + [ || 65 ||? ds

El|la, |’=E 22Ets,sd—Et s |17 d Et552d.

o | Iao|+/0(aﬁ)s /Owwn s+/0u I ds
Plus généralement, si ¢ € C? (]Rk) ,

- ! s)s sd ! sasst ! Sa(sdeS

b(0r ) ¢(ao)+/0(¢(a)6)8+/0(¢(0z)7 >+/0<¢><a> )

]' ! /! * 1 ! /! *
-5 | Trideoailds+ 5 [ Triatasa ds

Preuve. :La premiére identité est une combinaison des formules en avant et en arriére de
d’Tto, appliquée au processus (a;) et a la fonction x —| z |? .Nous esquissons seulem ent

la preuve.
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Soit 0 =ty < t; < ...... <t,=t.

2

29 (atiJrl — Oétmati) -+ | Qg — Oy

(3

- 2<ftii+1 6Sd8’ ati) + 2(ﬁti+1 ’YSdB& ati+1) + 2 (j;ftiﬁ 55dW5, Ofti)

it+1 |2 - | Q,

| v
_Q(L]Ziﬂ VSdBw ati+1_ati)+ | Ot — Oy |2

=2 Lii+1 (ativ Bs) ds + 2 ftiiJrl (ati+1 ) /VSst) + 2 Lt;Jrl (atiu 5SdW5)
_ ’ j‘ti+1 ’stBs ’2 4 ‘ ﬁtj-ﬂ 6de5 ‘2 +p2,

ti

ol Z?:_Ol p; — Oen probabilité, comme sup t;,1—t; — 0. Le reste de la preuve est standard.
La deuxiéme découle de la premiére, a condition que les intégrales stochastiques aient une

attente zéro. Cela découlera de

T t
E( sup | / (a0 7B, | + sup | / (as, 8,dW,) |) < oo,
t 0

0<t<T 0<t<T

qui est une conséquence de Burkholder - Davis - I'inégalité de Gundy et les hypothéses

faites sur a, v et §. En effet, en considérant par exemple I'intégrale avant, nous avons :

E(supgeer | fi (0 8,dW.) ) < cB\L [ g 2] 6, |1 e
< S(B(supocir | o0 P)+ B f) || 6, || dt).

La derniére identité est prouvée d’une maniére trés similaire & la premiére. m

Preuve de theoréme 2.3.1

Preuve. Unicité : Soient (Y,!, Z}) et (Y2, Z?) deux solutions. Définient

T T T
yt1:g+/ f(s,Ysl,Zsl)dH—/ g(s,YSl,Zsl)st—/ Zaw, 0<t<T.
t t t

T T T
yf:g+/ f (s, Y2 2Z2) ds+/ 9(s,Y2,22) dBS—/ Z2dW, 0<t<T.
t t t
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alors

T T T
Vi—l(e+ [ sGvizyase [ g(vizas - [ Z;dws>
t t t

T T T
( [z [Coeaizyas - [ zar))
t t

T T T
f(s, 17— f (s, Y2, 2%))ds + / (9 (s, Y2, 2Y) — g (5, Y2, 22))dB, / 2! — 72 aw,
t t
d’ou

T T T
Vtz/ L (s,Y) Zy)—f (s,Y2 Zz)}ds+/ g9 (s,Y, Z0)—g (s, Y7, Z2)]dB,s / ZdW,,0 <t <T.

’) T8 1 “s )T s 1 s )8 s )81 s

On Applique Lemme 2.2.1 4 Y tel que :

f (5,Y2,Z) = f (.Y, Z22)] = Bs

[g(s Yl Z) g(s Y2 Z2)]—’ys

)8 ) S ) T8 S

Zs =04
QS(Y;) = Y;Qv

on obtient :

T

Tr [¢"(Y4)0,0%] ds
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T t T T
Vi [ @Vipidss [ 2Vndsy e [ (Fosawy -5 [ 1V ds
1t . B 0 t t
+§/ Tr [2Ys555;‘} ds
tT T_
/<Ys,f(s,Y;,Zs) f(s,xg%Zf))dsH/ Vi, g(s, Y ZY) — g (s, Y2, Z2) dB,)
t
/ /||g SYLZY) g (s,Y2, 22) ||2ds+/ | Z: | ds
0
T
= [T (o382 P lov2 2 12 [ (530 20) g (V2 2) P s
t t
/ lg (5. Y2, 21) — g (5,72, 22) | ds+/ IZ|) ds

[ |

T
=2 [Tl (s3h 2 = o2 2+ [ g (2 g (532, 22) P s
t

- [ 17

On prend 'esperance, on obtient :

T
E(|?t}2):2E/ <787f(37Y;1>Zs) f(S,}/;Q,Zg dS—l—E/ ” g Say;la s (S,Yf,Zf) H2 ds
t

T
[ |7 s
t

Que ce implique

T T
E<|E\2)+E/ ||ZH2ds:2E/ (Vo f (5, Y2 ZY) — £ (5,Y2, 22))ds
t

# 8 [ o2 7) — o (532, 22) s
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D’aprés (H.1) on a :
. T - T o o o T _ N
E(|Yt})+E/ | Zd|| dsngV <c(IK|+!Zs|);lé>ds]+E[/ |V, [P +a| Z | ds
t t t
T ro_
<or [ [ (5| w2em [ [ 47017 s
t t

T
+E[/ c|75|2+a\|ZH2ds}
t

on applique l'inegalité ab < ﬁcf + 15252, on obteint :
=2 T r 4 r
E(|Yt})+E/t 1 Z|| dsgzcEVt |Ys|2ds}+mc2E/t | Y, | ds
+1;&E/T{{ZH2ds+cE{/T|Z|2ds}+aE[/T||Z||2ds}
Tt—z 4t S |
§20E|:/t | Y | ds}—{—mcE/t | Ys |© ds

1l -« R T - g
+ 5% [ )7 ds+cEU ymws]mE[/ HZSH%ZS}
t t t
T 1 r o __
<c@e| [ 1TPal+ 0| [ Z )
t t

ou 0 < a < 1 est la constante dans (H.1) Par conséquent

0w+ 5 [ 17w <cwe| [ 171 a).

ce impliquie qué

E<|?tr2)Sc<a>E/ Y5 2 ds

t

et
l—«

T T

E/ HZHstgc(a)E/ |12 ds — 0
t t

par le lemme de Gronwall, il vient

E(lY; ) =0, 0<t<T
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et alors

T
E/ 1 Z; |7 ds = 0= Z; |’=
t

Existence :

On défini une suite récurssive (Y}, Z})i—o 1, -... comme suit.(Y? = 0, Z? = 0) étant donné

77777

(Y2, Z1), (Y, Z71) T'unique solution de PEDDSR suivante :
' T T T
Y, :§+/ f (S,Y;,ZZ)der/ g (s, Y}, Z!) dB, —/ Zdw,
t t t

T T T
y;‘_g+/ f(s, Y207 ds+/ g (s, Y771 Z) st—/ ZLdW,
t t t

Soient

THevH oyl T ez -z, 0<i<T
Alors
—i+1

T
(s,Y),Z!)dB, — / Z§+1dWS]
t

T T

T
E+ | F(sYZ7 ) ds+ g(s,Ki_l,Zﬁ_l)st—/ ZﬁdWs}
t

>
— ——
7a2%
_l’_
!
~
—~
: w
: oy
N
~
U
»
+
!
s

En appliquer Lemme 2.2.1

)+E/tT)

07 —itl 1|2

Z

T .
s =28 [ (7 (5 ¥220) — ] (¥, 2) T s
t

T
B [ (s 2) = g (s Y 2P
t
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Soit 5 € R. Par intégration par parties, a (| y, |2 ) on a :

—1+1

d(|Ye

Pty = gt | T P2 dt+eﬂtd(| v, |2)

—i+1

= ﬂeﬂt | _1+1 ‘2 dt + eﬂt(_2<f (t,Y?, Ztl) - f (ta Yzila Ztiil) Y;i >d

7 7 i— i— i+1
— g (6 20) =g (Y 270 P der 1| 2 |2 )
par conséquent ,integrant entre ¢ et T',et on prenant 1’esperance,on obteint :
2 2
)—E <eﬁt WH‘ )
r —i+1
(/ B [T, ds)—Q[/ (f(s,YD,Z0) — f(s,Yi, Z07Y) i yetas)
t
. . . . 2 T
—E[/ lg (8.7, 2)) = g (8.Y; 7, 27| eds] +E[/ |
t t

E(efT ‘TTZ‘H

'L+1

i+1]|2

Z, Pt ds]

: ; i+l
Comme Yi =Y =¢ =7, =0:alorsona:

Jerl[ sl a] eof 7

:2E[/t (s, Y5, 20) = (s, Y, Z070) V0 YePods)

it

E [eﬁt Y, _Hl Bsds

) S

T
+E/ o \lg (4.Yi, Z) — g (6,Y, 20| ds.
t
Comme f et g sont lipschitz, il vient

T
E[ ?tz+1‘:|+E|:/ 5668?75”
t

1\%3} LB / |7 eas

T
ng/ el Vo |+ | Z0 ), T s
t
T 2 2
+E/ G’BS(C Y, —i—a‘ s
t
on applique I'inegalité ab < 5 )a + 1—0‘62 alors il existe ¢,y > 0 I'inegalité précédante
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donne :

' C— E—
E|?;“|2eﬁt+(ﬁ—7)E/ |ys“|2eﬁsds+E/ | Z |2 e ds

t t

T
—i 1 —
<E [ IV P g I s
t
On prenont § = v + 1?:047 et définir ¢ = ﬁfa.

i T i —i
BV P B[ @V 2 et
t

<1+o¢
- 2

T . .
b / @Ys [P+ 11 Z [P)e™ds.
t

Il s’ensuit immédiatement que :

1+«
2

T . . ) T o o
E / P TR 7 s < (AEYiE / HE| TP+ | 7 s,
t t

Et comme 2 < 1; (Y}, Z{),_g1 5. est une suite de Cauchy dans M?>([0,T];R*)x
M?([0, T]; R¥*?). Alors, on conclus que (Y}'),_g; 5 5. est aussi de Cauchy dans S?([0, T]; R*)
et que

(1/157 Zt) = Zlilg(y;l, ZZ)

solution de 1’équation |
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Chapitre 3

Existence de controle optimal pour

PEDDSR linéaire

3.1 Préliminaires et formulation du probléme

Soient 7' un nombre réel positif, U un ensemble non vide de R¥ et W = (W,),ci0.1] et
B = (By)iejo,r) sont deux mouvements browniens indépendants, définis dans un espace de
probabilité complet (€2, F,P) et prenant ses valeurs dans R? et R* respectivement. Soient
at, By, Vi, 0, 04 et 1, des processus progressivement mesurables a valeurs dans R,R*, R, R,
R? et R respectivement Soit N la classe des ensembles P-nuls de F. Pour chaque ¢ € [0, 7],
on définit

ou pour tout processus {®,}, on pose
fftza(q’r—Cbs;SSrgt)vN’ _7-“;1):_7:61;'

Etant donné & une variable aléatoire carrée intégrable et JF,—mesurable.

On considére le probléme de controle stochastique d’un systéme gouverné par 'EDDSR
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linéaire suivant :
T T T
Yy = 5-1-/ (Y + Z2Bs + vsvs) ds+/ (0,Y + Zlos + nsvg) dBS—/ Z2dWs. (3.1)
t t t

Définition 3.1.1 : Un controle admissible v est un processus de carré intégrable et pro-
gresivement mesurable, et prenant ses valeurs dans un sous-ensemble U C RE. On note

U Uensemble de tous les controles admissibles.

Notre objectif est de trouver un controle admissible qui minimise la fonction de cotts

suivante :

1) = Blo ) + | e ve, zee) dil,

ou

1:]0,T] x REx R x U —»Retg:[0,T] xRF =R

sont deux fonctions Boréliennes.

On dit que w € U est un controle optimal si

J(@) = inf J(v).

veu

On notera :

~ L%(0,T;R?) est 'ensemble de tous les processus X-adaptés a F; et valorisés R? tels que
T
m/]&Pm<m
0

~ L%(Q;C(0,T;RY)) est I'ensemble de tous les processus continus X — adaptés a F; et
valorisés R¢- tels que

E[sup | X, |?] < c0.
0<t<T
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Hypothéses

On considére les hypothéses suivantes :
(A1) : L’ensemble U C R¥ est convexe et compact,
(A2) : Les fonctions [ et g sont continues et convexes,

(A3) a4, Bi, e, 0ty sont bornés par M > 0 et o, est borné par m € (0, 1), c’est-a-dire,
M 2 sup | ky(w) | am 2 sup | oy (w) |,
t,w tw

ou kt = Oét,ﬂt,'}/tydbnt'

3.2 Le résultat de ’existence d’un controle optimal

Théoréme 3.2.1 : Sous les hypothéses (A1)—(A3), il existe un triplet de processus(Yy, Zy, ;)

Fi—adaptés tel que

. T . T . N T ~
Vi—er / (0uTe + Zif 4 i) ds + / (6., + Zuo + i) dB, — / Z.dW,. (3.2)
t t t

et

J(u) = 325 J(v). (3.3)
Pour prouvé le théoréeme 3.2.1, on a besoin de quelques résultats
Lemme 3.2.1 : (Formule d’It6 généralisée). un Soita € L%(Q; C(0,T;RY)), b € L%(0,T;R?),

c€ L% (0,T,R™*), d e L% (0,T,R™?) étre tels que :

t t t
at:ag—i-/ bsds—i-/ chS—i-/ dsdW, 0<t<T
0 0 0
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Alors

t t t
lay|* = |a0\2+2/ <as,bs>ds+2/ (as,cs>st+2/ (ag, dg)dW,
0 0 0

t t
= [l as+ [ pa?as
0 0

Et
B[ a, Y] = E[| ao [2] + 2E] / (a0, ba)ds] — E / I | ds] + B / I d, |12 ds].

Lemme 3.2.2 : Soient (17”, 2”) et (7, 7) les solutions de EDDSR linéaire 7?7, corres-

pondant a u" et u, respectivement. Alors

Y =Y fortement en L2 (92;C(0,T,R")) (3.4)
et
T T
/ZdeS — /ZdWs fortement en L% (O,T; R”Xd) ) (3.5)
¢ ¢

Preuve. : Supposons d’abord que (A1) — (A3) soient valables. Soit (Y, Z", u™) une suite
minimisante, c’est-a-dire

lim J(u") = inf J(v.).

n—00 vEU

Puisque U est un ensemble compact, alors la suite (u_”)nzoest relativement compact.ce qui

implique quelle admet une sous-suite (qu’on la note (u"), ) telle que
u" — w, faiblement en E%_— (0, T ]Rk) .
En appliquant le théoréme de Mazur, il existe une suite de combinaisons convexes

ut = Z)\mnufn”, avec A\, > 0 et Z)\mn =1

m>0 m>0
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telle que
u" — . fortement en L% (0,T;R"). (3.6)

Puisque I’ensemble U C RF¥est convexe et compact, il s’ensuit que u. € U.

Preuve de[3.4l: On a :
R T R N T, N T
vr e / (ostS” + B2+ %ﬂ?) ds + / (535/; + o 2"+ nsu”';) dB, — / Zrdw,
t t t
et
- T o T B T
Yt = 5 + / (asYt + 65Zs + fYSﬂS) ds + / (65Yt + UsZs + nsﬂs) st - / stWs
t t t
Alors

T =¥ = [ o (P2 = 7)o+ (70 - 7.) oot -l

T T
+ / 0.V = V) + (2 = Z.) o 4, (@ —,)|dB, - / (27 = Z,)dW,
t t

Application de la formule d’Ito généralisée & | Y;* — Y, |2,on obtient

T

1+ |

—~ . —~ N2
Y-V, 7r — 7| ds]

E[ sup
te[0,7
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Ainsi en utilisant (A3) et en appliquant la formule de Young, on obtient

T T
~ 2 2 1 2
E[ sup )Ytn—yt ]+E[/HZ§—ZS ds] < = [/ Yr_Y,| ds
t€[0,7) , €1 ,
T
~ |12 —~ 2
+3€1ME[/ A [ 7 4
0
T
—~ 12 —~ 2
+E[/(2MYt"—Yt +m‘Z§L—ZS +|an

0
T

+ E/(sz@" ~ Y, 2" —Z)+2m(Z - Z
0

Application de la formule de Young a (37;” -Y,, /Z\;‘ — Z,), I'inégalité de Cauchy-Schwarz
T

en E[/(Z;‘ — Z,, 0" —,)ds] et en utilisant le fait que (27 — Z,) € £Z (0, T; R™*4)  alors

0
on a

te[0,7)

T
E[sup | V" -V, |21+E[/ | 20— Z, | ds
0

Mm

€2

T
1 ~ _
< (& 430 M+2M + )E[/H@”—YS 2 ds]
€1
0

T
+3e,M +m + Mm@)E[/HZ? _Z.|1ds]
0

T Tr
(36 + 2)3[/@ 7 ds] + 2Km(E[/|ﬂ? . 2ds))
0 0

choisit

= et €y =

T M 3Mm’
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Chapitre3. Existence de controle optimal pour 'EDDSR linéaire

N

on devient
T T
~ 12 _
Elsup |Y" =Y, |+CiE| — Zs ds < CyYE ¢ ds (3.7)
t€[0,T]
0 0
T Tr
+ C3F /| " —u,)|* ds] + 2Km(E /\u — 7, ds])%
0
ou
1—m
Cy = & 0,
6.M 1-— 3(Mm)?
O = T+ —— +2M + SMm)”
1-— 2 1—m
1—
Cs = 3— 2>0.
3= 9760 + 2>
De I'inégalité nous dérivons deux inégalités :
T
E[ sup |Y" — | < CyF / -Y, ds (3.8)
te[0,7
0
T Tr
|

+ C5E[ [ |at —u,|* ds] + 2Km(E /|u — | ds))?,
et
T T
ClE[/‘ o~ 7| ds) < o / ~v,[ (3.9)
0 0
T

1+ O4E /| ' —u,*ds] + 2Km(E /|u — | ds))z,
0

En appliquant le lemme de Gronwall a[3.§ et en prenant la limite comme n — oo , et en
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utilisant [3.6] , nous obtenons [3.4} Enfin,nous déduisons directement de [3.6)3.4] et [3.9] que

E[/le

2
ds] — 0, quand n — oo,

-7,

ce qui implique [

3.3 Preuve de résultat principal

A partir du lemme et en passant a la limite quand n — oo, il est facile de prouver
Démontrons Nous allons minimiser J sur U. Supposons que (Al) — (A3) soient

vérifiés . Soit (Y™, Z™, u™) tel que

T
lim () = lim Elg () + [ 10.Y7 27 ) )
0

n— o0 ' n— o0

= inf J(v)).

vEU

J(@) = Elg (570) n /Tz (t,i,z,m) di]

T
— Elg <1im Y0"> +/ l<t, lim ¥}, lim 2", lim ag) dt].
0 n—oo n—oo n—oo

n—oo

Par la continuité des fonctions g et [, on obtient

n—o0

J(@) = lim Elg (?0”) +/Tz (t VA AT )dt]

= lim Efg Z)\mnYm+")]

m>0

+ lim B / ( D> XY N 20 ZAmnuw")

m>0 m>0 m>0
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Puisque ¢ et [ sont convexes, il s’ensuit que

T
J(@) < Hm Y A E[g(Yy"™) + / (6, Y™ Z0 u ) di]
n—oo 0

m>0
= lim Y A (u")
m>0

ce implique

J(u,) < lim Z)\mn max J(u"")

1<m<jn
m>0

= lim max J(u"™™) Z)‘m”

n—oo 1<m<yj
" m>0

= lim J(u" M)

n—oo

= inf J(v)).

veu

Par conséquent,

J(@) < inf J(v,)

veu
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Conclusion

Dans mémoire, nous considérons une nouvelle classe des équations différentielles stochas-
tiques avec condition terminale, appelée les équations différentielles doublement stochas-
tiques rétrogrades (EDDSRs).

Nous avons démontré I'existence et 'unicité de la solution pour les EDDSRs non linéaires
dans le cas ou les deux générateurs f et g satisfait les conditions Lipschitzienne.

Ensuite, on démontre ’existence du controle optimal strict pour les EDDSRs linéaires ou
I’ensemble des controles admissibles est convexe et compact. La démonstration est basée

sur I'utilisation de la compacité de ’ensemble des controéles et le théoréme de Mazur ;
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Annexe A : Rappels d’analyse

Lemme 3.3.1 (Lemme de Gronwall) : Soit g une fonction intégrable et négative t > 0

et vérifiant

gt) <a+b / g(s)ds,

alors pour tout t > 0

g(t) <ax /0 exp(bs)ds.

Théoréme 3.3.1 (Théoréme de Mazur) Six, converge faiblement vers x alors il existe

une suite de combinaisons convezes c, telle que :

Cp = Zaml’i, ota>0 et Zaizl,

i>0> i>0

qui converge fortement vers x :||c, — x|| — 0, comme n — oc.

Définition 3.3.1 (L’ensemble convexe) : Un ensemble A est dit conveze lorsque pour

tout x ety de A, le segment [z;y] est inclu dans A, c’est -a-dire :
Vo, y € A;VA € [0,1]; x+ (1 — Ny € A

Définition 3.3.2 (Fonction convexe) : Une fonction f : E — R U {+oo} est dite

convezxe si pour tous x ety dans E avec f(x) < +00; f(y) < +o0o et tout A € [0,1] on a :

fQz+(1=Ny) <Af(x)+ (1 =A) f(y)
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Annexe A : Rappels d’analyse

De plus, la fonction f est dite strictement convexe si l'inégalité est stricte lorsque © # y

et A €]0,1].
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

EDS :Equation diférentielle stochastique.

EDSR :Equation diférentielle stochastique rétrograde.

EDDSR :Equation diférentielle doublement stochastique rétrograde.
Pp.s :La notation presque stirement pour la mesure de probabilité P
(Q, F,P) :Espace de probabilité.

(Q, F o (Ft) =0 ,IP’) : Espace de probabilité filtré.

{Fitiso :Filtratoin.
L? :L’espace de Hilbert.
N :L’ensemble des entiers naturels.

:La condition terminale de ’EDDSR.

M?(0,T;R"™) :L’espacevoctorielforméparlesprocessus (Z;):>o
S2([0,T];R™) :L’espacevectorielformédesprocessus(Y;):>o

B (R7) :La tribu borélienne sur R?

E :L’espérance par rapport a la probabilité.

v.a : Variable aléatoire.

I A VT AA,
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Resume:

Ce travail est consacré a 1’étude des équations différentielles doublement stochastiques rétrogrades
(EDDSR), qui sont des équations différentielles stochastiques rétrogrades avec deux directions
différentes d’intégrales stochastiques.

Nous présentons dans la premicre partie, I’existence et I’'unicité de la solution d’EDDSRs sous les
conditions de Lipschitz sur les coefficients f et g.

Dans la deuxiéme partie, nous prouvons 1’existence de controles optimaux stricts pour les systémes
gouvernés par des EDDSRs linéaires, ou le domaine de contrdle et la fonction de cout étaient supposees
CONVEXES.

Mot clé : équations différentielles doublement stochastiques rétrogrades, mouvement
hrownien. nrocessliis stochastiaiie. existence. tinicité. contrle stochastiaue. fonction de cout.

Abstract

This work is devoted to the study of doubly stochastic retrograde differential equations (BDSDE),
which are retrograde stochastic differential equations with two different directions of stochastic
integrals.

We present in the first part, the existence and uniqueness of the BDSDE solution under the Lipschitz
conditions on the coefficients f and g.

In the second part, we prove the existence of strict optimal controls for systems governed by linear
BDSDEs, where the control domain and the cost function were assumed to be convex.

Key Words : backward doubly Stochastic differential equation, mean field, Brownian motion,
random process, existence, uniqueness, stochastic control, cost function,...
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