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وعرفان شكر v

بعزتك ربي نسألك و فضلك واسع من علينا تفضلت ما على ونشكرك ربي نحمدك

الكريم... لوجهك خالصا العمل هذا مني تتقبل أن وجلالك

علما وزدنا علمتنا بما ينفعنا ما علمنا اللهم

وسلم عليه االله صلى االله رسول قال

مَا تَجِدُوا لَم فَإِن ، فَكَافِئُوه مَعرُوفًا إِليكُم صَنَعَ ومَن اللَّهَ يشكرِ لم النَّاسَ يشكرِ لم من "

" كَافَأتُمُوهُ قَد أَنَّكُم تَرَوا حَتَّى لَهُ فَادعُوا بِهِ تُكَافِئُوا

في دعمونا اللذان الكريمين الوالدين إلى والامتنان بالشكر نتقدم أن يفوتنا لا كما

ماديا. منها أكثر ومعنويا نفسيا الجوانب كل من دراستنا

الكريم أستاذي إلى الشكر بجزيل نتقدم أن لنا يطيب بالجميل واعترافا المنطلق هذا من

هذا على بإشرافه تكرم الذي الرزاق" عبد "حشيفة الأستاذ البحث هذا على المشرف

جهود من لديه ما بكل مساهما بالنصح ومشكورا القيمة وتوجهاته إرشاداته وعلى العمل

جميع نشكر .وكما العمل هذا انجاز طيلة لنا وتشجيعه بدعمه علينا يبخل لم الذي

العمل هذا إعداد في الطيبة بالكلمة ولو ساهم من كل وإلى رياضيات, تخصص أساتذة

عنا يجزيهم أن وتعالى تبارك المولى سائلين الجزائري المجتمع يخدم أن نتمنى الذي

عليه.. والقادر ذلك ولي وانه الخير كل الإسلامية الأمة وعن



إهداء v

أصلي و العلن, و السر في بالوحدانية له أشهد و الدهر بدوام يدوم حمدا االله أحمد

مشروح نبيه على وأسلم

. والبشر الأنبياء على فضله نسبة الذي الصدر

حقهما: توفي أن للكلمات يمكن لا من إلى المتواضع الجهد هذا ثمرة أهدي

الحنون". "امي أحضانها بين ترعرعت من إلى الحنان، و الحب منبع إلى

تعالى". االله رحمه تعليمي،"أبي أجل من كد و تعب الذي الحياة في قدوتي هو من إلى

ربيحة، كمال، الزهراء،سميرة، فريدة،فاطمة حبيبة إخوتي الحياة طعم يشاركني من إلى

علي. محمد

دفعة الرياضيات قسم طلبة و أساتذة إلى زملائي،و و :زميلاتي الدرب رفقاء اإلى و

ذاكرتي تنساهم لم من و قلمي نسيهم من كل إلى و . 2024
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مقدمة
أ و وال ا ءات را ي ا ا ا وع أ ا ا ا

ا ات ا را ، ا ا ا ارة ا و " ا م " ا ا ا
ة أ (... خ، اغ ر، اغ ) ا ت ا ا ا و

ة: ا ه ا ات ا اع أ د و ، ا ا ت د ل ا درا
( " "دا و ات ا اص ا (درا

ن إذا T دة ذا λ ا د ا أن ل ،B(H) T ا
.X ∈ B(H) وم

.λ ـ د ذا X ا ، ا ه TX = λ XT :
.σext (T ) ،و T ـ دة ا ا ا ا T د ا ا

.Eext (T, λ) و λ ∈ σext(T ) ب ا د ا ا ا ا ء ا
ر ء H ،T ∈ B(H) د ا ا Petrovic S. et Biswas A ،[ ?]

ـ: ف . ذو
σext(T ) ⊂ {λ ∈ C, σ(T ) ∩ σ(λT ) ̸= ∅}

0 < a < b < ∞ ا ا ، ا ات ا Lambert A. [4]
σext(T ) ⊂ {z ∈ C, a ≤ |z| ≤ b}" "دا إ ي ا A. Aluthge 1990 م [1]

.T = U |T | ا T ∈ B(H) أ
∼
T = |T |

1
2 U |T |

1
2 ا ف T ـ " "دا

ا " "دا λ λ ∈ [0; 1] أ ا " "دا K. Okabo م [18]
.Dλ : B(H)(T ) = |T |λ U |T |1−λ ا ف Dλ : B(H) → B(H)

ات. د ا ا ، إ ة را ة ا ءا ف
ا ا و :" أ " ول ا ا ل: ث ا ة ا ه

" "دا ا ات ا ل درا ا ا
م ا : " "دا و د ا ا ا " ا ا
د ا وا ا ات ا و ا ا ، ت د ا ا

. ا ا و ا ا " "دا
د ا ا و " "دا ب ا ء ا :" ت و "ا ا ا

ل ا ا ا . دة ا ا ات
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الأول االفصل
ء ور ا ا ا ا ا ا ا م
." "دا ت و ا و ات، ا ت و ود ا ا وا خ" " ء و ت" "

1 .1
⟨. , .⟩ : ـ و ، اء ا ود ذات ر ء H

.H ودة ا ا ات ا B(H) •
: و ker(T ) (T ) ا اة : T ∈ B(H) ا •

ker(T ) = {x ∈ D(T )/Tx = 0}

: و R(T ) T ا رة •
R(T ) = {x ∈ H/Tx = H}

: H ف ⟨., .⟩ ا اء ا : خاصية

∥x∥ =
√
⟨x, x⟩, ∀x ∈ H.

ا اؤ ن إذا ، ان H y و x ا أن ل :1 .1 .1 تعريف
x⊥y : و ⟨x , y⟩ = 0 و

ف M⊥ M ا ، H M :1 .1 .2 تعريف
:

M⊥ = {y ∈ H; ⟨x, y⟩ = 0, ∀x ∈ M}

:1 .1 .1 ملاحظة

.H اغ M⊥ •
.M ⊆ M⊥⊥ •

.M ي اغ ا M⊥⊥ •
ن: ،H رت ء اغ M ن اذا :1 .1 .1 قضية

M⊥⊥ = M

3



الأول االفصل

: ا اء ا ان واة ا ت
(M)⊥⊥ ⊂ M : •

h ∈ M
⊥
= M⊥ و g ∈ M f = g + h ا f ، f ∈ M⊥⊥ :

f ∈ M⊥⊥ : و
0 = ⟨f, h⟩ = ⟨g + h, h⟩

= ⟨h, h⟩

= ∥h∥2

. د اء ا و f ∈ M : اذن f = g و h = 0 اي:
M ⊂ M⊥⊥: اذن ، M⊥⊥ و M ⊂ M⊥⊥ ن ، وا ا اء ا •

.M⊥⊥ = M : و
.M⊥ و M رة H ن ، H اغ M ن اذا :1 .1 .2 قضية

.H = M ⊕M⊥ اي:
. ا م M = {xi ∈ H; i ∈ I ⊂ N} ا :1 .1 .3 تعريف

i ̸= j و i, j ∈ I : ن اذا
.∀i ∈ I : ∥xi∥ = 1 و ⟨xi, xj⟩ = 0 : ن

.E ء M و E :1 .1 .4 تعريف

: ن اذا ب M •
∀ (x, y) ∈ M2, ∀α ∈ [0, 1] ; αx+ (1− α) y ∈ M

.co(M) و ، M ي ب ا M ل ا ب ا •

" " ء 2 .1

زوج أ ⟨x, y⟩ د و إذا .C ا ء :1 .2 .1 تعريف
: x, y ∈ X

.x = 0 إذا و إذا < x, x >= 0 و X x أ < x, x >≥ 0 .1

4



الأول االفصل
.X y و x أ < y, x >=< x, y > .2

.X z و y ،x أ ⟨x+ y + z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨x, y⟩ .3
.λ د أ و X y و x أ ⟨λx, y⟩ = λ ⟨x, y⟩ .4

.y و x ـ ا اء ا ⟨x, y⟩ إذن
ت". " ء أو ا اء ي ي ا ا ا ء ا

أ ∥x∥ = 0 د و إذا C ا ء X :1 .2 .2 تعريف
: x ∈ X ا

.x = 0 إذا و إذا ∥X∥ = 0 و X x أ ∥x∥ ≥ 0 .1
.X x أ ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ .2

.λ د أ و X x أ ∥λx∥ = |λ|∥x∥ .3
.x ا ل ∥x∥ إذن

خ". " ء ل ء :1 .2 .1 نظريــة

ت". " ء ل اء ود ء :1 .2 .3 تعريف

5



الأول االفصل
ٔ 3 .1

ن اذا ” ” ا ل H H ر ء ف T ا :1 .3 .1 تعريف
: ا ا T

.∀x , y ∈ H,T (x+ y) = Tx+ Ty : .1
. د α و .∀x ∈ H,T (αx) = αTx : .2

امثلة:
. ∀x ∈ H, Ix = x ـ I دي ا ا •

.∀x ∈ H, 0x = 0 ـ 0 وم ا ا •
c د و اذا ود T ان ل ،H ء ف T :1 .3 .2 تعريف

:
∀x ∈ H, ∥Tx∥ ≤ c ∥x∥

: ـ ف T ا
∥T∥ = inf {c > 0 : ∥Tx∥ ≤ c ∥x∥ , ∀x ∈ H}

: ن ، H ء ا ف T ا :1 .3 .1 نظريــة

∥T∥ = sup {∥Tx∥ ; x ∈ H, ∥x∥ = 1}

a = sup {∥Tx∥ ; x ∈ H, ∥x∥ = 1} :
: ن ، ود T ا ن اذا .1

∥Tx∥ ≤ ∥T∥ ∥x∥ = ∥T∥ , ∀ ∥x∥ = 1

. ∥T∥ ا a ≤ ∥T∥ : أن اي
: x ∈ H ع ا .2

∥Tx∥ =

∥∥∥∥T (∥x∥ x

∥x∥

)∥∥∥∥ =

∥∥∥∥T ( x

∥x∥

)∥∥∥∥ ∥x∥ ≤ a ∥x∥

∥T∥ ≤ a = sup {∥Tx∥ ; x ∈ H, ∥x∥ = 1} و
6



الأول االفصل
(2) و (1) ل

∥T∥ = sup {∥Tx∥ ; x ∈ H, ∥x∥ = 1}

ٔ 4 .1

ف S و اذا T ان ل H ف T :1 .4 .1 تعريف
: H

ST = TS = I

. H دي I :
. T ـ ا ا و S = T−1 ـ

ا ا ع T ا ن ، ود T ن اذا :1 .4 .2 تعريف
.trT ـ: و ، س ا اي T

ٔ 5 .1

: ـ ف ا ،و T ـ ا ا T ∗، T ∈ B(H) ا :1 .5 .1 تعريف

∀x, y ∈ H, ⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩

[23] :1 .5 .1 نظريــة
: ن ا ا ان T ∗ و S∗ ،H ر ء ن ان T و S ن اذا

.∥T∥ = ∥T ∗∥ .1
.(T + S)∗ = T ∗ + S∗ .2

.∀α ∈ C, (αT )∗ = αT ∗ .3
.(T ∗)∗ = T .4

. T ن اذا ، (T ∗)−1 = (T−1)∗, .5
.(ST )∗ = T ∗S∗ .6

7



الأول االفصل

6 .1

. ء E :1 .6 .1 تعريف

ـ: و {A}′ ـ ا ا A ∈ B(E) دل .1
{A}′ = {B ∈ B(E);AB = BA}

: ـ و {A}′′ ـ ا ا A ∈ B(E) .2
{A}′′ =

{
C ∈ B(E); CB = BC, ∀B ∈ {A}′

}
.

: خواص

.{A}′′ = {{A}′}′ .1
.B(E) {A}′ .2

.B(E) {A}′′ .3
.{A}′′ ا A ود ا ات .4

7 .1

: ا ا وا Λ Λ Λ δ :1 .7 .1 تعريف

δ (XY ) = δ (X)Y +Xδ (Y ) , ∀X,Y ∈ Λ

:1 .7 .2 تعريف

: ـ ف ا Λ Λ δA ا A ∈ Λ .1
δA (X) = AX −XA.

.A و ا ا ق ا

8



الأول االفصل
: Λ Λ ف ا δA,B ا A,B ∈ Λ .2
δA,B (X) = AX −XB

. B و A و ا ق ا

ا اص ا A,B ∈ B(H) :1 .7 .1 نظريــة

.∃X ∈ B(H);AX −XB = I .1
.Y ∈ R(δA,B) و Y ∈ {A}

′
∪ {B}

′ : ∃Y ∈ B(H) .2
.B او A و B(H) ا ات ا ى R(δA,B) .3

. I ∈ R(δA,B) و I ∈ {A}
′
∪ {B}

′، I :(3) ⇒ (2)

Y ∈ {A}
′
∪ {B}

′ ، Y ∈ B(H) : :(2) ⇒ (1)

AX −XB = Y : Y ∈ R(δA,B) ⇒ ∃X ∈ B(H), ( Y ∈ {A}
′ : ان ض )

: ن Y ∈ A
′ : A(Y Z)− (Y Z)B = Y : ن ، ( X = Y Z (اي: Z = Y −1X :

.AZ − ZB = I ، Y (AZ − ZB) = Y

X ∈ B(H) :(1) ⇒ (3)

AX −XB = I :
.B و Y ∈ B(H)

Z = XY :
: ن ، X = ZY −1 ان: اي

AX −XB = I

⇒ A(ZY −1)− (ZY −1)B = I

⇒ (AZ − ZB)Y −1 = I

= Y Y −1

(1 .1)

او
⇒ AZ − ZB = Y

⇒ Y ∈ R(δA,B)
(1 .2)

9



الأول االفصل

B(H)
ٔ ٔ 8 .1

ل: و T ∈ B(H) ا
. H (xn) وا ا ا ⟨Txn, xn⟩ → 0 : اذا : متراص •

. ذو R(T ) : اذا منتهية: رتبة من •
.T ≥ 0 و ∀x ∈ H, ⟨Tx, x⟩ ≥ 0 : ن اذا ، موجب •

.T = T ∗ : ن اذا ، لنفسه قرين •
.T 2 = T : ن اذا ، اسقاط •

.T = T ∗ و T 2 = T : ن اذا العمودي الاسقاط •
.T ∗T = IH اذا: تقايس، •

.T ∗T = TT ∗ = I اذا: الوحدوي، •
.T ∗T−TT ∗ = 0 : اذا طبيعي، •

. اد ا ن طبيعي،اذا تحت •
.T ∗T دل ن اذا ، الطبيعي من قريب •

.T ∗T−TT ∗ ≥ 0 : اذا طبيعي، شبه •

1 .8 .1

ورات ات ت ء T ( ر ا (ا :1 .8 .1 نظريــة
B =

1

2
(T + T ∗) أو A =

1

2
(T + T ∗) وري: T = A+ iB B و A

2 .8 .1

U س ا وي إذن ت ء T :1 .8 .1 تعريف
T = U |T |

ـ ا ا ا ا أ ل و T = U |T |، N(U) = N(|T |) |T | = (T ∗T )

1

2 : أو
T ـ ا أ T = U |T | أن ل و ورا وري N(U) = N(|T |) ن ذا و ،T

.

10



الأول االفصل
إذن H ت ء T ا ا T = U |T | :1 .8 .2 نظريــة

N(|T |) = N(T ) .1
.q أ |T ∗|q = U |T ∗|q U∗ .2

3 .8 .1

: T̃ ا T ـ دا ف ، T = U |T | أ :1 .8 .2 تعريف

T̃ = |T |
1
2U |T |

1
2

. دا λ λ ∈ [0, 1] أ ( دا ) :1 .8 .3 تعريف
ا ف Tλ : B(H) → B(H)

T̃λ = |T |λ U |T |1−λ

λ =
1

2
أ ل". "دو أ ،T̃1 = |T |U ، λ = 1 ا ي

λ = 0 أ و .(1 .1) ف ا " "دا

: ا ات ا إذن p < 0 p T ∈ B(H) :1 .8 .3 نظريــة

. T̃ إذن 1
2
≤ p < 1 ن إذا .1

.
(
p+

1

2

)
ن T̃ إذن 0 < p ≤ 1

2
ن إذا .2

: ا ا إذن ، λ ∈ ]0, 1] و T ∈ B(H) :1 .8 .1 توطئة

T̃λ = T̃ ⇐⇒ T

N (T ) ⊂ N (T ∗) أن ض λ ̸= µ λ, µ ∈ [0, 1] و T ∈ B(H) : خاصية
: إذن

T̃λ = T̃µ ⇐⇒ T

. ن ا ا N (T ) ⊂ N (T ∗) ط ا ون :1 .8 .1 ملاحظة

11



الأول االفصل

أ T̃λ = T̃µ = 0 إذن T 2 = 0 و T ̸= 0 ا ا ل T ن إذا ل:
λ, µ ∈ ]0, 1]

: ا ا T̃λ = aT أن ض a ∈ C و T ∈ B(H) :1 .8 .2 توطئة

(TT ∗T = T ∗TT ) T إذن a = 1 ن إذا .1
(T 2 = 0) ا ا ل T إذن a = 1 ن إذا .2

T = 0 إذن a ∈ C\{0, 1} ن إذا .3
إذن ون. T = T ∗ أن ض .λ ∈ ]0, 1[ و T ∈ B(H) :1 .8 .3 )توطئة

T̃ 2
)
λ
= T =⇒ T 2 = T ∗

إذن ون. أ T ∗ و T أن ض .λ ∈ ]0, 1[ و T ∈ B(H) :1 .8 .4 توطئة
: ا ت ا ا

T̃λ = T ∗ ⇒ T = T ∗

،إذن T ن إذا .λ ∈ ]0, 1[ و T ∈ B(H) :1 .8 .5 )توطئة
T̃ ∗
)
λ
= T ⇒ T = T ∗

ا وط ا إذن .λ ∈ ]0, 1[ و T ∈ B(H) :1 .8 .4 )نظريــة
T̃ S
)
λ
=
(
S̃T
)
λ
, ∀S ∈ B(H) .1

x ∈ H ،S = x⊕ x ات ا أ (
T̃ S
)
λ
=
(
S̃T
)
λ

.2
a ∈ C أ T = aI .3

ا وط ا إذن ، T ∈ B(H) :1 .8 .5 نظريــة

T .1
. T̃λ ن λ ∈ [0, 1] أ .2

ا ا أ T̃λ = cI ن إذا ص . ن T̃λ λ ∈ [0, 1] .3
T = cI إذن c ∈ C و ا

12



الثاني الفصل
P للمؤثر الممدد الطيف O

RQ EF

U

المحتويـــــــــات قائمة
14 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . د ا ا ت ا 1 .2
16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . د ا ا 2 .217 . . . . . . . . . . . . . . ا ا د ا ا 1 .2 .2
18 . . . . . . . . . . . . . . . . . . د ا ا 2 .2 .2
19 . . . . . . . . . . . . . . . . . . ا ذات ر ء 3 .2 .2
20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . " "دا د ا ا 4 .2 .2
20 . . . . . . ذات " "دا د ا ا 1 .4 .2 .2
23 . . . . . ا " "دا د ا ا 2 .4 .2 .2



الثاني دالفصل ا ا

1 .2

. خ ء ود ا ت ا م ، ا ا
ا ت ا د ا ا ء وا د، ا وا ا وا

. ا
. T λ ان ل د λ .T ∈ B(H) :2 .1 .1 تعريف

.B(H) ار λI − T ا ن اذا
. ا ا و ρ(T ) ا ه دي ا ا I

: و
ρ(T ) =

{
λ ∈ C; (λI − T )

}
.

و ، T ا ρ(T ) ا ا ، λ ا ا :2 .1 .2 تعريف
.σ(T ) = C/ρ(T ) : اي ، σ(T )

: ا T ل ا ا ا :2 .1 .3 تعريف

λ −→ (λI − T )−1, λ ∈ ρ(T )

.T ∈ B(H) :2 .1 .1 نظريــة
. ρ(T ) ا ا

.ρ(T ) λ −→ (λI − T )−1 ا ا ا

|µ| < ∥(λI − T )−1∥−1 : د µ و ρ(T ) λ

. S(µ) ا λ+ µ ∈ ρ(T ) ان
:∞∑

k=0

(−µ)k(λI − T )−(k+1).

. B(H) م ر ∥µ(λI − T )−1∥ < 1 :
: ن S(µ) ـ ع ا ا

[(λ+ µ)I − T ]S(µ) = (λI − T )S(µ) + µS(µ) = I,

S(µ) [(λ+ µ)I − T ] = S(µ)(λI − T ) + µS(µ) = I.
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الثاني دالفصل ا ا
: ان و

و µ −→ S(µ) = [(λ+ µ)I − T ]−1 ا ا و S(µ) µ وا (λ+ µ) ∈ ρ(T )

.µ = 0 ا
ن σ(T ) ا ا λ ا ا d(λ) ن اذا ، T ∈ B(H) :2 .1 .1 مبرهنة

:∥∥(λI − T )−1
∥∥ ≥ 1

d(λ)
, λ ∈ ρ(T ).

|µ| < ∥(λI − T )−1∥−1 ن اذا ا ، ا (2.1.1) ا
.(λ+ µ) ∈ ρ(T ): ن

: ان اي
d(λ) ≥

∥∥(λI − T )−1
∥∥−1

.

. اص σ(T ) ا ن ، T ∈ B(H) :2 .1 .2 نظريــة

: ن B(H) م ر S(λ) .ا |λ| > ∥T∥ ا
(λI − T )S(λ) = S(λ)(λI − T ) = I.

: و
S(λ) = (λI − T )−1, (|λ| > ∥T∥)

. σ(T ) ن (2.1.1) ا ا . ود σ(T ) ان ذا و
اص. σ(T ): ان ا و

: ا ف ا T ل r(T ) ، T ∈ B(H) :2 .1 .4 تعريف

r(T ) = Sup {|λ| : λ ∈ σ(T )} .

: T ∈ B(H) : خاصية

∀λ, µ ∈ ρ(T ), (λI − T )−1 − (µI − T )−1 = (µ− λ)(λI − T )−1(µI − T )−1

:
(λI − T )

{
(λI − T )−1 − (µI − T )−1

}
(µI − T ) = (µI − T )− (λI − T ) = (µ− λ)I,

15



الثاني دالفصل ا ا
(µI − T )−1 (λI − T )−1 د ا ا ب ا و
: و م ا ث ا T ا T ∈ B(H) :2 .1 .5 تعريف

: ـ ا و σp(T ) و ا ا •
σp(T ) =

{
λ ∈ C; (λI − T )

}
.

: ـ وا ، σc(T ) و ا ا •
σc(T ) =

{
λ ∈ C; λI − T , (λI − T )X = X (λI − T )X ̸= X

}
.

: ـ وا ، σr(T ) و ا ا ا •
σr(T ) =

{
λ ∈ C; (λI − T ) (λI − T )X ̸= X

}
.

: ـ ف T ا ن و
σ(T ) = σp(T ) ∪ σc(T ) ∪ σr(T ).

x وم ع ا ه ، T ـ ذا λ ان ل ، λ ∈ σp(T ) ن اذا
.Tx = λx : H

.T ـ λ ا ا ا ا ذا x

ٔ 2 .2

و اذا ، T ∈ B(H) دة ذا λ ا د ا ان ل :2 .2 .1 تعريف
.TX = λXT : B(H) وم X

.λ ا ا ا ـ ا T ـ د ذا X ان ل
. σext(T ) ـ و ،T دة ا λ ا ا ا T د ا ا

.λ ∈ σext(T ) ـ ا ا د ا ا ا ء ا Eext(T, λ) و
. ا ا د ا ا X = I ، T ∈ B(H) ا σext(T ) ا λ = 1 ان

: A,B ∈ B(H) ان ض :2 .2 .1 نظريــة

σ(A) ∩ σ(B) = ∅.

16



الثاني دالفصل ا ا
ات ا د ا ا X = 0 : ن

AX −XB = 0.

.[21] ا
. ا ا ة ، A = T,B = λT ة ا ا

[ ?] : خاصية
: ن ، T ∈ B(H)

σext(T ) ⊂ {λ ∈ C, σ(T ) ∩ σ(λT ) ̸= ∅}

.σext(T ) = {1}: ن ، α ̸= 0: ، σ(T ) = {α} : ن اذا

: ن ، ة ا ن T ∈ B(H) ان ض :2 .2 .1 قضية
∀λ ∈ C/ {0} , σext(λI + T ) = {1} .

1 .2 .2

: ن ، T ل ا ا σp(T ) ن اذا .T ∈ B(H) [ ?] : }خاصية
α

β
, α ∈ σp(T ), β ∈ σp(T

∗), β ̸= 0

}
⊂ σext(T )

x, y ∈ H/ {0} β ∈ σp(T
∗) و α ∈ σp(T )

.T ∗y = βy و Tx = αx :
: X = x⊗ y ب X ا ف

∀z ∈ H, Xz = (x⊗ y)z =< z, y > x

: و
TXz =< z, y > Tx = α < z, y > x

17



الثاني دالفصل ا ا
αو

β
XTz =

α

β
< Tz, y > x

=
α

β
< z, T ∗y > x = α < z, y > x,

.α
β

ا T ل د ذا ع X و
.α
β
∈ σext(T ) : اذن

ٔ 2 .2 .2

: ن a := ∥T∥ ∥T−1∥ ، T ∈ B(H) :2 .2 .2 نظريــة

σext(T ) ⊂
{
z ∈ C : 1

a
≤ |z| ≤ a

}
= A 1

a
,a .1

N اء ا ∃N > 1 ن .|λ| ̸= 1 λ ∈ σext(T ) ن اذا .2
. وم Eext(T, λ)

. ا N ا ة ا Eext(T, λ) ، و

: ∃c > 0 (c = ∥T−1∥−1
) ، T ان (1

. ∀x ∈ H, ∥Tx∥ ≥ c ∥x∥

: ن ، X ∈ Eext(T, λ)/ {0} و λ ∈ σext(T )

TX = λXT.

∀x ∈ H, c ∥Xx∥ ≤ ∥TXx∥ = |λ| ∥XTx∥ ≤ |λ| ∥X∥ ∥Tx∥ .

: ن
∀x ∈ H, c ∥X∥ ≤ |λ| ∥X∥ ∥T∥

.|λ| ≥ 1
a

: و
. 1

λ
∈ σext(T

−1) ن λ ∈ σext(T ), (λ ̸= 0) ن اذا ، ا ا ا
ا 1λ∣∣∣∣و

∣∣∣∣ ≥ 1

a

.|λ| ≤ a : و
و λN /∈ Aa, 1

a
N > 1 ا د ا و ، |λ| ̸= 1 λ ∈ σext(T ) (2

. λN−1 ∈ Aa, 1
a
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الثاني دالفصل ا ا
: ن ، X1, ..., XN ∈ Eext(T, λ)/ {0}

TX1...XN = λNX1...XNT,

X1...XN = 0: و

ء 3 .2 .2

د ا ذات ا ت ء د ا ا ، ة ا ه
. ا

[ ?] :2 .2 .3 نظريــة
: ن . ا ا ذات H ت ء T

σext(T ) = {λ ∈ C, σ(T ) ∩ σ(λT ) ̸= ∅}

.{0} ا وي T و∗ T اة ا ن ، T ان و ا ا ض
P ، X

′
= XP ا و kerT kerT ∗ ف وم X ا

.kerT ∗ H ل دي ا ط ا
.(X ′ ̸= 0) ان وا

: و
∀λ ∈ C, TX

′
= λX

′
T = 0

: و ، T ، σext(T ) = C : اي
: و λ ∈ C ا 0 ∈ σ(T ) ∩ σ(λT )

σext(T ) = {λ ∈ C, σ(T ) ∩ σ(λT ) ̸= ∅} = C.

: ان ت ا ، λ ∈ C ة 0 /∈ σ(T ) اي ، T ان ا ا ض
{λ ∈ C, σ(T ) ∩ σ(λT ) ̸= ∅} ⊂ σext(T ).

Ta = βa a ∈ H وم ذا ع X ا اي ، β ∈ σ(T ) ∩ σ(λT ) ض
و ، (β/λ) ∈ σ(T ∗) ا ، (β/λ) ∈ σ(T ) . (λ ̸= 0 و β ̸= 0 ورة )

ان ، X = a⊗ b ا . T ∗b = (β/λ)b b ∈ H وم ذا ع
.λ ∈ σext(T ) و .X ̸= 0 TX = λXT
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الثاني دالفصل ا ا
: ن ، ا ا ذات ت ء ف T :2 .2 .1 نتيجة

.α ̸= 0 σ(T ) = {α} ن اذا و اذا σext(T ) = {1} .1
. T ن اذا و اذا σext(T ) = C .2

.σext(T ) = {α/β : α, β ∈ σ(T )} ن ، T ن اذا .3

" " 4 .2 .2

" " 1 .4 .2 .2

. ة ا و ،BA و AB ـ ا ا ت ا ا

ت ء ودان ن ان B و A :2 .2 .4 نظريــة
إذن ذا ورا ن A ،H

σext(AB) = σext(BA) (2 .1)

ت ء ف B و A ود أ
:

σext(AB) = {λ ∈ C : σ(AB) ∩ σ(λAB) ̸= ∅} 2 .2 .4 ا
= {λ ∈ C : σ(AB) ∩ λσ(AB) ̸= ∅} I.6.3 ا
= {λ ∈ C : σ(BA) ∩ λσ(BA) ̸= ∅} I.6.2

= {λ ∈ C : σ(BA) ∩ σ(λBA) ̸= ∅} I.6.3 ا
= σext(BA)

ا T ـ ا ا وي ا ن U أو B = 4 |T |
1
2 و A = |T |

1
2 ن إذا •

: ا ا ا إذن 2 .2 .4
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الثاني دالفصل ا ا
ت ء ف ود T :2 .2 .2 نتيجة

إذن ،" "دا T̃ ، ا T = U |T | ،H
σext

(
T̃
)
= σext(T )

ى. أ ت 2 .2 .4

،H ت ء ف T ود أ
: ا T = U |T |

σext(T ) = {λ ∈ C : σ(T ) ∩ σ(λT ) ̸= ∅} 2 .2 .4 ا
= {λ ∈ C : σ(T ) ∩ λσ(T ) ̸= ∅} I.6.3 ا
= {λ ∈ C : σ(T̃ ) ∩ λσ(T̃ ) ̸= ∅} I.6.3 ا
= {λ ∈ C : σ(T̃ ) ∩ σ(λT̃ ) ̸= ∅} I.6.3 ا
= σext(T̃ )

إذن 2 .2 .1 ا T ـ ا ا وي و ن U أو B = U و A = T ن إذا
: ا ا

ذات ت" " ء ف ود T :2 .2 .3 نتيجة
إذن ل"، "دو T̂ ، ا T = U |T | ،H

σext

(
T̂
)
= σext(T )

2 .2 .1 ا T ـ ا ا وي ا ن U أو B = U |T |1−λ و A = |T |λ إذا
: ا ا ر إذن

ذات ت" " ء ف ود T :2 .2 .4 نتيجة
λ = [0, 1] أ ، ا T = U |T | ،H
σext

(
T̃λ

)
= σext(T )

2 .2 .4 ا T ـ ا ا وي ا ن U أو B = T n−1U |T |
1
2 و A = |T |

1
2 إذا

: ا ا ر إذن
21



الثاني دالفصل ا ا
ذات ت" " ء ف ود T :2 .2 .5 نتيجة

إذن ، ا T = U |T | ،H
σext

(
T̃ n
)
= σext(T

n)

إذن 2 .2 .1 ا T ـ ا ا وي ا ن U أو B = (T )n−1 U و A = |T | إذا
: ا ا ر

ذات ت" " ء ف ود T :2 .2 .6 نتيجة
إذن ، ا T = U |T | ،H

σext

(
T̂ n
)
= σext(T

n)

2 .2 .1 مثال
: 2× 2 T

T ∗ =

 1 2i

−5i 1

 ن T ـ ا ا T =

 1 5i

2i 1


T ∗T = |T |2 =

 2 i

−i 5

 أ ، T ∗T = |T |2 =

 5 7

−7i 26


U =

 0 i

−i 0

 إذن |T | 12 =

 1 i

−i −2

 ا

T̃ =

−2 −i

i 4

 T " "دا ن
.T " "دا و T ا أ د ا ا ،I.1.2 ا
σ(T ) = {−1−

√
10,−1 +

√
10}, σ

(
T̃
)
= {−1−

√
10,−1 +

√
10}

ر إذن
σext(T ) =

{
1;

11 + 2
√
10

−9
;
11− 2

√
10

−9

}
, σext

(
T̃
)
=

{
1;

11 + 2
√
10

−9
;
11− 2

√
10

−9

}

.σext

(
T̃
)
= σext(T ) ا
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الثاني دالفصل ا ا

" " 2 .4 .2 .2

أ و " "دا أ ،T ا أ د ا ا ا ا ه
ل" "دو

. T ن إذا ن |T |2 إذن ،B(H) T :2 .2 .1 توطئة

ن T ∗ ⇔ ن T

ن T ∗T = |T |2 ⇔

،H ت" " ء ف ود T :2 .2 .5 نظريــة
. ا T = U |T |

إذن X = X |T |
1
2 و T إذا

.σext

(
T̃
)
= σext (T ) = σext

(
T̂
) .1

.n ∈ N أ σext

(
T̃ n
)
= σext (T

n) = σext

(
T̂ n
) .2

.σext

(
T T̃
)
= σext

(
T̃ T̂
) .3

.T̂ = U |T | ل" "د ا T̂ أن و

T = U |T | ، ت" " ء ف T ود أ
إذن |T | 12 X = X |T |

1
2 و ن T . ا

II.1.1 σext(T ) =
{
λ ∈ C, X ∈ B(H)\{0} TX = λXT

} .1
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الثاني دالفصل ا ا
TX = λXT ⇔ U |T |X = λXU |T |

⇔ U |T |
1
2 |T |

1
2X = λXU |T |

1
2 |T |

1
2(

|T |
1
2X = X|T |

1
2

)
⇔ U |T |

1
2X|T |

1
2 = λXU |T |

1
2 |T |

1
2

⇔ |T |
1
2

(
U |T |

1
2X|T |

1
2

)
|T |

3
2

= |T |
1
2

(
λXU |T |

1
2 |T |

1
2

)
|T |

3
2( 2 .2 .1 )

⇔ |T |
1
2U |T |

1
2X|T |2

(
|T |2

)−1

= T |
1
2λXU |

1
2 |T |2

(
|T |2

)−1

⇔ |T |
1
2U |T |

1
2X = λ|T |

1
2 |XU |T |

1
2(

|T |
1
2X = X|T |

1
2

)
⇔ |T |

1
2U |T |

1
2X = λX|T |

1
2U |T |

1
2

⇔ T̃X = λXT̃ .

.σext(T ) = σext(T̃ ) إذن،
. σext(T ) = {λ ∈ C, X ∈ B(H)\{0} TX = λXT} ، أ

TX = λXT ⇔ U |T |X = λXU |T |(
|T |

1
2X = X|T |

1
2

)
⇔ UX|T | = λXU |T |

⇔ |T |(UX|T |)|T | = |T |(λXU |T |)|T |

(text1.2.2) ⇔ |T |UX|T |2
(
|T |2

)−1
= |T |λXU |T |2

(
|T |2

)−1

⇔ |T |UX = λ|T |XU(
|T |

1
2X = X|T |

1
2

)
⇔ |T |UX = λX|T |U

⇔ T̂X = λXT̂ .

.σext(T ) = σext(T̂ ) إذن،
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الثاني دالفصل ا ا
.σext (T

n) =
{
λ ∈ C, X ∈ B(H)\{0} T nX = λXT n

} .2
T nX = λXT n ⇔ (U |T |)nX = λX(U |T |)n

⇔ (U |T |)n−1U |T |
1
2 |T |

1
2X

= λX(U |T |)n−1U |T |
1
2 |T |

1
2(

|T |
1
2X = X|T |

1
2

)
⇔ (U |T |)n−1U |T |

1
2X|T |

1
2

= λX(U |T |)n−1U |T |
1
2 |T |

1
2

⇔ |T |
1
2

(
(U |T |)n−1U |T |

1
2X|T |

1
2

)
|T |

3
2

= |T |
1
2

(
λX(U |T |)n−1U |T |

1
2 |T |

1
2

)
|T |

3
2( 2 .2 .1 )

⇔ |T |
1
2 (U |T |)n−1U |T |

1
2X|T |2

(
|T |2

)−1

= |T |
1
2λX(U |T |)n−1U |T |

1
2 |T |2

(
|T |2

)−1

⇔ |T |
1
2 (U |T |)n−1U |T |

1
2X

= λ|T |
1
2X(U |T |)n−1U |T |

1
2(

|T |
1
2X = X|T |

1
2

)
⇔ |T |

1
2 (U |T |)n−1U |T |

1
2X

= λX|T |
1
2 (U |T |)n−1U |T |

1
2

⇔
(
|T |

1
2U |T |

1
2

)n
X = λX

(
|T |

1
2U |T |

1
2

)n
⇔ T̃ nX = λXT̃ n.

.σext (T
n) = σext

(
T̃ n
) إذن،

. σext (T
n) =

{
λ ∈ C, X ∈ B(H)\{0} T nX = λXT n

} ، أ
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الثاني دالفصل ا ا
T nX = λXT n ⇔ (U |T |)nX = λX(U |T |)n

⇔ (U |T |)n−1U |T |X = λX(U |T |)n−1U |T |(
|T |

1
2X = X|T |

1
2

)
⇔ (U |T |)n−1UX|T | = λX(U |T |)n−1U |T |

⇔ |T |
(
(U |T |)n−1UX|T |

)
|T |

= |T |
(
λX(U |T |)n−1U |T |

)
|T |( 2 .2 .1 )

⇔ |T |(U |T |)n−1UX|T |2
(
|T |2

)−1

= λ|T |X(U |T |)n−1U |T |2
(
|T |2

)−1(
|T |

1
2X = X|T |

1
2

)
⇔ (|T |U)nX = λX|T |(U |T |)n−1U

⇔ (|T |U)nX = λX(|T |U)n

⇔ T̂ nX = λXT̂ n

.σext (T
n) = σext

(
T̂ n
) إذن،

.σext(T T̃ ) = {λ ∈ C, X ∈ B(H)\{0} T T̃X = λXT T̃} .3
T T̃X = λXT T̃ ⇔ U |T ||T |

1
2U |T |

1
2X = λXU |T ||T |

1
2U |T |

1
2(

|T |
1
2X = X|T |

1
2

)
⇔ U |T |

1
2 |T |UX|T |

1
2 = λXU |T |

1
2 |T |U |T |

1
2

⇔ |T |
1
2

(
U |T |

1
2 |T |UX|T |

1
2

)
|T |

3
2

= |T |
1
2

(
λXU |T |

1
2 |T |U |T |

1
2

)
|T |

3
2( 2 .2 .1 )

⇔ |T |
1
2U |T |

1
2 |T |UX|T |2

(
|T |2

)−1

= |T |
1
2λXU |T |

1
2 |T |U |T |2

(
|T |2

)−1

⇔ |T |
1
2U |T |

1
2 |T |UX = λ|T |

1
2XU |T |

1
2 |T |U(

|T |
1
2X = X|T |

1
2

)
⇔ |T |

1
2U |T |

1
2 |T |UX = λX|T |

1
2U |T |

1
2 |T |U

⇔ T̃ T̂X = λXT̃ T̂ .

.σext(T T̃ ) = σext(T̃ T̂ ) إذن،
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الثالث الفصل
P وأمثلة تطبيقات O

RQ EF

U

المحتويـــــــــات قائمة
28 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت و أ 1 .3
28 . . . . . . . . . . " دا " و T د ا ا ا 1 .1 .3
29 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T د ا ا 2 .1 .3



الثالث دالفصل ا ا
د ا وا دا ، ا ع ا ب أو ا ى ء، ا ا

ات
ٔ
1 .3

" " T
ٔ 1 .1 .3

T

T =


0 0 5

1

2

√
3

2
0

√
3

2

−1

2
0


و

T ∗ =


0

1

2

√
3

2

0

√
3

2
−1

2

5 0 0


إذن

T ∗T =


1 0 0

0 1 0

0 0 25


إذن: T ∗T أن و

|T | = (T ∗T )
1

2
=


√
1 0 0

0
√
1 0

0 0
√
25

 =


1 0 0

0 1 0

0 0 5


و

U = T · (|T |)−1 =


0 0 5

1

2

√
3

2
0

√
3

2
−1

2
0



1

1
0 0

0
1

1
0

0 0 1
5

 =


0 0 1

1

2

√
3

2
0

√
3

2
−1

2
0


: |T | ن أ

(|T |)
1

2 =


1 0 0

0 1 0

0 0
√
5
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الثالث دالفصل ا ا
أي

T̂ = (T )

1

2 U (T )

1

2 =


1 0 0

0 1 0

0 0
√
5




0 0 1

1

2

√
3

2
0

√
3

2
−1

2
0



1 0 0

0 1 0

0 0 5

 =


0 0

√
5

1

2

√
3

2
0

√
15

2
0

√
5


T̃ و T ا ا ا أ ود

PT (λ) = λ2

(√
3

2
− λ

)
− 5

4
− 5× 3

4
+

5
√
3

2
λ

= −λ3 +

√
3

2
λ2 +

5
√
3

2
λ− 5

PT̃ (λ) = λ2

(√
3

2
− λ

)
−

√
5×

√
5

4
−

√
15×

√
15

4
+

√
5
√
15

2
λ

= −λ3 +

√
3

2
λ2 +

5
√
3

2
λ− 5

= PT (λ)

.σ(T ) = σ(T̃ ) ا
σext(T̃ ) = σext(T ) إذن

T
ٔ 2 .1 .3

إذن H ـ س أ {e1, e2} [24] :3 .1 .1 قضية
W (T ) = {⟨Tx, x⟩ : x = e1 cos θ + ie2 sin θ exp(iφ), θ ∈] 0, π

2
[, φ ∈ [0, 2π]}

ن: T ـ د ا ا :3 .1 .2 قضية
.λi ̸= λj ̸= 0 إذا σext(T ) =

{
λ1

λj

: λi, λj ∈ σ(T )

}
.1

.λ1 = λ2 ̸= 0 إذا σext(T ) = {1} .2
.λi = 0, i = 1, 2 إذا σext(T ) = C .3
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الـخاتمــة

و د ا ا ا ر ا ة ا ه ى رج
ر اض إ و , ا ا ا ا غ ا ا إذ " "دا

. ا و ا ات ا

ا ا و ع ا ا و ا ت ا أ ض ا ا
ات. ا و ا ا ا

30
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 صخلم

ت ثؤملل ةيعيبطلا صاوخلا ضعب لوح ةركذملا هذه زكر ي فيرطلا موهفملا ااووصخو ،"خانب" ءاضف لىع ةفرعملا تار  ثيدح 

اعتلا ضعب مدقن فوس "جیلاد" ليوحتل ددمملا فيطلا مىسي  ذلاخو فيرعتلا ف ةيرخ ضلا فير
 
ي ثؤملا ةيرظن لاجم   تائف ضععخو تار

ثؤملا ضعبل ددمملا فيطلل ةماعلا صئاوخلا لىإ قرطتن مث ،هااوص ضععخو ،"جیلاد" لیوحت فيرعتب امق امك رثؤملا ف تار
 
ي  ضعب 

ثؤملا ةلاح لثم ةااخلا تلااحلا ثؤملاخو دعبلا ةيهتنملا تار  ددمملا فيطلا   يب ةااخلا جئاتنلا ضعب مدقن امك .بلقلل ةلباقلا تار

ف اهجئاتنخو ،دخدحملا دعبملا
 
ي ف لكش 

 
ي  BA خ AB ف

 
ي ف اهجئاتنخو ،دخدحملا دعبلا 

 
ي ف كلذ لىإ ةفاضلااب تائطوت ةدع لكش 

 
ي  هذه نم انكم 

 "لاغيد" لیوحت خ  "جيلاد" ليوحتل دمحلا فيطلا   يب ؤفاكتلا انتبثأ امك "جيلاد" ليوحتل ددمملا فيطلا لىع روثعلا نم ةقلاعلا

ف T لغغملاخو
 
ي فخ . ةيئاهنلا داعبلأا 

 
ي ثؤملا ددمملا فيطلاخو "جيلاد" لیوحت باسحب انمق  يصلأا   امك .اقبسم ةددحملا ةلثملأا ضعب تار

ي تلا جئاتنلا قيبطتب انمق  .اهيلع لووحلا مت 

 ."لاغيد" ليوحت ،ددمملا فيطلا ،"جيلاد" ليوحت :ةيحاتفملا تاملك

Résumé 

 Ce mémoire se concentre sur certaines des propriétés naturelles des effets définis sur l'espace 

de Banach, en particulier le concept intéressant nouvellement défini appelé spectre ètendu de la 

transformée d'aluthge. Nous présenterons quelques définitions nécessaires dans le domaine de la 

théorie des effets et quelques classes. Nous définissons également la transformée d'aluthge et certaines 

de ses propriétés. Nous discutons ensuite des caractéristiques générales du spectre étendu de certains 

effets dans certains cas particuliers, comme le cas des effets de dimension finie et des effets inversibles. 

Nous présentons également quelques résultats particuliers entre le spectre étendu de dimension finie, 

et leurs résultats sous forme de BA et AB en dimension finie et leurs résultats sous forme de plusieurs 

préliminaires. De plus, cette relation nous a permis de trouver le spectre étendu, pour la transformée 

d'Aluthge  Nous avons également prouvé l'équivalence entre le spectre d'éloge pour la transformée 

d'Aluthge    Et transformez le "Degal" et fopérateur T dans les dimensions finales. Enfin, nous avons 

calculé la et la transformée d'Aluthge   effets de spectre étendu des operateur, quelques exemples 

définis précédemment. Nous avons également appliqué les résultats il a été reçu. 

Mot clés: Transformée d'aluthge, spectre étendu, transformation "Dégal". 

Abstract 

This mémoire focuses on some of the natural properties of the effects defined on the Banach 

space, especially the newly defined interesting concept called the praise spectrum of the Dalege 

transform. We will present some necessary definitions in the field of the theory of effects and some 

classes of the effect. We also define the" Aluthge"  transform and some of its properties Then we discuss 

the general characteristics of the extended spectrum of some effects in some special cases, such as the 

case of finite-dimensional effects and invertible effects. We also present some special results between 

the finite-dimensioned extended spectrum, and their results in the form of BA and AB in the finite 

dimension and their results in the form of several preliminaries. In addition, this relationship enabled us 

to find the extended spectrum for the "Aluthge" transform. We also proved the equivalence between 

the praise spectrum for the  "Aluthge"transform And  the "Degal" and the operator T in the final 



dimensions. Finally, we calculated the" Aluthge" transform and the extended spectrum effects, some 

previously defined examples. We also applied the results it was received. 

Keywords: Dalij transform, extended spectrum, transform "Degal." 
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