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وعرفان شكر v

بعزتك ربي نسألك و فضلك واسع من علينا تفضلت ما على ونشكرك ربي نحمدك

الكريم... لوجهك خالصا العمل هذا مني تتقبل أن وجلالك

علما وزدنا علمتنا بما ينفعنا ما علمنا اللهم

وسلم عليه االله صلى االله رسول قال

مَا تَجِدُوا لَم فَإِن ، فَكَافِئُوه مَعرُوفًا إِليكُم صَنَعَ ومَن اللَّهَ يشكرِ لم النَّاسَ يشكرِ لم من "

" كَافَأتُمُوهُ قَد أَنَّكُم تَرَوا حَتَّى لَهُ فَادعُوا بِهِ تُكَافِئُوا

في دعمونا اللذان الكريمين الوالدين إلى والامتنان بالشكر نتقدم أن يفوتنا لا كما

ماديا. منها أكثر ومعنويا نفسيا الجوانب كل من دراستنا

الكريم أستاذي إلى الشكر بجزيل نتقدم أن لنا يطيب بالجميل واعترافا المنطلق هذا من

هذا على بإشرافه تكرم الذي الرزاق" عبد "حشيفة الأستاذ البحث هذا على المشرف

جهود من لديه ما بكل مساهما بالنصح ومشكورا القيمة وتوجهاته إرشاداته وعلى العمل

جميع نشكر .وكما العمل هذا انجاز طيلة لنا وتشجيعه بدعمه علينا يبخل لم الذي

العمل هذا إعداد في الطيبة بالكلمة ولو ساهم من كل وإلى رياضيات, تخصص أساتذة

عنا يجزيهم أن وتعالى تبارك المولى سائلين الجزائري المجتمع يخدم أن نتمنى الذي

عليه.. والقادر ذلك ولي وانه الخير كل الإسلامية الأمة وعن



إهداء v

أصلي و العلن, و السر في بالوحدانية له أشهد و الدهر بدوام يدوم حمدا االله أحمد

مشروح نبيه على وأسلم

. والبشر الأنبياء على فضله نسبة الذي الصدر

حقهما: توفي أن للكلمات يمكن لا من إلى المتواضع الجهد هذا ثمرة أهدي

الحنون". "امي أحضانها بين ترعرعت من إلى الحنان، و الحب منبع إلى

تعالى". االله رحمه تعليمي،"أبي أجل من كد و تعب الذي الحياة في قدوتي هو من إلى

ربيحة، كمال، الزهراء،سميرة، فريدة،فاطمة حبيبة إخوتي الحياة طعم يشاركني من إلى

علي. محمد

دفعة الرياضيات قسم طلبة و أساتذة إلى زملائي،و و :زميلاتي الدرب رفقاء اإلى و

ذاكرتي تنساهم لم من و قلمي نسيهم من كل إلى و . 2024
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مقدمة
݁ڰ؇۱ࡗࡲ أ۱ܾ و݆݁ اᄴᄟوال ڣݯ؇ءات ࢻࣖراݿ۰ ዛኗࡤࡲ اᄳᄟي ๴ཚ؇ل ීෂا اܳٺ༲ܹ٭ܭ ڣݠوع أ༡ڎ ሒᇿاᄴᄟا اܳٺ༲ܹ٭ܭ ଫଊلأٺ
اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊ޝߜߵات ᄴᄟراݿ۰ ،ሒᇿاᄴᄟا اܳٺ༲ܹ٭ܭ ሒᇭ اܳݱڎارة ஼ணਵਦ ૰૏؞ܭ و۱ި اৎ৊ޝߜߵ" "݁ڰ۳ިم ሒᇿاᄴᄟا اܳٺ༲ܹ٭ܭ
ሒᇭ ܋ٴଫଃة أᆇᆅ٭۰ (... ਍ಸ؇خ، ڣݠاغ ۱٭ܹٴ؇ر، (ڣݠاغ اৎ৊ٷዛው٭۰ ଫଃ༚ اܳڰݠا༚؇ت ሒᇭ اܳޚ٭ڰ٭۰ ؇ዛውᚬَޙݠ وً؇৙৑ۊݧ

اৎ৊ڍாணة: ۱ڍه ሒᇭ ۊݱݱٷ؇ اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊ޝߜߵات أَިاع وܳٺأڎد اᄴᄟاܳ٭۰، గጻዧأ؇د৖৑ت اࠍ੆ߺࠊل ڢ؇ًܹ٭۰ دراݿ۰
( "داܳ٭ھ" لܭ ިොູو గጻዧޝߜߵات اܳޚ٭ڰ٭۰ اࠍ੅ިاص ًأݥ (دراݿ۰

݁ޝߜߵ ل༥ިڎ Ⴄ၍ن إذا T గጻዧޝߜߵ ᆙᆘڎدة ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ ި۱ λ اৎ৊ݠ܋ص اܳأڎد أن َگިل ،B(H) ཯ྡྷٺ݄޶ T اৎ৊ޝߜߵ
.X ∈ B(H) ݁أڎوم ଫଃ༚

.λ ًـ ਊಾਵਦޔ ᆙᆘڎد ሒᇆذا ݁ޝߜߵ ި۱ X اৎ৊ޝߜߵ ،ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ TX = λ XT ොຬگݑ:
.σext (T ) ਲ਼ਦීෂ؇ً ؇ୖ୒ ਲ਼ਦߖߵ ،و T ܳـ اৎ৊݄ڎدة ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ႟၍ ۰༟ިᆇ୞୘ T గጻዧޝߜߵ اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ ૭૙݄޶

.Eext (T, λ) ਲ਼ਦීෂ؇ً ᄩᄟ ਲ਼ਦوߖߵ λ ∈ σext(T ) ب اৎ৊ݠਊಾޔ اৎ৊݄ڎد ሒᇆاᄳᄟا ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء
ሒᇆ۱٭ܹٴ؇ر ڣݯ؇ء H ؕ݁ ،T ∈ B(H) ৎ৊ޝߜߵ اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ ۰༟ިᆇ୞୘ Petrovic S. et Biswas A ،[ ?] ሒᇭ

ًـ: ݁أݠف . มᘟው݁ٷ ًأڎ ذو
σext(T ) ⊂ {λ ∈ C, σ(T ) ∩ σ(λT ) ̸= ∅}

ۋ٭ت 0 < a < b < ∞ ඔ൹ਐಸ؇ٔ اَ۬ ل༥ިڎ اَ۬ ඔ൹ً ይዧگܹص، ᄭᄥً؇اܳگ اৎ৊ޝߜߵات ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ Lambert A. [4] ሒᇭ
σext(T ) ⊂ {z ∈ C, a ≤ |z| ≤ b}"داܳ٭ھ" لܭ ިොູ ۬ᆙᆊإ ᆇ໲໕ܭ اᄳᄟي لܭ ިොູ A. Aluthge 1990 ڢڎم [1] ሒᇭ

.T = U |T | ม฀اܳگޚ ᄩᄥܹ٭ොູ ଫଊَأٺ T ∈ B(H) ݁ޝߜߵ أ༥ܭ ݆݁
∼
T = |T |

1
2 U |T |

1
2 ًިاݿޚ۰ لأݠف T ܳـ "داܳ٭ھ" لܭ ިොູ

اܳٺޚٴ٭ݑ "داܳ٭ھ" λ لܭ ިොູ ૭૙݄޶ λ ∈ [0; 1] أ༥ܭ ݆݁ اৎ৊أ݄ܾ "داܳ٭ھ" لܭ ިොູ K. Okabo ڢڎم [18] ሒᇭ
.Dλ : B(H)(T ) = |T |λ U |T |1−λ ًިاݿޚ۰ لأݠف Dλ : B(H) → B(H)

గጻዧޝߜߵات. اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ ް݄૭૜ ،؇݁ ༡ڎ ሌᇿإ ۰਒ಱڎ༡ ڣଲ୍ة ᄴᄟراݿ۰ اৎ৊ڍாணة ݆݁ ඹජءا ෛຶݱݧ ݿިف
اৎ৊ڰ؇۱ࡗࡲ ا۱ܾ ڣ٭۬ و؜ਵڣٷ؇ :" أݿ؇ݿ٭۰ "݁ڰ؇۱ࡗࡲ ا৙৑ول اܳڰݱܭ ڣݱިل: ఈఃٔث ሌᇿا اৎ৊ڍாணة ۱ڍه ڢފ݄ٷ؇

"داܳ٭ھ" لܭ ިොູ ؜ਵڣٷ؇ პაႰ اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊ޝߜߵات ل۰ َޙݠ ෠੼؇ل ሒᇭ ؇ዛውدراݿ ቕቆ มฆܳا ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰
݁ڰ۳ިم ሌᇿا ّޚݠڢٷ؇ : "داܳ٭ھ" لܭ ިොູ ؕ݁ وఈః༟ڢٺ۬ గጻዧޝߜߵ اৎ৊݄ڎد ይዧޚ٭ژ اܳأ؇۰݁ اࠍ੅ݱ؇فݧ " ሒᇃ؇اܳټ اܳڰݱܭ
اৎ৊݄ڎد واܳޚ٭ژ ይዧگܹص ᄭᄥً؇اܳگ اৎ৊ޝߜߵات ᄭᄟ؇༡و มᘟውٷৎ৊ا اܳٴأڎ ᄭᄟ؇༡ ݁ټܭ ༠؇ݬ۰، ৖৑؇༡ت ሒᇭ اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ

.มᘟውٷৎ৊ا ଫଃ༚ اܳٴأڎ و มᘟውٷৎ৊ا اܳٴأڎ ሒᇭ "داܳ٭ھ" لܭ ܳٺۜި
اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ و "داܳ٭ھ" لܭ ިොູ ࠍ੆ފ؇ب ଫଃ༠৙৑ا اࠍ੊ݞء ۊݱݱٷ؇ :" وّޚٴ٭گ؇ت ᄭᄥا݁ټ" اܳټ؇ܳت اܳڰݱܭ

؇ዛዀܹ༟ اࠍ੆ݱިل ቕቆ มฆܳا ༇຀؇اܳٷٺ ਐಸޚٴ٭ݑ ᆇᅪٷ؇ პაႰ ݁ފٴگ؇. ا௱௯௫ڎدة ᄭᄥ݁ټ৙৑ا ًأݥ ৎ৊ޝߜߵات

1
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11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داܳ٭ھ لܭ ިොູ 3 .8 .1



الأول اݿ؇ݿ٭۰الفصل ݁ڰ؇۱ࡗࡲ
ڣݯ؇ء ݁ټܭ ᆇᅦܹٷ؇ ܳٴگ٭۰ ل۰ ๤ཚور ଫଊّأٺ มฆܳا اܳأިا݁ܭ ل۰ َޙݠ ሒᇭ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ๤ཛྷ؇اܳأٷ اܳڰݱܭ ۱ڍا ሒᇭ ݿٷگڎم
"داܳ٭ھ". لఈఃت ިොູو اৎ৊ޝߜߵ وޗ٭ژ اܳޝߜߵات، ڣ٪؇ت وًأݥ ا௱௯௫ڎود اࠍ੅ޚ޶ واৎ৊ޝߜߵ "਍ಸ؇خ" وڣݯ؇ء "۱٭ଫଊܹت"

ű ĿȧŸŅ ĻťȌŻ Ļţ ĿȃŐŅš ļǫ 1 .1
⟨. , .⟩ : ًـ ᄩᄟ ਲ਼ਦوߌߵ ، ݿగఒ޶ ༥ڎاء ًިاݿޚ۰ ਲ਼ਦود มᘟው݁ٷ ًأڎ ذات ይዧڰݱܭ ڢ؇ًܭ ਵਦ܋ص ሒᇆ۱٭ܹ٭ٴ؇ر ڣݯ؇ء H

.H ሒᇭ ا௱௯௫ڎودة اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊ޝߜߵات ଫଊ᛻੊ࠍ ਲ਼ਦߌߵ B(H) •
: وَܝٺص ker(T ) ਲ਼ਦීෂ؇ً (T ) اৎ৊ޝߜߵ ܳٷިاة ਲ਼ਦߌߵ : T ∈ B(H) ا༥ܭ ݆݁ •

ker(T ) = {x ∈ D(T )/Tx = 0}

: وَܝٺص R(T ) ਲ਼ਦීෂ؇ً T اৎ৊ޝߜߵ ܳݱިرة ਲ਼ਦߌߵ •
R(T ) = {x ∈ H/Tx = H}

: ঌॻل პაႰ H ሒᇭ َޙࡗࡲ لأݠف ⟨., .⟩ اܳފగఒ޶ اࠍ੊ڎاء : خاصية

∥x∥ =
√
⟨x, x⟩, ∀x ∈ H.

اܳފగఒ޶ ؇ᆇᆅڎاؤ༥ Ⴄ၍ن إذا ، ݁ٺأ؇݁ڎان H ݆݁ y و x ඔ൹༟؇اܳލأ أن لگ؇ل :1 .1 .1 تعريف
x⊥y : ਲ਼ਦوߖߵ ⟨x , y⟩ = 0 ݁أڎو݁؇

პაႰ ّأݠف M⊥ ਲ਼ਦීෂ؇ً M আॻ༟ اܳٺأ؇݁ڎ ৎ৊ٺ۰݄݄ ਲ਼ਦߌߵ ، H ݆݁ ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ M ܳ٭ܝ݆ :1 .1 .2 تعريف
:ঌॻل

M⊥ = {y ∈ H; ⟨x, y⟩ = 0, ∀x ∈ M}

:1 .1 .1 ملاحظة

.H ݆݁ ੯੩݁؞ ሒᆶඹජ ڣݠاغ M⊥ •
.M ⊆ M⊥⊥ •

.M ොຬިي ੯੩݁؞ ሒᆶඹජ ڣݠاغ اݬ؞ݠ ሒሃ M⊥⊥ •
ڣ؆ن: ،H ۱٭ܹ٭ٴ؇رت ڣݯ؇ء ݆݁ ሒᆶඹජ ڣݠاغ M Ⴄ၍ن اذا :1 .1 .1 قضية

M⊥⊥ = M
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الأول اݿ؇ݿ٭۰الفصل ݁ڰ؇۱ࡗࡲ
ŴŅŸő ľǇŮń

:ඔ൹۱؇෠ູ৖৑ا ఈ႙၍ ሒᇭ ا৖৑ۋٺިاء ඔ൹ਊ಻ ان ෠ຬص اৎ৊ފ؇واة ਊು৖৑؇ت
(M)⊥⊥ ⊂ M : •

h ∈ M
⊥
= M⊥ و g ∈ M ۋ٭ت f = g + h ႟ၽاܳލ আॻ༟ f َܝٺص ، f ∈ M⊥⊥ ܳ٭ܝ݆:

f ∈ M⊥⊥ : ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
0 = ⟨f, h⟩ = ⟨g + h, h⟩

= ⟨h, h⟩

= ∥h∥2

. ݁ިۏިد ا৖৑ۋٺިاء ݁ٷ۬ و f ∈ M : اذن f = g و h = 0 اي:
M ⊂ M⊥⊥: اذن ، ੯੩݁؞ M⊥⊥ و M ⊂ M⊥⊥ ৖৑ن ො੼گݑ ، ༃واࡵ ሒᇃ؇اܳټ ا৖৑ۋٺިاء •

.M⊥⊥ = M : ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
.M⊥ و M ඔ൹ً ๤ཇ؇݁ٴ ؕᆇᅹ আॻ༟ ؜ٴ؇رة H ڣ؆ن ، H ݆݁ ੯੩݁؞ ሒᆶඹජ ڣݠاغ M Ⴄ၍ن اذا :1 .1 .2 قضية

.H = M ⊕M⊥ اي:
اܳٺأ؇݁ڎ. َޙ؇م ް݄૭૜ M = {xi ∈ H; i ∈ I ⊂ N} ۰༟ި݄௵௯௫ا :1 .1 .3 تعريف

i ̸= j و i, j ∈ I : Ⴄ၍ن اذا
.∀i ∈ I : ۋ٭ت ∥xi∥ = 1 و ⟨xi, xj⟩ = 0 : ڣ؆ن

.E ݆݁ ඹජء M و ༠؇ܳ٭۰ ଫଃ༚ ۰༟ިᆇ୞୘ E ܳ٭ܝ݆ :1 .1 .4 تعريف

: Ⴄ၍ن اذا ො੼ڎب M •
∀ (x, y) ∈ M2, ∀α ∈ [0, 1] ; αx+ (1− α) y ∈ M

.co(M) ᄩᄟ ਲ਼ਦوߖߵ ، M ොຬިي ො੼ڎب اݬ؞ݠ ި۱ M ل ੯੩؞ৎ৊ا ا௱௯௫ڎب •

" ļņő ľǇů ĿŉŸ" Ņء Ļř ĻǙ 2 .1

ఋዳዧނأ۰ زوج أ༥ܭ ݆݁ ⟨x, y⟩ ਵਦ܋ص ༟ڎد و༥ڎ إذا .C اࠍ੆گܭ ሒᇭ ڣݯ؇ء ܳ٭ܝ݆ :1 .2 .1 تعريف
ਵਦݪ٭؇: x, y ∈ X

.x = 0 إذا وڣگޔ إذا < x, x >= 0 و X ሒᇭ x ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ < x, x >≥ 0 .1
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الأول اݿ؇ݿ٭۰الفصل ݁ڰ؇۱ࡗࡲ
.X ሒᇭ y و x ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ < y, x >=< x, y > .2

.X ሒᇭ z و y ،x ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ⟨x+ y + z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨x, y⟩ .3
.λ ਵਦ܋ص ༟ڎد ႟၍ أ༥ܭ و݆݁ X ሒᇭ y و x ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ⟨λx, y⟩ = λ ⟨x, y⟩ .4

.y و x ܳـ اܳފగఒ޶ اࠍ੊ڎاء ް݄૭૏ ⟨x, y⟩ إذن
۱٭ଫଊܹت". ڢٴܭ ؇݁" ڣݯ؇ء أو اܳފగఒ޶ ༥ڎاء ႟၍ ොຬٺިي اᄳᄟي اৎ৊ݠ܋ص ሒᇼ؇اܳލأ اܳڰݯ؇ء আॻ༟ ੯੩لޚ

႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ∥x∥ = 0 ۋگ٭ࠔࠫ ༟ڎد و༥ڎ إذا C اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء X ܳ٭ܝ݆ :1 .2 .2 تعريف
:๴ཚਵਦ x ∈ X ا৙৑ނأ۰

.x = 0 إذا وڣگޔ إذا ∥X∥ = 0 و X ሒᇭ x ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ∥x∥ ≥ 0 .1
.X ሒᇭ x ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ .2

.λ ਵਦ܋ص ༟ڎد أ༥ܭ و݆݁ X ሒᇭ x ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ∥λx∥ = |λ|∥x∥ .3
.x َޙࡗࡲ اَ۬ ؜ٷ۬ َگިل ∥x∥ إذن

"਍ಸ؇خ". ڣݯ؇ء ؜ٷ۬ َگިل Ⴄ၍݁ܭ َ؇ޖ݄޶ ڣݯ؇ء :1 .2 .1 نظريــة

"۱٭ଫଊܹت". ڣݯ؇ء ؜ٷ۬ َگިل ݿగఒ޶ ࠍ੊ڎاء ਲ਼ਦود Ⴄ၍݁ܭ ڣݯ؇ء :1 .2 .3 تعريف
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الأول اݿ؇ݿ٭۰الفصل ݁ڰ؇۱ࡗࡲ
ļŶŎŻŏưƠ

ȣ
ń ļŷ Ŀŉŝ ĻǠƓń ļņńő Ľƻżٔųȣń 3 .1

Ⴄ၍ن اذا ” ۊޚ޶ ݁ޝߜߵ ” اَ۬ َگިل H ሒᇭ H ሒᇆ۱٭ܹ٭ٴ؇ر ڣݯ؇ء আॻ༟ ݁أݠف T اܳٺޚٴ٭ݑ :1 .3 .1 تعريف
: ඔ൹اܳٺ؇ܳ٭ٺ ඔ൹ٺ྘ݬ؇੅اࠍ ොຬگݑ T

.∀x , y ∈ H,T (x+ y) = Tx+ Ty : ᆇ໶໢٭أ٭۰ .1
. ਵਦ܋ص ༟ڎد α و .∀x ∈ H,T (αx) = αTx : ྵฺ؇༶݁ٺ .2

امثلة:
. ∀x ∈ H, Ix = x ًـ ᄩᄟ ਲ਼ਦߌߵ I اࠍ੆٭؇دي اৎ৊ޝߜߵ •

.∀x ∈ H, 0x = 0 ًـ ᄩᄟ ਲ਼ਦߌߵ 0 اৎ৊أڎوم اৎ৊ޝߜߵ •
c ݁ިۏص ༟ڎد و༥ڎ اذا ො੼ڎود T ان َگިل ،H ڣݯ؇ء আॻ༟ ݁أݠف ۊޚ޶ ݁ޝߜߵ T :1 .3 .2 تعريف

: ۋ٭ت
∀x ∈ H, ∥Tx∥ ≤ c ∥x∥

: ًـ ݁أݠف T اৎ৊ޝߜߵ َޙࡗࡲ
∥T∥ = inf {c > 0 : ∥Tx∥ ≤ c ∥x∥ , ∀x ∈ H}

: ،ڣ؆ن H اܳڰݯ؇ء আॻ༟ ݁أݠف T ۊޚ޶ ݁ޝߜߵ ႟၍ ا༥ܭ ݆݁ :1 .3 .1 نظريــة

∥T∥ = sup {∥Tx∥ ; x ∈ H, ∥x∥ = 1}

ŴŅŸő ľǇŮń
a = sup {∥Tx∥ ; x ∈ H, ∥x∥ = 1} : َݯؕ

: ڣ؆ن ، ො੼ڎود T اৎ৊ޝߜߵ Ⴄ၍ن اذا .1
∥Tx∥ ≤ ∥T∥ ∥x∥ = ∥T∥ , ∀ ∥x∥ = 1

. ∥T∥ اܳٺأݠلژ ۋފص a ≤ ∥T∥ : أن اي
: َݯؕ x ∈ H ނأ؇ع ႟၍ ا༥ܭ ݆݁ .2

∥Tx∥ =

∥∥∥∥T (∥x∥ x

∥x∥

)∥∥∥∥ =

∥∥∥∥T ( x

∥x∥

)∥∥∥∥ ∥x∥ ≤ a ∥x∥

∥T∥ ≤ a = sup {∥Tx∥ ; x ∈ H, ∥x∥ = 1} و
6



الأول اݿ؇ݿ٭۰الفصل ݁ڰ؇۱ࡗࡲ
আॻ༟ ොຶݱܭ (2) و (1) ఈః༠ل ݆݁

∥T∥ = sup {∥Tx∥ ; x ∈ H, ∥x∥ = 1}

ľŇů
ļťȗŮ ŭ ľɩŅ ļťȋń ő Ľƻżٔųȣń 4 .1

݁أݠف S ݁ޝߜߵ و༥ڎ اذا ይዧگܹص ڢ؇ًܭ T ان َگިل H আॻ༟ ݁أݠف ۊޚ޶ ݁ޝߜߵ T ܳ٭ܝ݆ :1 .4 .1 تعريف
: ොຬگݑ H আॻ༟

ST = TS = I

. H আॻ༟ ۋ٭؇دي ݁ޝߜߵ I : ۋ٭ت
. T ܳـ ๴ཏاܳأܝ اৎ৊ޝߜߵ ް݄૭૏و S = T−1 ًـ ᄩᄟ ਲ਼ਦߖߵ

గጻዧݱڰިڣ۰ ل۰ اܳگޚݠ ๤ཛྷ؇اܳأٷ ᆇ୞୘ިع ި۱ T اߜߵ ڣ؆ن ، ො੼ڎود ۊޚ޶ ݁ޝߜߵ T Ⴄ၍ن اذا :1 .4 .2 تعريف
.trT ًـ: ᄩᄟ ਲ਼ਦߖߵ و ، اݿ؇س اي ሒᇭ T గጻዧޝߜߵ

ŵ Ŀɩő
ļǍȋń ő Ľƻżٔųȣń 5 .1

: ًـ اৎ৊أݠف ،و T ܳـ દઊاܳگݠ اৎ৊ޝߜߵ ި۱ T ∗، T ∈ B(H) ا༥ܭ ݆݁ :1 .5 .1 تعريف

∀x, y ∈ H, ⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩

[23] :1 .5 .1 نظريــة
: ڣ؆ن ا྘ོଫଐܳص আॻ༟ ؇݄ୖ୒ દઊاܳگݠ ݁ޝߜߵان T ∗ و S∗ ،H ሒᇆ۱٭ܹ٭ٴ؇ر ڣݯ؇ء আॻ༟ ݁أݠڣ؇ن ݁ޝߜߵان T و S Ⴄ၍ن اذا

.∥T∥ = ∥T ∗∥ .1
.(T + S)∗ = T ∗ + S∗ .2

.∀α ∈ C, (αT )∗ = αT ∗ .3
.(T ∗)∗ = T .4

. ይዧگܹص ڢ؇ًܭ T Ⴄ၍ن اذا ، (T ∗)−1 = (T−1)∗, .5
.(ST )∗ = T ∗S∗ .6
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الأول اݿ؇ݿ٭۰الفصل ݁ڰ؇۱ࡗࡲ

Ŭŏ ľƯųȣń 6 .1

. ਵਦ܋ص َޙ٭݄޶ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء E :1 .6 .1 تعريف

ًـ: و݁أݠڣ۰ {A}′ ًـ ؇ୖ୒ ਲ਼ਦߖߵ มฆܳا ۰༟ި݄௵௯௫ا ሒሃ A ∈ B(E) ਊಾ؇دل .1
{A}′ = {B ∈ B(E);AB = BA}

: ًـ و݁أݠڣ۰ {A}′′ ًـ ؇ୖ୒ ਲ਼ਦߖߵ มฆܳا ۰༟ި݄௵௯௫ا ި۱ A ∈ B(E) ݁ݯ؇؜ژ ਊಾڎلܭ .2
{A}′′ =

{
C ∈ B(E); CB = BC, ∀B ∈ {A}′

}
.

: خواص

.{A}′′ = {{A}′}′ .1
.B(E) ݆݁ ሒᆶඹජ ଫଊ༥ ި۱ {A}′ .2

.B(E) ݆݁ ঌॻڎلਊಾ ሒᆶඹජ ଫଊ༥ ި۱ {A}′′ .3
.{A}′′ ሌᇿا ོྡྷٺ݄޶ A ݆݁ اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃات ႟၍ .4

ļņŅ ļť ļȏ Ľŕųȣń 7 .1

اܳٺ؇ܳ٭۰: اࠍ੅؇ݬ٭۰ ොູگݑ มฆܳوا Λ ሒᇭ Λ ݆݁ ݁ފٺ݄ݠ ۊޚ޶ ّޚٴ٭ݑ ި۱ Λ আॻ༟ δ ৎ৊ލٺݑ :1 .7 .1 تعريف

δ (XY ) = δ (X)Y +Xδ (Y ) , ∀X,Y ∈ Λ

:1 .7 .2 تعريف

: ًـ اৎ৊أݠف Λ ިොຶ Λ ݆݁ δA اܳٺޚٴ٭ݑ A ∈ Λ ܳ٭ܝ݆ .1
δA (X) = AX −XA.

.A وڣݑ ঌॻ༠اᄴᄟا ا৖৑ނٺگ؇ق ި۱
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الأول اݿ؇ݿ٭۰الفصل ݁ڰ؇۱ࡗࡲ
: ঌॻل პაႰ Λ ިොຶ Λ ݆݁ اৎ৊أݠف δA,B اܳٺޚٴ٭ݑ A,B ∈ Λ ܳ٭ܝ݆ .2
δA,B (X) = AX −XB

. B و A وڣݑ اৎ৊أ݄ܾ ا৖৑ނٺگ؇ق ް݄૭૏

݁ٺႤၽڣ۰٪ اܳٺ؇ܳ٭۰ اࠍ੅ިاص A,B ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆ :1 .7 .1 نظريــة

.∃X ∈ B(H);AX −XB = I .1
.Y ∈ R(δA,B) و Y ∈ {A}

′
∪ {B}

′ : ۋ٭ت ይዧگܹص ڢ؇ًܭ ∃Y ∈ B(H) .2
.B او A ؕ݁ ਊಾڎܳ٭۰ و B(H) ሒᇭ ይዧگܹص ᄭᄥً؇اܳگ اৎ৊ޝߜߵات ۰༟ިᆇ୞୘ আॻ༟ ොຬٺިى R(δA,B) .3

ŴŅŸő ľǇŮń
. I ∈ R(δA,B) و I ∈ {A}

′
∪ {B}

′، ይዧگܹص ڢ؇ًܭ I :(3) ⇒ (2)

Y ∈ {A}
′
∪ {B}

′ ۋ٭ت ይዧگܹص ڢ؇ًܭ ، Y ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆: :(2) ⇒ (1)

AX −XB = Y : ۋ٭ت Y ∈ R(δA,B) ⇒ ∃X ∈ B(H), ( Y ∈ {A}
′ : ان (ܳٷڰଫଐض

: ڣ؆ن Y ∈ A
′ : ۋ٭ت A(Y Z)− (Y Z)B = Y : ڣ؆ن ، ( X = Y Z (اي: Z = Y −1X : ܳٷݯؕ

.AZ − ZB = I ۰༶ཹྥ٭ আॻ༟ ොຶݱܭ ، Y (AZ − ZB) = Y

X ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆ :(1) ⇒ (3)

AX −XB = I : ۋ٭ت
.B ؕ݁ ঌॻڎلਊಾو ይዧگܹص ڢ؇ًܭ Y ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆

Z = XY َݯؕ:
: ڣ؆ن ، X = ZY −1 ان: اي

AX −XB = I

⇒ A(ZY −1)− (ZY −1)B = I

⇒ (AZ − ZB)Y −1 = I

= Y Y −1

(1 .1)

او
⇒ AZ − ZB = Y

⇒ Y ∈ R(δA,B)
(1 .2)
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الأول اݿ؇ݿ٭۰الفصل ݁ڰ؇۱ࡗࡲ

B(H) ő Ľƻżٔųȣń ļņŅ ٔŉ ĻŤ
Ļ

ŗǤ ľǫ 8 .1
لگ؇ل: و T ∈ B(H) اৎ৊ޝߜߵ

. H ݆݁ (xn) ྵฺ؇༶واܳٺ اܳٺأ؇݁ڎ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ႟၍ ا༥ܭ ݆݁ ⟨Txn, xn⟩ → 0 : اذا : متراص •
.มᘟው݁ٷ ًأڎ ذو R(T ) : اذا منتهية: رتبة من •

.T ≥ 0 ਲ਼ਦوߖߵ ∀x ∈ H, ⟨Tx, x⟩ ≥ 0 : Ⴄ၍ن اذا ، موجب •
.T = T ∗ : اذاႤ၍ن ، لنفسه قرين •

.T 2 = T : Ⴄ၍ن اذا ، اسقاط •
.T = T ∗ و T 2 = T : Ⴄ၍ن اذا العمودي الاسقاط •

.T ∗T = IH اذا: تقايس، •
.T ∗T = TT ∗ = I اذا: الوحدوي، •

.T ∗T−TT ∗ = 0 : اذا طبيعي، •
. ௧ਤޗٴ٭ ا݁ٺڎاد لگٴܭ Ⴄ၍ن طبيعي،اذا تحت •

.T ∗T ؕ݁ ݁ٴ؇دل Ⴄ၍ن اذا ، الطبيعي من قريب •
.T ∗T−TT ∗ ≥ 0 : اذا طبيعي، شبه •

Ŀɦ
ļɋŐŅɣĿɩŏƫń ŭ Ŀŉůō

ļƗŮń 1 .8 .1

؇ਃಮ؇ّܹگ ෠੼؇ورات ݁ިߜߵات ل༥ިڎ ۱٭ଫଊܹت ڣݯ؇ء আॻ༟ ݁ޝߜߵ T ܳ٭ܝ݆ (ሒᇆرႤၽلᄴᄟا ႟ၽاܳލ) :1 .8 .1 نظريــة
B =

1

2
(T + T ∗) أو A =

1

2
(T + T ∗) ๤ཚوري: T = A+ iB ۋ٭ت B و A

Ŀž ľɗŝ ļǥȋń ŭ Ŀŉůō
ļƗŮń 2 .8 .1

U ݁ټܭ ሒᆶඹජ اܳگ٭؇س ݁ྥފ؇وي ݁ިߜߵ ل༥ިڎ إذن ۱٭ଫଊܹت ڣݯ؇ء আॻ༟ ݁ޝߜߵ T ܳ٭ܝ݆ :1 .8 .1 تعريف
T = U |T | ۋ٭ت

ܳـ ม฀اܳگޚ اܳٺ༲ܹ٭ܭ ม฀اܳگޚ اܳٺ༲ܹ٭ܭ أَ۬ لگ؇ل و T = U |T |، N(U) = N(|T |) ؕ݁ |T | = (T ∗T )

1

2 : أو
T ܳـ اܳٺ༲ܹ٭ܭ أَ۬ T = U |T | أن لگ؇ل و ๴ཚورا ๤ཚوري ๤ཇޗ؇ ྘ܳݴ N(U) = N(|T |) Ⴄ၍ن وᎂذا ،T

ڣگޔ.
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الأول اݿ؇ݿ٭۰الفصل ݁ڰ؇۱ࡗࡲ
؇਍ಱᄴᄟ إذن H ۱٭ଫଊܹت ڣݯ؇ء ሒᇭ T గጻዧޝߜߵ ม฀اܳگޚ اܳٺ༲ܹ٭ܭ T = U |T | ܳ٭ܝ݆ :1 .8 .2 نظريــة

N(|T |) = N(T ) .1
.q ݁ިۏص ොේ٭ں ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ |T ∗|q = U |T ∗|q U∗ .2

ľŋ ĿƗŮńŎ ŭ Ŀɩżō
ļƋ 3 .8 .1

:ঌॻل პაႰ T̃ ًިاݿޚ۰ T ܳـ داܳ٭ھ لܭ ިොູ َأݠف ، T = U |T | ݁ޝߜߵ أ༥ܭ ݆݁ :1 .8 .2 تعريف

T̃ = |T |
1
2U |T |

1
2

داܳ٭ھ. λ لܭ ިොູ ૭૙݄޶ λ ∈ [0, 1] أ༥ܭ ݆݁ (؇݁ިᆇᅦ داܳ٭ھ لܭ ިොູ) :1 .8 .3 تعريف
ًިاݿޚ۰ لأݠف Tλ : B(H) → B(H) ّޚٴ٭ݑ

T̃λ = |T |λ U |T |1−λ

ّأݠلژ ෠ຶڎ λ =
1

2
أ༥ܭ ݆݁ "دوڢ؇ل". لܭ ިොູ ૭૙݄޶ ؇਍಻أ ،T̃1 = |T |U ؇਍ಱᄴᄟ ، λ = 1 اܳگݯ٭۰ ۱ڍي ሒᇭ

λ = 0 أ༥ܭ و݆݁ .(1 .1) ሒᇭ اৎ৊أݠف "داܳ٭ھ" لܭ ިොູ

: اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳٺ؊܋٭ڎات ؇਍ಱᄴᄟ إذن p < 0 ؕ݁ ௧ਤޗٴ٭ ଫଃ༚ p ݁ޝߜߵ T ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆ :1 .8 .3 نظريــة

.௧ਤޗٴ٭ ଫଃ༚ T̃ إذن 1
2
≤ p < 1 Ⴄ၍ن إذا .1

.௧ਤޗٴ٭ ଫଃ༚
(
p+

1

2

)
لܝިن T̃ إذن 0 < p ≤ 1

2
Ⴄ၍ن إذا .2

:ሒᇿ؇اܳٺ ሐᇭႤၽاܳٺ ؇਍ಱᄴᄟ إذن ، λ ∈ ]0, 1] و T ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆ :1 .8 .1 توطئة

T̃λ = T̃ ⇐⇒ ௧ਤޗٴ٭ ނٴ۬ ި۱ T

N (T ) ⊂ N (T ∗) أن ܳٷڰݠض λ ̸= µ ොຳ٭ت λ, µ ∈ [0, 1] و T ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆ : خاصية
:؇਍ಱᄴᄟ إذن

T̃λ = T̃µ ⇐⇒ T௧ਤޗٴ٭ ނٴ۬

.۰༲٭ොේ ّܝިن ݆ܳ اܳފ؇ًگ۰ اࠍ੅؇ݬ٭۰ N (T ) ⊂ N (T ∗) ا๤དྷܳط ࢻࣖون :1 .8 .1 ملاحظة
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الأول اݿ؇ݿ٭۰الفصل ݁ڰ؇۱ࡗࡲ

႟၍ أ༥ܭ ݆݁ T̃λ = T̃µ = 0 إذن T 2 = 0 و T ̸= 0 ሒᇃ؇اܳټ ا྘ོଫଐܳص ሒᇭ ڣأ؇ل ଫଃ༚ T Ⴄ၍ن إذا ݁ټ؇ل:
λ, µ ∈ ]0, 1]

اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳگݯ؇ل؇ ؇਍ಱᄴᄟ T̃λ = aT أن ܳٷڰݠض a ∈ C و T ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆ :1 .8 .2 توطئة

(TT ∗T = T ∗TT ) ௧ਤޗٴ٭ ނٴ۬ T إذن a = 1 Ⴄ၍ن إذا .1
(T 2 = 0) ሒᇃ؇اܳټ ا྘ོଫଐܳص ሒᇷ ڣأ؇ل ଫଃ༚ T إذن a = 1 Ⴄ၍ن إذا .2

T = 0 إذن a ∈ C\{0, 1} Ⴄ၍ن إذا .3
إذن ਵਦ؇༚ون. ܾዛኡ؊ً T = T ∗ أن َڰݠض .λ ∈ ]0, 1[ و T ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆ :1 .8 .3 )توطئة

T̃ 2
)
λ
= T =⇒ T 2 = T ∗

؇਍ಱᄴᄟ إذن ਵਦ؇༚ون. ܾዛኡأ T ∗ و T أن َڰݠض .λ ∈ ]0, 1[ و T ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆ :1 .8 .4 توطئة
: اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳٺڎا؜٭؇ت

T̃λ = T ∗ ⇒ T = T ∗

،إذن ௧ਤޗٴ٭ ނٴ۬ T Ⴄ၍ن إذا .λ ∈ ]0, 1[ و T ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆ :1 .8 .5 )توطئة
T̃ ∗
)
λ
= T ⇒ T = T ∗

݁ٺႤၽڣ۰٪ اܳٺ؇ܳ٭۰ ا๤དྷܳوط إذن .λ ∈ ]0, 1[ و T ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆ :1 .8 .4 )نظريــة
T̃ S
)
λ
=
(
S̃T
)
λ
, ∀S ∈ B(H) .1

x ∈ H ،S = x⊕ x اৎ৊ޝߜߵات ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ (T̃ S)
λ
=
(
S̃T
)
λ

.2
a ∈ C أ༥ܭ ݆݁ T = aI .3

݁ٺ؇܋ڰ۰٪ اܳٺ؇ܳ٭۰ ا๤དྷܳوط إذن ،ሒᆶਵਦ ଫଃ༚ ݁ިߜߵ T ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆ :1 .8 .5 نظريــة

݁ިۏص T .1
݁ިۏص. T̃λ لܝިن λ ∈ [0, 1] ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ .2

೑ಸاܳټިا ًأݥ أ༥ܭ ݆݁ T̃λ = cI Ⴄ၍ن إذا ً؇ࠍ੅ݱިص ݁ިۏص. لܝިن T̃λ ොຳ٭ت λ ∈ [0, 1] ل༥ިڎ .3
T = cI إذن c ∈ C ݁أڎو۰݁ ଫଃاܳ؞
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الثاني గጻዧޝߜߵالفصل اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ

ŎŏƸȰȣń Ļţ ĿȏŝǛń žɟŠ ļņŅ ĿŉŲżųȬ
ǳń 1 .2

. ਵਦ܋ص ਍ಸ؇خ ڣݯ؇ء আॻ༟ ො੼ڎود ۊޚ޶ ৎ৊ޝߜߵ اܳޚ٭ڰ٭۰ ل؇ت اܳٷޙݠ ًأݥ لژ ਐಸأݠ َگިم اܳڰݱܭ، ۱ڍا ሒᇭ
݆݁ اࠍ੅؇ݬ۰ اࠍ৖৑؇੆ت ܳٴأݥ اৎ৊݄ڎد ይዧޚ٭ژ ༇຀؇اܳٷٺ ًأݥ وا؜ޚ؇ء اৎ৊݄ڎد، واܳޚ٭ژ اܳޚ٭ژ ඔ൹ً واܳأఈఃڢ۰

اৎ৊ޝߜߵ.
. T గጻዧޝߜߵ َޙ؇݁٭۰ ڢ٭۰݄ λ ان لگ؇ل ਵਦ܋ص ༟ڎد λ .T ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆ :2 .1 .1 تعريف

.B(H) আॻ༟ ً؇ಣಕᕬݠار ይዧگܹص ڢ؇ًܭ λI − T اৎ৊ޝߜߵ Ⴄ၍ن اذا
اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰. ۰༟ި݄௵௯௫ا ް݄૭૜و ρ(T ) ਲ਼ਦීෂ؇ً اܳگࡗࡲ ۱ڍه ۰༟ި݄௵௯௫ ਲ਼ਦߖߵ اࠍ੆٭؇دي اৎ৊ޝߜߵ I ۋ٭ت

: وَܝٺص
ρ(T ) =

{
λ ∈ C; (λI − T ) ڢ؇ًܭ ይዧگܹص } .

؇ୖ୒ ਲ਼ਦوߖߵ ، T اৎ৊ޝߜߵ ޗ٭ژ ް݄૭૜ ρ(T ) ሌᇿا ོྡྷٺ݄޶ ৖৑ มฆܳا ، λ اৎ৊ݠ܋ٴ۰ اܳگࡗࡲ ۰༟ިᆇ୞୘ :2 .1 .2 تعريف
.σ(T ) = C/ρ(T ) : اي ، σ(T ) ਲ਼ਦීෂ؇ً

: ঌॻلპაႰ اৎ৊أݠڣ۰ T ل ᄭᄟ؇੆اࠍ ᄭᄟاᄴᄟا ް݄૭૜ :2 .1 .3 تعريف

λ −→ (λI − T )−1, λ ∈ ρ(T )

.T ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆ :2 .1 .1 نظريــة
. ۰༡ި݁ڰٺ ۰༟ިᆇ୞୘ ሒሃ ρ(T ) اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰ ۰༟ި݄௵௯௫ا

.ρ(T ) ሒᇭ ොູܹ٭ܹ٭۰ ሒሃ λ −→ (λI − T )−1 ႟ၽܳ ᄭᄟ؇੆اࠍ ᄭᄟاᄴᄟا ዻዧᄔც

ŴŅŸő ľǇŮń
|µ| < ∥(λI − T )−1∥−1 : ۋ٭ت ਵਦ܋ص ༟ڎد µ و ρ(T ) ሒᇭ ۰ਐಸ؇ٔ ڢ٭۰݄ λ ܳ٭ܝ݆

. S(µ) ᄭᄥاܳފܹފ ܳٺܝ݆ λ+ µ ∈ ρ(T ) ان ඔ൹ܳٷٴ
: ∑∞ۋ٭ت

k=0

(−µ)k(λI − T )−(k+1).

. B(H) ً؇ਐ಻ޙ؇م ݁ٺگ؇ر۰ً ᄭᄥݿܹފ ∥µ(λI − T )−1∥ < 1 : ۋ٭ت
: ڣ؆ن S(µ) ًـ ا௯௫௵݄ިع ୒ୖڍا ਲ਼ਦߖߵ

[(λ+ µ)I − T ]S(µ) = (λI − T )S(µ) + µS(µ) = I,

S(µ) [(λ+ µ)I − T ] = S(µ)(λI − T ) + µS(µ) = I.
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الثاني గጻዧޝߜߵالفصل اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ
: ان ૭૙ྥٷٺھ و݁ٷ۬

ොູܹ٭ܹ٭۰ ሒሃو µ −→ S(µ) = [(λ+ µ)I − T ]−1 ᄭᄟاᄴᄟا و S(µ) ߌߵڣݑ µ ႟ၽܳ واܳٺ؇ًؕ (λ+ µ) ∈ ρ(T )

.µ = 0 ا༥ܭ ݆݁
ڣ؆ن σ(T ) اܳޚ٭ژ ሌᇿا λ اܳٷگޚ۰ ݆݁ اৎ৊ފ؇ڣ۰ ሒሃ d(λ) Ⴄ၍ن اذا ، T ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆ :2 .1 .1 مبرهنة

:∥∥(λI − T )−1
∥∥ ≥ 1

d(λ)
, λ ∈ ρ(T ).

ŴŅŸő ľǇŮń
|µ| < ∥(λI − T )−1∥−1 Ⴄ၍ن اذا اَ۬ ඔ൹ً ، اܳފ؇ًگ۰ (2.1.1) ل۰ اܳٷޙݠ ۋފص

.(λ+ µ) ∈ ρ(T ): ڣ؆ن
: ان اي

d(λ) ≥
∥∥(λI − T )−1

∥∥−1
.

. ଫଐ݁اص σ(T ) اܳޚ٭ژ ،ڣ؆ن T ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆ :2 .1 .2 نظريــة

ŴŅŸő ľǇŮń
: ڣ؆ن B(H) আॻ༟ ً؇ਐ಻৖৑ޙ؇م ݁ٺگ؇ر۰ً S(λ) ᄭᄥاܳފܹފ. |λ| > ∥T∥ ا༥ܭ ݆݁
(λI − T )S(λ) = S(λ)(λI − T ) = I.

: و݁ٷ۬
S(λ) = (λI − T )−1, (|λ| > ∥T∥)

. ੯੩݁؞ σ(T ) ڣ؆ن (2.1.1) ل۰ اܳٷޙݠ ݆݁ اَޚఈఃڢ؇ . ො੼ڎود σ(T ) ان ዻዧذا আॻ༟ ೞಾଫଐل و
ଫଐ݁اص. σ(T ): ان มฃلأ ۱ڍا و

: ًިاݿޚ۰ اৎ৊أݠف T ل r(T ) ޗ٭ژ ڢޚݠ َݱژ ، T ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆ :2 .1 .4 تعريف

r(T ) = Sup {|λ| : λ ∈ σ(T )} .

: T ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆ : خاصية

∀λ, µ ∈ ρ(T ), (λI − T )−1 − (µI − T )−1 = (µ− λ)(λI − T )−1(µI − T )−1

ŴŅŸő ľǇŮń
: ؇਍ಱᄴᄟ

(λI − T )
{
(λI − T )−1 − (µI − T )−1

}
(µI − T ) = (µI − T )− (λI − T ) = (µ− λ)I,
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الثاني గጻዧޝߜߵالفصل اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ
(µI − T )−1 ሒᇭ ቕ቉ (λI − T )−1 ሒᇭ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ඔ൹اܳޚݠڣ ๤ཟًب ۰༶اܳٷྥ٭ আॻ༟ ౫౜రݱܭ و݁ٷ۬
: ሒሃو اڢފ؇م ఈఃٔث ሌᇿا T اৎ৊ޝߜߵ ޗ٭ژ ྾ཏگ਍ಱ T ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆ :2 .1 .5 تعريف

: ًـ اৎ৊أݠڣ۰ و σp(T ) ਲ਼ਦීෂ؇ً ᄩᄟ ਲ਼ਦوߌߵ اܳٷگޚ޶ اܳޚ٭ژ •
σp(T ) =

{
λ ∈ C; (λI − T ) ଫଃ༚ ڢ؇ًܭ ይዧگܹص } .

: ًـ واৎ৊أݠڣ۰ ، σc(T ) ਲ਼ਦීෂ؇ً ᄩᄟ ਲ਼ਦوߌߵ اৎ৊ފٺ݄ݠ اܳޚ٭ژ •
σc(T ) =

{
λ ∈ C; λI − T ڢ؇ًܭ ይዧگܹص , (λI − T )X = X ۋ٭ت (λI − T )X ̸= X

}
.

: ًـ واৎ৊أݠڣ۰ ، σr(T ) ਲ਼ਦීෂ؇ً ᄩᄟ ਲ਼ਦوߖߵ ሒᇬ؇اܳٴ اܳٷگޚ޶ اܳޚ٭ژ •
σr(T ) =

{
λ ∈ C; (λI − T ) ڢ؇ًܭ ይዧگܹص (λI − T )X ̸= X

}
.

: ًـ ݁أݠف T اৎ৊ޝߜߵ ޗ٭ژ لܝިن و
σ(T ) = σp(T ) ∪ σc(T ) ∪ σr(T ).

ሒᇭ x ݁أڎوم ଫଃ༚ ނأ؇ع ل༥ިڎ ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ ، T ܳـ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ ሒሃ λ ان لگ؇ل ، λ ∈ σp(T ) Ⴄ၍ن اذا
.Tx = λx : ۋ٭ت H

.T ًـ λ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگ٭۰݄ ؕ݁ ਐಱިاڣݑ ؇ਃಾذا ؇༟؇ނأ x ް݄૭૏

ő ĽƻżٔųȯŮ ŎŏƸȰȣń Ļţ ĿȏŝǛń 2 .2

݁ޝߜߵ و༥ڎ اذا ، T ∈ B(H) గጻዧޝߜߵ ᆙᆘڎدة ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ ި۱ λ اৎ৊ݠ܋ص اܳأڎد ان لگ؇ل :2 .2 .1 تعريف
.TX = λXT : ۋ٭ت B(H) ݆݁ ݁أڎوم X

.λ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگ٭۰݄ ًـ اৎ৊ݠਊಾޔ T ܳـ ᆙᆘڎد ሒᇆذا ݁ޝߜߵ ި۱ X ان لگ؇ل
. σext(T ) ًـ ؇ୖ୒ ਲ਼ਦوߖߵ ،T గጻዧޝߜߵ اৎ৊݄ڎدة λ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ T గጻዧޝߜߵ اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ ૭૙݄޶

.λ ∈ σext(T ) ܳـ اৎ৊ިاڣݑ اৎ৊݄ڎد ሒᇆاᄳᄟا اܳڰݯ؇ء Eext(T, λ) ਲ਼ਦوߖߵ
.؇ୖ୒ اৎ৊ިاڣݑ اৎ৊݄ڎد اৎ৊ޝߜߵ X = I ؕ݁ ، T ∈ B(H) ႟၍ ا༥ܭ ݆݁ σext(T ) ሌᇿا ཯λྡྷٺ݄޶ = 1 ان ఈఃَۋޓ

: ۋ٭ت A,B ∈ B(H) ان َڰݠض :2 .2 .1 نظريــة

σ(A) ∩ σ(B) = ∅.
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الثاني గጻዧޝߜߵالفصل اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ
اৎ৊ޝߜߵات ᄭᄟأ؇دৎ৊ اܳިۋ٭ڎ اࠍ੆ܭ ި۱ X = 0 : ڣ؆ن

AX −XB = 0.

ŴŅŸő ľǇŮń
.[21] ਵਦۏؕ اَޙݠ

. اܳٺ؇ܳ٭۰ اࠍ੅؇ݬ٭۰ আॻ༟ ݁ٴ؇๤ཇة ොຶݱܭ ، A = T,B = λT اଫଃ༠৖৑ة ل۰ اܳٷޙݠ ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި

[ ?] : خاصية
: ڣ؆ن ، T ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆

σext(T ) ⊂ {λ ∈ C, σ(T ) ∩ σ(λT ) ̸= ∅}

.σext(T ) = {1}: ڣ؆ن ، α ̸= 0: ۋ٭ت ، σ(T ) = {α} : Ⴄ၍ن اذا

: ڣ؆ن ، اܳگިة ቕሹڎ༟ ނٴ۬ لܝިن T ∈ B(H) ان ܳٷڰଫଐض :2 .2 .1 قضية
∀λ ∈ C/ {0} , σext(λI + T ) = {1} .

Ŀžɛ
ļǥ ĻȏŮń Ļţ ĿȏŝǛń şǴ ŎŏƸȰȣń Ļţ ĿȏŝǛń ļŷ ļŤʆƀŠ 1 .2 .2

: ڣ؆ن ، T ل اܳٷگޚ޶ اܳޚ٭ژ σp(T ) Ⴄ၍ن اذا .T ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆ [ ?] : }خاصية
α

β
, α ∈ σp(T ), β ∈ σp(T

∗), β ̸= 0

}
⊂ σext(T )

ŴŅŸő ľǇŮń
x, y ∈ H/ {0} ل༥ިڎ ڣ؆َ۬ β ∈ σp(T

∗) و α ∈ σp(T ) ܳ٭ܝ݆
.T ∗y = βy و Tx = αx : ۋ٭ت

: ۋ٭ت X = x⊗ y ب X اৎ৊ޝߜߵ َأݠف
∀z ∈ H, Xz = (x⊗ y)z =< z, y > x

: و݁ٷ۬
TXz =< z, y > Tx = α < z, y > x
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الثاني గጻዧޝߜߵالفصل اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ
αو

β
XTz =

α

β
< Tz, y > x

=
α

β
< z, T ∗y > x = α < z, y > x,

.α
β

ً؇ܳگ٭۰݄ اৎ৊ݠਊಾޔ T ل ᆙᆘڎد ሒᇆذا ނأ؇ع ި۱ X و݁ٷ۬
.α
β
∈ σext(T ) : اذن

ľŇů
ļťȗŮ ŭ ľɩŅ ļŤ ő Ľƻżٔųȣ ŎŏƸȰȣń Ļţ ĿȏŝǛń 2 .2 .2

: ڣ؆ن a := ∥T∥ ∥T−1∥ َݯؕ ، ይዧگܹص ڢ؇ًܭ T ∈ B(H) ܳ٭ܝ݆ :2 .2 .2 نظريــة

σext(T ) ⊂
{
z ∈ C : 1

a
≤ |z| ≤ a

}
= A 1

a
,a .1

۰༟ިᆇ୞୘ ݆݁ ๤ཡ؜ٷ N ༥ڎاء ا༥ܭ ݆݁ ۋ٭ت ∃N > 1 ڣ؆ن .|λ| ̸= 1 ۋ٭ت λ ∈ σext(T ) Ⴄ၍ن اذا .2
. ݁أڎوم Eext(T, λ)

. ଫ଒܋৖৑ا আॻ༟ N ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳگިة ቕሹڎ༟ ݁ޝߜߵ ި۱ Eext(T, λ) ݆݁ ๤ཡ؜ٷ ႟၍ ، ༠؇ݬ۰ ًݱڰ۰ و

ŴŅŸő ľǇŮń
: ۋ٭ت ∃c > 0 (c = ∥T−1∥−1

) ل༥ިڎ ڣ؆َ۬ ، ይዧگܹص ڢ؇ًܭ T ان ؇ஓ୾ (1

. ∀x ∈ H, ∥Tx∥ ≥ c ∥x∥

: ڣ؆ن ، X ∈ Eext(T, λ)/ {0} و λ ∈ σext(T ) ܳ٭ܝ݆
TX = λXT.

∀x ∈ H, c ∥Xx∥ ≤ ∥TXx∥ = |λ| ∥XTx∥ ≤ |λ| ∥X∥ ∥Tx∥ .

: ڣ؆ن
∀x ∈ H, c ∥X∥ ≤ |λ| ∥X∥ ∥T∥

.|λ| ≥ 1
a

: ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
. 1

λ
∈ σext(T

−1) ڣ؆ن λ ∈ σext(T ), (λ ̸= 0) Ⴄ၍ن اذا ، ۰ਃ಻؇اܳټ ۰࿩ਜ਼اଫଐৎ৊ا ݆݁
আॻ༟ ොຶݱܭ لگ۰ اܳޚݠ 1λ∣∣∣∣و਍ಸڰݴ

∣∣∣∣ ≥ 1

a

.|λ| ≤ a : و݁ٷ۬
و λN /∈ Aa, 1

a
ۋ٭ت N > 1 ௧ਤاܳޚٴ٭ اܳأڎد وܳ٭ܝ݆ ، |λ| ̸= 1 ۋ٭ت λ ∈ σext(T ) ܳ٭ܝ݆ (2

. λN−1 ∈ Aa, 1
a
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الثاني గጻዧޝߜߵالفصل اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ
: ڣ؆ن ، X1, ..., XN ∈ Eext(T, λ)/ {0} ܳ٭ܝ݆

TX1...XN = λNX1...XNT,

X1...XN = 0: و݁ٷ۬

Ŀžɢ
ļȿ ĻŉŲ ŏƴ ľǷŮń ļņń ĻŎ Ŀɦ

ļɋŐŅ ľŉ Ŀŉů ĿŉŸ Ņء Ļř ĻǙ 3 .2 .2

ا৖৑ًأ؇د ذات اৎ৊ݠ܋ص ۱٭ܹ٭ଫଊت ڣݯ؇ء আॻ༟ لأ݄ܭ ৎ৊ޝߜߵ اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ Ⴄ၍݁ܭ ႟ၽ૰૖ َݱژ ، اܳڰگݠة ۱ڍه ሒᇭ
. اৎ৊ٷዛው٭۰

[ ?] :2 .2 .3 نظريــة
: ڣ؆ن .มᘟውٷৎ৊ا اܳٴأڎ ذات H ۱٭ܹ٭ଫଊت ڣݯ؇ء ሒᇭ ݁ޝߜߵ T ܳ٭ܝ݆

σext(T ) = {λ ∈ C, σ(T ) ∩ σ(λT ) ̸= ∅}

ŴŅŸő ľǇŮń
.{0} ۰༟ި݄௵௯௫ا ૭૜؇وي ৖৑ T و∗ T اܳٷިاة ڣ؆ن ، ይዧگܹص ڢ؇ًܭ ଫଃ༚ T ان ሌᇿو৖৑ا ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒᇭ َڰݠض

ި۱ P ۋ٭ت ، X
′
= XP اৎ৊ޝߜߵ وܳ٭ܝ݆ kerT ިොຶ kerT ∗ ݆݁ ݁أݠف ݁أڎوم ଫଃ༚ Xޝߜߵৎ৊ا ܳ٭ܝ݆

.kerT ∗ আॻ༟ H ل اܳأ݄ިدي ا৖৑ݿگ؇ط
.(X ′ ̸= 0) ان ༃واࡵ

: و݁ٷ۬
∀λ ∈ C, TX

′
= λX

′
T = 0

: و݁ٷ۬ ، ይዧگܹص ڢ؇ًܭ ଫଃ༚ T ۋ٭ت ، σext(T ) = C : اي
: و݁ٷ۬ λ ∈ C ႟၍ ا༥ܭ ݆݁ 0 ∈ σ(T ) ∩ σ(λT )

σext(T ) = {λ ∈ C, σ(T ) ∩ σ(λT ) ̸= ∅} = C.

: ان اਊು؇ت لܝࠕࠫ ، λ ∈ C ݁أޚ؇ة 0 /∈ σ(T ) اي ، ይዧگܹص ڢ؇ًܭ T ان ۰ਃ಻؇اܳټ ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒᇭ َڰݠض
{λ ∈ C, σ(T ) ∩ σ(λT ) ̸= ∅} ⊂ σext(T ).

Ta = βa ۋ٭ت a ∈ H ݁أڎوم ଫଃ༚ ሒᇆذا ނأ؇ع X ل༥ިڎ اَ۬ اي ، β ∈ σ(T ) ∩ σ(λT ) ܳٷڰݠض
ل༥ިڎ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ، (β/λ) ∈ σ(T ∗) มฃلأ ۱ڍا ، (β/λ) ∈ σ(T ) ؇਍ಱᄴᄟ. (λ ̸= 0 و β ̸= 0 (ً؇๤ཟܳورة
ان ᄭᄟިዝ๎ื ౫౜రگݑ ، X = a⊗ b َݯؕ ଫଃ༠৖৑ا ሒᇭ. T ∗b = (β/λ)b ۋ٭ت b ∈ H ݁أڎوم ଫଃ༚ ሒᇆذا ނأ؇ع

.λ ∈ σext(T ) و݁ٷ۬ .X ̸= 0 ۋ٭ت TX = λXT
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الثاني గጻዧޝߜߵالفصل اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ
: ،ڣ؆ن มᘟውٷৎ৊ا اܳٴأڎ ذات ۱٭ܹ٭ଫଊت ڣݯ؇ء আॻ༟ ݁أݠف ۊޚ޶ ݁ޝߜߵ T ܳ٭ܝ݆ :2 .2 .1 نتيجة

.α ̸= 0 ۋ٭ت σ(T ) = {α} Ⴄ၍ن اذا وڣگޔ اذا σext(T ) = {1} .1
. ይዧگܹص ڢ؇ًܭ ଫଃ༚ T Ⴄ၍ن اذا وڣگޔ اذا σext(T ) = C .2

.σext(T ) = {α/β : α, β ∈ σ(T )} ڣ؆ن ، ይዧگܹص ڢ؇ًܭ T Ⴄ၍ن اذا .3

" ľŋ ĿƗŮńŎ" ŭ Ŀɩżō
ļƗŮ ŎŏƸȰȣń Ļţ ĿȏŝǛń 4 .2 .2

Ŀžɢ
ļȿ ĻŉŲ ŏƴ ľǫ ļņń ĻŎ " ľŋ ĿƗŮńŎ" ŭ Ŀɩżō

ļƗŮ ŎŏƸȰȣń Ļţ ĿȏŝǛń 1 .4 .2 .2

ޗٴ٭أ٭۰. ༇຀؇ਐ಻ ༟ڎة ႟ၽނ ሒᇭ ؇ዛ዇و؜ިاڢ ،BA و AB ܳـ اৎ৊ިݿؕ اܳޚ٭ژ ඔ൹ً اܳأఈఃڢ؇ت ۰༟ިᆇ୞୘ ሒሃ ا྘ཬීෂފ٭۰ ෠ຩ؇ਐ಻ٷ؇

ይዧڰݱܭ ڢ؇ًܭ ਵਦ܋ص ۱٭ଫଊܹت ڣݯ؇ء আॻ༟ ො੼ڎودان ۊޚ٭؇ن ݁ޝߜߵان B و A ܳ٭ܝ݆ :2 .2 .4 نظريــة
إذن ؇ਃಾذا ݁ٺ༶؇ورا لܝިن A ොຳ٭ت ،H มᘟው݁ٷ ܳٴأڎ

σext(AB) = σext(BA) (2 .1)

ŴŅŸő ľǇŮń
มᘟው݁ٷ ܳٴأڎ ይዧڰݱܭ ڢ؇ًܭ ݁أگڎ ۱٭ଫଊܹت ڣݯ؇ء আॻ༟ ݁أݠف B و A ො੼ڎود ۊޚ޶ ݁ޝߜߵ ႟၍ أ༥ܭ ݆݁

:؇਍ಱᄴᄟ
σext(AB) = {λ ∈ C : σ(AB) ∩ σ(λAB) ̸= ∅} 2 .2 .4 ل۰ اܳٷޙݠ ۋފص

= {λ ∈ C : σ(AB) ∩ λσ(AB) ̸= ∅} I.6.3 ل۰ اܳٷޙݠ ۋފص
= {λ ∈ C : σ(BA) ∩ λσ(BA) ̸= ∅} I.6.2 ّިޗ۰٪ ۋފص
= {λ ∈ C : σ(BA) ∩ σ(λBA) ̸= ∅} I.6.3 ل۰ اܳٷޙݠ ۋފص
= σext(BA)

ل۰ اܳٷޙݠ ሒᇭ T ܳـ ม฀اܳگޚ اܳٺگފࡗࡲ ؕ݁ ا༡ިܳڎوي لܝިن U أو B = 4 |T |
1
2 و A = |T |

1
2 Ⴄ၍ن إذا •

اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳޚٴ٭أ٭۰ ۰༶اܳٷྥ٭ আॻ༟ ܳٷۜݱܭ إذن 2 .2 .4
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الثاني గጻዧޝߜߵالفصل اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ
มᘟው݁ٷ ܳٴأڎ ይዧڰݱܭ ڢ؇ًܭ ݁أگڎ ۱٭ଫଊܹت ڣݯ؇ء ሒᇭ ݁أݠف ො੼ڎود ۊޚ޶ ݁ޝߜߵ T ܳ٭ܝ݆ :2 .2 .2 نتيجة

إذن "داܳ٭ھ"، ل۳ܹ؇ ިොູ T̃ ،ม฀اܳگޚ ؇۳ጝ጑ොູ ި۱ T = U |T | ොຳ٭ت ،H
σext

(
T̃
)
= σext(T )

أරඝى. ৖৑؇༡ت ሒᇭ 2 .2 .4 ߓߵ۱ٷ۰ ૭૙ٺޚ٭ؕ ݆ොຶ

ŴŅŸő ľǇŮń
،H มᘟው݁ٷ ܳٴأڎ ይዧڰݱܭ ڢ؇ًܭ ݁أگڎ ۱٭ଫଊܹت ڣݯ؇ء ሒᇭ ݁أݠف T ො੼ڎود ۊޚ޶ ݁ޝߜߵ ႟၍ أ༥ܭ ݆݁

: ม฀اܳگޚ ّگފࡗࡲ ި۱ T = U |T | ොຳ٭ت
σext(T ) = {λ ∈ C : σ(T ) ∩ σ(λT ) ̸= ∅} 2 .2 .4 ل۰ اܳٷޙݠ ۋފص

= {λ ∈ C : σ(T ) ∩ λσ(T ) ̸= ∅} I.6.3 ل۰ اܳٷޙݠ ۋފص
= {λ ∈ C : σ(T̃ ) ∩ λσ(T̃ ) ̸= ∅} I.6.3 ل۰ اܳٷޙݠ ۋފص
= {λ ∈ C : σ(T̃ ) ∩ σ(λT̃ ) ̸= ∅} I.6.3 ل۰ اܳٷޙݠ ۋފص
= σext(T̃ )

إذن 2 .2 .1 ل۰ اܳٷޙݠ ሒᇭ T ܳـ ม฀اܳگޚ اܳٺگފࡗࡲ ؕ݁ و༡ڎوي لܝިن U أو B = U و A = T Ⴄ၍ن إذا
اܳٺ؇ܳ٭۰: ༇຀؇اܳٷٺ আॻ༟ ܳٷۜݱܭ

ًأڎ ذات ይዧڰݱܭ ڢ؇ًܭ ݁أگڎ "۱٭ଫଊܹت" ڣݯ؇ء ሒᇭ ݁أݠف ො੼ڎود ۊޚ޶ ݁ޝߜߵ T ܳ٭ܝ݆ :2 .2 .3 نتيجة
إذن "دوڢ؇ل"، ل۳ܹ؇ ިොູ T̂ ،ม฀اܳگޚ ؇۳ጝ጑ොູ T = U |T | ොຳ٭ت ،H มᘟው݁ٷ

σext

(
T̂
)
= σext(T )

2 .2 .1 ل۰ اܳٷޙݠ ሒᇭ T ܳـ ม฀اܳگޚ ጵ጑༲اܳٺ ؕ݁ ا༡ިܳڎوي لܝިن U أو B = U |T |1−λ و A = |T |λ إذا
: اܳٺ؇ܳ٭۰ ۰༶اܳٷྥ٭ ෛຶٺ؇ر ݆ොຶ إذن

ًأڎ ذات ይዧڰݱܭ ڢ؇ًܭ ؇঴঒ਵਦ "۱٭ଫଊܹت" ڣݯ؇ء ሒᇭ ݁أݠف ො੼ڎود ۊޚ޶ ݁ޝߜߵ T ܳ٭ܝ݆ :2 .2 .4 نتيجة
ቕ቉ λ = [0, 1] أ༥ܭ ݆݁ ،ม฀اܳگޚ ؇۳ጝ጑ොູ T = U |T | ොຳ٭ت ،H มᘟው݁ٷ

σext

(
T̃λ

)
= σext(T )

2 .2 .4 ل۰ اܳٷޙݠ ሒᇭ T ܳـ ม฀اܳگޚ ጵ጑༲اܳٺ ؕ݁ ا༡ިܳڎوي لܝިن U أو B = T n−1U |T |
1
2 و A = |T |

1
2 إذا

: اܳٺ؇ܳ٭۰ ۰༶اܳٷྥ٭ ෛຶٺ؇ر ݆ොຶ إذن
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الثاني గጻዧޝߜߵالفصل اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ
ًأڎ ذات ይዧڰݱܭ ڢ؇ًܭ ਵਦ܋ص "۱٭ଫଊܹت" ڣݯ؇ء ሒᇭ ݁أݠف ො੼ڎود ۊޚ޶ ݁ޝߜߵ T ܳ٭ܝ݆ :2 .2 .5 نتيجة

ቕ቉ إذن ،ม฀اܳگޚ ؇۳ጝ጑ොູ T = U |T | ොຳ٭ت ،H มᘟው݁ٷ
σext

(
T̃ n
)
= σext(T

n)

إذن 2 .2 .1 ل۰ اܳٷޙݠ ሒᇭ T ܳـ ม฀اܳگޚ ጵ጑༲اܳٺ ؕ݁ ا༡ިܳڎوي لܝިن U أو B = (T )n−1 U و A = |T | إذا
: اܳٺ؇ܳ٭۰ ۰༶اܳٷྥ٭ ෛຶٺ؇ر ݆ොຶ

ًأڎ ذات ይዧڰݱܭ ڢ؇ًܭ ਵਦ܋ص "۱٭ଫଊܹت" ڣݯ؇ء ሒᇭ ݁أݠف ො੼ڎود ۊޚ޶ ݁ޝߜߵ T ܳ٭ܝ݆ :2 .2 .6 نتيجة
ቕ቉ إذن ،ม฀اܳگޚ ؇۳ጝ጑ොູ T = U |T | ොຳ٭ت ،H มᘟው݁ٷ

σext

(
T̂ n
)
= σext(T

n)

2 .2 .1 مثال
:ঌॻل პაႰ ݁أݠڣ۰ 2× 2 ݁ݱڰިڣ۰ T ܳ٭ܝ݆

T ∗ =

 1 2i

−5i 1

 لܝިن T ܳـ દઊاܳگݠ اৎ৊ޝߜߵ T =

 1 5i

2i 1


T ∗T = |T |2 =

 2 i

−i 5

 ألݯ؇ ، T ∗T = |T |2 =

 5 7

−7i 26


U =

 0 i

−i 0

 إذن |T | 12 =

 1 i

−i −2

 ᄳᄟا

T̃ =

−2 −i

i 4

 T గጻዧޝߜߵ "داܳ٭ھ" لܭ ިොູ لܝިن
.T గጻዧޝߜߵ "داܳ٭ھ" لܭ ިොູو T اৎ৊ޝߜߵ أ༥ܭ ݆݁ اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ ොຶފص ،I.1.2 ۰༶اܳٷྥ٭ ૭૙ٺأ݄ܭ
σ(T ) = {−1−

√
10,−1 +

√
10}, σ

(
T̃
)
= {−1−

√
10,−1 +

√
10}

ෛຶٺ؇ر إذن
σext(T ) =

{
1;

11 + 2
√
10

−9
;
11− 2

√
10

−9

}
, σext

(
T̃
)
=

{
1;

11 + 2
√
10

−9
;
11− 2

√
10

−9

}

.σext

(
T̃
)
= σext(T ) ᄔჼ۱ا
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الثاني గጻዧޝߜߵالفصل اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ

Ŀžɢ
ļȿ ĻŉŲ ő ĿǇ

ĻŠ ŏƴ ľǷŮń Ŀɦ
Ļɑ " ľŋ ĿƗŮńŎ" ŭ Ŀɩżō

ļƗŮ ŎŏƸȰȣń Ļţ ĿȏŝǛń 2 .4 .2 .2

أ༥ܭ ݆݁ و "داܳ٭ھ" لܭ ިොູ أ༥ܭ ݆݁ ،T اৎ৊ޝߜߵ أ༥ܭ ݆݁ اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ ඔ൹ً اܳٺܝٺڰޝ ཹྦྷٴب ل۰ اܳٷޙݠ ڢ۳ڍه ሒᇭ
มᘟው݁ٷ ଫଃ༚ ًأڎ ሒᇭ "دوڢ؇ل" لܭ ިොູ

ይዧأܝݴ. ڢ؇ًܭ T Ⴄ၍ن إذا ይዧأܝݴ ڢ؇ًܭ لܝިن |T |2 إذن ،B(H) ሒᇭ ݁ޝߜߵ T ܳٺܝ݆ :2 .2 .1 توطئة

ŴŅŸő ľǇŮńأܝݴይዧ ڢ؇ًܭ لܝިن T ∗ ⇔ ይዧأܝݴ ڢ؇ًܭ لܝިن T
ይዧأܝݴ ڢ؇ًܭ لܝިن T ∗T = |T |2 ⇔

،H ይዧڰݱܭ ڢ؇ًܭ ਵਦ܋ص "۱٭ଫଊܹت" ڣݯ؇ء আॻ༟ ݁أݠف ො੼ڎود ۊޚ޶ ݁ޝߜߵ T ܳ٭ܝ݆ :2 .2 .5 نظريــة
.ม฀اܳگޚ ؇۳ጝ጑ොູ T = U |T | ොຳ٭ت

إذن X = X |T |
1
2 و ይዧأܝݴ ڢ؇ًܭ T إذا

.σext

(
T̃
)
= σext (T ) = σext

(
T̂
) .1

.n ∈ N أ༥ܭ ݆݁ σext

(
T̃ n
)
= σext (T

n) = σext

(
T̂ n
) .2

.σext

(
T T̃
)
= σext

(
T̃ T̂
) .3

.T̂ = U |T | ොຳ٭ت "دل؞؇ل" لܭ اܳٺۜި ި۱ T̂ أن وఈఃَۋޓ

ŴŅŸő ľǇŮń
T = U |T | ොຳ٭ت ይዧڰݱܭ، ڢ؇ًܭ ਵਦ܋ص "۱٭ଫଊܹت" ڣݯ؇ء আॻ༟ ݁أݠف T ො੼ڎود ۊޚ޶ ݁ޝߜߵ ႟၍ أ༥ܭ ݆݁

إذن |T | 12 X = X |T |
1
2 و ይዧأܝݴ ڢ؇ًܭ لܝިن T .ม฀اܳگޚ ؇۳ጝ጑ොູ ި۱

II.1.1 ۋފص σext(T ) =
{
λ ∈ C, X ∈ B(H)\{0} ොຳ٭ت TX = λXT

} .1
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الثاني గጻዧޝߜߵالفصل اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ
TX = λXT ⇔ U |T |X = λXU |T |

⇔ U |T |
1
2 |T |

1
2X = λXU |T |

1
2 |T |

1
2(

|T |
1
2X = X|T |

1
2 ۋފص )

⇔ U |T |
1
2X|T |

1
2 = λXU |T |

1
2 |T |

1
2

⇔ |T |
1
2

(
U |T |

1
2X|T |

1
2

)
|T |

3
2

= |T |
1
2

(
λXU |T |

1
2 |T |

1
2

)
|T |

3
2( 2 .2 .1 ّިޗ۰٪ ۋފص )

⇔ |T |
1
2U |T |

1
2X|T |2

(
|T |2

)−1

= T |
1
2λXU |

1
2 |T |2

(
|T |2

)−1

⇔ |T |
1
2U |T |

1
2X = λ|T |

1
2 |XU |T |

1
2(

|T |
1
2X = X|T |

1
2 ۋފص )

⇔ |T |
1
2U |T |

1
2X = λX|T |

1
2U |T |

1
2

⇔ T̃X = λXT̃ .

.σext(T ) = σext(T̃ ) إذن،
. σext(T ) = {λ ∈ C, X ∈ B(H)\{0} ොຳ٭ت TX = λXT} ألݯ؇،

TX = λXT ⇔ U |T |X = λXU |T |(
|T |

1
2X = X|T |

1
2 ۋފص )

⇔ UX|T | = λXU |T |

⇔ |T |(UX|T |)|T | = |T |(λXU |T |)|T |

(text1.2.2) ⇔ |T |UX|T |2
(
|T |2

)−1
= |T |λXU |T |2

(
|T |2

)−1

⇔ |T |UX = λ|T |XU(
|T |

1
2X = X|T |

1
2 ۋފص )

⇔ |T |UX = λX|T |U

⇔ T̂X = λXT̂ .

.σext(T ) = σext(T̂ ) إذن،
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الثاني గጻዧޝߜߵالفصل اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ
.σext (T

n) =
{
λ ∈ C, X ∈ B(H)\{0} ොຳ٭ت T nX = λXT n

} .2
T nX = λXT n ⇔ (U |T |)nX = λX(U |T |)n

⇔ (U |T |)n−1U |T |
1
2 |T |

1
2X

= λX(U |T |)n−1U |T |
1
2 |T |

1
2(

|T |
1
2X = X|T |

1
2 ۋފص )

⇔ (U |T |)n−1U |T |
1
2X|T |

1
2

= λX(U |T |)n−1U |T |
1
2 |T |

1
2

⇔ |T |
1
2

(
(U |T |)n−1U |T |

1
2X|T |

1
2

)
|T |

3
2

= |T |
1
2

(
λX(U |T |)n−1U |T |

1
2 |T |

1
2

)
|T |

3
2( 2 .2 .1 ّިޗ۰٪ ۋފص )

⇔ |T |
1
2 (U |T |)n−1U |T |

1
2X|T |2

(
|T |2

)−1

= |T |
1
2λX(U |T |)n−1U |T |

1
2 |T |2

(
|T |2

)−1

⇔ |T |
1
2 (U |T |)n−1U |T |

1
2X

= λ|T |
1
2X(U |T |)n−1U |T |

1
2(

|T |
1
2X = X|T |

1
2 ۋފص )

⇔ |T |
1
2 (U |T |)n−1U |T |

1
2X

= λX|T |
1
2 (U |T |)n−1U |T |

1
2

⇔
(
|T |

1
2U |T |

1
2

)n
X = λX

(
|T |

1
2U |T |

1
2

)n
⇔ T̃ nX = λXT̃ n.

.σext (T
n) = σext

(
T̃ n
) إذن،

. σext (T
n) =

{
λ ∈ C, X ∈ B(H)\{0} ොຳ٭ت T nX = λXT n

} ألݯ؇،
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الثاني గጻዧޝߜߵالفصل اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ
T nX = λXT n ⇔ (U |T |)nX = λX(U |T |)n

⇔ (U |T |)n−1U |T |X = λX(U |T |)n−1U |T |(
|T |

1
2X = X|T |

1
2 ۋފص )

⇔ (U |T |)n−1UX|T | = λX(U |T |)n−1U |T |

⇔ |T |
(
(U |T |)n−1UX|T |

)
|T |

= |T |
(
λX(U |T |)n−1U |T |

)
|T |( 2 .2 .1 ّިޗ۰٪ ۋފص )

⇔ |T |(U |T |)n−1UX|T |2
(
|T |2

)−1

= λ|T |X(U |T |)n−1U |T |2
(
|T |2

)−1(
|T |

1
2X = X|T |

1
2 ۋފص )

⇔ (|T |U)nX = λX|T |(U |T |)n−1U

⇔ (|T |U)nX = λX(|T |U)n

⇔ T̂ nX = λXT̂ n

.σext (T
n) = σext

(
T̂ n
) إذن،

.σext(T T̃ ) = {λ ∈ C, X ∈ B(H)\{0} ොຳ٭ت T T̃X = λXT T̃} .3
T T̃X = λXT T̃ ⇔ U |T ||T |

1
2U |T |

1
2X = λXU |T ||T |

1
2U |T |

1
2(

|T |
1
2X = X|T |

1
2 ۋފص )

⇔ U |T |
1
2 |T |UX|T |

1
2 = λXU |T |

1
2 |T |U |T |

1
2

⇔ |T |
1
2

(
U |T |

1
2 |T |UX|T |

1
2

)
|T |

3
2

= |T |
1
2

(
λXU |T |

1
2 |T |U |T |

1
2

)
|T |

3
2( 2 .2 .1 ّިޗ۰٪ ۋފص )

⇔ |T |
1
2U |T |

1
2 |T |UX|T |2

(
|T |2

)−1

= |T |
1
2λXU |T |

1
2 |T |U |T |2

(
|T |2

)−1

⇔ |T |
1
2U |T |

1
2 |T |UX = λ|T |

1
2XU |T |

1
2 |T |U(

|T |
1
2X = X|T |

1
2 ۋފص )

⇔ |T |
1
2U |T |

1
2 |T |UX = λX|T |

1
2U |T |

1
2 |T |U

⇔ T̃ T̂X = λXT̃ T̂ .

.σext(T T̃ ) = σext(T̃ T̂ ) إذن،

26



الثالث الفصل
P وأمثلة تطبيقات O

RQ EF

U

المحتويـــــــــات قائمة
28 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . มᘟው݁ٷ ًأڎ ሒᇭ وّޚٴ٭گ؇ت ᄭᄥأ݁ټ 1 .3
28 . . . . . . . . . . داܳ٭ھ" لܭ ިොູ" و T గጻዧޝߜߵ اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ ඔ൹ً اܳأఈఃڢ۰ 1 .1 .3
29 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T గጻዧޝߜߵ اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ 2 .1 .3



الثالث గጻዧޝߜߵالفصل اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ
اৎ৊݄ڎد واܳޚ٭ژ داܳ٭ھ لܭ ިොູ اᆇᅪීෂ޶، اܳލأ؇ع ۋފ؇ب ૭૙ٺޚ٭ؕ أو ᄭᄥ݁ټ৙৑ا ًأݥ ݿଫ଍ى اࠍ੊ݞء، ۱ڍا ሒᇭ

గጻዧޝߜߵات

Ŀžɢ
ļȿ ĻŉŲ ŏƴ ľǫ Ŀɦ

Ļɑ ļņŅ ļť Ŀȏ ľŉŝ ļǓŻ ļŷů ĽŉŲ
ٔ
ń 1 .3

" ľŋ ĿƗŮńŎ ŭ Ŀɩżō
ļƋ" Ż T ő ĽƻżٔųȯŮ ŎŏƸȰȣń Ļţ ĿȏŝǛń ŵĿɪ ľň ļŷ ļŤʆƀšǳń 1 .1 .3

ঌॻل პაႰ ݁أݠڣ۰ ݁ݱڰިڣ۰ T ܳٺܝ݆
T =


0 0 5

1

2

√
3

2
0

√
3

2

−1

2
0


و݁ٷ۬

T ∗ =


0

1

2

√
3

2

0

√
3

2
−1

2

5 0 0


إذن

T ∗T =


1 0 0

0 1 0

0 0 25


إذن: ل۰ ڢޚݠ ݁ݱڰިڣ۰ ሒሃ T ∗T أن ؇ஓ୾و

|T | = (T ∗T )
1

2
=


√
1 0 0

0
√
1 0

0 0
√
25

 =


1 0 0

0 1 0

0 0 5


و݁ٷ۬

U = T · (|T |)−1 =


0 0 5

1

2

√
3

2
0

√
3

2
−1

2
0



1

1
0 0

0
1

1
0

0 0 1
5

 =


0 0 1

1

2

√
3

2
0

√
3

2
−1

2
0


ل۰: ڢޚݠ ݁ݱڰިڣ۰ |T | ৙৑ن ألݯ؇ ෠ຶڎ

(|T |)
1

2 =


1 0 0

0 1 0

0 0
√
5


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الثالث గጻዧޝߜߵالفصل اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ
أي

T̂ = (T )

1

2 U (T )

1

2 =


1 0 0

0 1 0

0 0
√
5




0 0 1

1

2

√
3

2
0

√
3

2
−1

2
0



1 0 0

0 1 0

0 0 5

 =


0 0

√
5

1

2

√
3

2
0

√
15

2
0

√
5


T̃ و T గጻዧݱڰިڣ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ أ༥ܭ ݆݁ ༡ڎود ଫଃ܋ټ ොຶފص

PT (λ) = λ2

(√
3

2
− λ

)
− 5

4
− 5× 3

4
+

5
√
3

2
λ

= −λ3 +

√
3

2
λ2 +

5
√
3

2
λ− 5

PT̃ (λ) = λ2

(√
3

2
− λ

)
−

√
5×

√
5

4
−

√
15×

√
15

4
+

√
5
√
15

2
λ

= −λ3 +

√
3

2
λ2 +

5
√
3

2
λ− 5

= PT (λ)

.σ(T ) = σ(T̃ ) ᄳᄟا
σext(T̃ ) = σext(T ) إذن

T ő ĽƻżٔųȯŮ ŎŏƸȰȣń Ļţ ĿȏŝǛń 2 .1 .3

إذن H ܳـ ݁ٺأ؇݁ڎ أݿ؇س {e1, e2} ܳ٭ܝ݆ [24] :3 .1 .1 قضية
W (T ) = {⟨Tx, x⟩ : x = e1 cos θ + ie2 sin θ exp(iφ), θ ∈] 0, π

2
[, φ ∈ [0, 2π]}

لܝިن: T ܳـ اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ :3 .1 .2 قضية
.λi ̸= λj ̸= 0 إذا σext(T ) =

{
λ1

λj

: λi, λj ∈ σ(T )

}
.1

.λ1 = λ2 ̸= 0 إذا σext(T ) = {1} .2
.λi = 0, i = 1, 2 إذا σext(T ) = C .3
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الـخاتمــة

لܭ ިොູ و اৎ৊݄ڎد اܳޚ٭ژ ඔ൹ً اܳأఈఃڢ۰ ৕৑ޖ۳؇ر আॻ༟ اܳأ݄ܭ ሒᇭ اৎ৊ڍாணة ۱ڍه ො੼ٺިى ਍ಱڎرج
ّأ؇رلژ إݿٺأݠاض ༡؇وܳٷ؇ ܳگڎ اܳލ؇فأ۰, اৎ৊ިاݪ٭ؕ ا۱ܾ ݆݁ اৎ৊ިݪިغ ۱ڍا ଫଊلأٺ إذ "داܳ٭ھ"

.؇ዝཛྷۊިا و اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊ޝߜߵات

݆݁ اৎ৊ݠاۏؕ ًأݥ و اৎ৊ިݪިع ۱ڍا ਍ಾ؇وܳب มฆܳا اৎ৊گ؇৖৑ت أ۱ܾ ᆇᅹأٷ؇ اܳ؞ݠض ୒ୖڍا
اৎ৊ޝߜߵات. ل۰ وَޙݠ ሒᇿاᄴᄟا اܳٺ༲ܹ٭ܭ
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 صخلم

ت ثؤملل ةيعيبطلا صاوخلا ضعب لوح ةركذملا هذه زكر ي فيرطلا موهفملا ااووصخو ،"خانب" ءاضف لىع ةفرعملا تار  ثيدح 

اعتلا ضعب مدقن فوس "جیلاد" ليوحتل ددمملا فيطلا مىسي  ذلاخو فيرعتلا ف ةيرخ ضلا فير
 
ي ثؤملا ةيرظن لاجم   تائف ضععخو تار

ثؤملا ضعبل ددمملا فيطلل ةماعلا صئاوخلا لىإ قرطتن مث ،هااوص ضععخو ،"جیلاد" لیوحت فيرعتب امق امك رثؤملا ف تار
 
ي  ضعب 

ثؤملا ةلاح لثم ةااخلا تلااحلا ثؤملاخو دعبلا ةيهتنملا تار  ددمملا فيطلا   يب ةااخلا جئاتنلا ضعب مدقن امك .بلقلل ةلباقلا تار

ف اهجئاتنخو ،دخدحملا دعبملا
 
ي ف لكش 

 
ي  BA خ AB ف

 
ي ف اهجئاتنخو ،دخدحملا دعبلا 

 
ي ف كلذ لىإ ةفاضلااب تائطوت ةدع لكش 

 
ي  هذه نم انكم 

 "لاغيد" لیوحت خ  "جيلاد" ليوحتل دمحلا فيطلا   يب ؤفاكتلا انتبثأ امك "جيلاد" ليوحتل ددمملا فيطلا لىع روثعلا نم ةقلاعلا

ف T لغغملاخو
 
ي فخ . ةيئاهنلا داعبلأا 

 
ي ثؤملا ددمملا فيطلاخو "جيلاد" لیوحت باسحب انمق  يصلأا   امك .اقبسم ةددحملا ةلثملأا ضعب تار

ي تلا جئاتنلا قيبطتب انمق  .اهيلع لووحلا مت 

 ."لاغيد" ليوحت ،ددمملا فيطلا ،"جيلاد" ليوحت :ةيحاتفملا تاملك

Résumé 

 Ce mémoire se concentre sur certaines des propriétés naturelles des effets définis sur l'espace 

de Banach, en particulier le concept intéressant nouvellement défini appelé spectre ètendu de la 

transformée d'aluthge. Nous présenterons quelques définitions nécessaires dans le domaine de la 

théorie des effets et quelques classes. Nous définissons également la transformée d'aluthge et certaines 

de ses propriétés. Nous discutons ensuite des caractéristiques générales du spectre étendu de certains 

effets dans certains cas particuliers, comme le cas des effets de dimension finie et des effets inversibles. 

Nous présentons également quelques résultats particuliers entre le spectre étendu de dimension finie, 

et leurs résultats sous forme de BA et AB en dimension finie et leurs résultats sous forme de plusieurs 

préliminaires. De plus, cette relation nous a permis de trouver le spectre étendu, pour la transformée 

d'Aluthge  Nous avons également prouvé l'équivalence entre le spectre d'éloge pour la transformée 

d'Aluthge    Et transformez le "Degal" et fopérateur T dans les dimensions finales. Enfin, nous avons 

calculé la et la transformée d'Aluthge   effets de spectre étendu des operateur, quelques exemples 

définis précédemment. Nous avons également appliqué les résultats il a été reçu. 

Mot clés: Transformée d'aluthge, spectre étendu, transformation "Dégal". 

Abstract 

This mémoire focuses on some of the natural properties of the effects defined on the Banach 

space, especially the newly defined interesting concept called the praise spectrum of the Dalege 

transform. We will present some necessary definitions in the field of the theory of effects and some 

classes of the effect. We also define the" Aluthge"  transform and some of its properties Then we discuss 

the general characteristics of the extended spectrum of some effects in some special cases, such as the 

case of finite-dimensional effects and invertible effects. We also present some special results between 

the finite-dimensioned extended spectrum, and their results in the form of BA and AB in the finite 

dimension and their results in the form of several preliminaries. In addition, this relationship enabled us 

to find the extended spectrum for the "Aluthge" transform. We also proved the equivalence between 

the praise spectrum for the  "Aluthge"transform And  the "Degal" and the operator T in the final 



dimensions. Finally, we calculated the" Aluthge" transform and the extended spectrum effects, some 

previously defined examples. We also applied the results it was received. 

Keywords: Dalij transform, extended spectrum, transform "Degal." 
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