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English

This work aims to analyze the asymptotic behavior of the solution of a semi-linear evo-
lution equation using semi-group theories. We have proved the existence and uniqueness
of the solution. Additionally, we provided a practical example to study the asymptotic be-
havior of the solution of the semi-linear heat evolution equation as time tends to infinity.

Keywords :asymptotic behavior, evolution equation, semi-linear

Francais

Ce travail vise a analyser le comportement asymptotique de la solution d’une équation
d’évolution semi-linéaire en utilisant les théories des semi-groupes. Nous avons démontré
I'existence et 'unicité de la solution. De plus, nous avons présenté un exemple pratique
pour étudier le comportement asymptotique de la solution d'une équation d’évolution
semi-linéaire de la chaleur lorsque le temps tend vers 'infini.

Résumé : comportement asymptotique, équation d’évolution, semi-linéaire
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Notations générales

Ouvert borné de R™.

Opérateur linéaire.

Domaine de 'opérateur A.

Adhérence de I'ensemble D(A).

L’ensemble des fonctions réelles bornées sur €).

L’espace des fonctions intégrables.

L’espace des fonctions de carré intégrable sur €.

L’espace des fonctions intégrables sur 0,77 & valeur dans FE.
L’espace des fonctions contintiment différentiables sur [s, T'] a valeur dans E.
L’espace de Sobolev des fonctions qui appartiennent a L?(Q) et
dont les dérivées au sens des distributions appartiennent a L?().
L’adhérence de D(Q) dans H', c-a-d H}(Q) = D(Q).

L’opérateur Laplacien.
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Introduction

Ce travail étudie le comportement asymptotique des solutions des équations d’évolu-
tion semi-linéaires en utilisant les théories des semi-groupes, qui sont des outils mathé-
matiques essentiels pour résoudre de telles équations comme 1’équation de la chaleur et
I’équation de diffusion. Ce sujet revét une grande importance dans plusieurs domaines tels
que la physique et la chimie, contribuant a la compréhension de I'impact des différents
facteurs a long terme. L’objectif de cette étude est d’analyser le comportement asymp-
totique des solutions des équations d’évolution semi-linéaires et de comprendre comment
ces solutions évoluent avec le temps. Plusieurs scientifiques ont abordé ce sujet dans leurs
recherches, comme A. Pazy[9] dans son livre "Théorie des semi-groupes et équations dif-
férentielles partielles” (1983), ou il a examiné 'utilisation des théories des semi-groupes
pour résoudre des équations semi-linéaires, fournissant ainsi une base solide pour nos
recherches. De plus, Pierre Baras et Laurent Véron[2] (1979) ont proposé une analyse
approfondie du comportement asymptotique de 1’équation d’évolution semi-linéaire de la
chaleur, qui constitue une référence importante pour notre étude.

Notre mémoire se compose de trois chapitres.

1. Chapitre 1 : Ce chapitre présente les concepts généraux que nous utiliserons par
la suite, tels que I'espace de Sobolev et la théorie des semi-groupes.

2. Chapitre 2 : Nous avons étudié l'existence et 'unicité de la solution du probleme
évolution homogene et non homogene. Nous avons également étudié le compor-
tement, 'existence et l'unicité des différentes solutions du probléme semi-linéaire
(solutions globales généralisées, solutions globales classiques, solutions locales et
solutions maximales).

3. Chapitre 3 : Nous avons étudié le comportement asymptotique de la solution
du probleme semi-linéaire pour ’équation de la chaleur, ot nous avons utilisé les
théories sur les semi-groupe de contraction d'un espace de Hilbert selon[3] (H.
Brézis).Nous avons grandement bénéficié des résultats et des méthodes présentés
dans[2](Pierre Baras,Laurent Véron)



Chapitre 1

Rappel d’analyse fonctionnelle

1.1 Espaces de Sobolev

1.1.1 Espaces LP(Q2) avec 1 <p < ¢

Définition 1.1. [/ Soit p un réel de [1;+o0[. On définit
LP(Q) = {f: Q= R; [ mesurable et |f|" € L'(Q)}

Il = | [ If(fc)\pdw];

On note

| - |lze est une norme.
Définition 1.2. [}/ On pose
L>®(Q) ={f: Q = R; fmesurable et AC t.q|f(z)| < C p.p. sur Q}

On note
[ fllzee = inf{C;[f(x)| < C p.p. sur Q}

| - |z~ est une norme.

Définition 1.3 (Les espaces LP(I, X)). Soit p € [1, 0], on note par LP(I,X) l’ensemble
des (classes d’équivalence des) fonctions mesurables f : I — X telles que x — |f(z)]
appartient ¢ LP(I). Pour f € LP(I,X), on définit

Flp = {(fl|f(x)|pdx)’1’ sip < 00,
supger [f(x)]  sip=oo.

Proposition 1.1 (Inégalité de Holder). Si f € L? et g € L* alors

fge L' et | fgll <l fllpllglly (1.1)

Démonstration. voir[4] O
Remarque 1.1. pour 1 < p < 400 ;nous désignons p’ l’exposant conjugué.
1 1

—+==1
p p
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Propriétés

Théoréme 1.1 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue). Soit (f,,) une
suite de fonctions de L*. On suppose que :

1. fo(x) = f(x) p.p. sur .

2. 1l existe une fonction g € L' telle que pour chaque n, |f.(z)| < g(z) p.p. sur Q.
Alors f € LYQ) et ||fo — fllzr — 0.

Démonstration. voir[4] O

Théoréme 1.2 (Ficher-Riesz). LP est un espace de Banach pour tout 1 <p < oo.

Démonstration. voir[4] O

1.1.2 Espace de soboleve H™(Q),H'(Q), H}(Q)

Soit v une fonction de L*(Q) ; elle s’identifie & une distribution sur . Encore notée v,

et on peut donc définir ses dérivées %, 1 < i < n, en tant que distributions sur €. %
7

n’appartient pas au sous-espace LQ(Q).Z On introduit alors la

Définition 1.4. [10] Pour tout entier m > 1, on appelle espace de Sobolev d’ordre m sur
Q l’espace H™(Q)) défini par

H™(Q) = {v € L2(Q) | 8°v € L*(Q), |a| < m}.

On munit H™(Q2) du produit scalaire (u,v)m.q défini par

(U, V)m.0 :/ Z 0“ud“v p dz.
Q

|a| <m
et on note
1
[ollma = (0,0)5 0
la norme correspondante.

Définition 1.5. [10] On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur Q2 espace H'(Q)) défini
par

HY(Q) = {v € L*(Q) ; g—” €L*(N),1<i< n}
T

On munit H*(Q) du produit scalaire (u,v)1q défini par

et on note )
[olle = (v,0){q
la norme correspondante.

Définition 1.6. [10] On désigne par H(QY) l'adhérence de D(Q) dans H'(Q).
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1.1.3 Espaces de Sobolev W™?(Q),IW,"(Q)

multi-indice o de la maniére suivante :
a=(a,a9,...,0p)
ou a; > 0 pour tout ¢t = 1,2, ..., n.

Définition 1.7. [/] Etant donnés un entier m > 2 et un réel 1 < p < 0o, on définit par
récurrence l’espace

WmP(Q) = {ue W P(Q); o € WHP(Q)},

On pose H™(Q) = W™2(Q).
On vérifie aisément que u € W™P(Q) si, et seulement s’il existe m fonctions gy, ..., gm €
LP(Q) telles que

/ungpz(—l)j/ngO Vo € CX(Q), Vi=1,2,...,m.
Q Q

Ou D’y désigne la dérivée a lordre j de . Lorsque u € W™P(Q), on peut considé-
rer les dérivées successives u' = g1, (u') = ga,...., jusqu’a Uordre m ; on a les notes
Du, D*u, ..., D™u.

L’espace W™P est muni de la norme

m
lallwms = llully + > 1Dullp-

a<ll

et l'espace H™ est muni du produit scalaire

(u,v)gm = (u,v)r2 + Z(Do‘u, D%v)pe.

a<l
On montre que la norme || - ||wm» est équivalente d la norme
[ull = l[ulle + |1 D™ ul v,

plus précisément, on établit que si 1 < j < m —1, alors Ve > 0, 3C (dépendant de m et
Q| < o0) tel que

| D7ullre < el|D™ullre + Cllulle  Yu € W™P.
On peut étendre aux espaces W™P les propriétés démontrées pour WP, par exemple
W™P(Q) c C™ Q).
avec injection continue.

Définition 1.8. [{] Etant donné 1 < p < oo, on désigne par W, P(Q) la fermeture de
CHQ) dans WP(Q). On note
Hy () = Wy *(9).

L’espace Wol’p est muni de la norme induite par WP, et l'espace H} est muni du produit
scalaire induit par H*.

L’espace Wol’p est un espace de Banach séparable ; il est de plus réflexif pour1 < p < oo.
L’espace H} est un espace de Hilbert séparable.
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Propriétés
1. L’espace WP est un espace de Banach pour 1 < p < oo.
2. L’espace WP est réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < co.

3. L’espace H! est un espace de Hilbert séparable.

Démonstration. :voir[4] O

Théoréme 1.3. [l existe une constante C' (dépendant seulement de || < 0o) telle que

ullze () < Cllullwisgy Yu € WH(Q), V1<p< oo

Autrement dit, WP avec une injection continue pour tout 1 < p < oo.

De plus, lorsque Q) est borné, on a
e L’injection WHP(Q) C C(Q) est compacte pour 1 < p < oo.

o L’injection WHH(Q) C LI(Q) est compacte pour 1 < q < oo.

Démonstration. voir[4] O

1.1.4 Propriété (Inégalite de Poincaré)

On suppose que Q@ = [a, b] est borné, alors il existe une constante C' (dépendant de
1) telle que
lullwre < Cll | Vu € WyP(9)

. 1 cp 2 , . \
Autrement dit, sur W, ?, la quantité ||«||z» est une norme équivalente & la norme de W1'>.

Démonstration. voir[4] O

1.2 Théoréme de Lax-Milgram

Théoréme 1.4. Soit H un espace de Hilbert réel et a une forme bilinéaire sur H, L une
forme linéaire sur H.On suppose que :

1. a est continue
Vu,v € H  |a(u,v)| < [lal/||lul[m||v] .

2. a est coercive, il existe a > 0 tel que

Vu € H,a(u,u) > allul|3.
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3. L est cotinue
Vu € H,|L(u)| < || L[|||ul a-

Alors, il existe un unique u dans H qui vérifie
Vv € H,a(u,v) = L(v),
et celui-ci vérifie
1Ll
[l ¢
de plus, si a est symétrique, alors u est ausst ['unique élément de H qui minimise

la fonctionnelle J(v) = sa(v,v) — L(v) pour v € H.

lullm <

Démonstration. voir[4] O

1.3 Formule de Green

La formule de Green est un outil fondamental pour la résolution des EDP. Elle coincide,
en dimension 1, avec la formule d’intégration par partie.

Théoréme 1.5 (Formule d’Ostrogradsky). Soit Q C R™ un ouvert borné de classe C' et
OQ son bord. Soit F une fonction de C*(Q,R™) (un champ de vecteurs). Alors

/ div(F(x))dx = / F(zx)-n(z)do
Q o9
La formule de Green est

/(Au)v: %vda—/VU-Vv Yu € C*(Q),Vv € CH(Q).
Q a0 On Q

Démonstration. voir[8] O
Remarque 1.2. Dans cette formule, n(z) est le vecteur unitaire normal a 02 au point

x, dirigé vers extérieur de 2.

Si u est une fonction assez réguliere définie sur €2, on note
ou
on

la dérivée normale de u sur 9f).

() := Vu(z) -n(z), x €.

1.4 Notions générales sur les semi-groupes

Soit E un espace de Banach de norme || - || et notons par B(E) I'algébre de Banach
des opérateurs linéaires bornés de E dans E du norme ||N||.

INllsE) = sup [[Nz|,[lz]| <1,VN € B(E).

[l]l=1

B(F) est une espace de Banach.
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1.4.1 Semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés

Définition 1.9. [9] T'(t)i>0 est une famille d’opérateurs linéaires bornés de E dans lui-
méme. T'(t);>0 est un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés, si sont vérifiés les aziomes
sutvants :

1. T(0) = Idg (Ou I est lopérateur identité de E.)
2.T(t+s)=TH)T(s); Vt,s>0.

Définition 1.10. [9] On appelle semi-groupe uniformément continu sur (T'(t))i>0 C B(FE)
vérifiant la propriété suivante :

lim ||T(t) — I|| = 0.

t—0t

Définition 1.11 (générateur infinitésimal). [9] On appelle générateur infinitésimal d’un
semi-groupe {T'(t)},~q, l'opérateur A: D(A) C E — E defini comme suit :

_ +
Az = lim Tz = d
t—0 t dt

‘ existe}

T
D(4) = {z € E | lim ’

ot D(A) est appelé le domaine de A .

D’apres la definition il est claire que le générateur infinitesimal d’un semi-groupe uni
formément continu est un opérateur linéaire .

1.4.2 Semi-groupes fortement continus(Cy-semi-groupe)

Dans la suite, nous présenterons les semi-groupes fortement continus d’opérateurs
linéaires bornés sur un espace de Banach F.

Définition 1.12. [9] Un semi-groupe T(t)i>o d’opérateurs linéaires bornés sur E est dit

un semi-groupe d’opérateurs linéaires fortement continus sur E si

mT(t)z =2 VYreE (ie) lim|T(t)a—z|=0.
ImTtr =2 Veelb (ie) ln|Tt)z -2

Un semi-groupe fortement continu sur E est appelé aussi semi-groupe de classe Cy sur
E ou tout simplement un Cy-semi-groupe sur E.

Remarque 1.3. Les semi-groupes uniformément continus sont Cy-semi-groupes, mais la
réciproque est fausse.

Théoréme 1.6. Soit {(T'(t))}i>0 un semi-groupe fortement continu, alors la fonction
t = T(t)x est continue de [0,4o00[ dans E,T(t)x C C(Ry, E) .

Démonstration. voir [9] O
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Lemme 1.1. Soit (T(t))i>0 un Cy-semi-groupe, alors il existe deux constantes w > 0 et
M > 1 telles que :

|T(t)] < Me¥,Vt > 0.
Démonstration. voir[9] O
Théoréme 1.7. Soit {T'(t)}i>0 un Co-semi-groupe d’opérateur linéaire borné sur E de

générateur A. Alors

1. im0+ 5 e T(s)xds =T(t)x, Vt>0,VrekFE.

t

2. Pour tout x € E et tout t > 0, fo s)xds € D(A) et on a

A ( /0 () ds) _ Tt — .

3. Pour tout t > 0 et tout x € D(A), T'(t)x € D(A) on a :

d
dt

4. Pour Toutt > s >0, et tout x € D(A) on a :

Tt — T(s)x = / T Az dr = / AT ()

s

—T(t)x = AT (t)x = T(t)Ax.

Démonstration. voir [9] O

Exemple

Soit C' = {f : [0,00) — R | f est uniformément continue et bornée}. Avec la norme
[ fllc = sup,e(o+o0) |.f ()], T'espace C' devient un espace de Banach.
Définissons
(T f)o)=f(t+a) VE>0 et acl0,00).

Evidemment, T'(t) est un opérateur linéaire, et en plus, on a :
L (T(0)f) (@) = f(0+ @) = f(a). Donc T(0) = I;

2. (Tit+9)f)a)=f(t+s+a)=(TH)[)(s+a)=(TH)T(s)f)(a), Vf € C. Danc,
Tt+s)=Tt)T(s) Vt,s>0;

3. limyo || T(t) f — flle = limt — Osupyee | f(t +a) — f(a)] =0 VfeCl.

De méme,

1T(t)fllc = sup [(T(2)f)(a)]

a€l0,00)

= sup |f(t+ )]

a€l0,00)

= sup [f(B)]

BE(t,00)

< sup [f(B) = flle, vt =0

BE0,00)
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Donc ||T(t)]| =1 V¥t > 0. Par conséqunent {T'(¢)}t > 0 est un Cy-semi-groupe d’opéra-
teurs linéaires bornés sur C, nommé le C-semi-groupe de translations a droite.

Soit A: D(A) C C' — C le générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe {7T'(¢)}+>o.
Si f € D(A), alors on a :
fla+t) = fla)

Af(a) = lim ) = fe) = lim = f(a).

t—0 t t—0 t

uniformément par rapport a a.Par conséquent :
DA)c{feC]| feC}

Si f e C tel que f' € C, alors

L= o =y |TOND =1 _
a€l0,00)
Mais -
( (t)f)(fz) —fla) f,@‘ _ 'f(athi—f(Oé) _ fla)

='1f00ﬁ+“—f%a)

(@) dr

a+t
/ 1) = ) dr =0
uniformément par rapport a o pour t — 0. Par suit :

Ts-1
t

_t

—flle—=0 si t—0,

donc f € D(A) et
{fec|fectcbD,

Par conséquent, D(A) ={f € C | f' € C} et Af = f .Comme Cet opérateur est
non borneé, il ne peut pas engendrer un semi-groupe uniformément continu.

On note par SG(M,w) I'ensemble des Cy-semi-groupes {T'(t) }>0 C B(E) pour les-
quels il existe w > 0 et M > 1 tels que

IT@)] < Mev i > 0.

Dans ce cas, on dit que {T'(¢) }+>0 est un Cy semi-groupe exponentiellement borné.

1.4.3 Semi-groupe intégré

Définition 1.13. [7].
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1. Soit E un espace de Banach. On appelle semi-groupe intégré d’opérateur linéaire
borné sur E une famille {T(t)}1>0 C B(E) vérifiant les propriétés suivantes :

1. T(0) = 0.
2. Pour tout x € E, T(t)x est une fonction continue de t € [0, +0o0| d valeur dans E.

3. Pour toutt >0, s > 0,T(s = [J(T(t+71)=T(7))dr.

Définition 1.14. Un semi-groupe intégré {T(t)}1>o est dit exponentiellement borné, s’il
eziste deux constantes M > 0 et w € R telles que : ||(Tt)|| < Me™* ,pourt > 0.

Définition 1.15. [7/

Un opérateur A est appelé le générateur de semi-groupe intégré si :

1. 1l existe w € R tel que : |w,+oo[C p(A).

2. Il existe {T(t)}s>0 exponentiellement bornée et fortement continue d’opérateur li-
néaire borné telle que :

(1) T(0) =
(2) (A=At = )\f0+oo eMT(t)dt pour tout (\) > w.

Proposition 1.2. Soit A le générateur de semi-groupe intégré T (t)o<:, alors pour tout
rxe FE, ett>0,o0na:

/OtT(s)xdT eD(A) e TMx=A (/OtT(S)x ds) o

De plus, pour tout x € D(A), t >0,
T(t)xr € D(A) et AT(t)x =T(t)Ax

T(t)r =tx + /t T(s)Azds.

Démonstration. voir[T7]. O

Corollaire 1.1. [7] Soit A le générateur de semi-groupe intégré {T'(t)}i>o, alors : pour
toutx € E ett >0, on a T(t)x € D(A).

De plus, pour tout x € E, T(.)x est différentiable a droite en t > 0 si et seulement si
T(t)x € D(A). Dans ce cas,

T'(t) = AT (t)x + x.

Un cas particulier important est celui ou le semi-groupe intégré est localement lipschitzien
contini.

10
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Définition 1.16. [7] Un semi-groupe intégré est appelé continu localement lipschitzien s,
pour tout T > 0, il existe une constante k(1) > 0 telle que :

1T(t) = T(s)l| < k(T)[t —s|, Vi, s€[0,7].
Dans ce cas, d’aprés la définition, il est clair que T'(t);>¢ est exponentiellement borné .

Définition 1.17. [7] On dit que l'opérateur linéaire A satisfait les conditions de Hille-
Yosida s’il existe M >0 et € R tels que Jw,4+00[C p(A) et

sup {(A —w)"||[(A\I — A)™"|, neN, A >} < M.

Théoreme 1.8. Les assertion suivant sont équivalentes :

1. A est le générateur d’un semi-groupe localement lipschitzien continu.

2. A satisfait les conditions de Hille-Yosida.

Démonstration. :voir[7] O

1.4.4 semi-groupe de contraction

Définition 1.18. [11] Un semi-groupe (T(t)); > 0 fortemente continu sur E est un
semi-groupe de contractions si

|T(t)||ce) <1 pourtout t > 0.

1.4.5 Théoréme de Hille-Yosida

Le théoreme de Hille-Yosida nous permet de caractériser les opérateurs qui génerent
des Cy semi-groupes

Théoreme 1.9. Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-
groupe de contractions (T(t))i>0 sur E si et seulement si :

i) A est fermé,
it) D(A) est dense dans E,

ii) Uensemble résolvant de A contient RY et on a :

1
IR A < 594> 0, (1.1)

Démonstration. voir [11] O
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Exemple 1.1 (L’éqution de la Chaleur). Considérons l’équation de la chaleur qui décrit
les phénomenes de diffusion :

{g;;(x )= Lu(x,t), zeR,E>0 12)

(z,0) —f( ), reR,

ou f est une fonction continue bornée de R dans R.

On va utiliser la transformée de Fourier partielle par rapport a x pour trouver une solution
(formelle) de (1.2).

Rappelons que Yu € L'(R) U L=(R)

La transformée de Fourier partielle par rapport a x de u est la fonction notée i définie par :

—irgy, (x .
u(é,t) : \/ﬁ/ dzr, £eR
nyawzﬁmaﬂ

(82 )0 - €t

(a“)<a >(8“)<£t>

En appliquant la transformée de Fourier a (1.2) on trouve :

{gt(a(g,t) = —¢%(§,1),t >0, €R (1.3)

W€, 0) = f(&), EeR.

(1.8) est une équation différentielle ordinaire, ou & joue le role d’un paramétre, et dont la
solution est donnée par :

a(g,t) = e If(E), t>0,6ER.

Pour trouver u on applique la transformée de Fourier inverse en utilisant le fait que

e €t = Le_% vt > 0.
Vant
et que
UV = U *v
Par suite on trouve que
W) = ek f

y)2

u(z,t) =

f(y)dy, ¥z > 0,Vx € R.
\/47r

Puisque f est continue bornée et en utzlzscmt le théoreme de dérivation sous le signe in-
tégral, on montre que u est bien une solution de (1.2).Notons que la condition initiale de
(1.2) est vérifiée par u donnée par (1.3) dans le sens suivant :

hmt%(]"" u(x, t) = f(x)

12
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d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, et on note encore u(z,0) = f(x).
Le résultat se reproduit dans le langage des semi-groupes de la fagcon suivante : pour toute
fonction f continue bornée et tout t > 0 on pose :

T(t)f = u(., 1),

ot u est l'unique solution classique de (1.2) donnée par (1.3).

On définit ainsi le semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur l’espace des fonctions
continues et bornées appelé R dans R de la semi-groupe de Gauss-Weierstrass par :

_(@—y)” y)

(T(t)f)(z) = \/E (y)dy,Vx € RVt >0, et T(0) = I.

Le semi-groupe de Gauss-Weierstrass n’est pas un Cy-semi-groupe.
Il s’avére que T(t)f — f.
t—0

dans l’espace des fonctions continues bornées est seulement si f une fonction bornée
uniformément continue de R dans R.

1.4.6 Opérateurs m-dissipatifs dans un espace de Banach.

Définition 1.19 ( dissipatif). [11] Un opérateur (A, D(A)) linéaire non borné dans E
est dissipatif si :
Vo € D(A)etVA >0, || \x — Az|| > M|z|| &

Définition 1.20 ( m-dissipatif). [11] Un opérateur (A, D(A)) linéaire non borné dans
E est m-dissipatif si :

1. A est dissipatif.
2.Vfe E,YA\>0,3dx e D(A) telle que \x — Ax = f.

Théoréme 1.10. Si A est m-dissipatif, alors pour tout X > 0, Uopérateur (A — A) admet
un inverse, (AN — A)™L, ou f appartient a D(A) pour tout f dans E. De plus, (\[ — A)~*
est un opérateur linéaire borné sur X vérifiant

1A = A) 7 <

> =

Démonstration. voir[11] O

Théoreme 1.11. Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné dissipatif dans E. L’opé-
rateur A est m-dissipatif si et seulement si

N >0 tel que YVfe E,dxe D(A) wvérifiant Nz—Azx = f.

Démonstration. voir [11] O

Théoréme 1.12. Soit (A, D(A)) un opérateur non borné dans E. S’il existe \g > 0 pour
lequel lopérateur \gI—A est un bijection de D(A) sur E, et si (\gI—A)™" est un opérateur
borné sur E, alors A est fermé. En particulier, si A est m-dissipatif alors A est fermé.

Démonstration. voir [11] O

13
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Proposition 1.3. Soit A: D(A) C E — E un opérateur dissipatif, alors :

1. (X — A) est injectif pour tout A > 0, et on d [|[(AM — A)~ 'y < syl pour tout
y € Im(A — A)=(\I — A)D(A).

2. Il existe Ao > 0 tel que (Aol — A) soit surjectif si et seulement si (A — A) est surjectif
pour tout A > 0. dans ce cas, |0, +oo[C p(A).

3. A est fermé si et seulement si : Ir(Aol — A) est fermé pour un certain A > 0 (et
donc pour tout A > 0).

Démonstration. voir [11] O

Proposition 1.4. ] est facile de voir que :

1. Si A est dissipatif, alors pA est dissipatif pour tout p > 0.

2. Si A est m-dissipatif, alors Im(A\ — A) = E pour tout X\ > 0.

Démonstration. voir[11] O

1.4.7 Opérateurs m-dissipaitfs dans un espace de Hilbert

Dans cette section nous supposons que H est espace de Hilbert

Théoréme 1.13. Un opérateur (A, D(A)),linéaire non borné dans E,est dissipatif si
seulement st

Ve e D(A), (Az,z)<0.

Dans le cas H d’un espace de Hilbert compleze, la condition précédente est remplacée par
¢

Vr € D(A), Re(Az,z)<0.
Démonstration. voir|[11] O

Théoréme 1.14. Si A est m-dissipatif alors D(A) est dense dans H.

Démonstration. voir[11] O

Théoreme 1.15. Soit A un opérateur dissipatif de domaine dense dans H. Alors A est
m-dissipatif si et seulement si A est fermé et A* est dissipatif.

Démonstration. voir[11] O
Proposition 1.5. Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné dans H, alors :
1. Si (A, D(A)) est dissipatif, auto-adjoint, & domaine dense, alors il est m-dissipatif.
2. Si ((A,D(A))) est anti-adjoint, a domaine dense, alors il est m-dissipatif.

14
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(la condition de dissipativité n’est pas nécessaire car (A, D(A)) est anti-adjoint entraine
que (Az,z) = 0 donc la dissipativité).

Démonstration. voir[11] O

Exemple 1.2. Onpose E = L*(2), D(A) = H*(QNH}(Q) et Au= Au pour tout u €
D(A) Démontrer que (A, D(A)) est m-dissipatif dans L*(Q).

{D(A) = H*(Q) N Hy(Q2) C L* () (1.4)

Au=Au Yu e D(A).

Nous sommes dans le bon cadre pour utiliser la théorie des semi-groupes et le Hille- Yoshida

Reste a montrer que l'opérateur A est m-dissipatif.
1l est bien connu que le laplacien est un opérateur auto-adjoint :

(Au,v)p = /QVu Vo, dr = /Qu(Av),da: = (u, Av)g. (1.5)

Par double intégration par parties, et que D(A) est dense dans L*(S2), il suffit donc
de montrer qu’il est dissipatif ou de fagon équivalente que Re({Ax,x)g) < 0.
Or tout x € D(A) = H*(Q) N H(Q) est de trace nulle, donc en intégrant par parties :

Re({(Az,z)p) = — /Q Vx> <0 (1.6)

Proposition (1.5) et le Théoréme de Hille-Yoshida permettent enfin de conclure quant d
lexistence-unicité et la régularité des solutions. On remarque de plus que

d oo d
S UxOIE) = 2 (x (1), x(t)) &

= (X'(t),x(t)) g + (x(1),x'(1))
= 2(x'(t),x(t)) e
= 2(Ax(t),x(t)) 5 < 0.

On retrouve, bien sir,le coté dissipatif de [’équation de la chaleur.

1.5 Opérateur maximal monotone.

Définition 1.21 (monotone). [5]/ un opérateur A de H est dit monotone siVxy, x5 € D(A)
et

(Azy — Azg, 21 — 22) > 0. ou plus préciaément
Vi1 € Ay, Yy € Axg, (Y1 — Yo, 1 — 12) > 0.

15



Chapitre 1. Rappel d’analyse fonctionnelle

Définition 1.22 (maximal monotone). Un opérateur A est mazimal si et seulement si A
est monotone et [v,y] € HxH tel que

(y — Ae,x —¢€).
ou plus préciémnt
(y_nax_ﬁ)zo V[E,H}EA,
alors y € Ax.

Proposition 1.6. Soit A opérateur de H. Il y a équivalence entre les trois propriétés
sutvantes :

1. A est mazximal monotone.
2. A est monotone et R(I + A) = H.

3. Pour tout A > 0,(I + AA)™" est une contraction définie sur H tout entier.

Démonstration. voir[5] O

Théoreme 1.16. Soient C' un convexe fermé de H et A : H — H un opérateur monotone.
Alors, pour tout y € H il existe x € C' tel que

<7]—|—I,€—LL’> > <ya€—l’>7v(€777> S (A)

Démonstration. voir[5] O
Lemme 1.2. Soit F la famille des opérateurs monotones dont le domaine est contenu
dans C' et soit A un élément de F alors R(I + A) = H.

Démonstration. voir[5] O

Exemple 1.3. Soit A: H — H un opérateur maximal , les opérateurs A™1 et XA pour
A > 0 sont maximauz monotones.

Par contre A et B pouvent etre maximaux monotones sans qu’il en soit ainsi de A+ B
car on peut avoir D(A) C D(B) = 0.

1.6 Opérateurs m-accrétifs

Définition 1.23. Un opérateur A de E est dit accrétif si :
V(z,y), (2,9) € AVA> 0,z —2| < |z —2+ Xy —9)|.
Définition 1.24. Un opérateur A d’un espace de Banach est dit m -accrétif si
1. A est accrétif.

2. YA > 0),(R(I + MA) = E (c’est-a-dire que (I + NA)™! est une contraction partout
définie pour tout A > 0).

Théoréme 1.17 (Minty). Si H est espace de Hilbert
(A me-acerétif) <= (A  mazximal monotone).

si A est m-accrétif , il est trivialement maximal monotone.
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Chapitre 2

Probléemes d’évolution

Dans cette chapiter,on considére H de espace de Hilbert.

2.1 Probléme homogene

Théoréme 2.1. Supposons que A est auto-adjoint < 0. Soit x € H, et soit u(t) = T(t)x.
Alors u est la solution unique du probléme suivant :

u € C([0,00), H) N C((0,00), D(A)) N C*((0,00), H); (2.1)
u'(t) = Au(t), Vit > 0; (2.2)
u(0) = x. (2.3)

De plus, nous avons

Au(®)] < =l
~{Au(t), u(t)) < o llel
Enfin X
[Au(@®)|* = =5 (Aw, z).
six € D(A).
Démonstration. voir [6] O

2.2 Problémes non homogene

Soit T > 0. Etant donné = € E et f : [0,7] — E, notre objectif est de résoudre le
probleme suivant :

u € C([0,T], D(A)) N C*([0,T], E); (2.4)
W' (t) = Au(t) + f(t), Vte[0,T); (2.5)
u(0) = . (2.6)

17
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Comme dans le cas des équations différentielles ordinaires, nous obtenons le résultat sui-
vant (la formule de variation des parametres, ou formule de Duhamel).

Lemme 2.1. Soit x € D(A) et f € C([0,T],E). Nous considérons une solution u €
C([0,T], D(A)) N CY([0,T), E) du probléme (2.7)-(2.9) . Alors, nous avons

u(t) = T(t)ug + /0 T(t—s)f(s)ds, (2.7)
pour tout t € [0,T].

Démonstration. Soit ¢ € [0, T]. Définissons
w(s) =T(t — s)u(s),
pour s € [0,t]. Soit s € [0,t] et h € (0, — s]. Nous avons

w(s+h) —w(s) u(s+h)—u(s) T(h)—1I
L) ey { M) =)

= T(t — s){u'(s) — Au(s)} = T(t — 5)f(s),

lorsque h 1 0. Puisque S(t — -)f(-) € C([0,¢], E), nous déduisons que w € C*([0,t), F) et
que

w'(s) =T(t—s)f(s), (2.8)
pour tout s € [0, ¢]. En intégrant (2.11) entre 0 et 7 < ¢, et en laissant 7 1 ¢, nous obtenons
(2.10). 0

Remarque 2.1. Pour tout v € E et tout f € C([0,T], E), la formule (2.10) définit une
fonction u € C([0,T], E). Maintenant, nous cherchons des conditions suffisantes pour que
u donné par (2.10) soit la solution de (2.7)-(2.9).

2.3 Problémes semi-linéaires

Définition 2.1. Une fonction f : E — E est Lipschitz continue sur les sous-ensembles
bornés de E da condition que pour tout M > 0, il existe une constante L(M) telle que

1/ () = @)l < LM)lly — xll,  pour tout z,y € By,

ot By est la boule de centre 0 et de rayon M.

Soient E un espace de Banach, A : D(A) C E — E linéaire un opérateur m-accrétif,
f+ E — E une application de E dans E.

Nous allons nous intéresser au probléme suivant :

P) {% + Au= f(u), sur [0,+00]
u(0) = g

Mais auparavant, rappelons deux lemmes fondamentauz.
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Lemme 2.2 (Gronwall). Soient T > 0,A € L'([0;T]), A >0 p.p, et Cy,Cy > 0.
Soit o € L'([0;T)), o > 0 p.p telle que A\p € L'([0;T7]) et

o(t) < C1 4 Cy /Ot A(s)p(s)ds, p.p. tel0,T].

Alors : .
o(t) < Cyexp (Cg/ A(s)ds) . p.p. te]0,T].
0

Démonstration. voir[6]. O

Lemme 2.3 (Théoreme du point fixe de Banach). Soit E un espace métrique complet,
non vide. On note d la distance sur E et on considére F une application de E dans
lui-méme. On suppose [ contractante, c’est-a-dire il existe une constante positive k, stric-
tement inférieure a 1, telle que :

d(f(z), f(y)) < kd(z,y),Vo,y € E

. Alors : il eziste un unique point a € E tel que f(a) = a. De plus, ce point peut s’obtenir
comme limite de la suite (x,)nen des itérées, définies par récurrence a partir d’un point
quelconque o de E selon x,41 = f(x,). On a en outre :

Ky,
Vn > 1:d(z,,a) < md(%,l‘) (méthode de Picard).

D’aprés lemme (2.2) et(2.3), nous étudierons les types de soluition au probléme semi-
linéaire.
2.3.1 Solutions globales généralisées

Définition 2.2. On appelle solution globale généralisée du probléme (P) toute fonction
u € C[0; +oo[; E) telle que :

Vit >0, u(t) = T(t)uo + /OtT(t —s)f(u(s))ds

ot T'(t) désigne le semi-groupe associé a l'opérateur A.

Théoréme 2.2. Soit ug € E et si f est lipschitzienne de constante de lipschitz M > 0,
alors le probléme (P) admet une unique solution globale généralisée notée u. Siug € D(A),
u est localement lipschitzienne.

Démonstration. e Premiére partie
Soit ug € E et si f est lipschitzienne de constante de lipschitz M > 0, alors le
probléme (P) admet une unique solution globale généralisée notée w.
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1. Existence :
Posons

wM@=T®w+ATWﬂVW@M&

L’application ¢ € C([0; +o0[; E').Nous allons appliquer le théoreme du point fixe de
Banach a v dans 'espace X, « a déterminé, défini par :

Xo={u € C([0;+00[; E); supe “|u(t)|g < +o0}.
>0

muni de la norme : |u|x, = sup,(e"**|u(s)|g). Cet espace est complet car fermé
dans le complet C([0; +o0]; E)

Déterminons a quelles conditions sur « 'application ¢ est contractante de X, dans
Xa.

L’application 9 envoie X, sur X, pour tout a > 0.

En effet, on a

V20, [¢(u)(t)e < [T(t)uole +/0 IT(t = $)llcem | f (uls))|ads,

t
<luole+ [ (@) leds. car|[T0)|ee) < 1, e > 0.
0

Or,
Vs € [0, 2], |f(u(s))[e < |f(uls)) = f(O)|z + |f(0)]e,
< M|u(s)|g + C.
d’on

[Y(u)(t)|p < |uole + /Ot(M\u(s)|E + O)ds.

Multiplions cette derniére inégalité par e=*  pourt > 0 (e * <1 pour tout ¢t > 1).
On obtient :

t
Yt >0, *(u) ()| g < e uolp +/ e =)= (M|u(s)| g + C)ds,
0

. t
< efo‘t|u0]E + M sup (67a8|u(5)|E) / e ™ ds + C (/ dS) o
S 0 0

t
< e “uglp + Mlu|x, / e =9 ds 4 Cte™e.
0

De plus
t t
vVt > 0,/ e =9 ds = e_o‘t/ e *ds,
0 0
1—e 1
= <
a Q
Donc 1
vt >0, e (u)(t)|p < |uogle + aM\u|Xa + C'sup(te™)
t
et

sup ¢4 (u) (t)] 5 < +o0
t>0
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C’est-a-dire pour tout a > 0,9 : X, = X,.

L’application % est une contraction si a > M. En effet, soient u,v € X,. On a, pour
tout t > 0 :

() (t) = () (t)]e = /0 T(t = 5)(f(ul(s)) = f(v(s))) ds

et
[ (u)(t) = (0)(1)]e < /0 1Tt = )lle@)l(f(uls)) = f(v(s))]e ds
< M/o lu(s) — v(s)|g ds.
D’ou
Vit >0, e [p(u)(t) — P (v)(t)|e < M/O ™ e u(s) — v(s)|p ds,
M

< —|u — vlxa-

a
Donc ¢ est une contraction sur X, si % < 1.
Pour o > M, si F' est lipschitzienne, il existe un unique point fixe pour ¥ sur X,.

Ainsi, le probléme de Cauchy (P) admet une solution dans X, C C([0; +oc[; E) si
I est lipschitzienne.

2. Unicité :
Soient u et v deux solutions généralisées de (P). On a :

Vit > 0,u(t) = T(t)ug + /Ot T(t—s)f(u(s))ds.

Vit > 0,v(t) =T (t)vy + /0 T(t —s)f(v(s)) ds.
d’ou, par différence :
vt > 0,u(t) —v(t) = T(t)(uo — vo) + /0 T(t = s)(f(uls)) — f(v(s))) ds.

Alors : .
Yt >0, |u(t) — o(t)| g < |uo — volp + M/ u(s) — v(s)|p ds.
0

Par le lemme de Gronwall, on obtient donc :

t
Vit >0, |u(t) —v(t)| g < |ug — vo|p exp (M/ ds) :
0
< |ug — vo|pe™*.

Or , up = vp si u et v sont solutions généralisées de (P). Donc u = v.
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e Deuxiéme partie
Soit ug € D(A). Alors u est localement lipschitzienne.
En efft, soint A > 0 et t € [0;t]. Etudions u(t 4+ h) — u(t).
Pour cela, considérons u(t + h) comme solution a l'instant ¢ de :

{jg—g + Av = f(v),

v(0) = u(h). (2.9

(Ceci est possible compte-tenu de la forme de u et du fait que {T'(¢);¢ > 0} définit
un semi-groupe.) On a :

Yt >0, |u(t +h) —u(t)| g < eM|u(h) — uo|p, d’apres la partie pécédente .

fu(h) — u(0)|5 < |T(h) O—U0|E+/ Fu(s))]p ds.

De plus,
’T(h)UO — U(]’E S C,h

car, d’apres le démonstration du théoreme de Hille-Yosida(cas Banach),
I’application

t — u(t) = T(t)up € C'([0; +oo[; E) N C([0; +oo[; D(A)).
d’ou en particulier :

u(h) = u(0) + h/(0) + h%e(h), avec u/(0) = Aug et u(0) = ug.

D’apres la partie existence :

/ 1 |ds</h(M|u(s)|E+C)ds.

D’ou , finalement

u(h) — u(0)|s < C'h + /0 (Mlu(s)|s + C) ds

Comme u € C([0;+o00[; E),.
il existe hg tel que :
Vh S ho, |U(8)|E S 2|U,0|E

et
lu(h) —u(0)|p < C"h.
Donc
vt >0, [u(t +h) —u(t)| g < C"he".
et
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2.3.2 Solutions globales classique

Définition 2.3. Soit ug € D(A). On applle solution classique globale tout fonction u €
C([0; +o00[; D(A)) N C*(]0; +00[; E) telle que :

T w

u(0) = ug

De plus, de la méme maniére que pour les solutions globales généralisées, on a un résultat
d’existence d’une solution globale classique au probléme (P).

Théoréme 2.3. Si f est lipschitzienne et C' (c’est-a-dire, lapplication :
ueE— f'(u) € L(E).

est continue et | f'(u)| < M, alors pour tout ug € D(A), il existe u solution globale classique
de (P).

La démonstration de ce théoréme repose sur le fait essentiel suivant : dans le cas non
homogéne, siug € D(A) et f € CY[0;T]; E), alors toute solution généralisée est solution
classique.

De plus, si l’espace E est réflexif, on remarque que l’on peut préciser la régularité de la
solution généralisée et montrer que c’est une solution classique.

2.3.3 Solutions locales

Définition 2.4. 1. On appelle solution généralisée locale de (P) toute fonction u telle
que :

Vug € E,3T > 0,3u € C([0,T]; D(A)), ¥Vt > T, u(t) = T(t)uo—i-fot T(t—s)f(u(s))ds.

2. On dit que (P) admet une solution classique locale si : Yug € D(A),3IT > 0,3u €
C([0,T[; D(A)NCH[0,T[; E) tels que :

{z—%Au:f(u), sur [0, +o0] (2.11)

u(0) = ug

Définition 2.5. On dit qu’une fonction f : E — E est lipschitzienne sur les bornés de E
st, pour tout r > 0, il existe une constante M, telle que :

Vu,v € B(0,7), [f(u) = f(v)lp < MyJu = v]p.
On a un résultat d’ezistence concernant les solutions locales du probléme (P).

Théoréme 2.4. Soit f : E — E lipschitzienne sur les bornés. Alors : ug € E et VT > 0,
dlu € C([0,T[; E) solution généralisée locale de (P).

Démonstration. Appliquons le théoreme du point fixe de Banach a I'espace :
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et a la fonction ¢ : Ky — K telle que o(u)(t) = T(t)ug + fg T(t—s)f(u(s))ds.

Notons que 'espace K7 est un espace de Banach car fermé dans le complet, (C([0,T]; E), |.|g)-

L’application ¢ envoie Ky sur Kr si T < il
En effet ,on a :

1
2[uo[+1)+[f (uo)]

Vi, [(u(t)) = @(uo)e < [T (t)uole + [uole + /Ot Tt = s)|elf(u(s))|eds

Notons My, la constante de Lipschitz de f sur B(0, 3|ug|g + 1).Par hypothese si v € Ky,

Vs < T, [u(s)|g < |uole + 2uole + 1

d’ou :
Vs < T,u(s) € B(0,3lug|lg + 1),
et
VE< T Vs <T,[f(u(s))e < [f(uls)) = fluo)le + [ f(uo)| &
Donc

vt < T, [ f(uls))|e < Mi|u(s) — uole + | f(uo)|e-
=Vt < T |p(u(t)) — (uo)|p < 2Juolp + T[Mk (2Juo| g + 1) + [ (uo)]]-
On en déduit donc que ¢ est a valeurs dans Krp si T[Mg (2|ug|lg + 1) + | f(uo)|e] < 1.

L’application ¢ est contractante si 7' < MLK
En effet, soient u,v € Kp. On, a :

p(u) — p(v) = /0 Tt = s)[f(u(s) = fu(s))] ds.
D’ou

lp(u) — p(v)|p < /0 |f(u(s)) — f(v(s))|g ds
SM%Armw—w@mw,

t
< MK/ suplu(s) — v(s)|g ds.
0

s<T

< MgTsuplu(s) — v(s)|p-

s<T
On en déduit donc que ¢ est une contraction pour MgT < 1.. D’apres le théoreme du
point fixe de Banach, il existe un unique u € Kr tel que u = ¢(u). Pour tout ug € E, on
a mis en évidence un temps T et une solution v € K de u = ¢(u). ]

2.3.4 Solutions maximales.
Définition 2.6. 1. Siu; est une solution locale définie sur [0, T;] pour T; < Tj,u;/[0;T;] =

ui, st sup{Ti;i € I} = Thax < 00, alors on peut définir uw € C([0; Thax[; E) telle
que

Vit < Thax, u(t) = T'(t)uo + /0 T(t—s)f(u(s))ds.

On appelle u solution maximale généralisée.
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2. De plus, siu € C([0;T[; D(A))NC[0; T[; E), alors u est appelée solution mazximale
classique.

Théoreme 2.5. [l eziste une fonction T : E —]0;4+00| avec les propriétés suivantes :
pour tout ug € E, il existe u € C([0; T (ug)[; E) telle que pour tout t < T'(ug), u est 'unique
solution généralisée globale dans C[0;T|; E) ; de plus,
1
vt € 0;T 2K (|F(0 2|u(t > 2
€ 0:T (o) 2K PO+ 2u(0)]e) >

En particulier, on a alternative :

1. S0it Thax = T'(ug) = 400 et la solution est globale.

2. S0it Tnax = T(ug) < +o00 et |u(t)|p T—(> : +oo et la solution explose en temps
t—T'(uo
fini.

Ce dernier résultat est I’analogue du théoreme d’explosion pour les équations différentielles
ordinaires.

2.4 Un résultat général

Théoréme 2.6. Soient V et H deux espaces de Hilbert tels que V- C H avec in- jection
compacte etV est dense dans H. Soit a(u,v) une forme bilinéaire symétrique continue et
coercive dans V. Soit un temps final T > 0, une donnée initiale (ug.uy1) € VXH, et un
terme source f € L*(|0,T[; H). Alors le probléme :

{gmawa+aww%w=<ﬂﬂwﬁVv€WU<t<T (2.12)

(ot Uéquation de (2.15) a lieu au sens faible dans (|0,T[)) a une unique solution u €
C([0,T;;V)NCY[0,T); H). De plus, il existe une constante C' > 0 (qui ne dépend que de
et de T ) telle que

lulleqorym < Cllluollv + lulla + 11f1l2go.rpm) (2.13)

Démonstration. voir[l1] O

Exemple 2.1. Soit Q un ouvert borné régulier de RN . Soit A(t) une fonction de Q dans
l’ensemble des matrices symétrique réelles telles qu’il existe deux constantes 5 > a > 0
Vérifiant

BlEP > A(x)e €2 alg]® VEERY, pp xe.
Soit un temps final T > 0, une donnée initiale ug € L*(2), et un terme source f €
L*(]0,T[; L*(2)). le probléme semi-lineaire :

Su — Jiv(A(x)Vu) = dans Qx]0,T]|
u=0 sur  00x]0,T| (2.14)
u(x,0) = up(x) pour x € )
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admet une unique solution u € L*(]0,T[; H*(2)) N C([0, T]; L*(2)).

On introduit la forme bilinéaire a(.,.) symétrique définie pour tout u et v de Hy(Q)
par

a(u,v):/QA(x)Vu.Vvdx.

Pour presque tout x € ), la matrice A(x) étant symétrique, défine positive,elle admet une
base de vecteurs propres. Comme pour tout £ € RY,

A(x)€.£ < BIEF,

La plus grande valeur propre de A(x) est inférieure a 5 et ||A|a < B. D’aprés cette
magjoration et l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout u et v € Hg, on a :

a(u, v) < 5/ VuVode < Bllullu ool
Q

La forme bilinéaire a est donc continue sur H} (). De plus, pour tout u € H}(Q), d’aprés
["inégalité de Poincaré.

a(u,v) > a/Q |Vul? dx > &C’HuH?{é(Q).
La forme bilinéaire a est donc coercive. D’aprés le Théoréeme 2.6 appliqué a la forme bili-

néaire a avec H = L*(Q) etV = HY(Q), il existe une unique solutionu € L*(]0, T[; HL(Q))N
C([0,T); L*(2)) au probléme semi-lineaire (2.17).
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Chapitre 3

Comportement asymptotique de la
solution d’une equation d’evolution
de la chaleur

Introduction

Dans toute la suite € désigne un ouvert borné de RY, N > 2 | de bord 99 régulier et
f(+) est une fonction impaire, réelle, continue croissante telle que f~(0) = 0,
Soit u(-, ) désigne la solution du probléme suivant :

augt,z) — Au(t,x) + f(u(t,z)) =0; dans RTxQ
u(t,r) =0; dans RTx90 (3.1)
uw(0,x) = ug(x); dans Q

3.1 Dérivabilité de la solution dans ’espace L”

Théoréme 3.1. Pour tout ug(-) appartenant a L'(Q), il existe une unique fonction u(-,-)
de C(RT; LY(Q)) telle que

1. t — u(t,-) est presque partout dérivable dans LP, 1 < p < +00.
2. u(t,-) € WP(Q) pour 1 <p < +oo ett > 0.

3. u(-,-) satisfait a l’équation (3.1).

|z

11
4 Nt M) < C(L+ 32507 ug|l o) pour 1 < po < p < +o0.

N/ 1

Nel 1
5158t gy < CEH1+3) 2 507 g | ey pour 1< py <2 < p < +oc.

Démonstration. voir[13] O
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3.2 Comportement asymptotique de la solution

Introduisons maintenant la fonction définie  sur R™ xR, a valeur réelle, solution de
I’équation différentielle

{%—f(t, a) + f(p(t.a)) = 0, (3.2)

©(0,a) =a pourteR

Pour tout a, la fonction ¢ — (¢, a) est monotone, décroissante si a > 0, croissante
sia <0, et limy,. o @(t,a) = 0 peut étre calculée par inversion a partir de la relation
suivante :

@ ds
- /¢ 70 (3.3)

Soit u(...) désigne la solution de (3.1), notre résultat essentiel est le suivant :

Théoréme 3.2. Si on suppose que  lim, 4 fir) = 0, alors pour tout a > 0 et tout ug
dans L'(Q),

mu(t, .) convergent uniformément sur Q lorsque t — +0o vers un nombre C indépen-
dant de a et ce nombre ne peut prendre que les valeurs 0, 1 et —1.

Pour démontrer ce théoreme, on utilise les trois lemmes suivants :

Lemme 3.1. Supposons que ug(-) appartienne a L™= (Q) et vérifie a < ug(x) < b, p.p. sur
Q (aethb € R), alors nous avons (t,a) < u(t,z) < o(t,b), pourt >0 et x € ).

Démonstration. 11 suffit de montrer 'inégalité u(t, z) < p(¢,b). Soit
h(t,z) = u(t,z) — ¢(t,b).
la fonction h vérifiant

g—’;(t,x) =0 donsR* x9N (3.4)
h(0,2) = ug(x) —b dans €
en multipliant par A" = sup(h,0) et en intégrant sur € et en appliquant "la formule de

Green” (justifiée), on en déduit

1d
—— [ (W (t,2))?dz < 0.
57 Q( (t,z))*dz <0

pour tout ¢ > 0 et p.p. sur Q. Mais d’apres le théoreme(3.1) et les théoremes d’in-
jection de Sobolev, (t,x) — wu(t,z) est continue sur ]0,+oo[xQ; par suite V(¢,z) €
0, +oo[x Q2 u(t, x) < ¢(t,b).

On fait de méme pour la seconde inégalité. [
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Lemme 3.2. Si on suppose que

alors quels que soient a,b > 0,

. )
Lo o(t,b) b

Démonstration. Supposons 0 < a < b, donc V¢ > 0, 0 < ¢(t,a) < ¢(t,b). compte tenu
de 'hypothese et de la relation(3.3) ¢ — (¢, a) ne peut étre a support compact, par suit
vVt >0, &(t,a) > 0.

Puisque t — ¢(t,b) est continue décroissante, il existe tg > 0 tel que ¢(tp,b) = a d’ou
o(t,a) = p(t + o, b) .Par I"équation(3.2) nous avons :

(%) (5,0) + (7 Bl (5.5) =0,

d’ou

g2 [ e

o(t,b) ©(s,b)

sit — 400,p(s,b) = 0 et il en est de méme de

A

©(s,b)

d’ou donc le lemme. O

Lemme 3.3. Soit g une fonction de L} . (RT; L>®(Q)) wvérifiant lim;_, o, .essf(t,-) =0
uniformément sur Q et w une fonction vérifiant :

u(t,z) — Aw(t,z) = g(t,x). dans R*xQ
w(0,.) € L*(Q) et %2(t,x) =0, dans R*x0Q (3.5)
Jqw(t,z)de = [, g(t,x)de =0, pour t>0.

alors w(t,.) tend vers 0 si t tend vers +00, uniformément sur Q.

Démontration. Puisque ) est borné ,les valeurs propres de l'opérateur de Neumann
dans L2(Q) (A et =0 surdQ). forment une suite strictement croissante 0 =
A < A< A3 < Ageeennnnnn. < Apeeenn. et limy 00N, = +00 (of B.Nagy et F.Riesz[12]).
Soit E; le sous-espace propre associé a la valeur propre A; (i > 0) alors L’espace L*(9)
est somme hilbertienne directe des F; , ¢ > 0.

Soit Fy le espace propre et associé a la valeur propre \yg = 0 ,Fy est 'espace des
fonctions ¢ constantes sur chaque composante connexe de 2. On vérifie aisément que la
projection sur Ey d’une fonction ¢ de L?(Q) n’est autre que sa valeur moyenne sur €.

Soit H la somme hilbertienne directe des E;(i > 1) et (T(t))i<o la restriction a H
du semi-groupe de contractions de L?(Q2) dont I'opérateur de Neumann est le générateur
infinitésimal. On a alors, Vo € H,
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1Tl 2 < e [l@llzzo)

Par suite, en combinant avec les estimations du théoreme (3.1), on en déduit pour ¢ > 0
et p € H:

N 2oy
1e 2

2
1Tl < CO+ D)7 e 2 2.

Or, Vvt >0, w(t,.) et g(t,.) sont dans H,

et
2
IT()w(0, M= < €1+ )

Soit a > 0 tel que g € L*®(a,+00; L>(2))., nous avons pour ¢ > 2a :

I [ 76late = s dslor < [ 1T = Momioyds + [ TG 5w ds+
| 1@t = ). )l ds.

Or le semi-groupe (7'(t)):>0 est de contractions dans L>(f2), par suite :

I [ 2 6ate = s Mumords < [ late = . oo ds.

De plus, par le théoreme 3.1

t—a
/'|W@M@—aomﬂm@.
et

¢
/ 1T(s)g(t = s, )|l Lo(o) ds.
t—a

sont respectivement majorés par

2 N t—a 7&5
C(l—i‘a)‘l/ e 2 ||g(t—5,')HL2(Q)dS.

et
2 N
ci+ e ¥ [ ots, e
a
En utilisant le théoreme de Lebesgue et en faisant tendre t vers +o0o on en déduit le
lemme. Il
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Démonstration du théoréme 3.2. Grace a l'effet régulerisant sur la dannée initiale, nous
pouvons toujours supposer que ug(.) est dans L>(€).
Posons

p(t) = o(t lJuo ()l oo ()-

Par le lemme (3.1), nous avons 0 < ||u(t, z)|| < ¢(t).
Posone v(t,x) = ¢~ 1(t)u(t, z) ; v vérifie :

° ’ (3.7)

X — (0 dans RTx00

{% ~Aut (Y~ L2)o =0, dans R¥xQ
ov

et |v(t, )| < 1. En intégrant(3.7) nous obtenons

& [otaaes [(220 1) 00 (38)

pv ¥

Or ,sit — +00,p(t) — 0 donc M(t),

f(‘p”) (t,z) — 0, uniformément sur et par suite 4 [, v(t, z) dx = 0.
—+oo

Posons v (t) = @ Jo v(t, ) dz, formule ou

Q| = /Q Ldx, w(t,z) = v(t,z) — v™(t).

g(t,z) = (% - %) v(t,z) — %UM(t).

la fonction w vérifie :

%<t7$) — Aw(t, ) = g(t, z), dans RTxQ
et z) =0, dans  R*x0Q (3.9)
Jow(t,x)de = [, g(t,x)de =0, Vt>0

f(t,-) converge vers 0 uniformément sur  si ¢ tend vers +oo et par le Lemme 3.3,

w(t,.) —— 0 uniformément sur Q.
t—+o00

En outre, [0 (¢)] < 1, Vt > 0; il existe donc C € [—1,1] et une suite (¢,),>0 qui tend
vers +oo tels que vM(¢,) —— C.

tn——+00

Supposons C' > 0, il existe ty tel que v(tg, x) > %, Vz € Q. Par le Lemme 3.1, Vt > t,

C _
A0) 2 ult.2) = ot — o, S pltn) Vo € T
Par le Lemme 3.2,
o(t — to, So(to)) _ o(t —to, So(to))
©(t) o(t —to, p(tn)) trtoo
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donc o (t)u(t, x) P 1, uniformément sur Q .
—+00

On opére de méme si C' < 0 et = (#)u(t, z) = —1.
—400

Si C' = 0, on vérifie par 'absurde en utilisant ce qui précede que ¢~ (t)u(t, z) = 0,
—+00
uniformément sur Q. En outre, d’aprés le Lemme 3.2, 1a limite ne change pas si on remplace
©(t) par ¢(t,a), a > 0, d’ou le théoréme.
De ce theme, nous déduisons le résultat suivant.”

Propriété 3.1. Si on suppose que f(r) = r|r|P=2,p > 2, alors pour tout u(-)o dans L*(Q),

1 , . a . 1
tr—2u(t,-) converge uniformément sur € lorsque t — 400, soit vers (ﬁ)?ﬂ,sozt vers

1
—(525)72 ,s0it vers 0.
Démonstration. 11 est facaile de vérifier

a
((p— 2)t|alp=2 +1)7=

90<t7 CL) =

Par suite, poura > 0,

1
lim t7-20(t,a) =
i #7=2p(t, a) (p_2

d’ou le résultat. OJ

Théoréme 3.3. Si on suppose que f(r) =r|r[P=2 p > 2, alors pour tout uy appartenant
3 L),
1 p—1 OU
tru(t, ), £z = (t,-).
(7tru(e, ), 55 22,
converge uniformément sur §) lorsque t tend vers +00, soit vers (0,0), soit vers (—(ﬁ)ﬁ, (ﬁ)%),
soit vers,

1 p—1

()7~ (L) F).

, X p—1
Démonstration. Posons v = tr—2uy et

2 s p—1 1
k=trzultrzulP? — tr—2u,

d’ou

O - Dl O Ly - B L
o

et la fonction v vérifie

at

% =0 dansRtx00

{a” — Av(t,z) + k(t,z) =0 dansR*Q. (3.10)

Soient

ol i,
w=v—— [ vde, h=k— — | kdx,
€2 Jq 1€ Jo
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d’ot, en supposant que u(0, -) et g—?((), -) sont dans L>(£2), 724 et t7-12% sont essentiellement bornés s

ot
Rt xQ.
En outre, 2 € L{ (R*; L>(Q2)) et il en est de méme de 2* et nous avons :
2%y (t,x) — A(ZL)(t,x) + 2(t,z) = 0, dans Rt x ()
u0,) € L2 (Q) et Z(%)(t,x) =0,  dansR*x9Q (3.11)
o2t x)de = [, %(t,z) =0, vt >0
Or || 2e(t, - ||Loo < Ct~! donc par le lemme( 3.3), 22(¢,.) tend vers 0 si ¢ tend vers +o0,
dans L>(12).

1

Or 2 5 <‘Q| Jou(t,z) dm) = —ﬁ Jo k(t, x) dx;

par suite si trou converge dans L>(2) (t — +o0) vers (1)%2 P2

1 \r2
vers — | —5 .
p—2

>, k(t) converge (t — +00)

1
Donc %¢ converge (¢ — +00) vers (ﬁp 2) : or
v = ou N p— 1t .
— = {1 — p—27,
ot ot p-—2 ’
p=1
donc tr—2 ‘?;Z converge (t — +00) vers — <zﬁ> " dans L*(Q) et uniformément sur {2
par continuité.
1
1 D—2
On opére de méme si t>—Tu tend vers — (1,%2) " ou 0. O

Remarque 3.1. f généralement un graphe mazimal monotone de R* H.Brézis[5].

(

Remarque 3.2. L’hypothéese lim,_ ) =0 peut étre affaiblie de la fagon suivante :

Si on suppose qu’il existe { = hmr_m ) alors {@ '(t)u(t,-) : t > 0} est un ensemble
relativement compact de C(Q). Mais si on suppose en outre que la fonction r — (T) est
localement monotone et impaire au voisinage de 0, alors o' (t)u(t,-) converge umforme-
ment sur 0, lorsque t tend vers +o00, vers un nombre C' qui peut prendre n’importe quelle

valeur si £ # 0.
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Conclusion

Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié I'analyse asymptotique a 'infini par rapport au
temps de la solution d’'un probleme semi-linéaire de chaleur.
Pour analyser le comportement asymptotique de ce probleme, nous utilisons la méthode
des semi-groupes de contraction d'un espace de Hilbert.oll nous montrons que la solution
converge régulierement vers une paire de nombres réels sous certaines conditions.
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