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Introduction

L�étude de la dépendance entre deux variables ou plus a suscité un grand
intérêt de la part des statisticiens. Un riche ensemble de mesures de dépendance
entre les v.a. a été proposé, comme le coe¢ cient de corrélation de Pearson, le
tau de Kendall, le rho de Spearman, etc. Bien que ces mesures soient simples à
calculer et puissent être facilement interprétées, elles ne sont pas en mesure de
détecter toutes les formes de dépendance. La fonction copule, qui représentent un
outil innovant pour modéliser la structure de dépendance de plusieurs variables
aléatoires.

Le terme copule (copula) vient du mot latin "copülae", qui signi�e au sens �-
guré, liaison, lien, alliance ou union. Les copules constituent un sujet de recherche
relativement moderne étant en plein essor depuit principalement les trois derniéres
décenniers. Elles sont devenue en quelques années un outil important pour modé-
liser les risques multivariées (entre autres) sûrtout dans les domaines de la �nance
et l�assurance. Parmi les travaux les plus importants de copules en statistique, on
peut citer ceux de Hoe¤ding, en 1940 qui a utilisé les copules pour étudier les
mesures d�associations non paramétriques comme le rho de Spearman. En 1959
Sklar a proposé son fameux théorème concernant l�existence d�une relation entre
la loi jointe et ses marginales. En assurance Tibillti (1996) a introduit les copules
pour modéliser la variations de la demande d�assurance.

Dans notre étude, nous avons tenté de montrer la dépendance entre les deux
sous branches de l�assurance automobile, dommages matériels et corporels, à tra-
vers l�application de la théorie des copules.

Ce travail est constitué de trois chapitres :

Chapitre 1 : Théorie des copules

Dans ce chapitre, nous présentons l�aspect des mesures d�association, la mesure
de concordance, la mesure de dépendance en forme de copule, telle que le rho de
Spearman et le tau de Kendall. Nous introduisons les dé�nitions de base des
copules, leurs propriétés, ainsi que les principaux théorèmes liés à cette théorie,
en particulier le théorème de Sklar. Nous nous intéressons dans un premier temps
à l�étude du cas multivarié, puis nous passons au cas bivarié. De même quelque
exemples de familles paramétriques de copules les plus utilisés.

Chapitre 2 : Estimation de copules.

Ce chapitre est consacré aux méthodes d�estimation, où nous avons regroupé
quelques méthodes d�estimations de copules paramétriques, telle que la méthode
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du maximum de vraisemblance exacte, la méthode des fonction d�inférence des
marginales, la méthode de pseudo-maximum de vraissemblance et la méthode de
moment.

Chapitre 3 : Modélisation par les copules sur des données réelles

Dans ce chapitre, nous présentons une application des copules en assurance.
Nous recherchons la copule qui modélise la dépendance entre deux sous-branches
de l�assurance automobile : les dommages matériels et les dommages corporels
dans la période de 2000 à 2024. L�implémentation sera réalisée à l�aide du logiciel
statistique R.
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Chapitre 1

Théorie des copules

Ce chapitre est consacré à la théorie des copules, nous dé�nirons tout d�abord
le mesure d�association ainsi que les copules multivariées. La section 3 traite le cas
bivariées qui est considéré comme un cas particulier du copule multivarié. Ensuite,
nous présentons dans les sections 4 et 5 la dé�nition de la densité de couple et les
familles de couples.

1.1 Mesure d�association

1.1.1 Fonction de concordancer

Une mesure de dépendance permet de donner une idée sur la structure de
dépendance entre deux variable, ceci et exprimé à l�aide d�un seul nombre.

Corrélation linéaire de Pearson

Soient X et Y deux v.a. La covariance de X et Y est le nombre

cov(X; Y ) = E(XY )� E(X)E(Y ):
Soient X et Y deux v.a ayant des variances �nies V (X) et V (Y ) respective-

ments. Le coe¢ cient de corrélation entreX et Y se calcule par la formule suivante :

� (X;Y ) =
Cov(X; Y )p
V (X)V (Y )

; � 2 [�1; 1]

où V (Z) = E(Z � E(Z))2 pour Z = X et Y .

Remarque 1.1.1 La dépendance et la corrélation sont des notions di¤érentes.
Ene¤et, si X et Y sont des variables indépendantes elles sont non corrélées mais
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la réciproque est fausse sauf dans le cas où les variables sont gaussiennes car la
dépendance est entièrement caractérisée par le coe¢ cient de corrélation.

On peut donner le contre-exemple suivant :

SoientX  N (0; 1) et Y = X2. Les deux variables sont non-corréléesCov (X;Y ) =
E (X3) = 0 mais prèsentent un lien de dépendance évident.

Concept de concordance

Soit f(x1; y1) ; :::; (xn; yn)g un échantillon de n observations d�un couple (X; Y ).
Il existe C2n =

n!
2!(n�2)! paires de distributions distinctes de couples (xi; yi) et (xi; yi)

qui sont dites concordantes ou discordantes si :

Concordantes :
(xi � xj)(yi � yj) > 0 i.e .(xi < xj et yi < yj) ou (xi > xj et yi > yj).

Discordantes :
(xi � xj)(yi � yj) < 0 i.e .(xi < xj et yi > yj) ou (xi > xjet yi < yj).

Dé�nition 1.1.1 (Fonction de concordance) La fonction de concordance est la
diférence entre la probabilité de concordance et celle de discordance entre deux
couples (X1:Y1) et (X2:Y2) sous la forme suivant :

Q = P [(X1 �X2)(Y1 � Y2) > 0]� P [(X1 �X2)(Y1 � Y2) < 0]: (1.1)

Comme les vas sont continues, donc

Q = P [(X1 �X2)(Y1 � Y2) > 0]� (1� P [(X1 �X2)(Y1 � Y2) > 0])
= 2P [(X1 �X2)(Y1 � Y2) > 0]� 1:

Avec :

P [(X1 �X2)(Y1 � Y2) > 0] = P [X1 > X2; Y1 > Y2] + P [X1 < X2; Y1 < Y2]:

4



Propriétés de la fonction de concordance

Le résultat suivant permet d�établir une relation entre la fonction de concor-
dance Q et les copules associées aux deux couples.

Théorème 1.1.1 Soient (X1; Y1) et (X2; Y2) deux couples de vas indépandentes
de distributions jointes G1et G2 avec des marges communes F et H respectivement
(i.e. F pour X1 et X2, H pour Y1 et Y2). Soient C1 et C2 les copules associées
aux distributions G1et G2 respectivement.On a

Q = Q(C1; C2) = 4

ZZ
I2

C2(u; v)dC1(u; v)� 1: (1.2)

On peut montrer que les deux formules (1.1) et (1.2) sont équivalent.

1.1.2 Mesures de concordance

Plus classiquement, les mesures d�association couramment utilisées d�après
D�Agostino et Stephens [07], Joe [12] et Genest et Favre [09], pour la caractéri-
sation de la dépendance sont : le coe¢ cient de corrélation linéaire % de Pearson ;
le coe¢ cient de corrélation des rangs � de Spearman et le coe¢ cient de corréla-
tion des rangs � de Kendall. Le coe¢ cient de corrélation de Pearson mesure la
dépendance linéaire entre deux vas. Pour l�étude d�une dépendance non linéaire,
les deux autres coe¢ cients sont plus adaptés. puisqu�ils ne dépendent que du rang
de chaque observation par opposition au coe¢ cient de corrélation de Pearson qui
utilise les réalisations des variables. En outre, � et � sont invariants par trans-
formation strictement croissante des vas X et Y .Une mesure d�association entre
deux vas X et Y de copule C est une mesure de concordance si elle véri�e les
propriétés suivantes :
- � est dé�nie pour tout couple (X; Y ) de va continues ;
- �1 � �X ;�X � �X;Y � �X ;X = 1;
- Si Y est presque sûrement une fonction croissante deX, alors �X;Y = �M = 1;
- Si Y est presque sûrement une fonction décroissante de X, alors �X;Y =

�W = �1;
- Si X et Y sont indépendantes, alors �X;Y = 0;
- �X;Y = �Y;X ;
- ��X;Y = �X;�Y = ��X;Y ;
- Si � et � sont des fonctions strictement croissantes, alors ��(X);�(Y ) = �Y;X ;
- Si C1 et C2 sont deux copules telles que C1 < C2 alors on a : �C1 < �C2 ;
- Si f(Xn; Yn)gn�1 est une suite de vas dont la copule est Cn , et si fCngn�1

converge vers C lorsque n tend vers l�in�ni alors �Cn converge vers �C .
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Tau de Kendall

Le tau de Kendall et le rho de Spearman sont deux mesures de concordance
bien connues en statistique. Elles o¤rent l�avantage de s�exprimer simplement
en fonction de la copule associé au couple de vas. On peut exprimer le tau de
Kendall de di¤erentes manières, soit en fonction des observations, de la fonction
de concordance et même en fonction de la copule associée. Le tau de Kendall de
la série exprimé en fonction des observations s�écrit sous la forme suivante :

Dé�nition 1.1.2 (Version échantillon) Soit une série de n observations f(xi; yi)g1� i � n

d�un couple .(X; Y ). Le tau de Kendall est dé�nit par

� =
2

n (n� 1) (nc � nd) ; �� [�1; 1] ;

où
nc : nombre de paires concordantes.
nd : nombre de paires discordantes.
n : nombre total de paires.

Sachant que nc � nd =
j�1X
i=1

nX
j=2

sign f(xi � xj) (yi� yj)g :

En posant zij = (xi � xj) (yi � yj), on a sign fzijg =
�
1 si zij > 0;
�1 si zij < 0

Le tau de Kendall n�est autre que la di¤érence entre la probabilité de concor-
dance et celle de discordance.

Dé�nition 1.1.3 (Version population) Soient (X1; Y1) et (X2; Y2) deux couples
de vecteurs continus iid de fonction de distribution jointe H. Le tau de Kendall
est donné par

�XY = P[(X1 �X2)(Y1 � Y2) > 0]�P[(X1 �X2)(Y1 � Y2) < 0]:
Son expression en terme de la copule associée est la suivante :

Dé�nition 1.1.4 Soit (X; Y ) un couple de v.a continues de copule C. Si les
couples sont identiquement distribués i:e:H1 = H2 = H, le tau de Kendall a
pour expression

�c = Q(C;C) = 4

ZZ
I2

C(u; v)dC(u; v)� 1
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Comme les couples sont uniformément distribuées sur I, alorsZZ
I2

C(u; v)dC(u; v) = E [C (u; v)] :

Ainsi, on peut écrire :
�c = 4E [C (u; v)]� 1

Remarque 1.1.2 Le tau de Kendall de X et Y d�une copule Archimédienne s�ob-
tient simplement à l�aide du générateur de la copule, selon la formule ci-dessous

�c = 1 + 4

Z
I

�(u)

�0 (u)
du:

Rho de Spearman

Le coe¢ cient de corrélation rho de Spearman représente l�une des mesures les
plus connues pour quanti�er le degré d�association entre deux vas. La valeur de ce
coe¢ cient dénotée par � est équivalente au coe¢ cient de corrélation de Pearson.
Il a été développé par Spearman [21]. Le rho de Spearman de deux vas X et Y
est égal au coe¢ cient de corrélation entre les variables F (X) et G(Y ) distribuées
selon la loi uniforme sur l�intervalle I tel que �(X; Y ) = �(F (X); G(Y )):

Dé�nition 1.1.5 (Version échantillon) Soit une série de n observationsf(xi; yi)g1� i � n

d�un couple (X;Y ). On dé�nit le rho de Spearmen par

� = 1� 6

n (n2 � 1)

nX
i=1

D2
i ;

où Di = RXi �RYi ; RXi et RYi les rangs des observations de X et Y respecti-
vement.

Dé�nition 1.1.6 (Version population) Soient (X1; Y1), (X2; Y2) et (X3; Y3) trois
vecteurs aléatoires independants de même loi H. La version population du rho de
Spearman est dé�nie comme étant proportionnelle à la di¢ érence de la probabilité
de concordance et celle de discordance des couples aléatoires (X1; Y1); (X2; Y3).
Elle s�écrit comme suit

�XY = 3([P(X1 �X2)(Y1 � Y3) > 0]� [P(X1 �X2)(Y1 � Y3) < 0]):

La distribution de (X2; Y3) étant II(car les variables X2 et Y3 sont indépen-
dantes) alors d�aprés ce qui précède on a le théorème suivant.
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Théorème 1.1.2 (Expression de rho de Spearman en terme de copule)

�c = 3Q(C; II) = 3�

0@4ZZ
I2

C(u; v)dII(u; v)� 1

1A = 12

ZZ
I2

C(u; v)d(uv)� 3:

Alors

�c = 12

ZZ
I2

C(u; v)dudv � 3; �� [�1; 1] :

1.1.3 Mesure de dépendance

Dé�nition 1.1.7 Une mesure numerique d�association � entre deux variables
aléatoires continues X; Y dont la copule est C est une mesure de dépendance
si et seulement si elle satisfait les propriétés qui suivent (on la note �X;Y ) :

1. �X;Y est dé�nie pour chaque couple (X; Y ) de variables aléatoires continues.
2. 0 � �X;Y � 1:
3. �X;Y = �Y;X :
4. �X;Y = 0 si et seulement si X et Y sont indépendantes.
5. �X;Y = 1 si et seulement si chacun de X;Y est une fonction strictement

monotone de l�autre presque sûrment.
6. Si �(X) et �(Y ) sont des fonctions strictement monotones presque sûrment,

alors
��(X);�(Y ) = �X;Y :

7. Si (Xn; Yn) est une suite de variables aléatoires continues de copule Cn et
Cn converge vers C, alors

lim
n!1

�Xn;Yn = �X;Y :

Exemple de mesure de dépendance

Mesure de Schweizer et Wol¤s : le rho de Sperman de deux v.a continue
X; Y est dé�nie par :

�C = 12

ZZ
I2

(C(u; v)� uv) dudv;

cet intégral représente la volume entre la copule C est la copule produit II .
Si on change la di¤érence (C(u; v)� uv) par jC(u; v)� uvj, alors on obtient une
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mesure basée sur la distance L1 entre le graphique de C et II, cette distance repré-
sente la mesure � de Schweizer et Wol¤s, elle est dé�nie par :

�c = �X;Y = 12

ZZ
I2

jC(u; v)� uvj dudv: (1.3)

Théorème 1.1.3 Soit X; Y deux v.a continues d�une copule C. Alors la quantité
�c dé�nie dans (1.3) est une mesure de dépendance. Schweizer et Wol¤s (1981)
assure que toute distances entre les surfaces z = C(u; v) et z = uv représentent
une mesure non paramètrique de dépendance [17], [23]. 8 1 � p <1, la distance
Lp entre C et II dé�nie par :

Lp =

0@Kp

ZZ
I2

jC(u; v)� uvjp dudv

1A 1
p

: (1.4)

telle que kp est une constante.

A partir la quantité dans (1.4) Lp on dé�nit les mesures de dépendances sui-
vantes :

Mesure �X;Y : si p = 2, alors nous avons

�X;Y = �c =

0@90ZZ
I2

jC(u; v)� uvj2 dudv

1A 1
2

:

Mesure �X;Y : pour p =1, nous avons

�X;Y = �c = 4 sup
u;v2I

jC (u; v)� uvj :

Remarque 1.1.3 Après les dé�nitions de mesures de dépendance �c, �c et �c
on trouve que ces derniéres sont basées sur le coe¢ cient de Rho de Spearman. Il
existe d�autres mesures de dépendance basées sur un autre coe¢ cient telle que le
coe¢ cient de Gini (voir[05]).
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1.1.4 Dépendance de queue

Le concept de dépendance de queue fournit une description de la dépendance
au niveau des queues de distribution.
La dépendance de queue est une mesure locale contrairement au tau de Ken-

dall et au rho de Spearman qui mesurent la dépendance sur l�ensemble de la
distribution.

Dé�nition 1.1.8 Le coe¢ cient de dépendance de queue inférieure "lower tail
dependance coe¢ cient" entre deux variables aléatoires X et Y , de fonctions de
répartition respectives FX et FY , est dé�ni par la limite �L si elle existe :

�L(X; Y ) = lim
u!0+

P (X < F�1X (u)jY < F�1Y (u))

Le coe¢ cient de dépendance de queue supérieure "upper tail dependance co-
e¢ cient" entre deux variables aléatoires X et Y , de fonctions de répartition
respectives FX et FY , est dé�ni par la limite �U si elle existe :

�U(X; Y ) = lim
u!1�

P (X > F�1X (u)jY > F�1Y (u))

Si � 2]0; 1] on dit que X et Y sont asymptotiquement dépendantes au niveau
supérieur de la queue de distribution
Si �U = 0 dit que X et Y sont asymptotiquement indépendantes au niveau

supérieur de la queue de distribution.
Si �L = 0 alors, il n�ya pas de dépendance de queue au niveau inférieure de la

distribution.
On peut exprimer �L et �U à l�aide de la copule C de couple (X; Y ) tel que

décrit dans la proposition suivante.

Proposition 1.1.1 Etant donné deux variables aléatoiresX et Y de copule C(X; Y ),
on a :

�L(X; Y ) = lim
u!0+

C(u; u)

u
;

et �U(X; Y ) = lim
u!�1

1� 2u+ C(u; u)
1� u :

1.2 Copules multivariées

Cette section étend les résultats de la section précédente. Donc de la même ma-
nière, nous présentons les copules multivariées : dé�nitions, théorème, propriétes
et nous concluons cette section par quelques exemples de copules multivariées [08]
et [18]. Nous notons Id = [0; 1]d:
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1.2.1 Dé�nition et thèorème d�existence

Soit le vecteur u = (u1; :::; ud) 2 Id. Soient A1; :::; Ad sous ensembles non vide
de Rd et G une fonction dé�nie sur A1 � :::� Ad ! R:

Dé�nition 1.2.1 Soit ai les plus petits éléments de Ai; i = 1; ::; n. La fonction
G est dite attachée si elle est nulle pour tout v 2 A1 � :::�Ad pour au moins un
indice k telle que vk = ak

G(v1; v2; :::; vk�1; ak; ak+1; :::; an) = 0:

Dé�nition 1.2.2 Soient S1; :::; Sd des parties mesurables non vides de �R. Soit
B = [a; b] un d-pavé dont les sommets sont dans DomG. Le G volume de B est
alors dé�ni par

VG(B) =
X

sgn(c)G(c):

où la somme s�e¤ectue sur touts les sommets c de B et le sgn(c) est donné par

sgn(c) =

8<:
1 si ck = ak pour un nombre pair de k;

�1 si ck = ak pour un nombre impair de k

Dé�nition 1.2.3 (la copule)

La fonction G est dite décroissante si VG(B) � 0 pour tout B dont les sommets
sont dans DomG.Une copule d-dimensionnelle est une fonction C de Id dans I
ayant les propriétés suivantes :
1. 8u 2 Id

C(u) = 0 pour au moin une coordonné de u = 0:

2. pour toutes les coordonnés égale 1 sauf ui, alors

C(u) = ui

3. 8u; v 2 Id telle que u � v

VC([u; v]) � 0:
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1.2.2 Théorème de Sklar

Soit H une fonction de répartition d-dimentionnelle de fonctions de répartition
marginales F1; :::; Fd, alors il existe une copule C telle que pour tout x 2 Rd.

H(x) = H(x1; :::; xd) = C(F1(x1); :::; Fd(xd)) (1.5)

Si les fonctions F1; :::; Fd sont toutes continues alors, C est unique.
Inversement, si C est une copule et si F1; :::; Fd sont des fonctions de répartition

univarées, alors la fonction H dé�nie dans (1.5) est une fonction de répartition
d-dimensionnelle de marginales F1; :::; Fd. Pour la preuve de ce théorème voir [16].

Corollaire 1.2.1 Soit H une fonction de répartition d-dimentionnelle de fonc-
tions de répartition marginales F1; :::; Fd et soient F�11 ; :::; F�1n les inverses gnéra-
lisés F1; :::; Fn respectivement. Alors, la copule C associée à H est donnée par :

C(u1; :::ud) = H(F
�1
1 (u1); :::; F

�1

d (ud)) pour tout u 2 Id

Propriétés de copules multivariées

Théorème 1.2.1 (Continuité uniforme)

Une copule C est uniformément continue sur son domaine. En particulier, pour
tout u; v dans Id , nous avons :�����C(u)� C(v) �

nX
k=1

jvk � ukj
����� :

Théorème 1.2.2 (Invariance)

Soient (X1; :::; Xd) un vecteur de variables aléatoires continues, de fonction de
répartition F associée à une copule C et (�1; �2; :::; �d) une suite de fonctions stric-
tements croissantes. Alors, la fonction de répartition jointe du vecteur aléatoire
(�1(X1); :::; �d(Xd)) est aussi associée à la même copule C [10].

C�1(X1);:::;�d(Xd)(u) = CX1;:::;Xd(u):

Théorème 1.2.3 (Dérivées partielles)

Soit C une copule. Les dérivérées partielles de C existent presque sûrment,
pour tout i = 1; :::; d et pour tout u 2 Id, et on a :

0 � @C(u)

@ui
� 1;

de plus, les fonctions u! @C(u)
@ui

sont non décroissantes:
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Densité d�une copule multivariée

La densité c associée à la copule C est dé�nie par :

c(F1(x1); :::; Fd(xd)) =
@dC(F1(x1); :::; Fd(xd))

@F1(x1); :::; @Fd(xd)
(1.6)

=
h(x1; :::; xd)

f1(x1); :::; fd(xd)

=
h(F�11 (u1); :::; F

�1
d (ud))

dQ
i=1

fi
�
F�1i (ui)

�
telle que h est la densité de H et fi est la densité de Fi et xi = F�1i (ui):
Si la fonction de répartition multivariée H est absolument continue et en uti-

lisant le théorème de Sklar, on peut présenter la fonction de densité en fonction
de la densité c et ses fonction de répartition marginales par

h(x1; :::; xd) = c(F1(x1); :::; Fd(xd))
dQ
i=1

fi(xi) (1.7)

1.2.3 Exemples de copules paramétriques multivariées

1. Copule d�indépendance :

Les variables aléatoires X1; :::; Xd sont indépendantes si et seulement si

F (x1; :::; xd) = F1(x1):::Fd(xd):

Nous dé�nissons donc la copule d�indépendance multivariée parQd (u) = u1u2:::ud:

telle que ui = Fi(xi) pour i = 1; :::; d:

2. Copule Gaussienne :

Soit X1; :::; Xd des v.a Gaussiennes, de moyenne � , de matrice de covariance
� et de matrice de corrélation R. Soit � une distribution normale standard mul-
tivariées. Alors la copule Gaussienne CGa est défnie par :

CGa (u) = �(��1 (u1) ; :::;�
�1 (ud)):
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où ��1 est l�inverse de la fonction de répartition standard normale univarié :
[08]et [14].
D�aprés (1.7) nous avons :

h(x1; :::; xd) = c(�(x1); :::;�(xd))
dY
i=1

�
1p
2�
exp(�1

2
x2i )

�
et

h(x1; :::; xd) =
1

(2�)
d
2 jRj

1
2

exp(�1
2
x0R�1x)

alors la densité de la couple Gaussiennes est donne par

c(�(x1); :::;�(xd)) =
h(x1; :::; xd)

dY
i=1

�
1p
2�
exp(�1

2
x2i )
�

=

1

(2�)
d
2 jRj

1
2
exp(�1

2
x0R�1x)

dY
i=1

�
1p
2�
exp(�1

2
x2i )
�

3. Copule Archimédienne :

Les copules Archimidiennes multivariées sont dé�nies par un générateur '(t)
(voir [04] et [17]). La forme générale de cette famille de copules est présenté comme
suit :

CA(u) = '�1('(u1) + :::+ '(ud));

et dont la densité est :

CA(u) = '�1('(u1) + :::+ '(ud)) �'(u1) �'(u2)::: �'(ud)

1.3 Copules bivariées

1.3.1 Dé�nition d�une copule

Dans toute la suite I désigne l�intervalle [0; 1]:
Soient U et V deux variables aléatoires uniformes sur I dont la fonction de

répartition :

P (U � u) =

8<:
0 si u < 0;
u si 0 � u < 1
1 u � 1
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Alors 8(u; v) 2 I2 on a

C(u; v) = P (U � u; V � v)

cette dé�nition assure donc que la copule est une fonction de répartition avec
des marges uniformes.

Dé�nition 1.3.1 La copule bivariée C est une fonction de I2 = [0; 1]2dans I
dé�nie par les caractéristiques suivantes :

i) La copule C est attachée (grounded), c�est à dire

C(u; 0) = C(0; v) = 0; 8u; v 2 I
ii) Les marges sont uniformes, c�est à dire

C(u; 1) = u et C(1; v) = v; 8u; v 2 I

iii) La copule C est 2-croissantes : 8u1; v1; u2; v2 2 I telle que u1 � u2 et
v1 � v2

C(u2; v2)� C(u2; v1)� C(u1; v2) + C(u1; v1) � 0:

1.3.2 Théorème de Sklar

Ce théorème dans le cas bivarié est donné par :

Théorème 1.3.1 Soient X; Y deux v.a de fonction de répartition jointe H et des
marginales F et G. Alors il existe une copule C telle que pour tout (x; y) 2 R2:

H(x; y) = C(F (x); G(y)): (1.8)

Si F et G sont continues, alors C est unique.

Inversement, si C une copule et F et G sont des fonctions de répartitions,
alors la fonction H dé�nie dans (1.8) est une fonction de répartition jointe dont
les marginales sont F et G [09], [21].

Dé�nition 1.3.2 Soit F une fonction de répartition univarié. Le quantile de F
(l�inverse généralisé) est une fonction, notée F�1 de domaine de dé�nition I. telle
que.

F�1(t) = inf fx 2 R : F (x � t)g
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Proposition 1.3.1 Soit X une v.a de fonction de répartition F , alors

1. Si U est uniforme dans [0; 1] alors

F�1(U) d�!F:
2. Si F est continue, alors

F (X) d�!U[0;1]

Dé�nition 1.3.3 Une copule C bivariée dé�ninie sur I2est une fonction de ré-
partition jointe et dont les marginales F et G sont uniformes sur I:

Corollaire 1.3.1 (Inverse de théorème de Sklar) Soit H une fonction de répar-
tition 2-dimentionnelle de fonctions de répartitions marginales Fet G. Alors la
copule C associée à H est donnée par :

C(u; v) = H(F�1(u); G�1(v)) pour tout (u; v) 2 I2:

1.3.3 Bornes de Fréchet Hoe¤ding

Toute copule bivariée C sont bornées par deux copules. Ces bornes sont dé-
terminées dans le théorèmes suivant :

Théorème 1.3.2 Soit C une copule, alors

W (u; v) = max(u+ v � 1; 0) � C(u; v) �M(u; v) = min(u; v);8u; v 2 I:

W et M représentent les bornes inférieur et supérieur de Fréchet-Hoe¤ding
(respectivement).

Comme une conséquence de thèorème de Sklar, si Xet Y sont des variables
aléatoires dont la fonction de répartition jointe est H et des marginales F et G,
respectivement, alors pour tout x, y 2 R

max(F (x) +G(y)� 1; 0) � H(x; y) � min(F (x); G(y)):
CarM etW sont des copules, les bornes ci-dessus sont des fonctions de répar-

tition jointes et sont appelés les bornes de Fréchet-Hoe¤ding pour une fonction de
répartition jointe H et des marginales F et G.
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1.3.4 Densité de copule

Soient X,Y deux variables aléatoires continues. Soit h la fonction de densité
jointe de H, f et g sont fonctions de densités marginales de X,Y respectivement.

Dé�nition 1.3.4 La densité c(F (x); G(y)) associée à la copule C(F (x); G(y)) est
dé�nie par :

c(F (x); G(y)) =
@2C(F (x); G(y))

@F (x)@G(y)

=
h(x; y)

f(x)g(y)
:

D�après le théorème de Sklar, on donne la représentation canonique
suivante :

h(x; y) = c(F (x); G(y))f(x)g(y):

1.4 Familles de copules

Il existe nombreuses familles de copules qui di¤érent dans le détail de la dé-
pendance qu�elles représentent. Une famille en général a plusieurs paramétres qui
se rapportent à la force et la forme de la dépendance. Certaines familles de copules
sont décrites ci-dessous.

1.4.1 Copules elliptiques

Les copules elliptiques sont dé�nies à partir des familles lois elliptiques. En cas
particulier on a la copule gaussienne et la copule de student.

Dé�nition 1.4.1 On appelle copule ellptique toute copule qui s�écrit de la forme
suivante :

C�(u; v) = F�(�
�1
g;1(u);�

�1
g;2(v))

=
1p
1� �2

R ��1g;1(u)
�1

R ��1g;2(v)
�1 g(

x2 � 2�xy + y2p
1� �2

)dxdy

où F� est la distribution jointe des v.a X et Y , ��1g;1(u) et �
�1
g;2(v) sont leurs

fonctions quantiles respectives et leurs co¢ cients de corrélation.
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1.4.2 Copule normale (Gaussienne)

La copule gaussienne bivariée est donnée par :

CGa� (u; v) = 	�(�
�1(u);��1(v))

=
1

2�
p
1� �2

R ��1(u)
�1

R ��1(v)
�1 exp[

�(x2 � 2�xy + y2)
2(1� �2) )]dxdy

telle que :� 2]� 1; 1] et � = cov(x;y)p
var(x)

p
var(y)

	� : distribution normale bivariée centré de matrice de covariance
�
1 �
� 1

�
� : fonction de répartition de loi normale N (0; 1) :

�(x) = P (Xi � x) =
1

2�

Z x

�1
exp

�t2
2 dt:

- Si � = 0 alors C�(u; v) = �(u; v):
- Si � = �1 alors C�(u; v) =W (u; v):
- Si � = 1 alors C�(u; v) =M(u; v):

1.4.3 Copule student

Comparativement à la copule gaussienne, la copule de Student permet grâce à
son degré de liberté, de mieux tenir compte des queues de distribution épaisses. En
outre, lorsque le degré de liberté tend vers l�in�ni, la copule de Student est égale
à la copule Gaussienne. La copule de Student est dé�nie de la façon suivante :

Ct�;v(u; v) = t�;v(t
�1
v (u); t

�1
v (v))

=

Z t�1v (u)

�1

Z t�1v (v)

�1

1

2�
p
1� �2

(1 +
s2 + t2 � 2�st
v(1� �2) )

�v+1
2 dsdt:

avec une matrice diagonale dé�nie positive, diag � = 1 et t�1v est la fonction
inverse de la distribution standard de Student à degrés de liberté où v > 0.

Remarque 1.4.1 Les copules elliptiques sont des copules symétriques et relative-
ment simples d�utilisation du fait que l�on connaît bien les distributions auxquelles
elles sont associées. Elles sont souvent appelées copules implicites car n�ayant pas
de forme analytique explicite et s�expriment par conséquent en fonction de leurs
distributions bivariées.
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1.4.4 Copules Archimédiennes

Les copules archimédiennes o¤rent une trés grande �exibilité au niveau de la
structure de dépendance. Parmi les copules appartenant à cette famille notons les
copules de Clayton, de Gumbel et de Frank. Elles sont construites à l�aide d�une
fonction ' qui est appellée la fonction génératrice de la copule.

Dé�nition 1.4.2 Une fonction ' : [0; 1] ! R�+ est dite génératrice si elle est
continue, décroissante et convexe telle que '(1) = 0. Le pseudo-inverse de ' est
dé�nie par :

'[�1](u) =

�
'�1(u) si 0 � u � '(0)
0 si '(0) � u � +1

Remarquons que si '(0) =1 , alors ' est strictement décroissante et au moins
deux fois continuement dérivable telle que :

'0(u) � 0 et '00(u) � 0;80 � u � 1
On peut remplaçer le pseudo-inverse '[�1] par l�inverse ordinaire.

Dé�nition 1.4.3 Une copule est dite Archimédienne si elle d�écrit sous la forme :

CA� (u; v) = '
�1
� ('�(u) + '�(v))

Avec ' est un générateur.

Exemples de copule Archimédienne

Le tableau suivant présente quelques familles Archimédiennes classiques :

copule '�(t) C�(u; v) �L �U �

Frank � ln
�
e��t�1
e���1

� �1
�
ln
�
1 + (e��u�1)(e��v�1)

e���1

�
; � 2 R� f0g

0 0 1� 4
�
+ 4

�2

R �
0

t
et�1dt

Clayton (t�� � 1)�� (u�� + v�� � 1)�1=�
; � 2 [�1;1[� f0g 2

�1
� 0 �

�+2

Gumbel (� ln t)� exp
n
�[(� lnu)� + (� ln v)�]1=�

o
; � � 1

0 2� 21
�
1� 1=�

Tab. 1.1 �Générateurs des principales copules Archimédiennes et leurs dépen-
dance du queue et tau de Kendall.
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1.4.5 Copule de valeur extrême

Comme leur nom l�indique, les copules de valeurs extrêmes sont issues de
la théorie de valeurs extrèmes. Dans cette dérnières, on considère les variables
aléatoires de maximum suivantes :

M(n;X) = max(Xi)
1�i�n

et M(n;Y ) = max(Yi)
1�j�n

:

On étudie alors la distribution de probabilité de la variable :

Mn = (M(n;X);M(n;Y )):

et les cas pour lesquels cette variable, qu�on a renormalisée, ne suit pas une loi
dégénérée.

Dé�nition 1.4.4 Soit n une constante réelle positive. Une copule de valeurs ex-
trême est une copule qui véri�e la relation suivante :

C(un; vn) = Cn(u; v);8u; v 2 I2

ou :

C
1
n (un; vn) = C(u; v);8u; v 2 I2;8n � 0:
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Chapitre 2

Estimation des paramètres d�une
copule

L�estimation en statistiques est une opération qui permet de calculer la valeur
inconnue d�un paramètre du modèle statistique à partir d�un échantillon observé
(X1; :::; Xn). Il existe plusieurs méthodes d�estimation paramétriques telle que
la méthode du maximum de vraisemblance (méthode classique), la méthode des
moments...etc, et non paramétrique tel que la copule emiprique et comme les
copules sont des fonctions de répartition paramétrique comme on a vu dans le
preimer chapitre, alors on a besoin d�estimer ces paramètres.

2.1 Méthodes d�estimation

Dans cette section, on va expliquer les méthodes d�estimation telle que la mé-
thode de maximum de vraissemblance exacte, méthode des fonctions d�inférence
des marginales qui sont des méthodes paramétriques, et deux méthodes sont se-
miparamétriques, telle que la méthode de pseudo-maximum de vraissemblance et
la méthode de moment, on termine par la méthode de la distance minimale.

2.1.1 Méthode dumaximum de vraissemblance exacte (MLE)

Soit C� une copule paramétrique multivariées de paramètre �. On estime sous
les deux hypothéses suivantes

H0 : C 2 C0; (2.1)

telle que C0 = fC� : � 2 �g , où � est un sous ensemble de Rp pour tout entier
p � 1 et
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�H0 = F1 2 F1; :::; Fd 2 Fd
telle que Fj pour j = 1; :::; d sont les lois marginales de X1; ::::; Xd et Fj

=
�
F
j : 
j 2 �j

	
, où �j est un sous ensemble de R et D�aprés le théorème de

Sklar la fonction de répartition de X est donnée par :

H(x1; ::; xd) = C(F1(x1); :::; Fd(xd))

et sa densité par

h(x1; ::; xd) = c�(F1(x1); :::; Fd(xd))
dY
j=1

fj(xj)

en maximisant la fonction log-vraissemblance L(�) dé�nie par

L(�) =
nX
i=1

lnh(x1; :::; xd) (2.2)

telle que h(x1; :::; xd) est la fonction de densité jointe de x1; :::; xd: Comme on
peut voir la fonction L(�) peut s�écrire

L(�) =
nX
i=1

ln

 
c�(F1(x

i
1); :::; Fd(x

i
d))

dY
j=1

fj(x
i
j)

!

=
nX
i=1

ln c�(F1(x
i
1); :::; Fd(x

i
d) +

nX
i=1

dX
j=1

ln fj(x
i
j);

où c
�
représente la densité de la copule C� alors l�estimateur de �, noté �̂MV

n

est

�̂MV
n = argmaxL(�):

Exemple 2.1.1 (La copule Gaussienne multivariée) Soit la fonction de distribu-
tion de la copule Gaussienne multivariée CGa dé�nie comme suit :

CGa(u1; :::; un;R) = �R(�
�1(u1); :::;�

�1(un))

où R est sa matrice de corrélation, sa fonction de densité est donnée par :
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h(x1; :::; xd) =
1

(2�)
n
2 jRj

1
2

exp(�1
2
x0R�1x)

h(x1; :::; xn) = c(�(x1); :::;�(xn))

nY
i=1

�
1p
2�
exp(�1

2
x2i )

�
(2.3)

On a donc :

c(�(x1); :::;�(xn)) =

1

(2�)
n
2 jRj

1
2
exp(�1

2
x0R�1x)

dY
i=1

�
1p
2�
exp(�1

2
x2i )
� (2.4)

Soit ui = �(xi) , xi = �
�1(ui), on peut alors récrire la densité de la copule

comme suit :

c(u1; :::; un) =
1

jRj
1
2

exp(�1
2
S 0(R�1 � I)S)

avec S = (��1(u1); :::;��1(un))0.
Soit l�échantillon fxt1; :::; xtng

T
t=1, la fonction log-vraisemblance est donnée par :

L(�) = �T
2
ln jRj � 1

2

TX
t=1

S 0(R�1 � I)St

où � est l�ensemble de tous les paramètres et St = �(��1(ut1); :::;�
�1(utn)):

L�estimateur du maximum de vraisemblance de R est donnée par (voir Magnus
end Neudecker [20])

R̂MV =
1

T

TX
t=1

S 0tSt:

2.1.2 Méthode des fonctions d�inférence des marginales

La méthode du maximum de vraisemblance peut engendrer des temps de calcul
très longs pour une copule multidimensionnelle car l�estimation des paramètres
des lois marginales et des paramètres de la copule se fait d�une façon simultanée.
Joe et Xu (1996) notent cependant que la représentation par la copule permet

de séparer les paramètres spéci�ques aux distributions marginales (�1; :::; �n) et les
paramètres communs de la structure de dépendance �. Il suggerent une estimation
à deux étapes (voir Shih et Louis (1995)) :
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1. Nous estimons les paramètres �1; :::; �n des lois marginales dans un premier
temps.
2. Etant donné ces estimations, nous estimons ensuite le paramètre de la co-

pule.

Nous pouvons donc écrire � = (�; �1; :::; �n), par conséquent

H(x1; :::; xn; �) = C(F1(x1; �1); :::; Fn(xn; �n);�; �1; :::; �n);

Notons c(u1; :::; un;�) la contrepartie paramètrique de la densité de la co-
pule.L�approche par maximum de vraisemblance réduit la maximisation à la quan-
tité suivante :

L(x;�; �1; :::; �n) =
TX
t=1

ln c(F1(x
t
1; �1); :::; Fn(x

t
n; �n);�)+

TX
t=1

ln f1(x
t
1; �1)+:::+

TX
t=1

ln fn(x
t
n; �n):

Ainsi, au lieu de chercher le maximum global

(�̂
MV
; �̂

MV

1 ; ::; �̂
MV

n ) = arg max
�;�1;:::;�n

L(x;�; �1; :::; �n)

on peut e¤ectuer en deux étapes la procédure d�estimation des paramètres :
- On estime la distribution marginale univariée

�̂i = argmax
TX
t=1

ln fi(x
t
i; �i);

- puis on estime � en tenant compte des estimateurs obtenus ci-dessus

�̂ = argmax
TX
t=1

ln c(F1(x
t
1; �̂1); :::; Fn(x

t
n; �̂n);�)

L�estimateur IFM des paramètres du modèle est alors dé�ni de la façon sui-
vante :

�̂IFM = (�̂1; :::; �̂n;�)0

2.1.3 Méthode de pseudo-maximum de vraissemblance

Cette méthode a été proposé dans le cas où les marges F1; :::; Fd associées aux
X1; :::; Xd sont inconnus, elle contient deux étapes :
�On remplace les marges F1; :::; Fd par leurs estimations naturelles (estimateur

empirique), elles sont dé�nies par :
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F̂j;n(xij) =
1

n

nX
i=1

1(Xij � x): (2.5)

�En maximisant la pseudo log-vraissemblance pour estimer �, telle que

L(�) =

nX
i=1

ln c�

n
F̂1;n(xi1); F̂2;n(xi2); :::; F̂d;n(xid)

o
(2.6)

alors l�estimateur �̂PMV
n est

�̂PMV
n = argmaxL(�) (2.7)

Remarque 2.1.1 Nous avons pour tout i 2 f1; 2; :::; ng et j 2 f1; 2; :::; dg Rij =

nF̂j;n(xij);où Rij est le rang de Xij dans l�échantillon univariés X1j; :::; Xnj, donc
l�estimateur tiré de cette méthode est basé sur les rangs des observations.

Cas bivarié
SoitX; Y deux variables aléatoires dont les marges sont F etG respectivement.

Soit C la copule associée à X; Y de paramètre �. La pseudo log-vraissemblance
est dé�nie par :

L(�) =
nX
i=1

ln c� fFn(xi); Gn(yi)g ; (2.8)

telle que

Fn(xi) =
1

n

nX
i=1

1(Xi � x)et Gn(yi) =
1

n

nX
i=1

1(Yi � y): (2.9)

comme nFn = Ri et nGn = Si, où Ri et Si sont les rangs de Xi et Yi dans
leurs échantillons univariés respectivement,donc L(�) devient

L(�) =

nX
i=1

ln c�

�
Ri
n
;
Si
n

�
:

2.1.4 Méthode de moment

Cette méthode est proposé par Brahimi et al. (2012) [27] pour estimer plus
d�un paramètre d�une copule C�. Cette méthode est similaire à la méthode de
moments dans le cas univarié. Elle consiste à calculer les moments classique d�ordre
k de la copule C�. D�où nous obtenons ces formules en fonction de paramètres de
dépendance. On résume dans ce qui suit l�algorithme correspond à cette méthode
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où nous supposons que nous avons une copule paramétrique C� de paramètre
� = (�1; :::; �r) :
1. Calculer les moments d�ordre k de la variable C(U) par :

Mk(C) = E
�
(C(U))k

�
=

Z
[0;1]d

(C(u))kdC(u); k = 1; 2; ::: (2.10)

pour k = 1, Mk correspond à l�espérance de copule donné comme suit :

M1(C) = E[(C(U))] =
(2d�1 � 1)� + 1

2d

et car la copule C est paramètrique, donc Mk(C) devient Mk(�) et (1.10)
Réécrire :

Mk(�) =

Z
I2
(C�(u))

kdC�(u); k = 1; 2; ::: (2.11)

2. Calculer la version empirique de Moments M̂k selon les étapes suivants :
(a) Calculer le vacteur Ûji où

Ûji = Fjn(Xji); j = 1; :::; d

telle que Fjn(xj) = n�1
nP
i=1

1(Xji � xj) et construire le vecteur Ûi =
�
Û1i; :::; Ûdi

�
,

pour i = 1; :::; n:
(b) Calculer les M̂k :

M̂k = n
�1

nX
i=1

�
Cn

�
Ûi

��k
telle que : Cn(u) = Fn

�
F�11n (u1); :::; F

�1
1n (ud)

�
pour u 2 Id et F�1jn (u1) est la

fonction de quantil empirique correspond de la fonction Fjn.
3. Résoudre le système d�équation suivant :8>>>>>><>>>>>>:

M1(�1; :::; �r) =M1

M2(�1; :::; �r) =M2

:
:
:

Mr(�1; :::; �r) =Mr

(2.12)

La solution de ce système nous donne l�estimateur de �, noté �̂CM = (�̂1; :::; �̂r).

Exemple 2.1.2 Comme un exemple illustratif de cette méthode, la copule choisis
dans [9] est la copule de Gumbel pour deux paramètres qui est dé�nie par :
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C�;�(u) =

0@ dX
j=1

�
u��j � 1

��!1=�
+ 1

1A�1=�

pour u = (u1; :::; ud) 2 Id; (2.13)

avec un generateur :

'�;� (t) =
�
��� � 1

��
:

En subsitituant (1.13) dans (1.11), alors les moments Mk sont donnés par :

Mk (�; �) =
(k + 1) � + �� � k

(k + 1)2 � + (k + 1)��

En particulier, les premiers moments sont les suivants :

M1 (�; �) =
2� + �� � 1
4� + 2��

M2 (�; �) =
3� + �� � 2
9� + 3��

En résolvant le système (1.12), donc les estimateurs �̂; �̂ de et � deviennent :

�̂ =
8M̂1 � 9M̂2 � 1
1� 4M̂1 + 3M̂2

;

�̂ =
1� 4M̂1 + 3M̂2�

1� 2M̂1

��
1� 3M̂2

�
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Chapitre 3

Modélisation par les copules sur
des données réelles

Ce chapitre explore le potentiel d�applications de la théorie des copules à l�assu-
rance. En particulier, nous allons mesurer la dépendance entre la branche automo-
bile à savoir la responsabilité civile matérielle et la responsabilité civile corporelle.
L�étude a été menée sur un échantillon de l�agence d�assurance ouargla (saa).

Les données portent sur les montants de règlements sinistres pour la responsabilité
civile matérielle et la responsabilité civile corporelle. Elles sont présentées dans des
triangles de règlements par année de survenance et par année de développement
sur la période allant de 2000 à 2024.

3.1 Analyse descriptive des données

Le tableau 1 présente les caractéristiques statistiques des variables la respon-
sabilité civile matérielle et la responsabilité civile corporelle. D�après le tableau
1, la kurtosis est positif pour les deux variables corporel et matereil cela indique
qu�on observe dans les données plus de valeurs extrêmes.

Mediane Moyenne Ecart type Kurtosis
CORPOREL 2856149 3495806 3280929 1.727639
MATEREIL 10350307 7924808 6136148 1.542289

Tab. 3.1 �Caractéristiques statistiques des variables la responsabilité civile ma-
térielle et la responsabilité civile corporelle.
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3.1.1 Coe¢ cient de correlation

La relation entre les variables la responsabilité civile matérielle et la responsa-
bilité civile corporelle est très bonne (tableau 2), elle re�ète une forte corrélation
entre ces deux variables. Le coe¢ cient de dépendance de rang de Spearman est
0.710. Le coe¢ cient de corrélation linéaire Pearson est 0.709. Le coe¢ cient de
corrélation de rang de Kendall est 0.536. Alors L�analyse multivariée était donc
préférable à l�analyse univariée. Ce qui suggère l�importance d�utiliser des copules.

Coe¢ cient de corrélation Valeur
Spearman 0.710
Pearson 0.709
Kendall 0.536

Tab. 3.2 �Corrélation entre les variables la responsabilité civile matérielle et la
responsabilité civile corporellel.
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Fig. 3.1 � Nuage de points de la variable corporel en fonction de la variable
matereil.

Fig. 3.2 � Nuage de points de la variable matereil en fonction de la variable
corporel.
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Les �gures 1 et 2, montrent que les variables matériels et corporels sont forte-
ment corrélés, ce qui a¢ rme l�existance de la relation de dépendance.

3.2 Fonctions de distribution univariées

L�erreur quadratique moyenne (RMSE) est utilisée pour sélectionner la meilleure
fonction de distribution, les distributions Gamma et Exponentielle est choisie car
les RMSE sont les plus basses.

Variables Distributions paramètres RMSE
CORPOREL Gamma 2.19 1.4
MATEREIL Exponentielle 3.35 1.6

Tab. 3.3 �Les distributions marginales.

3.3 Fonctions copules

Les valeurs des paramètres estimés de chacune des fonctions copules à l�aide de
la méthode MLE et du logarithme MLE sont données dans le tableau 4. D�aprés
les valeurs de logMLE, on peut conclure que la copule de Frank serait la meilleure
pour modéliser les distributions conjointes de corporel et matereil.

Copules paramètre logMLE
Frank 18.5 30.02
Clayton 5.6 27.8
Gumbel 4.9 28.4
Student t 1.2, 3 25
Normal 1.1 26.05

Tab. 3.4 �Les fonctions copules et logarithme MLE.

la distribution conjointe est

C�(u; v) = �
1

18:5
ln

�
1 +

(e�18:5u � 1)(e�18:5v � 1)
e�18:5 � 1

�
:
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Conclusion

La copule est un concept permettant de modéliser la structure de dépendance
entre des variables. Contrairement aux di¤érentes mesures classiques de dépen-
dance, la copule permet de mieux décrire la relation entre les variables. Autrement
dit, au lieu de résumer cette structure par un seul indicateur, comme le coe¢ cient
de corrélation, on utilise la fonction copule qui o¤re une description plus complète
de la dépendance.

Dans notre étude, nous avons tenté de mettre en évidence la dépendance entre
deux sous-branches de l�assurance automobile : les dommages matériels et les
dommages corporels, à travers l�application de la théorie des copules. Nous avons
constaté que cette dépendance est signi�cative, et que ne pas en tenir compte
pourrait entraîner une sous-estimation importante des provisions techniques, ce
qui pourrait impacter la solvabilité de la compagnie.

La théorie des copules permet ainsi une meilleure maîtrise du risque lié à
l�évaluation des provisions techniques. Elle contribue également à une gestion plus
rigoureuse de la solvabilité de l�assureur, en prenant en compte la dépendance à
di¤érents niveaux, notamment la dépendance de queue, ce qui constitue à la fois
sa spéci�cité et son intérêt majeur.
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