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Abréviations et notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de cette mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

E[X] Espérance à X:

E [XjB] Espérance conditionnelle de X sachant B:

EDSR Équation di¤érentielle stochastique rétrograde.

P Probabilité.

P�p:s Probabilité presque sûrment.

P�p:p Probabilité presque partout.


 Espace fondamental d�une expérience aléatoire.

(
;A;P) Espace de probabilité.

MB Mouvement Brownien.

kfkLp La norme Lp de la fonction f:

Rd Espace réel euclidien de dimension d:

IB fonction indicatrice de l�ensemble B:

S2

8><>: Espace des processus � = f�t : t 2 [0; T ]g , Ft � progressivement mesurables

à valeur réelle tellesque : k�k2 = E
R T
0
j�j2 dt <1:

P2 Sous-espace de S2 formé par les processus prévisibles.

l2 Espace des séquences ({n)n�0 à valeurs réelles tellesque
P1

i=0 {2i est �nie.

S2(l2) et P2 (l2)

8><>: Les espaces correspondants de processus évalués en l2

numée de la norme : k�k2l2 =
P1

i=0 E
R T
0

����(i)t ���2 dt:
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Introduction

Ce mémoire est consacré à l�étude des équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades

(EDSR, ou BSDEs en anglais), une classe d�équations di¤érentielles stochastiques dont la

valeur est déterminée par une condition terminale. Introduites par Pardoux et Peng dans leur

article fondateur [10], les EDSR ont suscité un intérêt croissant en théorie des probabilités et

en mathématiques appliquées, notamment en raison de leurs liens profonds avec le contrôle

stochastique optimal, les jeux stochastiques et la �nance mathématique (El Karoui et al.

[4]) et aussi des nombreuses applications en partial di¤erantial equation voir [9, 14]. Elles

constituent également un outil puissant pour l�étude des équations aux dérivées partielles,

o¤rant des représentations probabilistes de leurs solutions (Pardoux et Peng [11]).

Une EDSR non linéaire est dé�nie de la manière suivante : soit � une variable aléa-

toire FT�mesurable et de carré intégrable, et soit f(t; Y; Z) une fonction progressivement

mesurable. Alors, l�EDSR associée s�écrit :

8><>: dYt = �f (t; Yt; Zt) dt+ ZtdWt

YT = �;

oùW est un mouvement brownien dé�ni sur un espace probabilisé (
;F ;P) : Sous l�hypothèse

que le coe¢ cient f est uniformément lipschitzien, cette équation admet une solution unique,

comme le démontre le théorème de représentation des martingales d�Itô.

L�étude des EDSR a été étendue à des cadres plus généraux, notamment celui des pro-

cessus de Lévy. Dans [8]; Nualart et Schoutens ont établi un théorème de représentation des

martingales pour ces processus, ouvrant la voie à l�analyse des EDSR dirigées par des proces-
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Introduction

sus de Lévy ([9]). Sous des conditions de Lipschitz sur le coe¢ cient, ils ont prouvé l�existence

et l�unicité des solutions.

Dans ce travail, nous étudions des EDSR dirigées à la fois par un mouvement brownien

standard et un processus de Lévy indépendant, avec un coe¢ cient lipschitzien ou localement

lipschitzien. Nous montrons que, dans le cas localement lipschitzien, si la constante de Lip-

schitz LN associée à la boule B (0; N) et véri�e LN � L+
p
log (N), alors l�EDSR admet une

solution unique, sans imposer de condition de bornitude sur la donnée terminale � (supposée

seulement de carré intégrable). De plus, nous établissons un théorème de comparaison et un

résultat de stabilité des solutions dans le cas ou le generateur est suelement Lipschitz, ce

travail est une généralisation les travaux antérieurs ([1], [2]) au cadre des EDSR dirigées par

des processus de Lévy.

Ce mémoire est organisé en trois chapitres :

Premier chapitre : Nous introduisons les notions fondamentales du calcul stochastique, in-

cluant l�espérance conditionnelle, mouvement brownien, les integrales stochastiques et les

théoremes de représentation des martingales, qui serviront de base théorique à notre étude.

Deuxième chapitre : Nous étudions des résultats d�existence et d�unicité pour les solutions

d�EDSR gouvernées par des processus de Lévy et aussi le principe de comparaison des solu-

tions.

Troisième chapitre : Nous étendons ces résultats au cas des EDSR avec un générateur locale-

ment lipschitzien, en mettant en lumière existence et unicités des solutions et les propriétés

de stabilité.
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Chapitre 1

Généralités sur l�analyse stochastique

Pour une étude approfondie des concepts abordés dans ce chapitre, incluant les démons-

trations complètes et les applications pratiques, nous invitons le lecteur à consulter les travaux

de [3, 5, 6, 7, 8, 16].

1.1 Espérance conditionnelle

Théoréme 1.1 Soit B un sous-tribu de A, et soit X 2 L1 (
;A;P) Il existe un unique

élément de L1 (
;B;P), noté E[Xj B], tel que

8B 2 B�E[XIB] = E [E[Xj B]IB] : (1.1)

On a plus généralement, pour toute variable aléatoire réelle bornée B-mesurable Y ,

E [XY ] = E [E[Xj B]Y ] : (1.2)

Si X � 0;on a E[Xj B] � 0 p.s.

Remarque 1.1 Le point crucial est le fait que E[Xj B] est B�mesurable.

Dans ce qui suit, nous référerons à (1:1) ou (1:2) comme la propriété caractéristique de

E[Xj B]:
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Chapitre 1. Généralités sur l�analyse stochastique

Preuve. Commençons par la prouver de l�unicité. Soit Y 0 et Y 00 deux variables aléatoires

dans L1 (
;B;P) telles que

8B 2 B�E[X 0IB] = E[XIB] = E[X 00IB]:

Prenant B = fX 0 > X 00g (qui est dans B puisque X 0 et X 00 sont tous deux mesurables par

rapport à B ), nous avons

E[(X 0 �X 00) IfX0>X00g] = 0:

ce qui implique que fX 0 � X 00g p:s., et on a de même fX 0 � X 00g p:s, ce qui signi�e que X 0

et X 00 sont égaux en tant qu�éléments de L1 (
;A;P). Passons maintenant à l�existence. Nous

supposons tout d�abord que X � 0, et nous laissons G être la mesure sur (
;B) dé�nie par

8B 2 B�G (B) = E[XIB]:

Soulignons que nous ne dé�nissons G (B) que pour B 2 B. Nous pouvons également consi-

dérer P comme une mesure de probabilité sur (
;B), en restreignant la correspondance

B ! P (B) à B 2 B, et il est immédiat que G < P. Le théorème de Radon-Nikodym appliqué

aux mesures de probabilité P et G sur l�espace mesurable (
;B) permet d�obtenir l�existence

d�une variable aléatoire X, B�mesurable non négative telle que

8B 2 B�E[XIB] = G (B) = E[ eXIB]:
En prenant B = 
; on a E[ eX] = E[X] <1; et donc eX 2 L1 (
;B;P) : La variable aléatoire

satisfait (1:1). Lorsque X est de signe quelconque, il su¢ t de prendre

E[Xj B] = E[X+
��B]� E[X���B]:

et il est clair que (1:1) est également une variable. En�n, pour voir que (1:1) implique (1:2),

nous nous basons sur les arguments habituels de la théorie de mesure..(1:2) découle de (1:1)
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Chapitre 1. Généralités sur l�analyse stochastique

lorsque Y est une variable aléatoire simple (ne prenant qu�un nombre in�ni de valeurs), et dans

le cas général, la variable aléatoire Y peut d�écrire comme la limite ponctuelle d�une séquence

(Yn)n2N de variables aléatoires simples B�mesurables qui sont uniformément dominée par la

même constante H (c�est-à-dire jY j � H).et le théorème de convergence dominée donne le

résultat souhaité.

Propriétés de l�espérance conditionnelle

1. Si X 2 L1 (
;A;P) et X est est B-mesurable, alors E[Xj B] = X:

2. L�application X ! E[Xj B] est linéaire sur L1 (
;A;P) :

3. Si X 2 L1 (
;A;P) ; E [E[Xj B]] = E [X] :

4. Si X 2 L1 (
;A;P) ; alors jE[Xj B]j � E[ jXjj B] p:s. et, en conséquence, E [jE[Xj B]j] �

E [jXj] : Par conséquent, l�applicationX ! E[Xj B] est une contraction de L1 (
;A;P) :

5. Si X; X 0 2 L1 (
;A;P) et X � X 0;alors E[Xj B] � E[X 0j B] p:s:

Preuve. La propriété 1. découle immédiatement de l�unicité dans le Théorème (1:1). De

même, pour la propriété 2., nous observer que, si X;X 0 2 L1 (
;A;P) et �; �0 2 R la variable

aléatoire

�E[Xj B] + �0E[X 0j B];

satisfait la propriété caractéristique (1:1) de l�espérance conditionnelle de �X + �0X 0. Pro-

priété 3. est le cas particulier B = 
 dans (1:1). Pour la propriétés 4, en utilisant le fait que

X � 0 implique E[Xj B] � 0 nous avons

jE[Xj B]j =
��E[X+

��B]� E[X���B]�� � E[X+
��B]� E[X���B] = E[ jXjj B]:

En�n, la propriété 5. est immédiat par linéarité.

Interprétation géometrique de l�espérance conditionnelle

Théoréme 1.2 Si X 2 L2 (
;A;P), alors E[Xj B] est la projection orthogonale de X sur

L2 (
;A;P) :
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Chapitre 1. Généralités sur l�analyse stochastique

Preuve. L�inégalité de Jensen montre que E[Xj B]2 � E[X2j B], p:s. Cela implique que

E [E[Xj B]2] � E [E[X2j B]] = E [X2] <1, et donc la variable aléatoire E[Xj B] appartient à

L2 (
;A;P). D�autre part, pour toute variable aléatoire B-mesurable bornée Y , par utilisation

de propriété caractéristique (1:2) ; on obtient

E [Y (X � E[Xj B])] = E[XY ]� E [Y E[Xj B]] = 0:

Par conséquent, X � E[Xj B] est orthogonal à l�espace de toutes les variables aléatoires

B-measurable et bornées, et ce dernier espace est dense dans L2 (
;A;P). Il s�ensuit que

X � E[Xj B] est orthogonal à L2 (
;A;P), ce qui donne le résultat souhaité.

1.2 Processus stochastiques en temps continu

1.2.1 Quelque notions de base

Pour modélisé un phénomène aléatoire dépendant du temps un modèle mathématique

est donné par un espace de probabilité (
;F ;P) et une fonction X : R+ � (
;F ;P) :

Dé�nition 1.1 Soit X = (Xt)t2T une famille de variables aléatoires indexée par un ensemble

d�indices T = R;R+;N; :::. On appelle processus stochastique toute fonction qui associe à

chaque t 2 T une variable aléatoire Xt à valeurs dans espace probabilisable (E;
P
).

Remarque 1.2 En général , un processus dépend de deux paramètres : le temps t 2 T , et

est l�aléatoire ! 2 
.

Pour un temps �xé t, l�état du processus est donné par la variable aléatoire Xt (!) sur

(
;F ;P).

Si ! est �xé t 7! Xt (!) est appelé trajectoire du processus.

Dé�nition 1.2 Une �ltration dans un espace de probabilité (
;F ;P) est une famille de

sous-tribus croissante (Ft)t�0, c�est-à-dire que pour tous instants s et t tels que s � t , on a

Fs � Ft.
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Chapitre 1. Généralités sur l�analyse stochastique

Dé�nition 1.3 La �ltration naturelle associée à un processus fXt; t 2 Ig est la famille
�
FX
t ; t 2 I

	
dé�nie par :

FX
t = � (Xs; s � t) :

Dé�nition 1.4 Un processus (Xt)t�0est adapté par rapport à la �ltration (Ft)t�0 si pour tout

t , (Xt)t�0 est Ft -mesurable.

Remarque 1.3 Un processus (Xt)t�0 est toujours adapté à la �ltration naturelle.

Dé�nition 1.5 Un processus (Xt)t�0 est dit progressivement mesurable si, 8T > 0 la fonc-

tion

(t; !) 2 ([0; T ] ; B [0; T ])� (
;Ft)! Xt (!) 2 (R;B (R)) :

est mesurable.

Remarque 1.4 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

Proposition 1.1 Si un processus (Xt)t�0 est continue à droite (ou continue à gauche) et

adapté alors il est progressivement mesurable.

1.2.2 Martingales

Dé�nition 1.6 Une famille adapté (Mt)t�0des variables aléatoires dans L1est :

� Une martingale si,8t � s; E [Mtj Fs] =Ms:

� Une surmartingale si,8t � s; E [Mtj Fs] �Ms:

� Une sous-martingale si,8t � s; E [Mtj Fs] �Ms:

Proposition 1.2 Soit le martingale (Mt)t�0 alors pour tout t 2 [0; T ] on a l�égalité suivante :

E [Mt] = E [M0] :

Preuve. On a E [Mt] = E [E [Mtj F0]] = E [M0], pour tout t 2 [0; T ]:

Proposition 1.3 Soit (Mt)t�0 une martingale de carré intégrable, alors 8t � s; on a

E
�
(Mt �Ms)

2
��Fs� = E �M2

t �M2
s

��Fs� :
7



Chapitre 1. Généralités sur l�analyse stochastique

Preuve. Par l�inégalité (a� b)2 = a2 + b2 � 2ab; on abtient :

E
�
(Mt �Ms)

2
��Fs� = E �(Mt)

2
��Fs�� 2MsE [Mtj Fs] + (Ms)

2

= E
�
M2
t �M2

s

��Fs� :
on retouve donc que (M)2 est une (Ft)t�0�sous martingale.

Proposition 1.4 (Inégalité de Doob) Soit (Mt)t�0 une martingale de carré intégrable et

à trajectoires continues alors 8T 2 R+; on a :

E
�
sup
0�t�T

jMtj2
�
� 4E

�
M2
t

�
:

Dé�nition 1.7 (Martingale locale) Il est considéré comme une martingale locale, un

processus (Xt)t2T , lorsque (Xt)t2T est un processus adapté avec des trajectoires continues,

et qu�il existe une suite croissante (Vn)n�0 de temps d�arrêt convergeant vers 1. De plus,

pour tout n, le processus d�arrêt (Xt)
Vn
t2T est une martingale uniformément intégrable.

Dé�nition 1.8 (Semi martingale) Un processus (Xt)t2T est considéré comme une semi-

martingale lorsqu�il est adapté et admet une décomposition de la forme X = X0 +M + A,

où M est une martingale locale nulle en 0 et A est un processus adapté nul en 0.

1.2.3 Mouvement Brownien

Le mouvement brownien doit son nom au botaniste Robert Brown, qui l�observa pour

la première fois en 1827. En étudiant au microscope des grains de pollen en suspension dans

l�eau, Brown remarqua que ces particules présentaient un mouvement aléatoire et incessant,

qu�il attribua initialement à une manifestation de vie. Cependant, des expériences ultérieures

révélèrent que ce phénomène se produisait également avec des particules inorganiques, sug-

gérant une origine physique plutôt que biologique. Cette découverte marqua les prémices

d�une compréhension théorique approfondie, qui sera plus tard formalisée par Albert Ein-

stein (1905) et Paul Langevin, établissant les bases mathématiques du mouvement brownien
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Chapitre 1. Généralités sur l�analyse stochastique

comme un processus stochastique fondamental en physique et en probabilités.

Construction de Mouvement Brownien (La marche aléatoire)

Le mouvement brownien peut être obtenu comme limite d�échelle de marches aléatoires

renormalisées, un résultat fondamental lié au théorème central limite et à la théorie des

processus stochastiques.

Considérons sur un espace de probabilité (
;F ;P) une famille de variables aléatoires de

Bernoulli indépendantes et équidistribuées :

P (Xi = 1) = P (Xi = �1) =
1

2
; avec i 2 N�

On associe à cette famille la suite (Sn; n � 0) dé�nie par : S0 = 0 et Sn =
Pn

i=1Xi:

Plus précisément, on dé�nit une famille de variables aléatoires indexées par les réels de la

forme k
N
; k 2 N, par :

Z k
N
=

1p
N
Sk:

On a

E
�
Z k

N

�
= 0 et VAR

�
Z k

N

�
= k

N
:

Les propriétés d�indépendance et de stationnarité de la marche aléatoire restent véri�ées,

soit :

1. Si k � k0, Z k
N
� Z k0

N
est indépendant de

�
Z h

N
; h � k0

�
:

2. Si k � k0, Z k
N
� Z k0

N
est de même loi que Z k�k0

N
:

On dé�nit un processus à temps continu (Zt; t � 0) à partir de Z h
N
en imposant à la fonction

t! Zt d�être a¢ ne entre k
N
et k+1

N
.

Pour cela, N étant �xé, on remarque que pour tout t 2 R+, il existe k (t) 2 N unique tel

que : k(t)
N
� t < k(t)+1

N
et on pose

ZNt = Z k
N
+N

�
t� k

N

��
Z k+1

N
� Z k

N

�
:
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Chapitre 1. Généralités sur l�analyse stochastique

où k = k (t) :

Pour t = 1, on a ZN1 =
1p
N
SN . Le théorème centrale limite implique alors que ZN1 converge

en loi vers une variable aléatoire centrée réduite.

On montre alors que le processus
�
ZNt
�
converge (au sens des lois) vers un mouvement

Brownien W .

En particulier :
�
ZNt1 ; Z

N
t2
; ::::; ZNtk

� loi�! (Ht1 ; Ht2 ; ::::; Htk) pour tout k�ouple (t1; :::; tk) :

Dé�nition 1.9 Le mouvement brownien standard est un processus stochastique (Wt)t�0à

valeurs réelles véri�ant les conditions suivantes :

1. W0 = 0 p.s.

2. Si t0 < t1 < ::: < tn; alors les accroissements Wti �Wti�1sont indépendants (pour tout

0 � i � n).

3. Pour s; t � 0 tels que s < t; Wt �Wssuit une loi normal N(0; t� s).

4. La fonction t! Wt (!) est continue p:s:

La variation quadratique

Dé�nition 1.10 (Variation d�orde p) Soit � = ft0 = 0 � t1 � :::: � tn = tg une subdivi-

sion de [0; t] avec j�j = supi jti � ti�1j et pour p > 1 on dé�nit

V
(p)
t (h;�) =

nX
i=1

jh (ti)� h (ti�1)jp ;

alors h : [0; T ]! R à variation totale d�orde p si 80 � t � T :

sup
�
V
(p)
t (h;�) <1:

Remarque 1.5 Si limt!1 V
(p)
t (h) < 1 avec V (p)t (h) = lim sup

j�j!0
V
(p)
t (h;�) on dit que h de

variation d�orde p bornée.

Proposition 1.5 Les trajectoires de MB sont présque surement à variation totale in�nie sur

[0; T ]:

10
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Dé�nition 1.11 Un processus est dit à variation quadratique �nie si il existe un processus

�ni hXit tel que j�nj ! 0

lim
n!1

V
(2)
t (X;�n) = hXit ; p:s;

Propriétés trajectoires d�un MB

Proposition 1.6 Soit (Wt) représente un mouvement brownien, alors presque sûrement

lim sup
t!+1

Wt = lim
t!+1

�
sup
s�t
Ws

�
= +1;

lim inf
t!�1

Wt = �1;

de plus

lim
t!+1

Wt

t
= 0

Proposition 1.7 (Dérivabilité) Le mouvement brownien (Wt) ne possède pas de dérivée

en zéro

lim sup
h!0

����Wh �W0

h

���� =1; p:s:
Propriétés de Markov

Le mouvement brownien possède une propriété de Markov forte, qui renforce la propriété

de Markov classique en permettant de conditionner par des temps d�arrêt (et pas seulement

par des temps déterministes) pour tout s, le processus (Xt; t � 0) dé�ni par Xt = Wt+s�Ws

est un mouvement Brownien indépendant de Fs.

Théoréme 1.3 Pour f borelienne bornée, E(f(Wk)j Ft) = E(f(Wk)j�(Wt)) pour k > t:

Preuve. On fait apparaitre les accroissements et on utilise les propriétés de l�espérance

conditionnelle

E(f(Wk)j Ft) = E(f(Wk �Wt +Wt)j Ft) = 	 (k � t;Wt)

11
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avec 	(k � t; x) = E(f(Wk �Wt + x) = E(f(Y + x) où Y a même loi que Wk �Wt , soit

une loi N (0; u� t). Par les mêmes arguments, E(f(Wk)j�(Wt)) = 	 (k � t;Wt) : On a trés

précisement

	(s; x) =
1p
2�s

Z
R
f (y) exp

 
�(y � x)

2

2s

!
dy:

Proposition 1.8 (Propriété de Markov forte) Soit � un temps d�arrêt à valeurs �nies.

On a alors E(f(W�+s)jFT ) = E(f(W�+s)j�(W� )): En particulier, pour tout temps d�arrêt

�ni �; le processus (Xt; t � 0) dé�ni par Xt = Wt+� � W� est un mouvement Brownien

indépendant de F� :

Propriétés des martingale

Proposition 1.9 Le processusW est une (Ft)�martingale et aussi le processus (W 2
t � t; t � 0)

est une (Ft)�martingale.

Preuve. On utiliser l�indépendance des accroissements pour calculer les espérances condi-

tionnelles, et d�utiliser la propriété E (Xj G) = E (X) quand X et G sont indépendants. Soit

s � t :

E (Wtj Fs) = E (Wt �Wsj Fs) + E (Wtj Fs) = Hs:

De même E
�
(Wt �Ws)

2
��Fs� = t� s et

E
�
(Wt �Ws)

2
��Fs� = E �Wt

2
��Fs�+W 2

s � 2WsE (Wtj Fs)

= E
�
W 2
t

��Fs��W 2
s :

On obtient alors

E
�
W 2
t � t

��Fs� = W 2
s � s:

Proposition 1.10 SoitW1 etW2 deux MB indépendants. Le produitW1W2 est une (Ft)�martingale.

12
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Preuve. On peut le faire en utilisant le lemme suivant : Soit F et G deux tribus, N et

M deux variable aléatoire telles que N _ F et G sont indépendantes ainsi que M _ G et F

alors :E (NM j F _ G) = E (N j F)E (M j G).

Proposition 1.11 Pour tout � 2 R, le processus
�
exp

�
�Wt � 1

2
�2t
�
; t � 0

�
est une (Ft)�martingale.

Réciproquement, si X est un processus continue tels que
�
exp

�
�Xt � 1

2
�2t
�
; t � 0

�
est une

martingale pour tout � réel, le processus X est un Brownien.

Preuve. Par indépendance

E
��

exp

�
� (Wt �Ws)�

1

2
�2 (t� s)

������Fs� = E�exp�� (Wt �Ws)�
1

2
�2 (t� s)

��
:

L�espérance du second membre se calcule comme une transformée de Laplace d�une variable

aléatoire gaussienne. On trouve

E
�
exp

�
� (Wt �Ws)�

1

2
�2 (t� s)

��
= 1;

et

E
��

exp

�
�Wt �

1

2
�2t

������Fs� = exp��Ws �
1

2
�2s

�
:

La réciproque facile utilise la caractérisation des variables aléatoires gaussiennes au moyen

de leur transformée de Laplace.

1.2.4 Processus de Lévy

Les processus de Lévy constituent une classe fondamentale de processus stochastiques en

théorie des probabilités, généralisant à la fois le mouvement brownien et les processus à sauts.

Introduits par Paul Lévy dans les années 1930, ils sont caractérisés par des accroissements

indépendants et stationnaires, ainsi que par une continuité stochastique (absence de sauts

�xes).

Dé�nition 1.12 Processus de Lévy est un processus stochastique à valeurs réelles dé�ni

X = fXt; t � 0g dans un espace de probabilité complet (
;F ;P) est appelé un processus

13
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de Lévy si X a des accroissements stationnaires et indépendants et si X0 = 0. un processus

de Lévy possède une modi�cation càdlàg (continues à droite avec une limites à gauche) que

nous considérerons toujours.

Soit un processus de Lévy et notons :

Xt� = lim
s!t;s<t

Xs; t � 0;

le processus à limite gauche, et dé�nissons �Xt = Xt�Xt�comme la taille du saut au temps.

Il est connue que la loi de est in�niment divisible avec une fonction caractéristique de la forme

E [exp (i�Xt)] = (� (�))t :

où � (�)est la fonction caractéristique de Xt. La fonction ' (�) = log � (�) est appelée l�expo-

sant caractéristique, et elle satisfait la célèbre formule de Lévy-Khintchine (Voir [?]) :

' (�) = ia� � �
2

2
�2 +

Z +1

�1

�
exp (�ix)� 1� 1fjxj<1g�ix

�
� (dx) :

où a 2 R, �2 � 0 et �est une mesure sur Rn f0gavec :

Z +1

�1

�
1 ^ x2

�
� (dx) <1:

La mesure � est appelée la mesure de Lévy de.X:

Dans ce cas, l�exposant caractéristique peut s�écrire sous la forme :

' (�) = �iea� + Z +1

�1
(exp (�ix)� 1) � (dx) :

où ea est appelé coe¢ cient de dérive. De plus, si le processus de Lévy prend des valeurs dans
R et ne possède pas de sauts négatifs, alors le support de la mesure de Lévy est inclus dans

R Un cas particulier de ces processus est celui des subordinateurs.

Remarque 1.6 Grâce aux propriétés des accroissements indépendants et stationnaires ainsi

14
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qu�à la régularité des trajectoires, on peut démontrer qu�un processus de Lévy est entièrement

caractérisé par son exposant caractéristique.

Dé�nition 1.13 (subordinateur) Un subordinateur est un processus de Lévy à valeurs

dans R+, ce qui signi�e que ses trajectoires sont monotones croissantes.

Dans le cadre des subordinateurs, on travaille plus souvent avec la transformée de Laplace

qu�avec la transformée de Fourier. On sait alors qu�il existe une fonction appelée exposant

de Laplace dé�nie par :

8t � 0; 8� � 0; E [exp (��Xt)] = exp (�t' (�)) :

et en utilisant l�équation précédente, on obtient :

8� � 0; ' (�)
�

= ea+ Z +1

0

exp (��t) � (dt) :

où � (t)est une mesure de Lévy sur (0;+1).

1.3 Intégrales stochastiques et formule d�Itô

1.3.1 Intégrale d�Itô

L�intégrale d�Itô est un outil fondamental en calcul stochastique, permettant d�intégrer

des processus aléatoires par rapport à des mouvements browniens ou, plus généralement, des

martingales. Développée par Kiyoshi Itô dans les années 1940, cette théorie généralise l�inté-

grale classique (de Riemann ou Lebesgue) pour tenir compte de la nature non di¤érentiable

et à variation quadratique �nie des trajectoires browniennes.

Il est nécessaire d�attribuer une signi�cation à la variable aléatoire :

Z T

0

�sdWs:

15
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Lorsqu�on e¤ectue l�intégration d�une fonction f par rapport à une fonction g dérivable, et

que f est régulière, on peut dé�nir son intégrale comme suit :

Z T

0

f (s) dg (s) =

Z T

0

f (s) g0 (s) ds:

Si g n�est pas dérivable mais seulement à variation bornée, on peut toujours dé�nir l�intégrale

comme : Z T

0

f (s) dg (s) = lim
�n!0

n�1X
i=0

g (ti) (f (ti+1)� f (ti)) ;

Ce intégrale ainsi dé�nie est appelée intégrale de Stieljes.

Dans le cas du mouvement brownien qui n�est pas à variation bornée, il n�est pas possible

de dé�nir cette limite trajectoire par trajectoire. Cependant, étant donné que le mouvement

brownien a une variation quadratique �nie, il est naturel de dé�nir l�intégrale par rapport à

celui-ci comme une limite dans L2 de cette variable aléatoire.

Z T

0

�sdWs = lim
�n!0

n�1X
i=0

�ti
�
Wti+1 �Wti

�
:

Il est important de noter que la convergence fait référence à la convergence des variables

aléatoires dans L2 (
). Ainsi, il sera nécessaire d�exiger que le processus soit L2 (
; [0; T ])

pour cela.

Il est également nécessaire que l�intégrante � soit (Ft)t�0�adaptée pour �ti être indépendante

de Wti+1 �Wti. En �nance, �t représentera la quantité d�actif risqué dans notre portefeuille

à l�instant t, tandis que dWt sera la variation in�nitésimale de cet actif risqué. Ainsi, il

est logique de vouloir imposer qu�elle soit (Ft)t�0�adaptée. Si ce n�était pas le cas, il serait

toujours possible de dé�nir une intégrale par rapport au mouvement brownien, mais elle serait

signi�cativement di¤érente en raison de la variation quadratique non nulle du mouvement

brownien.

En �n de compte, nous allons procéder à la construction de l�intégrale stochastique sur

16
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l�ensemble.

L2F (
; [0; T ]) =
�
contient des processus (�t)0�t�T càdlàg de carré integrable et (Ft)t�0 � adaptée

	
:

Proposition 1.12 Sur espace L2F (
; [0; T ]), l�intégrale stochastique satisfais les propriétés

suivants :

(a) � !
R t
0
�sdWs est linéaire.

(b) t!
R t
0
�sdWs est continue p.s.

(c)
�R t

0
�sdWs

�
0�t�T

est processus (Ft)t�0�adapté.

(d) Propriété d�isométrie :

E

"�Z t

0

�sdWs

�2#
= E

�Z t

0

�2sds

�
:

(e) La variation quadratique de l�intégrale stochastique est donnée par :

�Z t

0

�sdWs

�
=

Z t

0

�2sds:

(f) Demanière plus générale, ona :

E
hR t

0
�sdWs

���Fsi = 0 et E
��R t

0
�sdWs

�2����Fs� = E hR t0 �2sds���Fsi :
(g)

�R t
0
�sdWs

�
0�t�T

est (Ft)t�0�martingale.

Preuve. (a) La linéarite de l�intégrale est immédiate.

(b) La propriété d�isométrie donne la continuité dans L2 (
) mais nous allons admettre la

continuité p.s.

(c) La variable aléatoire.
R t
0
�sdWs estFt�mesurable commesomme de v.a.Ft�mesurables,donc

l�intégrale stochastique est un processus F-adapté.

17
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(d) on a

E

"�Z t

0

�sdWs

�2#
= E

24 n�1X
i=0

�ti
�
Wti+1 �Wti

�!235
=

n�1X
i=0

E
h
�2ti
�
Wti+1 �Wti

�2i
+ 2

X
i<j

�
�ti�tj

�
Wti+1 �Wti

� �
Wtj+1 �Wtj

��
=

n�1X
i=0

�2tiE
h�
Wti+1 �Wti

�2���Ftii
=

n�1X
i=0

�2ti (ti+1 � ti) :=
Z t

0

�2sds:

(e) est obtenu par Doob-Meyer.

(f) la première est la propriété de martingale de l�intégrale stochastique et la deuxième la

propriété de martingale du processus.

(g) On a vu que le processus
�R t

0
�sdWs

�
t�T

est F-adapté. La propriété d�isométrie nous

donne que
R t
0
�sdWs est dans L2 (
) et donc dans L1 (
). La première partie de la propriété

(g) nous donne la propriété de martingale de l�intégrale stochastique. En fait c�est simplement

une tranformée de martingale.

1.3.2 Formule d�Itô

Les formules d�Itô "aussi appelées lemme d�Itô" constituent l�outil central du calcul

stochastique, permettant de di¤érencier et d�intégrer des fonctions de processus aléatoires,

tels que le mouvement brownien ou des solutions d�équations di¤érentielles stochastiques

(EDS). Développée par Kiyoshi Itô dans les années 1940, cette formule généralise la règle

de la chaîne classique en y intégrant un terme additionnel dû à la variation quadratique des

processus stochastiques.

Processus d�Itô : Ce sont des processus écrits sous la forme :

Xt = x+

Z t

0

bsds+

Z t

0

�sdWs:
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où b et �sont deux processus (Ft)t�0-adapté tel que

Z t

0

jbsj ds < +1; et
Z t

0

k�sk2 ds < +1; p:s:

pour tout t � 0. Nous utilisons également la notation di¤érentielle formelle :

8><>: dXt = btdt+ �tdWs:

X0 = x:

Le coe¢ cient b est appelé la dérive (ou drift) du processus, tandis que � est son coe¢ cient

de di¤usion. On introduit aussi les notions suivantes :

� La partie à variation �nie du processus X, donnée par
R t
0
bsds.

� La partie martingale du processus X, donnée par
R t
0
�sdws.

Remarque 1.7 La décomposition d�un processus d�Itô est unique, ce qui signi�e que :

Xt = x+

Z t

0

bsds+

Z t

0

�sdWs:

= x0 +

Z t

0

b0sds+

Z t

0

�0sdWs:

Sous la probabilité, presque sûrement, on a :

8>>>><>>>>:
x = x0

bs = b
0
s; ds
 dP

�s = �
0
s; ds
 dP

Théoréme 1.4 (1�ere formule d�Itô) Soit f une fonction deux fois continuement di¤éren-

tiable (f 2 C2); alors :

f (Xt) = f (X0) +

Z t

0

f 0 (Xs) dXs +
1

2

Z t

0

f 00 (Xs) d < X;X >s :

Théoréme 1.5 (2�eme formule d�Itô) Si (t; x) ! f (t; x) est une fonction deux fois conti-

19



Chapitre 1. Généralités sur l�analyse stochastique

nuement di¤érentiable en t et x cés dérivées étant continus en (t; x), alors

f (t;Xt) = f (0; X0) +

Z t

0

f 0s (s;Xs) ds+

Z t

0

f 0x (s;Xs) dXs +
1

2

Z t

0

f 00xx (s;Xs) d < X;X >s :

Théoréme 1.6 (3�eme formule d�Itô) Soient (Xt)0�t�T et (Yt)0�t�T deux processus d�Itô et

soit f une fonction de R2dans R de classe C2 à dérivées bornées.on a

f (Xt; Yt) = f (x0; x0) +

Z t

0

f 0x (Xs; Ys) dXs +

Z t

0

f 0y (Xs; Ys) dYs

+
1

2

Z t

0

f 00xx (Xs; Ys) d < X;X >s +
1

2

Z t

0

f 00yy (Xs; Ys) d < Y; Y >s

+
1

2

Z t

0

f 00xy (Xs; Ys) d < X; Y >s :

Proposition 1.13 (L�intégration par partie) Soient (Xt)0�t�T et (Yt)0�t�T deux proces-

sus d�Itô on a :

XtYt = X0Y0 +

Z t

0

XsdYs +

Z t

0

YsdXs +

Z t

0

d < X; Y >s :

Il s�agit de la notation in�nitésimale

d (X; Y )t = XtdYt + YtdXt + d < X; Y >t :

Preuve. En apppliquant la formule d�Itô à X2
t et à Y

2
t , on obtient :

dX2
t = 2XtdXt + d hXit et dY 2t = 2YtdYt + d hY it :

Et en l�appliquant à (X + Y )2, on obtient :

d(X + Y )2t = 2(Xt + Yt)d(Xt + Yt) + d hX + Y it :
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Donc, on parvient à obtenir.

d (XY )t =
1

2

�
d(X + Y )2t � dX2

t � dY 2t
�

= XtdYt + YtdXt +
1

2
(d hX + Y it � d hXit � d hY it)

= XtdYt + YtdXt + d (X; Y )t :

Formule d�Itô pour une martingale

Théoréme 1.7 Soit (Mt)t2[0;T ] une martingale et f une fonction réelle de classe C2. Alors,

f (M) est également une semi-martingale et satisfait la formule suivante :

f (Mt) = f (M0) +

Z t

0

f
0
(Ms�) dMs +

1

2

Z T

0

f 00 (Ms) d [M ]s :

Formule d�Itô pour une martingale càdlàg

Théoréme 1.8 Soit (W )t2[0;T ] un semi martingale à trajectoires càdlàg avec une variation

quadratique notée [W ] = f[W ]t : t 2 [0; T ]g. Soit f une fonction réelle de classe C2 Alors,

f (W ) est également une semi-martingale et satisfait la formule suivante :

f (Wt) = f (W0) +

Z t

0

f 0 (Ws�) dWs +
1

2

Z T

0

f 00 (Ws) d [W ]
c
s (1.3)

+
X
0�s�t

ff (Ws)� f (Ws�)� f 0 (Ws�)�Wsg :

où [W ]c désigne la partie continue de la variation quadratique [W ].

Remarque 1.8 Un cas particulier intéressant est lorsque f (x) = x2; ce qui donne :

X2
t = X

2
0 +

Z t

0

2Xs�dXs +

Z t

0

d [X]s : (1.4)
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De plus, si X et Y sont deux semi-martingales càdlàg, nous avons :

XtYt = X0Y0 +

Z t

0

Xs�dYs +

Z t

0

Ys�dXs +

Z t

0

d [X;Y ]s :

1.4 Théoremes de représentation des martingales

Les théorèmes de représentation des martingales sont des résultats fondamentaux en

calcul stochastique, établissant un lien profond entre les martingales et les intégrales stochas-

tiques. Ils jouent un rôle clé dans la théorie des équations di¤érentielles stochastiques (EDS),

la �nance mathématique et l�analyse des processus.

1.4.1 Théoreme de représentation de martingale Brownien

Nous intéressons à l�étude de l�espace de probabilité engendré par un mouvement brow-

nien (possiblement multidimensionnel, prenant des valeurs dans Rd). Dans ce texte, nous sup-

posons que (
;F ;P) est l�espace deWiener canonique "c�est-à-dire, 
 = C
�
R+;Rd

�
,Xt (!) =

! (t) est le processus canonique, P est la mesure du mouvement brownien, (Ft)t�0 est la �l-

tration engendrée par le processus (Xt)t�0 et complétée par les ensembles P�négligeables".

Théoréme 1.9 Soit � 2 L2 (
;F ;P), alors il existe un unique processus prévisible Y 2

L2
�
R+ � 
;Rd

�
tel que :

� = E [�] +
dX
i=1

Z 1

0

Y (i)s dX
(i)
s :

Ce théorème établit que toute variable aléatoire de moyenne nulle appartenant à L2sur (
;F ;P)

peut être représentée comme une intégrale stochastique par rapport au mouvement brownien.

Il en résulte que toute martingale dans (
;F ;P) est une intégrale stochastique par rapport au

mouvement brownien donné et possède donc une modi�cation continue.
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1.4.2 Théoreme de représentation des martingales locales

Le théorème de représentation des martingales locales est un résultat fondamental en

�nance et en probabilités. Soit W un mouvement brownien et M une martingale locale

continue adaptée à la �ltration naturelle de W , il existe un processus localement intégrable

Z tel que :

Mt = x+

Z t

0

ZsdWs:

Ce théorème est crucial dans la modélisation des marchés �nanciers, car il garantit que

toute martingale locale peut être exprimée comme une intégrale stochastique par rapport à

un mouvement brownien. L�hypothèse clé est que M est une martingale relativement à la

�ltration générée par B.

Par ailleurs, dans certains cas spéci�ques, la formule de Clark-Ocone permet d�obtenir

une représentation explicite du processus Z. Si X1et X2 sont deux processus d�Itô ayant la

forme :

X i
t = x+

Z t

0

�isds+

Z t

0

ZisdWs; i = 1; 2;

alors leur crochet est dé�ni comme celui de leurs parties martingales :

< X1; X2 >t=

Z t

0

Z1sZ
2
sds:

Ce pendant, en raison de la présence d�une composante à variation �nie, le processus t !

X1
tX

2
t� < X1; X2 >t n�est généralement pas une martingale locale. Toute fois, étant donné

que
R t
0
Z1sZ

2
sds est un processus à variation �nie, on obtient :

< X1; X2 >t= lim
n!1

2nX
i=1

�
X1
tni
�X1

tni�1

��
X2
tni
�X2

tni�1

�
:

Proposition 1.14 Soit (Mt)t�0 une martingale de carré intégrable adapté par rapport à la
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�ltration (Ft)t�0, alors il existe U 2 P2 et Z 2 P2 (l2) tells que :

Mt = E [M0] +

Z t

0

UsdWs +
1X
i=1

Z t

0

Z(i)s dH
(i)
s :
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Chapitre 2

Equations di¤érentielles stochastiques

rétrogrades dirigées par une famille

des martingales

2.1 Formulation de probléme et hypothéses

Les équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) associées aux processus

de Lévy constituent une généralisation puissante des EDSR classiques, en incorporant non

seulement un mouvement brownien standard, mais aussi des sauts aléatoires modélisés par

une mesure de Lévy. Une EDSR dirigée par processus de Lévy prend la forme suivante :

8><>: �dYt = f(t; Yt�; Ut; Zt)dt� UtdWt �
P1

i=1 Z
(i)
t dH

(i)
t :

YT = �:
(2.1)

Dans ce travail, nous étudions l�existence, l�unicité et la stabilité des solutions des EDSR

dirigées par un processus de Lévy sous des conditions de Lipschitz.

Maintenant nous désignons par " l�ensemble des processus (Y; U; Z) a valués dans R�R� l2
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Chapitre 02. EDSRs dirigées par une famille des martingales

dé�nis sur R+ � 
 qui sont adaptés à Ft et tels que :

k(Y; U; Z)k2" = E
�
sup
0�t�T

jYtj2 +
Z T

0

jUsj2 ds+
Z T

0

kZsk2 ds
�
< +1:

Remarque 2.1 Le couple ("; k:k") est alors un espace de Banach.

Hypothéses

(A:1) � 2 L2 et FT�mesurable.

(A:2) La fonction f : [0; T ]� 
� R� R� l2 ! R satisfait les deux conditions suivante :

i) f est progressivement mesurable et f(:; 0; 0; 0) 2 S2

ii) Il existe un constant L > 0 telles que :

jf(t; !; y; u; z)� f(t; !; y0; u; z)j � L(jy � y0j+ ju� u0j+ kz � z0kl2):

Dé�nition 2.1 Une solution de l�équation (2:1) est une triplet (Y; U; Z) qui appartient à

l�espace ("; k:k") et satisfait l�equation (2:1).

2.2 Existence et unicité des solutions

Théoréme 2.1 Si les hypothèses (A:1), (A:2) sont valables. Supposons que � est une va-

riable aléatoire carrée intégrable et FT�mesurable. Alors l�équation (2:1) admit une solution

unique.

Preuve. Existence : En utilisant le théorème de représentation des martingales(1:14), on

peut prouver que l�EDSR suivante :

Yt = � +

Z T

t

f(s; 0; 0; 0)ds�
Z T

t

UsdWs �
Z T

t

hZs; dHsi:

admit une solution.

Dé�nissons maintenant (Y n; Un; Zn) comme suit : Y 0 = U0 = Z0 = 0 and (Y n+1; Un+1; Zn+1)
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est l�unique solution de la EDSR

Y n+1t = � +

Z T

t

f(s; Y ns�; U
n
s ; Z

n
s )ds�

Z T

t

Un+1s dWs �
Z T

t

hZn+1s ; dHsi:

Nous allons prouver que (Y n; Un; Zn) est une suite de Cauchy dans l�espace de Banach ".

Pour rendre les notations plus simples, utilisez :

Ys
n;m

= Y ns � Y ms ; U
n;m

s = Uns � Ums ; Z
n;m

s = Zns � Zms :

et

f
n;m

s = f(s; Y ns�; U
n
s ; Z

n
s )� f(s; Y ms�; Ums ; Zms ):

Maintenant en utilisant la formule d�Itô pour e�t
���Y n+1;m+1t

���2,
e�t
���Y n+1;m+1t

���2 = �2Z T

t

e�tY
n+1;m+1

s� d
�
e�tY

n+1;m+1

s

�
�
Z T

t

d
h
e�tY

n+1;m+1

s�

i
: (2.2)

Par conséquence, on obtient :

d
�
e�tY

n+1;m+1

s

�
= e�td

�
Y
n+1;m+1

s

�
+ �e�t

�
Y
n+1;m+1

s

�
ds:

nous remplacons d
�
e�tY

n+1;m+1

s

�
dans égalité (2:2) nous trouvons :

e�t
���Y n+1;m+1t

���2 = �2Z T

t

e�tY
n+1;m+1

s�

h
e�td

�
Y
n+1;m+1

s

�
+ �e�t

�
Y
n+1;m+1

s

�
ds
i

�
Z T

t

d
h
e�tY

n+1;m+1

s�

i
:

Comme d
�
Y
n+1;m+1

s

�
= f

n;m

s ds+U
n;m

s dWs+


Z
n;m

s ; dHs
�
et d

h
e�tY

n+1;m+1

s�

i
= �d

h
e�tY

n+1;m+1

t�

i
;
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alors :

e�t
���Y n+1;m+1t

���2
= �2

Z T

t

e�sY
n+1;m+1

s�

h
e�s
�
�fn;ms ds+ U

n;m

s dWs +


Z
n;m

s ; dHs
��
+ �e�s

�
Y
n+1;m+1

s

�
ds
i

�
Z T

t

d
h
e�sY

n+1;m+1

s�

i
:

= 2

Z T

t

e�sY
n+1;m+1

s� f
n;m

s ds� 2
Z T

t

e�sY
n+1;m+1

s� U
n;m

s dWs � 2
Z T

t

e�sY
n+1;m+1

s�


Z
n;m

s ; dHs
�

� �
Z T

t

e�s
���Y n+1;m+1s�

���2 ds� Z T

t

e�s
���Un+1;m+1s

���2 ds� Z T

t

e�s



Zn+1;m+1s




2
l2
ds:

ceci équivalent à écrire l�égalité suivante :

e�t
���Y n+1;m+1t

���2 + Z T

t

e�s
���Un+1;m+1s

���2 ds+ Z T

t

e�s



Zn+1;m+1s




2
l2
ds

+ �

Z T

t

e�s
���Y n+1;m+1s�

���2 ds:
= 2

Z T

t

e�sY
n+1;m+1

s� f
n;m

s ds� 2
Z T

t

e�sY
n+1;m+1

s� U
n;m

s dWs � 2
Z T

t

e�sY
n+1;m+1

s�


Z
n;m

s ; dHs
�

� (MT �Mt) :

où fMt : t 2 [0; T ]g est une martingale donnée par

Mt =

1X
i=1

1X
j=1

Z t

0

e�sZ
n+1;m+1;(i)

s Z
n+1;m+1;(j)

s

�
d
�
H(i); H(j)

�
s
� d



H(i); H(j)

s

�
s

�
:

En prenant l�espérance et en utilisant le fait que
D
H(i); H

(j)
s

E
= �i;jt; on obtient :

Ee�t
���Y n+1;m+1t

���2 + EZ T

t

e�s
���Un+1;m+1s

���2 ds
+ E

Z T

t

e�s



Zn+1;m+1s




2
l2
ds+ �E

Z T

t

e�s
���Y n+1;m+1s�

���2 ds:
= 2E

Z T

t

e�sY
n+1;m+1

s� f
n;m

s ds:

car
R T
t
e�sY

n+1;m+1

s� U
n;m

s dWs et
R T
t
e�sY

n+1;m+1

s�


Z
n;m

s ; dHs
�
sont des martingales par rappont
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a la �ltration (Ft)t�0 :

Puisque f est C-Lipschitz, on obtient :

Ee�t
���Y n+1;m+1t

���2 + EZ T

t

e�s
���Un+1;m+1s

���2 ds
+ E

Z T

t

e�s



Zn+1;m+1s




2
l2
ds+ �E

Z T

t

e�s
���Y n+1;m+1s�

���2 ds:
� 2E

Z T

t

e�s
���Y n+1;m+1s�

��� ���Y n;ms� ��+ ��Un;ms ��+ ��Zn;ms ��� ds:
et ensuite :

Ee�t
���Y n+1;m+1t

���2 + EZ T

t

e�s
���Un+1;m+1s

���2 ds+ EZ T

t

e
�s



Zn+1;m+1s




2 ds
+
�
�� C2�2

�
E
Z T

t

e�s
���Y n+1;m+1s�

���2 ds:
� 3

�2
E
Z T

t

e�s
���Y n+1;m+1s�

��� h��Y n;ms� ��2 + ��Un;ms ��2 + ��Zn;ms ��2i ds:
En choisissant � et � tells que : 3

�2
= 1

2
et �� �2C2 = 0 nous obtenons :

Ee�t
���Y n+1;m+1t

���2 + EZ T

t

e�s
���Un+1;m+1s

���2 ds+ EZ T

t

e�s



Zn+1;m+1s




2 ds
� 1

2
E
Z T

t

e�s
���Y n+1;m+1s�

��� h��Y n;ms� ��2 + ��Un;ms ��2 + ��Zn;ms ��2i ds:
Il suit immédiatement pour tous m > n que :

E
Z T

t

e�s
��Y n;ms� ��2 ds+ EZ T

t

e�s
��Un;ms ��2 ds+ EZ T

t

e�s
��Zn;ms ��2 ds � K

2n
:

En utilisant encore la formule d�Itô et l�inégalité de Doob il suit qu�il existe une constante

universelle K telle que :

E sup
0�s�T

Z T

t

e�s
��Y n;ms� ��2 ds+ EZ T

t

e�s
��Un;ms ��2 ds+ EZ T

t

e�s
��Zn;ms ��2 ds � K

2n
:

Par conséquent, (Y n; Un; Zn) est une suite de Cauchy dans l�espace de Banach ". Il est facile

29



Chapitre 02. EDSRs dirigées par une famille des martingales

de montrer que :

(Y; U; Z) = lim
n!1

(Y n; Un; Zn) :

résout notre EDSR.

Unicité : Soit (Y; U; Z) et
�eY ; eU; eZ� deux solutions de l�équation (2:1) on a :

(Yt � eYt) = Z T

t

h
f(s; Ys�; Us; Zs)� f(s; eYs�; eUs; eZs)i ds

�
Z T

t

(Us; eUs)dWs �
1X
i=1

Z T

t

(Z(i)s � eZ(i)s )dH(i)
s :

D�aprés la formule d�Itô, on trouver :

X2
t = X

2
T � 2

Z T

t

Xs�dXs �
Z T

t

d [X]s :

on note Xt = Yt � eYt et XT = � � � = 0

���Yt � eYt���2 = �2Z T

t

(Ys� � eYs�)d(Ys� � eYs�)� Z T

t

d
h
Ys� � eYs�i :

Donc :

���Yt� � eYt����2 + Z T

t

���Us � eUs���2 ds+ Z T

t




Zs � eZs


2
l2
ds:

= 2

Z T

t

(Ys� � eYs�) hf(s; Ys�; Us; Zs)� f(s; eYs�; eUs; eZs)i ds
� 2

Z T

t

(Ys� � eYs�)(Us � eUs)dWs � 2
1X
i=1

Z T

t

(Ys� � eYs�)(Z(i)s � eZ(i)s )dH(i)
s ;

par passage a espérance mathématique, on obtient :

E
����Yt� � eYt����2 + Z T

t

���Us � eUs���2 ds+ Z T

t




Zs � eZs


2 ds�
= 2E

Z T

t

(Ys� � eYt�)� hf(s; Ys�; Us; Zs)� f(s; eYs�; eUs; eZs)i :
car
R T
t
(Ys��eYs�)(Us�eUs)dWs et

P1
j=1

P1
i=1

R T
t
(Ys�eYs�)(Z(j)s � eZ(i)s )�d hH(j)

s �H(i)
s

i
� d

D
H(i); H

(j)
s

E
s

�
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sont des martingales par rappont a la �ltration (Ft)t�0 ;

E
����Yt� � eYt���2 + Z T

t

���Us � eUs���2 ds+ Z T

t




Zs � eZs


2 ds�
� 2E

Z T

t

���Ys� � eYs����� ���f(s; Ys�; Us; Zs)� f(s; eYs�; eUs; eZs)��� ds:
puis que f est C�Lipschitz, on a :

2E
Z T

t

���Ys� � eYs���� ���f(s; Ys�; Us; Zs)� f(s; eYs�; eUs; eZs)��� ds
� 2cE

Z T

t

���Ys� � eYs���� n���Ys� � eYs����+ ���Us � eUs���+ ���Zs � eZs���o ds:
nous avons utilisé l�inégalité 2xy � �2x2 + y2

�2
on trouve :

E
����Yt� � eYt����2 + �1� c

�2

��Z T

t

���Us � eUs���2 ds+ Z T

t




Zs � eZs


2
l2
ds

��
�
�
2c+ 2c�2

�
E
Z T

t

���Ys� � eYs����2 ds:
on pose : c

�2
= 1

4
; on trouver

E
����Yt� � eYt����2 + Z T

t

���Us � eUs���2 ds+ Z T

t




Zs � eZs


2 ds�
� C�E

Z T

t

���Ys� � eYs����2 ds; (2.3)

avec C� = 2c+ 2c�2; donc :

E
����Yt� � eYt����2� � C�EZ T

t

���Ys� � eYt����2 ds:
d�aprés lemme de Gronwall�s on obtient :

E
����Yt� � eYt����2� = 0) Yt� = eYt�P:ps:
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return on inégalité (2:3) on obtient :

E
�Z T

t

���Us � eUs���2 ds+ Z T

t




Zs � eZs


2
l2
ds

�
� 0 =) Ut = eUt et Zt = eZt; P� p:s:

donc l�équation(2:1) admet un solution unique.

Le théorème suivant établit une borne supérieure pour l�écart entre deux solutions de

l�équation (2:1). La démonstration repose sur une application combinée de la formule d�Itô,

de la propriété de Lipschitz de la fonction f , ainsi que sur une généralisation du lemme de

Gronwall.

Théoréme 2.2 Étant donné des données standard (f; �) et
� ef; e��, soit (Y; U; Z) et �eY ; eU; eZ�

les solutions uniques de l�équation (2:1) associé a (f; �) et l�équation (2:1) associé a ( ef; e�) res-
pectivement. Alors on a estimation suivante

E
Z T

0

����eYs� � Ys����2 + ��� eUs � Us���2 + 


 eZs � Zs


2
l2

�
ds

� CE
����e� � ����2 + Z T

0

��� ef(s; Ys�; Us; Zs)� f(s; Ys�; Us; Zs)���2 ds� :
Preuve. Pour prouver le théorème, nous suivons les mêmes étapes que pour la preuve du

(2:1), alors on a la formule d�Itô pour les martingales càdlàg, on obtient

���eYs� � Ys����2
=
���e� � ����2 + 2Z T

t

(eYs� � Ys�) h ef(s; Ys�; Us; Zs)� f(s; Ys�; Us; Zs)i ds
� 2

Z T

t

(eYs� � Ys�)(eUs � Us)dWs � 2
1X
i=1

Z T

t

(eYs� � Ys�)( eZ(i)s � Z(i)s )dH(i)
s

�
Z T

t

��� eUs � Us���2 ds� Z T

t




 eZs � Zs


2
l2
ds;
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par passage à espérence mathématique, on trouver

E
����eYs� � Ys����2 + Z T

t

��� eUs � Us���2 ds+ Z T

t




 eZs � Zs


2
l2
ds

�
� E

����e� � ����2�+ 2E�Z T

t

(eYs� � Ys�) h ef(s; Ys�; Us; Zs)� f(s; Ys�; Us; Zs)i ds� :
nous avons utilisé l�inégalité 2xy � �2{2 + y2

�2
on trouve :

E
����eYs� � Ys����2 + Z T

t

��� eUs � Us���2 ds+ Z T

t




 eZs � Zs


2
2
ds

�
� E

����e� � ����2�+ �2EZ T

t

���eYs� � Ys����2 ds
+
1

�2
E
Z T

t

��� ef(s; Ys�; Us; Zs)� f(s; Ys�; Us; Zs)���2 ds
Finallement, on pose � = 1; nous obtenons

E
����eYs� � Ys����2 + Z T

t

���eYs� � Ys����2 ds+ Z T

t

��� eUs � Us���2 ds+ Z T

t




 eZs � Zs


2
2
ds

�
� E

����e� � ����2�+ EZ T

t

��� ef(s; Ys�; Us; Zs)� f(s; Ys�; Us; Zs)���2 ds:

2.3 Théoréme de comparaison

Dans cette section, nous établissons un théorème de comparaison pour les équations

di¤érentielles stochastiques rétrogrades dirigées par un processus de Lévy. Ce résultat fonda-

mental joue un rôle central dans l�interprétation probabiliste des solutions d�équations aux

dérivées partielles non linéaires, notamment dans le cadre des systèmes de type Hamilton-

Jacobi-Bellman.

Théoréme 2.3 Étant donné un ensemble de données standard (f1; �1) et (f2; �2) , supposons

que les conditions suivantes sont véri�ées : �1 � �2 et f1 (t; y; u; z) � f2 (t; y; u; z) pour chaque

(y; u; z) 2 R� R� l2; dP� dt� a:s:Alors Y f1t � Y f2t ; t 2 [0; T ] :
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Preuve. Soit

Y s = Y
f2
s � Y f1s ; U s = U

f2
s � U f1s ; Zs = Z

f2
s � Zf1s ; � = �2 � �1

f s = f2

�
s; Y f2s�; U

f2
s ; Z

f2
s

�
� f1

�
s; Y f2s�; U

f2
s ; Z

f2
s

�
:

Premiérement, nous dé�nissons trois processus stochastiques comme suit

�s =

8><>: Y
�1
s�

�
f1

�
s; Y f2s�; U

f2
s ; Z

f2
s

�
� f1

�
s; Y f1s�; U

f2
s ; Z

f2
s

��
si Y s� 6= 0;

0 si Y s� = 0:

�s =

8><>: U
�1
s

�
f1

�
s; Y f1s�; U

f2
s ; Z

f2
s

�
� f1

�
s; Y f1s�; U

f1
s ; Z

f2
s

��
si U s 6= 0;

0 si U s = 0:

Pour tout i 2 N�; eZ(i) un processus stochastique à valeurs dans l2 tel que i ses premières
composantes sont égales à celles de Zf2 et son N�n f1; 2; :::; ig dernières composantes sont

égales à celles de Zf1 : Avec cette notation, nous dé�nissons pour i 2 N�

�(i)s =

8><>:
�
Z
(i)

s

��1 �
f1

�
s; Y f1s�; U

f1
s ;
eZ(i)s �� f1 �s; Y f1s�; U f1s ; eZ(i�1)s

��
si Z

(i)

s 6= 0;

0 si Z
(i)

s = 0;

il est clair que 

�s; Zs

�
= f1

�
s; Y f1s�; U

f1
s ; Z

f2
s

�
� f1

�
s; Y f1s�; U

f1
s ; Z

f1
s

�
:

Les processus f�t 2 [0; T ]g ; f�t 2 [0; T ]g et f�t 2 [0; T ]g sont mesurables, bornés et progres-

sivement adaptés. Maintenant pour 0 � s � t � T; nous dé�nitions

MH;W
t =

Z t

0

�sdWs +

Z t

0

h�s; dHsi ;

�s;t = exp

�Z t

s

�
�sdr � d

�
MH;W

�c
r
+ dMH;W

r

�� Y
s�r�t

�
1 + �MH;W

r

�
exp

�
��MH;W

r

�
:
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En utilisant la formule d�Itô, on peut voir que f�s;r : r 2 [s; T ]g satisfait l�équation linéaire

stochastique suivante :

�s;t = 1 +

Z t

s

�s;r�dM
H;W
r +

Z t

s

�s;r�sdr; (2.4)

On a

Y f2s � Y f1s = �2 � �1 +
Z T

t

�
f2

�
s; Y f2s�; U

f2
s ; Z

f2
s

�
� f1

�
s; Y f1s�; U

f1
s ; Z

f1
s

��
ds

�
Z T

t

�
U f2s � U f1s

�
dWs �

1X
i=1

Z T

t

�
Zf2(i)s � Zf1(i)s

�
dH(i)

s :

on ajoute et on soustrait f1s; Y
f1
s�; U

f2
s ; Z

f2
s ; on trouver

Y t = � +

Z T

t

f s +

Z T

t

h
f1

�
s; Y f2s�; U

f2
s ; Z

f2
s

�
� f1

�
s; Y f1s�; U

f1
s ; Z

f1
s

�i
ds

�
Z T

t

U sdWs �
1X
i=1

Z T

t

ZsdHs

= � +

Z T

t

f s +

Z T

t

�
�sY s� + �sU s + �sZs

�
ds�

Z T

t

U sdWs �
1X
i=1

Z T

t

ZsdHs:

on applique la formule d�Itô pour �s;tY t et équation (??) ; on obtient :

�s;tY t = �s;sY s +

Z T

r

�s;rdY r +

Z T

r

d�s;rY r +

Z T

r

d
�
�s;r; Y r

�
:

Y s = �s;tY t �
Z T

r

�s;rdY r �
Z T

r

d�s;rY r �
Z T

r

d
�
�s;r; Y r

�
:
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on remplace dY r et d�s;r dans la dernier égalité on trouver :

Y s = �s;tY t �
Z T

r

�s;r
�
�rY r� + �rU r + �rZr

�
dr +

Z T

t

f s�s;r �
Z T

t

U s�s;rdWs

�
1X
i=1

Z T

t

Zs�s;rdHs �
Z T

r

Y r
�
�ds;rM

H;W
r + �s;r�sdr

�
�
Z T

r

d
�
�s;r; Y r

�
:

= �s;tY t �
Z T

r

�s;r
�
�rY r� + �rU r + �rZr

�
dr +

Z T

t

f s�s;rdr �
Z T

t

U s�s;rdWs

�
1X
i=1

Z T

t

Zs�s;rdHs �
Z T

t

Y r (�s;r (�sdWs + �sdHs) + �s;r�rdr)�
Z T

t

d
�
�s;r; Y r

�
:

Alors, on obtient

Y s = �s;tY t �
Z T

t

�s;r
�
U s + �sY r

�
dWs �

Z T

t

�s;r
�
Zs + �sY r

�
dHr +

Z T

t

f s�s;rdr

+

Z T

t

�s;r
�
�rU r + �rZr

�
dr �

Z T

t

d
�
�s;r; Y r

�
:

= �s;tY t +

Z T

t

f s�s;rdr +

Z T

t

�s;r
�
�rU r + �rZr

�
dr

�
Z T

t

�s;r
�
U s + �sY r

�
dWs �

Z T

t

�s;r
�
Zs + �sY r

�
dHr

�
1X
i=1

Z T

t

Zs
(i)
�s;r��r

�
d
�
H(i)

�
r
� d



H(i)

�
r

�
:

Puisque les trois derniers termes du côté droit de l�équation ci-dessus sont des martingales,

nous en déduisons que :

Y s = E
�
�s;tY t +

Z T

t

f s�s;r�dr

����Fs� � 0:
Ainsi, le résultat suit, pour t = T , par la positivité de � et f .
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Chapitre 3

Etude d�EDSR dirigée par processus

de Lévy sous hypothèses de Lipschitz

local

Ce chapitre a pour objectif principal d�établir un théorème d�existence et d�unicité des

solutions pour les équations Di¤érentielles Stochastiques Rétrogrades (EDSR) dont le géné-

rateur véri�e une condition de Lipschitz locale. Plus précisément, nous travaillerons sous les

hypothèses suivantes :

H.1) f est continue en (y; u; z) pour presque tout (t; !).

H.2) Il existe C > 0 et 0 � � � 1 tels que

jf (t; !; u; y; z)j � C (1 + jyj� + juj� + jzj�) :

H.3) Pour tout N 2 N, il existe une constante LN telle que

jf (t; !; u; y; z)� f (t; !; u0; y0; z0)j � LN (jy � y0j+ ju� u0j+ kz � z0k) ; P� p; s::
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Chapitre 3. Etude d�EDSR dirigée par processus de Lévy sous hypothèses de Lipschitz local

pour tous y; y
0
; u; u

0
; z; z

0
tells que

jyj � N;
���y0��� � N; juj � N; ���u0��� � N; kzk � N; 


z0


 � N:

Remarque 3.1 Lorsque les hypothèses H.1) et H.2) sont véri�ées, nous pouvons dé�nir

une famille de semi-normes ('n (f))n par

('n (f))n =

 
E
Z T

0

sup
jyj;juj;kzk�n

jf (s; u; y; z)j2 ds
! 1

2

:

Remarque 3.2 Nous désignons par localement Lipschitz l�ensemble des processus f satis-

faisant H.1)�H.2) et qui sont localement Lipschitz, c�est-à-dire satisfaisant également H.3)

par rapport à (y; u; z).

��Localement Lipschitz désigne le sous-ensemble des processus qui sont localement Lipschitz

et qui véri�ent H.2).

3.1 Existence, unicité et la stabilité des solutions d�ED-

SRs sous des hypothèses localement Lipschitziennes

Dans cette section, nous présentons les principaux résultats de ce chapitre, à savoir

l�existence et l�unicité des solutions d�EDSR sous des hypothèses localement Lipschitziennes.

Ces résultats s�articulent autour de trois théorèmes clés :

� Un théorème d�existence et d�unicité pour les EDSR à coe¢ cients localement Lipschitziens.

� Une estimation a priori des solutions.

� Une propriété de stabilité sous perturbations des paramètres.

Théoréme 3.1 (Existence et unicité) Soit � une variable aléatoire carré intégrable et sous

les hypothéses H:1), H:2) et H:3), l�équation (2:1) admet une solution unique si LN �

L+
p
log (N) avec L est une constante positive.
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Chapitre 3. Etude d�EDSR dirigée par processus de Lévy sous hypothèses de Lipschitz local

Nous donnons maintenant un résultat de stabilité de la solution par rapport aux données

(f; �). Grossièrement, si f n converge vers f dans la métrique dé�nie par la famille de semi-

normes('n) et si �n converge vers � dans L2 (
), alors (Y n; Un; Zn) converge vers (Y; U; Z)

en espace ".

Soit (fn) une suite des fonctions qui sont Ft�progressivement mesurables pour chaque n..Soit

(�n)n�1 une suite des variables aléatoires qui sont FT�mesurables pour chaque n et telle que

E j�nj2 < 1. Nous supposerons que pour chaque n, l�équation (2:1) associée aux données

(fn; �n) a une solution (pas nécessairement unique). Toute solution de l�équation (2:1) associée

aux données (fn; �n) sera notée
�
Y fn ; Zfn

�
.

Nous supposons aussi les hypothèses suivantes :

H.4) Pour tout N;'N (fn; f)! 0; lorsque n!1:

H.5) E j�n � �j2 ! 0 lorsque n!1:

H.6) Il existe un constate C > 0 tells que :

sup
n
jfn (t; !; y; u; z)j � C (1 + jyj� + juj� + jzj�) ;P�p:s::

Théoréme 3.2 (Stabilité)Supposons que f et �soient véri�er les hypothéses de (3:1) et

que la suite (fn; �n) véri�e les hypothèses H:4); H:5)et H:6): Alors, on a la convergence

suivante :

lim
n!+1

�
E sup
0�t�T

���Y fnt � Yt
���2 + EZ T

0

��U fns � Us
��2 ds+ EZ T

0



Zfns � Zs


2
l2
ds

�
= 0:

Pour démontrer les deux theoremes (3:1) et(3:2), nous introduisons les deux lemmes suivants :

Lemme 3.1 Soient �1; �2 deux variables aléatoires de carré intégrable de dimension d et

FT�mesurables. Considérons deux fonctions f1 et f2 satisfaisant les conditions H:1) et

H:2): Soit
�
Y f1 ; U f1 ; Zf1

�
et
�
Y f2 ; U f2 ; Zf2

�
les solutions respectives des équations di¤é-

rentielles stochastiques rétrogrades associées à (f1; �1) et (f2; �2).

Dans ce cadre, pour toute fonction f localement lipschitz et tout entier N > 1, les inégalités
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suivantes sont véri�ées :

E
Z T

0

��U f1s � U f2s ��2 ds+EZ T

0



Zf1s � Zf2s 

2 ds � K
(
E
���1 � �2��2 + �EZ T

0

��Y f1s � Y f2s
��2 ds� 12) :

et

E
���Y f1s � Y f2s

��2� � K1

�
E
����1 � �2��2�+ '2N (f1 � f) + '2N (f2 � f) + K

(2LN + 2L2N)N
2(1��)

�
� exp

��
2LN + 2L

2
N

�
(T � s)

�
;

où K est une constante qui dépend de C; E j�1j2, E j�2j2 ;et K1 est une constante universelle.

Preuve.Nous allons prouver la premiére inégalité, en utilisant la formule d�Itô pour
���Y f1t � Y f2t

���2 ;
on obtient :

���Y f1t � Y f2t
���2 = ��1 � �2�2 + 2Z T

t

�
f1

�
s; Y f1s�; U

f1
s ; Z

f1
s

�
� f2

�
s; Y f2s�; U

f2
s ; Z

f2
s

��
�
�
Y f1t � Y f2t

�
ds� 2

Z T

t

�
U f1s � U f2s

� �
Y f1t � Y f2t

�
dWs

� 2
1X
i=1

Z T

t

�
Y f1t � Y f2t

��
Zf1(i)s � Zf2(i)s

�
dH(i)

s

�
1X
i=1

1X
j=1

Z t

0

�
Zf1(i)s � Zf2(i)s

��
Zf1(j)s � Zf2(j)s

� �
d
�
H(i); H(j)

�
s
�


H(i); H(j)

s

�
s

�
�
Z T

t

��U f1s � U f2s ��2 ds� 1X
i=1

Z T

t




Zf1(i)s � Zf2(i)s




2
l2
ds:

par passage à éspérance mathématique on obtient :

E
Z T

t

��U f1s � U f2s ��2 ds� 1X
i=1

Z T

t

E



Zf1(i)s � Zf2(i)s




2
l2
ds

�


�1 � �2

2L2(FT ) + Z T

t

�
E
���f1 �s; Y f1s�; U f1s ; Zf1s �� f2 �s; Y f2s�; U f2s ; Zf2s ����2� 12 � �EZ T

t

���Y f1s� � Y f2s ���2 ds� :
car

1X
i=1

P1
j=1

R t
0

�
Z
f1(i)
s � Zf2(i)s

��
Z
f1(j)
s � Zf2(j)s

��
d
�
H(i); H(j)

�
s
�
D
H(i); H

(j)
s

E
s

�
,P1

i=1

R T
t

�
Y f1t � Y f2t

��
Z
f1(i)
s � Zf2(i)s

�
dH

(i)
s et

R T
t

�
U f1s � U f2s

� �
Y f1t � Y f2t

�
dWs sont des mar-
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tingales.

D�aprés l�inégalité de Cauchy-Schwartz, on trouver estimation suivante

E
Z T

t

��U f1s � U f2s ��2 ds� 1X
i=1

Z T

t

E



Zf1(i)s � Zf2(i)s




2
l2
ds

�


�1 � �2

2L2(FT ) +K

�


Y f1s� � Y f2s 


2S2
� 1

2

;

cette dernier inégalité permet nous d�écrire

E
Z T

t

��U f1s � U f2s ��2 ds� 1X
i=1

Z T

t

E



Zf1(i)s � Zf2(i)s




2
l2
ds

� K(�1;�2)

(

�1 � �2

2L2(FT ) +
�


Y f1s� � Y f2s 


2S2

� 1
2

)

Nous prouvons ensuite le deuxième inégalité. Soit h�; �i le produit scalaire dans Rd: On pose :

8><>: Y s = Y
f1
s� � Y f2s ; U s = U

f1
s � U f2s , Zs = Z

f1
s � Zf2s

et f s = f1
�
s; Y f1s�; U

f1
s ; Z

f1
s

�
� f2

�
s; Y f2s�; U

f2
s ; Z

f2
s

�
:

D�aprés la formule d�Itô, on trouve

��Y s��2 + Z T

t

��U s��2 ds+ Z T

t



Zs

2l2 ds
=
�
�1 � �2

�2
+ 2

Z T

t

f sY s�ds� 2
Z T

t

U sY s�dWs

� 2
1X
i=1

Z T

t

Y s�ZsdH
(i)
s �

1X
i=1

1X
j=1

Z T

t

Z
(i)

s Z
(j)

s

�
d
�
H(i); H(j)

�
s
�


H(i); H(j)

s

�
s

�
:

En exploitant le caractère martingale des trois intégrales stochastiques de côté à droite du

l�égalité, et par propriété fondamentale des martingales (dont l�espérance est nulle), nous

obtenons

E
��Y s��2 + EZ T

t

��U s��2 ds+ EZ T

t



Zs

2l2 ds = E ���1 � �2��2+2EZ T

t



f s; Y s�

�
ds:
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Soient � et 
 des nombres strictement positifs. Pour N > 1 donné, notons LN le constant

Lipschitz de la fonction f dans la boule B (0; N) ; Soit

AN =

�
(s; !) :

���Y f1s����2 + ��U f2s ��2 + 

Zf1s 

2 + ��U f1s ��2 + ���Y f2s����2 + 

Zf2s 

2 � N2

�
:

et AN;c = 
nAN et dénote par IA la fonction indicatrice de l�ensemble A. Nous avons

E
��Y s��2 + EZ T

t

��U s��2 ds+ EZ T

t



Zs

2 ds = E ���1 � �2��2+2EZ T

t



f s; Y s�

�
(IAN + IAN;c) ds

= E
���1 � �2��2 + I1 + I2 + I3 + I4;

avec

I1 = 2E
Z T

t



f s; Y s�

�
IANds;

I2 = 2E
Z T

t

D
Y s�; f1

�
s; Y f1s�; U

f1
s ; Z

f1
s

�
� f

�
s; Y f1s�; U

f1
s ; Z

f1
s

�E
IAN;cds;

I3 = 2E
Z T

t

D
Y s�; f1

�
s; Y f1s�; U

f1
s ; Z

f1
s

�
� f

�
s; Y f2s�; U

f2
s ; Z

f2
s

�E
IAN;cds;

I4 = 2E
Z T

t

D
Y s�; f

�
s; Y f2s�; U

f2
s ; Z

f2
s

�
� f2

�
s; Y f2s�; U

f2
s ; Z

f2
s

�E
IAN;cds;

Il n�est pas di¢ cile de véri�er que

8>>>><>>>>:
I2 � 2E

R T
t

��Y s���2 IAN;cds+ '2N (f1 � f) ;
et

I4 � 2E
R T
t

��Y s���2 IAN;cds+ '2N (f � f2) :
Puisque f est LN�Lipschitz dans la boule B(0; N), on obtient par inégalité 2abLN � 
2

2
a2+

2
b2L2N

2

l�estimation suivante

I3 �
�
2LN + 


2
�
E
Z T

t

��Y s���2 IAN;cds+ 2L2N
2 E
Z T

t

��U s��2 ds+ 2L2N

2
E
Z T

t



Zs

2 ds:
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Pour estimer I1, nous utilisons l�inégalité de Hölder 2ab � �2a2 + b2

�2
et le fait que

IAN �

���Y f1s����2 + ���U f1s ���2 + 


Zf1s 


2 + ���Y f2s����2 + ���U f2s ���2 + 


Zf2s 


2
N2

: (3.1)

nous obtenons

I1 � �2E
Z T

t

��Y s���2 IAN;ds+ 1

�2
E
Z T

t

��f s��2 IAN;ds:
alors par hypothèse H.2), l�inégalité (a� b)2 � 2a2 + 2b2 et l�inégalité (a+ b+ s+ d)2 �

4 (a2 + b2 + c2 + d2), on obtient

I1 � �2E
Z T

t

��Y s���2 IAN;ds+ 8K2

�2
E
Z T

t

�
1 +

���Y f2s����2� + ��U f2s ��2� + 

Zf2s 

2�� IAN;ds
+
8K2

�2
E
Z T

t

�
1 +

���Y f1s����2� + ��U f1s ��2� + 

Zf1s 

2�� IAN;ds:
D�aprés l�inégalité de holder et (3:1) ; on trouve

I1 � �2E
Z T

t

��Y s���2 IAN;ds+ K

�2N2(1��) :

Si nous choisissons �2 = 2L2N + 2LN , 

2 = 2L2N et nous utilisons les estimations ci-dessus,

nous obtenons

E
��Y s��2 + EZ T

t

��U s��2 ds+ EZ T

t



Zs

2 ds
� E

���1 � �2��2 + �2L2N + 2LN + 2�EZ T

t

��Y s���2 IAN;cds
+
�
2L2N + 2LN

�
E
Z T

t

��Y s���2 IANds+ '2N (f1 � f) + '2N (f � f2)
+

K

�2N2(1��) :
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En utilisant le lemme de Grönwall, nous obtenons

E
��Y s��2 � �E ���1 � �2��2 + K

�2N2(1��)

�
exp

��
2L2N + 2LN

�
(T � t) + 2

�
+
�
'2N (f1 � f) + '2N (f � f2)

�
exp

��
2L2N + 2LN

�
(T � t) + 2

�
:

La preuve de lemme (3:1) est terminer.

Lemme 3.2 Soit f une fonction qui satisfaitH:1), H:2) etH:3). Alors, il existe une suite

des fonctions fn telle que,

(i)� a) Pour chaque n; fn est Lipschitzienne et satisfait H:2):

(i)�b) supn jfn (t; !; u; y; z)j � jf (t; !; u; y; z)j � C (1 + jyj
� + juj� + jzj�) ; P�p; s:; p:p:t 2

[0;T ]:

(ii) Pour tout N; 'N (fn � f)! 0 lorsque n!1:

Preuve. Soit �n une suite de fonctions lisses avec support dans la boule B(0; n+ 1) et telle

que �n = 1 dans la boule B(0; n). Il n�est pas di¢ cile de voir que la suite fn de fonctions

tronquées, dé�nie par fn = f�n, satisfait toutes les propriétés citées dans lemme (3:2).

Lemme 3.3 Soient f et � satisfait les méme hypothése de Théoreme (3:1). Soit (fn) la

séquence de fonctions associée à f par le lemme (3:2) et note par
�
Y fn ; U fn ; Zfn

�
la solution

de l�équation associe à (fn; �) ; alors

(i) a) supn E
���Y fnt ���2 � �E j�j2 +K� exp (K) = K1:

b) supn E
�R T

0

��U fns ��2 ds+ R T0 

Zfns 

2 ds� � �E j�j2 +K� (2 +K exp (K)) = K2:

(ii) Il existe un processus (Y; U; Z) 2 " tel que

lim
n!1



�Y fn ; U fn ; Zfn�� (Y; U; Z)


"
= 0:

Preuve. Premièrement, nous prouvons la partie (i), par la formule d�Ito appliqué à
���Y fnt ���2

et par passage a espérance mathématique, on trouver

E
���Y fnt ���2 � E�j�j2 + Z T

t

��fn �s; Y fns ; U fns ; Zfns ���2 ds+ Z T

t

��Y fns ��2 ds� :
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Par la condition H:2) pour fn, nous obtenons

E
����Z T

t

fn
�
s; Y fns ; U

fn
s ; Z

fn
s

�
ds

����2 � KE�1 + ���Y fns� ���2 + ��U fns ��2 + 

Zfns 

2� ds;
donc

E
���Y fnt ���2 � KE(j�j2 + �1 + ���Y fns� ���2 + ��U fns ��2 + 

Zfns 

2� ds+ Z T

t

��Y fns ��2 ds):
en utilisant inégalité Gronwall�s stochastique, on trouve :

E
���Y fnt ���2 � �E j�j2 +K� exp (K) :

ceci implique que

sup
n
E
���Y fnt ���2 � K1:

La premiére partie (i)� a) est prouvé.

maintenant nous prouvons la deuxiéme partie (i) � b), reprenant l�égalité d�Itô et prenant

l�espérance, en utilisant (i)� a) et en résolvant, on obtient la deuxiéme partie (i)� b).

Pour prouvons (ii), supposons que LN �
q

(1��)
2(T�t) log (N). En appliquant le lemme (3:1) à�

Y f1 ; U f1 ; Zf1 ; f1; �
1
�
=
�
Y fn ; U fn ; Zfn ; fn; �

�
,
�
Y f2 ; U f2 ; Zf2 ; f2; �

2
�
=
�
Y fm ; U fm ; Zfm ; fm; �

�
et en passant ensuite aux limites successivement sur n; m; N , on obtient le.lemme (3:3).

Supposons maintenant que LN �
p
log (N). Soit � un nombre strictement positif tel que

� < (1��)
2
. Soit [ti; ti+1] une subdivision de [0; T ] telle que jti+1 � tij � �. En appliquant le

lemme (3:1) à tous les sous-intervalles [ti; ti+1], on obtient le lemme (3:3) :

Preuve. (Theoréme (3:1) et Théoreme (3:2)) : L�unicité découle du lemme (3:1) en

laissant f1 = f2 = f et �1 = �2 = �. Il rest à prouver l�existence de solutions. Par lemme

(3:3), il existe (Y; U; Z) 2 " tels que lim


�Y fn ; U fn ; Zfn�� (Y; U; Z)



"
= 0 lorsque n ! 1:

45



Chapitre 3. Etude d�EDSR dirigée par processus de Lévy sous hypothèses de Lipschitz local

On a alors avec théoreme de convergence dominée le résultat suivante :

lim
n!1

E
�
sup
0�s�T

��Y fns � Ys
��2� = lim

n!1
E
Z T

0

��U fns � Us
��2 ds = lim

n!1
E
Z T

0



Zfns � Zs


2
l2
ds = 0:

Il reste à prouver que
R T
t
fn

�
s; Y fns� ; U

fn
s ; Z

fn
s

�
ds converge vers

R T
t
f (s; Y; Us; Zs) ds en pro-

babilité. Soit N > 1 et dénote par LN la constane de Lipschitz de f dans la boule B (0; N) :

Nous mettons AN =
n
(s; !) :

���Y fns� ���+ ��U fns ��+ 

Zfns 

+ jUsj+ jYs�j+ kZsk � No et AN;cn =


nANn . Puisque f est LN�localement Lipschitz, nous utilisons l�inégalité triangulaire et l�in-

égalité de jensen pour obtinir

E
����Z T

t

f
n

sds

���� = E ����Z T

t

�
fn

�
s; Y fns� ; U

fn
s ; Z

fn
s

�
� f (s; Ys�; Us; Zs)

�
ds

����
� E

Z T

t

���fn �s; Y fns� ; U fns ; Zfns �� f �s; Y fns� ; U fns ; Zfns ���� ds
+ E

Z T

0

���f �s; Y fns� ; U fns ; Zfns �� f (s; Ys�; Us; Zs)��� ds:
� E

Z T

0

sup
jyj;juj;kzk�N

jfn (s; y; u; z)� f (s; y; u; z)j ds

+ 2K sup
n
E
Z T

0

�
1 +

���Y fns� ���� + ��U fns ��� + 

Zfns 

� 1AN;cn
ds
�

+ LN

�
E
Z T

0

���Y fns���� ds+ EZ T

0

���U fns���� ds+ EZ T

0




Zfns�


 ds�
+K sup

n
E
Z T

0

�
2 +

���Y fns� ���� + ��U fns ��� + 

Zfns 

� + jYs�j� + jUsj� + kZsk��1AN;cn
ds:

Puisque jxj� � 1 + jxj pour chaque � 2 [0; 1], nous utilisons successivement le lemme (3:3)

(i)� (b), l�inégalité de Schwarz, l�inégalité de Tchebychev, le lemme (3:3) (i) et le lemme de

Fatou pour obtenir

E
����Z T

t

f
n

sds

���� � I1(n) + LNI2(n) + 24KN (1 + 2 (K1 +K2)) ;
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où K1; K2 désignent les deux constantes dé�nies dans le lemme (3:3) (ii), où

I1(n) = E
Z T

0

sup
jyj;juj;kzk�N

jfn (s; y; u; z)� f (s; y; u; z)j ds:

I2(n) = E
Z T

0

���Y fns���� ds+ EZ T

0

���U fns ��� ds+ EZ T

0




Zfns�


 ds:
le lemme (3:3) (ii) montre que limn!1 I1(n) = 0: Nous allons prouver que limn!1 I2(n) = 0:

D�aprés le lemme (3:3) ; nous avons

lim
n!1

E
Z T

0

���Uns ��+ 

Zns

� ds = 0:
Nous utilisons le lemme (3:3), le lemme de Fatou et le théorème de convergence domi-

née pour montrer que limn!1 E
R T
0

���Y fns���� ds = 0 ce qui montre que l�équation (2:1) a au

moins une solution. Le théoérme (3:1) est prouvé. Finallemenr nous obtenons le théoréme

(3:2) par une application direct du lemme (3:1) à
�
Y f1 ; U f1 ; Zf1 ; f1; �

1
�
= (Y; U; Z; f; �) ;�

Y f2 ; U f2 ; Zf2 ; f2; �
2
�
=
�
Y fn ; U fn ; Zfn ; fn; �

n
�
et en passant à la limites en n et N , nous

obtenons le resultat demandé.
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Conclusion

Dans ce travail, nous étudions les équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades à

coe¢ cient localement lipschitzien et donnée terminale � de carré intégrable. Notre analyse

porte sur trois aspects fondamentaux :

1. Existence et unicité : Nous démontrons que lorsque le coe¢ cient f est localement lip-

schitzien en (y; u; z) avec une constante de Lipschitz LN dans la boule B(0; N) véri�ant

LN � L +
p
log (N), l�équation (2:1) admet une solution unique, et aussi comme une

étape intermédiaire nous étudions l�existence, l�unicité et la comparaison des solutions

de ces équations sous la condition de Lipschitz.

2. Stabilité des solutions : La stabilité des solutions par rapport les donnée (f; �) est

établie sous ces mêmes conditions.

Pour cela en utilisant des outils d�analyse stochastique tels que la formule d�Itô et l�isometrie

pour les intégrales stochastiques.
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Annex : Quelques outils

mathématiques

Théoréme 3.3 (L�inégalité de Hölder) L�inégalité de Hölder dit que si p; q > 1 tels que

1
p
+ 1

q
= 1 alors,

kfgkL1 � kfkLp + kgkLp :

Théoréme 3.4 (l�inégalité de Cauchy-Schwartz) Soient f et g 2 L2 ([0; T ] ;R) ; alors

Z 1

0

jfgj d� �
�Z 1

0

jf j2 d�
� 1

2
�Z 1

0

jgj2 d�
� 1

2

:

Lemme 3.4 (L�inégalité de Yöung) Soient a; b deux nombres réels et p; q > 1 véri�ant

1
p
+ 1

q
= 1: Alors on a

ab � ap

p
+
bq

q
:

Lemme 3.5 (Lemme de Gronwall�s) g une fonction positive mesurable bornée sur [0; T ].

On suppose qu�il existe des constantes a > 0; b > 0 telles que pour tout t 2 [0; T ] ; on a :

g (t) � a+ b
Z t

0

g (s) ds:

Alors, 8t 2 [0; T ] ; g (t) � a exp (bt) :

Lemme 3.6 (Lemme de Fatou) Soit (Xt)t�1 une suite des variable aléatoire réeles, alors

Z
lim
n!1

infXtdY � lim
n!1

inf

Z
XtdY:
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Théoréme 3.5 (Inégalité de Jensen�s) Soit I � R un intervalle et f : I ! R une

fonction convexe. Pour tout n � 2 pour tous x1; ::::; xn 2 I, pour tous �1; ::::; �n 2 [0; 1] avecPn
i=1 �i = 1; on a

f

 
nX
i=1

�ixi

!
�

nX
i=1

�if (xi) :

Théoréme 3.6 (Théoréme de convergence dominée) Soit (fn)n2N une suite de fonc-

tions mesurables sur un espace mesuré (E;A; �) , à valeurs réelles ou complexes. On suppose

que la suite (fn)n2N converge simplement vers f et il existe une fonction intégrable g telle

que : 8n 2 N,8x 2 E; jfn(x)j � g(x). Alors f est intégrable et

lim
n!1

Z
jfn � f j d� = 0:

Théoréme 3.7 (Inégalité de Chebychev) Soit X une variable aléatoire réelle intégrable

et ' : R+ ! R+ une fonction croissante positive. Alors pour tout a > 0

P (jX � E (X)j � a) � VAR (X)
a2

:
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 الملخص

معادلات تفاضلية عشوائية تراجعية حيث يكون المعامل يحقق شرط ليبشيتز في هذه المذكرة قمنا بدراسة 

في  بثابت ليبشيتز 𝐿𝑁 محليًا  في كل ٍّ من متغيرات الحالة، والشرط النهائي قابلًً للتكامل التربيعي. إذا مثٍّلنا 

 والذي يحقق  𝑁ي نصف قطرها التالكرة 

  𝐿𝑁 ≤ 𝐿 + √𝑙𝑜𝑔(𝑁) وحيداً. بالإضافة إلى ذلك، نضمن  المعادلة التي نهدف لدراستها فإن ً تملك حلًٍّ

 .استقرار الحل في ظل نفس هذه الشروط

ً محلي ليبشيزمعامل  ،تراجعيةالالمعادلات التفاضلية العشوائية  الكلمات المفتاحية:  لوجود والتفردا ،ا

 ، الاستقرار، نظرية المقارنة.للحلول

 

Abstract 

In this work we study backward stochastic differential equations where the 

coefficient is locally Lipschitz in both variables y, u and z, and the terminal condition 

is square integrable. Denoting 𝐿𝑁  as the Lipschitz constant of the coefficient on the 

ball 𝐵(0, 𝑁) satisfy 𝐿𝑁 ≤ 𝐿 + √𝑙𝑜𝑔(𝑁)  then our objectif BSDE admits a unique 

solution. Additionally, we establish the stability of the solution under these same 

conditions. 

Keywords: BSDE; Locally Lipschitz; Existence and uniqueness solutions; Stability; 

Comparison theorem. 

 

 

Résumé  

Dans ce travail nous étudions les équations différentielles stochastiques 

rétrogrades où le coefficient est localement lipschitzien pour les deux variables y, u et 

z, et la condition terminale est de carré intégrable. En notant 𝐿𝑁 comme la constante de 

Lipschitz du coefficient sur la boule 𝐵(0, 𝑁) si 𝐿𝑁 ≤ 𝐿 + √𝑙𝑜𝑔(𝑁)  satisfait alors 

notre équation différentielle stochastique rétrograde objective admet une solution 

unique. De plus, nous établissons la stabilité de la solution dans ces mêmes conditions. 

Mots-clés : EDSR; Localement Lipschitz; Existence et unicité; Stabilité; Théorème de 

comparaison. 
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