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Abréviations et notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de cette mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

B[X]

E [X|B]
EDSR
P
P—p.s
P—p.p
Q

(Q, A, P)
MB

11 20
Rd

Ip

82

732
l2

S2(12) et P (12)

Espérance a X.

Espérance conditionnelle de X sachant B.

Equation différentielle stochastique rétrograde.

Probabilité.

Probabilité presque stirment.

Probabilité presque partout.

Espace fondamental d’une expérience aléatoire.

Espace de probabilité.

Mouvement Brownien.

La norme L, de la fonction f.

Espace réel euclidien de dimension d.

fonction indicatrice de I’ensemble B.
Espace des processus ¢ = {¢; : t € [0,T]}, F; — progressivement mesurables
a valeur réelle tellesque : [|¢* = EfOT |o? dt < .

Sous-espace de S? formé par les processus prévisibles.

Espace des séquences (s,),,~, & valeurs réelles tellesque S o0, #rest finie.
Les espaces correspondants de processus évalués en (2

12
numée de la norme : ||gb||l22 =3%,E foT )gbgl) dt.
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Introduction

Ce mémoire est consacré a I’étude des équations différentielles stochastiques rétrogrades
(EDSR, ou BSDEs en anglais), une classe d’équations différentielles stochastiques dont la
valeur est déterminée par une condition terminale. Introduites par Pardoux et Peng dans leur
article fondateur [10], les EDSR ont suscité un intérét croissant en théorie des probabilités et
en mathématiques appliquées, notamment en raison de leurs liens profonds avec le controle
stochastique optimal, les jeux stochastiques et la finance mathématique (El Karoui et al.
[4]) et aussi des nombreuses applications en partial differantial equation voir [9, 14]. Elles
constituent également un outil puissant pour I'étude des équations aux dérivées partielles,
offrant des représentations probabilistes de leurs solutions (Pardoux et Peng [I1]).

Une EDSR non linéaire est définie de la maniére suivante : soit £ une variable aléa-
toire Fr—mesurable et de carré intégrable, et soit f(¢,Y,Z) une fonction progressivement

mesurable. Alors, 'EDSR associée s’écrit :

dY, = —f (t,Y;, Z,) dt + Z,dW,

YT:£>

ot W est un mouvement brownien défini sur un espace probabilisé (2, F, P) . Sous I'hypothese
que le coefficient f est uniformément lipschitzien, cette équation admet une solution unique,
comme le démontre le théoréme de représentation des martingales d’Ito.

L’étude des EDSR a été étendue a des cadres plus généraux, notamment celui des pro-
cessus de Lévy. Dans [§], Nualart et Schoutens ont établi un théoréme de représentation des

martingales pour ces processus, ouvrant la voie a ’analyse des EDSR dirigées par des proces-
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sus de Lévy ([9]). Sous des conditions de Lipschitz sur le coefficient, ils ont prouvé I'existence
et 'unicité des solutions.

Dans ce travail, nous étudions des EDSR dirigées a la fois par un mouvement brownien
standard et un processus de Lévy indépendant, avec un coefficient lipschitzien ou localement
lipschitzien. Nous montrons que, dans le cas localement lipschitzien, si la constante de Lip-
schitz Ly associée a la boule B (0, N) et vérifie Ly < L+ /log (N), alors "EDSR admet une
solution unique, sans imposer de condition de bornitude sur la donnée terminale £ (supposée
seulement de carré intégrable). De plus, nous établissons un théoréme de comparaison et un
résultat de stabilité des solutions dans le cas ou le generateur est suelement Lipschitz, ce
travail est une généralisation les travaux antérieurs ([I], [2]) au cadre des EDSR dirigées par
des processus de Lévy.

Ce mémoire est organisé en trois chapitres :

Premier chapitre : Nous introduisons les notions fondamentales du calcul stochastique, in-
cluant ’espérance conditionnelle, mouvement brownien, les integrales stochastiques et les
théoremes de représentation des martingales, qui serviront de base théorique & notre étude.
Deuxiéme chapitre : Nous étudions des résultats d’existence et d’unicité pour les solutions
d’EDSR gouvernées par des processus de Lévy et aussi le principe de comparaison des solu-
tions.

Troisiéme chapitre : Nous étendons ces résultats au cas des EDSR avec un générateur locale-
ment lipschitzien, en mettant en lumieére existence et unicités des solutions et les propriétés

de stabilité.



Chapitre 1

Généralités sur ’analyse stochastique

Pour une étude approfondie des concepts abordés dans ce chapitre, incluant les démons-
trations compleétes et les applications pratiques, nous invitons le lecteur a consulter les travaux

de [3, B, 6, 17, [8, [16].

1.1 Espérance conditionnelle

Théoréme 1.1 Soit B un sous-tribu de A, et soit X € L' (Q, A,P) Il existe un unique

élément de L' (Q, B,P), noté B[ X|B], tel que
VB € BE[XIp| = E[E[X]|B]lg]. (1.1)
On a plus généralement, pour toute variable aléatoire réelle bornée B-mesurable Y,
E[XY]=E[E[X|B]Y]. (1.2)

Si X >0,0n a B[ X|B] >0 p.s.

Remarque 1.1 Le point crucial est le fait que B[ X | B] est B—mesurable.
Dans ce qui suit, nous référerons o (L.1) ou (1.2) comme la propriété caractéristique de
E[X|B].
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Preuve. Commencons par la prouver de l'unicité. Soit Y’ et Y” deux variables aléatoires

dans L' (Q, B, P) telles que
VB € B, B[X'Iy] = B[XI,] = E[X"L,].

Prenant B = {X’ > X"} (qui est dans B puisque X’ et X” sont tous deux mesurables par
rapport a B ), nous avons

E[(X"— X")Iixsxm) = 0.

ce qui implique que {X’ < X"} p.s., et on a de méme {X’ > X"} p.s, ce qui signifie que X’
et X” sont égaux en tant qu’éléments de L (€2, A, P). Passons maintenant a 1’existence. Nous

supposons tout d’abord que X > 0, et nous laissons G étre la mesure sur (2, B) définie par
VB € B, G (B) = E[XIg].

Soulignons que nous ne définissons G (B) que pour B € B. Nous pouvons également consi-
dérer P comme une mesure de probabilité sur (€2, B), en restreignant la correspondance
B — P(B) a B € B, et il est immédiat que G < P. Le théoréeme de Radon-Nikodym appliqué
aux mesures de probabilité P et GG sur I’espace mesurable (€2, B) permet d’obtenir I'existence

d’une variable aléatoire X, B—mesurable non négative telle que
VB € B, B[XIp] = G (B) = E[XIjg].

En prenant B = Q, on a B[X] = E[X] < oo, et donc X € L' (Q, B,P). La variable aléatoire

satisfait (1.1]). Lorsque X est de signe quelconque, il suffit de prendre
E[X|B] =E[X*|B] - E[X | B].

et il est clair que ([1.1)) est également une variable. Enfin, pour voir que (|1.1)) implique (1.2]),
nous nous basons sur les arguments habituels de la théorie de mesure..(|1.2)) découle de (|1.1])
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lorsque Y est une variable aléatoire simple (ne prenant qu’un nombre infini de valeurs), et dans
le cas général, la variable aléatoire Y peut d’écrire comme la limite ponctuelle d’une séquence
(Y5),en de variables aléatoires simples B—mesurables qui sont uniformément dominée par la
méme constante H (c’est-a-dire |Y| < H).et le théoréme de convergence dominée donne le

résultat souhaité. m

Propriétés de ’espérance conditionnelle

1. Si X e L' (Q, A, P) et X est est B-mesurable, alors E[ X | B] = X.
2. L’application X — E[X|B] est linéaire sur L' (Q, A, P).
3. Si X e L' (0, A, P), E[E[X|B]] = E[X].
4. Si X €e L} (Q, A, P), alors |E[X| B]| < E[|X]|| B] p.s. et, en conséquence, E [|B[ X| B]|] <
E[|X]] . Par conséquent, 'application X — E[X| B] est une contraction de L' (2, A, P) .
5. 81 X, X' e L' (Q, A,P) et X > X’ alors E[X|B] > E[X'| B] p.s.
Preuve. La propriété 1. découle immeédiatement de I'unicité dans le Théoreme (1.1]). De
méme, pour la propriété 2., nous observer que, si X, X’ € L' (Q, A, P) et 8, 8’ € R la variable

aléatoire

PE[X| B] + SB[ X| B],

satisfait la propriété caractéristique (1.1) de 1’espérance conditionnelle de X + 5'X’. Pro-
priété 3. est le cas particulier B =  dans ({1.1]). Pour la propriétés 4, en utilisant le fait que

X > 0 implique E[X | B] > 0 nous avons
|E[X|B]| = |E[X*|B] — B[ X | B]| <E[X"| B] - E[X~| B] = E[|X]| B].
Enfin, la propriété 5. est immédiat par linéarité. m

Interprétation géometrique de ’espérance conditionnelle

Théoréme 1.2 Si X € L2 (Q, A, P), alors B[X|B] est la projection orthogonale de X sur
L?(Q,AP).
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Preuve. L’inégalité de Jensen montre que E[X|B]? < E[X?| B], p.s. Cela implique que
E[BE[X| B]?] < E[E[X?| B]] = E[X?] < 0o, et donc la variable aléatoire B[ X'| B] appartient &
L2 (22, A, P). D’autre part, pour toute variable aléatoire B-mesurable bornée Y, par utilisation

de propriété caractéristique ([1.2]), on obtient
E[Y (X —E[X|B])] =EXY] -E[YE[X|B]] = 0.

Par conséquent, X — E[X|B] est orthogonal a l’espace de toutes les variables aléatoires
B-measurable et bornées, et ce dernier espace est dense dans IL? (Q, A, P). Il s’ensuit que

X — E[X] B] est orthogonal a L.? (2, A, P), ce qui donne le résultat souhaité. m

1.2 Processus stochastiques en temps continu

1.2.1 Quelque notions de base

Pour modélisé un phénomeéne aléatoire dépendant du temps un modéle mathématique

est donné par un espace de probabilité (£2, F,P) et une fonction X : Ry x (2, F,P).

Définition 1.1 Soit X = (X;),., une famille de variables aléatoires indexée par un ensemble
d’indices T = R, R, N, .... On appelle processus stochastique toute fonction qui associe &

chaque t € T une variable aléatoire X; a valeurs dans espace probabilisable (E,>").

Remarque 1.2 En général , un processus dépend de deuxr paramétres : le tempst € T , et
est laléatoire w € ().

Pour un temps fixé t, l’état du processus est donné par la variable aléatoire X; (w) sur
(Q, F,P).

Siw est firé t — X, (w) est appelé trajectoire du processus.

Définition 1.2 Une filtration dans un espace de probabilité (Q, F,IP) est une famille de
sous-tribus croissante (]:t)tzo; c’est-a-dire que pour tous instants s et t tels que s <t , on a

Fs C F.
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Définition 1.3 La filtration naturelle associée a un processus { Xy, t € 1} est la famille {ftX tel }
définie par :
FX=0(X,, s<t).

Définition 1.4 Un processus (X;),sest adapté par rapport a la filtration (F;),s si pour tout

t, <Xt)t20 est F; -mesurable.
Remarque 1.3 Un processus (Xt)tzo est toujours adapté a la filtration naturelle.

Définition 1.5 Un processus (Xt)t20 est dit progressivement mesurable si, Y1 > 0 la fonc-
tion

(taw) € ([OvT] ) B [O7T]) X (Q7ft) - Xt (Ld) € (RvB(R>> '
est mesurable.
Remarque 1.4 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

Proposition 1.1 Si un processus (X;),5, est continue a droite (ou continue a gauche) et

adapté alors il est progressivement mesurable.

1.2.2 Martingales

Définition 1.6 Une famille adapté (M), des variables aléatoires dans Llest :

— Une martingale si,Vt > s, B[ M| Fs] = M.
— Une surmartingale si,Vt > s, E[M,| F,] < M;.

— Une sous-martingale si,Vt > s, E[ M| F,] > M;.

Proposition 1.2 Soit le martingale (M), alors pour toutt € [0,T] on a l’égalité suivante :

E[M] =E[Mo].
Preuve. On a E [M;] = E [E [ M| Fo]] = E[My], pour tout ¢ € [0,7]. m

Proposition 1.3 Soit (Mt>t20 une martingale de carré intégrable, alors ¥Vt > s, on a

E[(M, — M,)*| F,] =E[M} - M2| F,] .
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Preuve. Par l'inégalité (a — b)* = a® + b*> — 2ab, on abtient :

B [(M; — M,)*| F.] = B [(M,)*| Fo] — 2M B[ M| Fo] + (M.)*

=E M} — MZ|F,].

on retouve donc que (M)* est une (F;),., —sous martingale. m

Proposition 1.4 (Inégalité de Doob) Soit (M,),., une martingale de carré intégrable et

a trajectoires continues alors VI' € Ry, on a :

E ( sup |Mt|2> < 4E (M7?).

0<t<T

Définition 1.7 (Martingale locale) Il est considéré comme une martingale locale, un
processus (Xy),cp, lorsque (Xi),op est un processus adapté avec des trajectoires continues,

et qu’il existe une suite croissante (V,,), s, de temps d’arrét convergeant vers oco. De plus,

Vi

er est une martingale uniformément intégrable.

pour tout n, le processus d’arrét (X;)

Définition 1.8 (Semi martingale) Un processus (X),. est considéré comme une semi-
martingale lorsqu’ill est adapté et admet une décomposition de la forme X = Xo+ M + A,

o M est une martingale locale nulle en 0 et A est un processus adapté nul en 0.

1.2.3 Mouvement Brownien

Le mouvement brownien doit son nom au botaniste Robert Brown, qui ’observa pour
la premiére fois en 1827. En étudiant au microscope des grains de pollen en suspension dans
I’eau, Brown remarqua que ces particules présentaient un mouvement aléatoire et incessant,
qu’il attribua initialement & une manifestation de vie. Cependant, des expériences ultérieures
révélerent que ce phénomene se produisait également avec des particules inorganiques, sug-
gérant une origine physique plutdét que biologique. Cette découverte marqua les prémices
d’une compréhension théorique approfondie, qui sera plus tard formalisée par Albert Ein-

stein (1905) et Paul Langevin, établissant les bases mathématiques du mouvement brownien
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comme un processus stochastique fondamental en physique et en probabilités.

Construction de Mouvement Brownien (La marche aléatoire)

Le mouvement brownien peut étre obtenu comme limite d’échelle de marches aléatoires
renormalisées, un résultat fondamental lié au théoréme central limite et a la théorie des
processus stochastiques.

Considérons sur un espace de probabilité (2, F,P) une famille de variables aléatoires de

Bernoulli indépendantes et équidistribuées :
1 ) .
P(X;=1)=P(X;,=-1) = o aveci € N

On associe a cette famille la suite (S,,n > 0) définie par : So =0et S, => . | X;.
Plus précisément, on définit une famille de variables aléatoires indexées par les réels de la

forme %, k € N, par :

B(Z)=0 et VAR(Z,)=4.
N N

Les propriétés d’indépendance et de stationnarité de la marche aléatoire restent vérifiées,
soit :

1. Sik>F, Z% — Zy est indépendant de <Z%,h < k’) :

N
2. Sik>kK,Zr — Zi est de méme loi que Z;_y .
N N N

On définit un processus a temps continu (Z;, ¢ > 0) a partir de Z nen imposant & la fonction
t — Z; d’étre affine entre % et %
Pour cela, N étant fixé, on remarque que pour tout t € R, il existe k (t) € N unique tel

que:%ﬂﬁt<%etonpose

k
ZtN:Zﬁ+N<t—N) <ZLN1—Z%).
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ouk=~k(t).

Pourt =1, on a Z) = \/LNS ~. Le théoréme centrale limite implique alors que Z converge
en loi vers une variable aléatoire centrée réduite.

On montre alors que le processus (ZtN ) converge (au sens des lois) vers un mouvement

Brownien W.

En particulier : (ZY, Z}, ..., Z}) LR (Hy,, Hy,, ..., Hy,) pour tout k—ouple (¢y, ..., 1) .

Définition 1.9 Le mouvement brownien standard est un processus stochastique (W3),~,a

valeurs réelles vérifiant les conditions suivantes :

1. Wy =0 ps.

2. Sityg < t; <..<ty,, alors les accroissements W;, — W;._ sont indépendants (pour tout
0<i<n).

3. Pour s,t > 0 tels que s < t, W, — Wsuit une loi normal N(0,¢ — s).

4. La fonction t — W, (w) est continue p.s.

La variation quadratique

Définition 1.10 (Variation d’orde p) Soit A = {t, =0 <t; < ... <t, =t} une subdivi-

sion de [0,t] avec |A| = sup; |t; — t;—1| et pour p > 1 on définit
VI (h.8) = 3 ()~ h (6P
i=1
alors h : [0,T] — R a variation totale d’orde p si V0 <t < T':
sup V) (h, A) < .

Remarque 1.5 i lim;_o V;*) (h) < 0o avec V;%”) (h) = limsupV,”’ (h, A) on dit que h de
|A]—0

variation d’orde p bornée.

Proposition 1.5 Les trajectoires de MB sont présque surement & variation totale infinie sur

[0,T7.

10
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Définition 1.11 Un processus est dit a variation quadratique finie si il existe un processus
fini (X), tel que |[A"] — 0
lim V® (X, A") = (X), . p.s.

n—oo

Propriétés trajectoires d’un MB

Proposition 1.6 Soit (W,) représente un mouvement brownien, alors presque strement

limsupW; = lim (sup WS) = 400,

t——4o00 t—+400 \ s<t
liminfW; = —o0,
t——o00
de plus
W
lim — =0
t——+oo t

Proposition 1.7 (Dérivabilité) Le mouvement brownien (W;) ne posséde pas de dérivée

en zéro
Wy, — W,

lim sup N

h—0

= 00, P.S.

Propriétés de Markov

Le mouvement brownien posséde une propriété de Markov forte, qui renforce la propriété
de Markov classique en permettant de conditionner par des temps d’arrét (et pas seulement
par des temps déterministes) pour tout s, le processus (Xy, ¢ > 0) défini par X; = Wy, s — W

est un mouvement Brownien indépendant de F;.
Théoréme 1.3 Pour [ borelienne bornée, B( f(Wy)| Fi) = E( f(Wy)| o(W)) pour k > t.

Preuve. On fait apparaitre les accroissements et on utilise les propriétés de 'espérance

conditionnelle

E(f(We)| Fi) = E(f (W, = Wy + Wi)| ) = W (k — £, W})

11
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avec ¥ (k—t,x) = B(f(Wy, = Wi+ ) = E(f(Y + ) ou Y a méme loi que W, — W, , soit
une loi N (0, u — t). Par les mémes arguments, B( f (W) o(W;)) = ¥ (k — ¢, W;). On a trés

précisement

¥a) = —— [ e (—(y;—‘”’”) .

Proposition 1.8 (Propriété de Markov forte) Soit T un temps d’arrét & valeurs finies.
On a alors B(f(Wois)| Fr) = E(f(Wris)| 6(W5)). En particulier, pour tout temps d’arrét
fini T, le processus (Xy,t > 0) défini par X; = Wi, — W, est un mouvement Brownien
indépendant de F;.

Propriétés des martingale

Proposition 1.9 Le processus W est une (F;) —martingale et aussi le processus (W2 —t, t > 0)

est une (F;) —martingale.

Preuve. On utiliser I'indépendance des accroissements pour calculer les espérances condi-
tionnelles, et d’utiliser la propriété E (X|G) = E (X) quand X et G sont indépendants. Soit
s<t:

E (W Fs) = B (W, — Wi| Fs) + B (Wi Fs) = Hs.

De méme E((Wt — Ws)2‘.7-"s) =t—set

E (W, — Wy)?| 7o) =B (W2 F) + W2 — 2W,E (W] Fy)

On obtient alors

Proposition 1.10 Soit Wy et Wy deux MB indépendants. Le produit W1 W5 est une (F;) —martingale.

12
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Preuve. On peut le faire en utilisant le lemme suivant : Soit F et G deux tribus, N et
M deux variable aléatoire telles que N V F et G sont indépendantes ainsi que M V G et F
alors . E(NM|FVG)=E(N|F)E(M|G). =

Proposition 1.11 Pour tout A € R, le processus (exp ()\Wt — %)\zt) , 1> 0) est une (F;) —martingale.
Réciproquement, si X est un processus continue tels que (exp ()\Xt — %)xzt) , t > O) est une

martingale pour tout A\ réel, le processus X est un Brownien.

Preuve. Par indépendance

E < (exp{)\(Wt _w,)— %)\2 (t g})‘g) _E (exp{A(Wt _w,) - %v (t— s)}) |

L’espérance du second membre se calcule comme une transformée de Laplace d’une variable

aléatoire gaussienne. On trouve

B <eXp {)\(Wt W) — %)\2 (t s)}> _1

E ( (exp {/\Wt — %)\Qt}) ‘ ]:5) = exp {/\VVS — %/\25} )

La réciproque facile utilise la caractérisation des variables aléatoires gaussiennes au moyen

et

de leur transformée de Laplace. m

1.2.4 Processus de Lévy

Les processus de Lévy constituent une classe fondamentale de processus stochastiques en
théorie des probabilités, généralisant a la fois le mouvement brownien et les processus a sauts.
Introduits par Paul Lévy dans les années 1930, ils sont caractérisés par des accroissements

indépendants et stationnaires, ainsi que par une continuité stochastique (absence de sauts

fixes).

Définition 1.12 Processus de Lévy est un processus stochastique a valeurs réelles défini

X = {Xi, t >0} dans un espace de probabilité complet (2, F,P) est appelé un processus

13
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de Lévy st X a des accroissements stationnaires et indépendants et si Xo = 0. un processus
de Lévy posséde une modification cadlag (continues & droite avec une limites a gauche) que

nous considérerons toujours.

Soit un processus de Lévy et notons :

Xt_ = lim Xs, t Z 0,

s—t,5<t

le processus a limite gauche, et définissons AX; = X; — X;,_comme la taille du saut au temps.

Il est connue que la loi de est infiniment divisible avec une fonction caractéristique de la forme

E [exp (i0X0)] = (n(9))"-

ou 7 (0)est la fonction caractéristique de X;. La fonction ¢ (0) = logn (6) est appelée I'expo-

sant caractéristique, et elle satisfait la célebre formule de Lévy-Khintchine (Voir [?]) :

2 —+o00
v (0) =1ia — %92 + / (exp (Piz) — 1 — 1{|w‘<1}9iw) v (dx).

o0

ol a € R, %> > 0 et vest une mesure sur R\ {0}avec :

/_m (1A a?) v (dr) < o,

oo

La mesure v est appelée la mesure de Lévy de. X.

Dans ce cas, I’exposant caractéristique peut s’écrire sous la forme :

+o0
@ (0) = —iab + / (exp (fiz) — 1) v (dx).

o0

ou a est appelé coefficient de dérive. De plus, si le processus de Lévy prend des valeurs dans
R et ne posséde pas de sauts négatifs, alors le support de la mesure de Lévy est inclus dans

R Un cas particulier de ces processus est celui des subordinateurs.

Remarque 1.6 Grice aux propriétés des accroissements indépendants et stationnaires ainsi

14
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qu’a la régularité des trajectoires, on peut démontrer qu’un processus de Lévy est entiérement

caractérisé par son exposant caractéristique.

Définition 1.13 (subordinateur) Un subordinateur est un processus de Lévy & valeurs

dans R, ce qui signifie que ses trajectoires sont monotones croissantes.

Dans le cadre des subordinateurs, on travaille plus souvent avec la transformée de Laplace
) , . . 9e . . ,
qu’avec la transformée de Fourier. On sait alors qu’il existe une fonction appelée exposant

de Laplace définie par :
YVt >0, V0 >0, Elexp (—0X;)] = exp (—te (0)).
et en utilisant I’équation précédente, on obtient :
Vo >0, # =a+ /O+Ooexp(—9t)v(dt).

ol v (t)est une mesure de Lévy sur (0, +00).

1.3 Intégrales stochastiques et formule d’It6

1.3.1 Intégrale d’Ito

L’intégrale d’It6 est un outil fondamental en calcul stochastique, permettant d’intégrer
des processus aléatoires par rapport & des mouvements browniens ou, plus généralement, des
martingales. Développée par Kiyoshi [t6 dans les années 1940, cette théorie généralise 1'inté-
grale classique (de Riemann ou Lebesgue) pour tenir compte de la nature non différentiable
et a variation quadratique finie des trajectoires browniennes.

Il est nécessaire d’attribuer une signification a la variable aléatoire :

T
/ 0sdWs.
0

15
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Lorsqu’on effectue l'intégration d’une fonction f par rapport a une fonction g dérivable, et

que f est réguliére, on peut définir son intégrale comme suit :

[ 10w = [ r6d 0

Si g n’est pas dérivable mais seulement & variation bornée, on peut toujours définir I'intégrale

comme :

| £ds0)= tim 3 g0 (0 )~ £ (1),

Ce intégrale ainsi définie est appelée intégrale de Stieljes.

Dans le cas du mouvement brownien qui n’est pas a variation bornée, il n’est pas possible
de définir cette limite trajectoire par trajectoire. Cependant, étant donné que le mouvement
brownien a une variation quadratique finie, il est naturel de définir I'intégrale par rapport &

celui-ci comme une limite dans £2 de cette variable aléatoire.

n—1

T
/ 0,dW, = hmoz% (Wi, — Wa,) -
0 0

Il est important de noter que la convergence fait référence a la convergence des variables
aléatoires dans £2 (). Ainsi, il sera nécessaire d’exiger que le processus soit £2 (£2,[0,T])
pour cela.

Il est également nécessaire que l'intégrante 0 soit (F;),., —adaptée pour 6, étre indépendante

t>0
de Wy, ., — W;,. En finance, 0; représentera la quantité d’actif risqué dans notre portefeuille
a linstant ¢, tandis que dW, sera la variation infinitésimale de cet actif risqué. Ainsi, il
est logique de vouloir imposer qu’elle soit (}-t)tzo —adaptée. Si ce n’était pas le cas, il serait
toujours possible de définir une intégrale par rapport au mouvement brownien, mais elle serait
significativement différente en raison de la variation quadratique non nulle du mouvement

brownien.

En fin de compte, nous allons procéder a la construction de l'intégrale stochastique sur
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I’ensemble.
L% (9,[0,T]) = {contient des processus (0)o<i<r cadlag de carré integrable et (F;),o — adaptée} .

Proposition 1.12 Sur espace L% (2,[0,T]), lintégrale stochastique satisfais les propriétés

swvants :

(a) 0 — f(f 0,dW est linéaire.
(b) t — [, 0,dW, est continue p.s.

© (o),

est processus (F;),», —adapté.
<t<T =

(d) Propriété d’isométrie :

2

E

(/OtGSdWS) =E {/Otegds] .

(e) La variation quadratique de l'intégrale stochastique est donnée par :

t t
</ ede5>=/ 0%ds.
0 0

(f) Demaniére plus générale, ona :

B | fy 0sWV,

]—“5} —0 et E{(fJQSdWSY‘};} :E[fgeids‘ﬂ]

&) (Jy 0.d1.),

est (F, —martingale.
<t<T ( t)tzo g

Preuve. (a) La linéarite de l'intégrale est immédiate.

(b) La propriété d’isométrie donne la continuité dans £? (£2) mais nous allons admettre la
continuité p.s.

(¢) La variable aléatoire. fot 0,dW est F;—mesurable commesomme de v.a.F; —mesurables,donc

I'intégrale stochastique est un processus F-adapté.

17
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(d) on a

([

E

n—1 2
—E (Z 0, (Wi, — Wti)>
1=0

n—1
- ZE [91521 (Wti+1 - Wtz‘)ﬂ +2 Z [etietj (WtiH o Wti) (WtHl a Wti)]
=0 1 <J

1<)

_ nz_l 2R [(th — W) J-"t}
1=0

n—1 t
pr 0

(e) est obtenu par Doob-Meyer.

(f) la premiere est la propriété de martingale de 'intégrale stochastique et la deuxiéme la
propriété de martingale du processus.

(g) On a vu que le processus ( fot 08dWS>t<T est F-adapté. La propriété d’isométrie nous
donne que [ 6,dW, est dans £2 () et donc dans £ (). La premiére partie de la propriété
(g) nous donne la propriété de martingale de I'intégrale stochastique. En fait ¢’est simplement

une tranformée de martingale. m

1.3.2 Formule d’Ito6

Les formules d’It6 "aussi appelées lemme d’Itd6" constituent 'outil central du calcul
stochastique, permettant de différencier et d’intégrer des fonctions de processus aléatoires,
tels que le mouvement brownien ou des solutions d’équations différentielles stochastiques
(EDS). Développée par Kiyoshi It6 dans les années 1940, cette formule généralise la régle
de la chaine classique en y intégrant un terme additionnel di & la variation quadratique des
processus stochastiques.

Processus d’Ito : Ce sont des processus écrits sous la forme :

t t
Xy =x+ / bsds + / osdWs.
0 0

18
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ol b et osont deux processus (F;),-o-adapté tel que

t t
/ |bs| ds < 400, et / |os||” ds < +00, p.s.
0 0
pour tout ¢ > 0. Nous utilisons également la notation différentielle formelle :

dXt = btdt + O'tdWs.
XO =X.

Le coefficient b est appelé la dérive (ou drift) du processus, tandis que o est son coefficient
de diffusion. On introduit aussi les notions suivantes :
— La partie & variation finie du processus X, donnée par fot bsds.

— La partie martingale du processus X, donnée par fot osdws.

Remarque 1.7 La décomposition d’un processus d’Ito est unique, ce qui signifie que :

t t
Xi=x+ / bsds + / osdWs.
0 0

t t
iy / V.ds + / o A1V,
0 0

Sous la probabilité, presque stirement, on a :

z=2a

by =V, ds® dP
s =0, ds® dP

Théoréme 1.4 (1°¢ formule d’It6) Soit f une fonction deux fois continuement différen-

tiable (f € C?), alors :

t 1 t
f(Xe) = f(Xo>+/ fH(X) dX, + 5/ fr(X)d< X, X >,
0 0
Théoréme 1.5 (2°"¢ formule d’It6) Si (t,x) — f(t,z) est une fonction deur fois conti-
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nuement différentiable en t et x cés dérivées étant continus en (t,z), alors

Ft, X)) = (0, X) /fsx(hﬁ/fsx¢m+-/ Dd< X, X >, .

Théoréme 1.6 (37" formule d’It6) Soient (X;)o <y et (Yi)ocyop deus processus d’Ito et

soit f une fonction de R®?dans R de classe C? & dérivées bornées.on a

t t
J (X0 Y:) = f (0, 20) + / F (X0, ) dX, + / £ (X, Y.) dY,
0
/ (X5, Y)d< X, X >, += / (X, Y)d<Y,Y >,

/ (X5, Ys)d < XY >4

Proposition 1.13 (L’ntégration par partie) Soient (X;)oc,cp €t (Yi)o<y<p deuz proces-

sus d’Ité on a :

XY, :X0%+/thd5§+/t}/SdX5+/td < XY >,.
0 0 0
1l s’agit de la notation infinitésimale
d(X,Y), =X dY, + Y dX, +d < X, Y >, .
Preuve. En apppliquant la formule d’It6 a X? et a Y2, on obtient :
dX} =2X,dX, +d(X), et dY? =2Y,dY,+d(Y),.

Et en I'appliquant & (X + Y)?, on obtient :

AdX +Y)? =2(X; +Y)d(X; + V) +d(X +Y),.
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Donc, on parvient a obtenir.

1
d(XY), = 5 (A(X +Y);] — dX} — dYy)
1
= XidY; + YidX, + 5 (d(X +Y), = d(X), = d(Y),)

= X,dY, + Y,dX, + d(X,Y),.

Formule d’Ité6 pour une martingale

Théoréme 1.7 Soit (Mt)te[o,T] une martingale et f une fonction réelle de classe C?. Alors,

f (M) est également une semi-martingale et satisfait la formule suivante :

F (M) = (Mo + /f M, + = /f” M,

Formule d’It6 pour une martingale cadlag

Théoréme 1.8 Soit (W)te[o,T] un semi martingale a trajectoires cadlag avec une variation
quadratique notée (W) = {[W], : t € [0,T]}. Soit f une fonction réelle de classe C* Alors,

f (W) est également une semi-martingale et satisfait la formule suivante :

V) = £ (W) / W) dw, + 2 /f” Wi (1.3)
+ > {Fw W) — f (We) AW}

0<s<t
ou [W]° désigne la partie continue de la variation quadratique [W].

2

Remarque 1.8 Un cas particulier intéressant est lorsque f (z) = x*, ce qui donne :

s

t t
Xf:X§+/ QXS_dXS+/ d[X]
0 0
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De plus, si X et Y sont deur semi-martingales cadlag, nous avons :

t t t
Xth:XOYOJr/ XdeSJr/ stXs+/ d[X,Y], .
0 0 0

1.4 Théoremes de représentation des martingales

Les théoremes de représentation des martingales sont des résultats fondamentaux en
calcul stochastique, établissant un lien profond entre les martingales et les intégrales stochas-
tiques. Ils jouent un role clé dans la théorie des équations différentielles stochastiques (EDS),

la finance mathématique et I’analyse des processus.

1.4.1 Théoreme de représentation de martingale Brownien

Nous intéressons a I’étude de ’espace de probabilité engendré par un mouvement brow-
nien (possiblement multidimensionnel, prenant des valeurs dans R?). Dans ce texte, nous sup-
posons que (€2, F, P) est 'espace de Wiener canonique "c’est-a-dire, Q@ = C (R+, Rd), X (w) =
w (t) est le processus canonique, P est la mesure du mouvement brownien, (7)., est la fil-

tration engendrée par le processus (X;),-, et complétée par les ensembles P—négligeables".

Théoréme 1.9 Soit I' € L2 (Q,F,P), alors il existe un unique processus prévisible Y €

L2 (R+ x € Rd) tel que :

d o
P=E[]+) / YDdax®.
i=1 70

Ce théoréme établit que toute variable aléatoire de moyenne nulle appartenant o L2sur (Q, F,P)
peut étre représentée comme une intégrale stochastique par rapport au mouvement brownien.
Il en résulte que toute martingale dans (2, F,P) est une intégrale stochastique par rapport au

mouvement brownien donné et posséde donc une modification continue.

22



Chapitre 1. Généralités sur 'analyse stochastique

1.4.2 Théoreme de représentation des martingales locales

Le théoréme de représentation des martingales locales est un résultat fondamental en
finance et en probabilités. Soit W un mouvement brownien et M une martingale locale
continue adaptée a la filtration naturelle de W, il existe un processus localement intégrable
Z tel que :

M, =x+ /t ZdW.
0

Ce théoreme est crucial dans la modélisation des marchés financiers, car il garantit que
toute martingale locale peut étre exprimée comme une intégrale stochastique par rapport a
un mouvement brownien. L’hypothése clé est que M est une martingale relativement a la
filtration générée par B.

Par ailleurs, dans certains cas spécifiques, la formule de Clark-Ocone permet d’obtenir
une représentation explicite du processus Z. Si X'et X2 sont deux processus d’It6 ayant la

forme :

t t
X =z +/ alds —|—/ ZHdW, 1=1,2,
0 0

alors leur crochet est défini comme celui de leurs parties martingales :

t
< X1, X2 5= / 21 2%ds,
0
Ce pendant, en raison de la présence d’une composante & variation finie, le processus ¢t —
X! X?— < X' X? >, nest généralement pas une martingale locale. Toute fois, étant donné

t N . .
que [, Z;Z?2ds est un processus a variation finie, on obtient :

27L

< XN X% = 1m0 (X - XE ) (xE - X2 ).
=1

Proposition 1.14 Soit (Mt)tzo une martingale de carré intégrable adapté par rapport a la
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filtration (F,),~, alors il existe U € P? et Z € P2 (I?) tells que :
>0

t S t
M, = E[M,] + / UdW, + > / ZOdHD.
0 i—1 /0
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Chapitre 2

Equations différentielles stochastiques
rétrogrades dirigées par une famille

des martingales

2.1 Formulation de probléme et hypothéses

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) associées aux processus
de Lévy constituent une généralisation puissante des EDSR classiques, en incorporant non
seulement un mouvement brownien standard, mais aussi des sauts aléatoires modélisés par

une mesure de Lévy. Une EDSR dirigée par processus de Lévy prend la forme suivante :

—dY; = f(t: Y;‘fa Ut> Zt)dt — UpdWy — Z(z)il Zt(l)dHt(l)

Yy =¢.

(2.1)

Dans ce travail, nous étudions ’existence, 'unicité et la stabilité des solutions des EDSR
dirigées par un processus de Lévy sous des conditions de Lipschitz.

Maintenant nous désignons par ¢ ’ensemble des processus (Y, U, Z) a valués dans R x R x [?

25



Chapitre 02. EDSRs dirigées par une famille des martingales

définis sur R, x Q) qui sont adaptés a F; et tels que :

T T
1Y, U, 2)| = E ( sup |Y;|? +/ U, |? ds +/ HZSHst) < +o0.
0 0

0=t=T

Remarque 2.1 Le couple (¢, ||.||.) est alors un espace de Banach.

Hypothéses

(A1) € € L? et Fr—mesurable.

(A.2) La fonction f:[0,7] x  x R x R x [* — R satisfait les deux conditions suivante :

i) f est progressivement mesurable et f(.,0,0,0) € S?

ii) Il existe un constant L > 0 telles que :
’f(t7way>u7 Z) o f(taway/7u7z)| < L(’y - y/‘ + ‘U’ - ul‘ + H’Z - ZIHZQ)'

Définition 2.1 Une solution de ’équation (2.1|) est une triplet (Y,U,Z) qui appartient a

Uespace (e, ||.||.) et satisfait ’equation (2.1)).

2.2 Existence et unicité des solutions

Théoréme 2.1 Si les hypothéses (A.1), (A.2) sont valables. Supposons que & est une va-
riable aléatoire carrée intégrable et Fr—mesurable. Alors l’équation (2.1)) admit une solution

UNIGUE.

Preuve. Existence : En utilisant le théoréme de représentation des martingales(1.14)), on

peut prouver que 'EDSR suivante :

T T T
Yt:§+/ f(s,0,0,0)ds—/ Udes—/ (Z,,dH,).
t t t

admit une solution.

Définissons maintenant (Y, U™, Z") comme suit : Y? = U° = Z° = 0 and (Y™, U"*1, Zn+1)
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est 'unique solution de la EDSR
T T T
v —g [ o znds— [ ornaw, - [z
t t t

Nous allons prouver que (Y™, U™, Z") est une suite de Cauchy dans l’espace de Banach ¢.

Pour rendre les notations plus simples, utilisez :

I-n,m FF,mM

A R N I o/ V4

s

=7

S S S

et

—=n,m

fs’ :f(37YZL—7U£’Zg)_f(‘S?YsTZ?Usva;n)'

—n+1,m+1 2

Y,

Maintenant en utilisant la formule d’Ité pour e ,

—n+1,m+1

Y,

eat

2 T —n+1m+1 —n+1,m-+1 T —n+1,m—+1
— 9 / oty d(eatYs 7 )— / d[eatys, ’ ] (2.2)
t t

Par conséquence, on obtient :

S S

d (eat7:+1,m+1> = e™(d <?n+1’m+1> + ae™ (7n+1’m+1) ds.

n+1m+1

s ) dans égalité (2.2]) nous trouvons :

nous remplacons d <eo‘tY

eat

9 T
—n+1,m+1 —n+1,m+1 —n+1,m+1 —n+1,m+1
Y, ‘ = —2/ ey [eo‘td (YS ) + ae™ <YS ) ds]
t
r +1,m+1
at_’l’L ,m
— / d [e Y, } .

t

—n+1,m+1 —n+1,m+1] d |: —n+1,m+1]
= — e s

Comme d (Y ) = T s+ U AW A(ZE dH) et d [eatys_

s
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alors :

—n+1m+1 2

Y,

eat

T
— -2 / VI e (< s + UL AW, + (207 dH) ) + e (V) ds]
t

/T +1,m+1
— [ eyt
t

T T T
- / 6 Yn+1 m+1f d o 2/ 6 YTL+1 m+1U dW o 2/ eas?:irl,erl <7Z,m, st>
t t t

4 +1m+1|? T +1m+1|? T +1m+1||?
—n+1l,m —n+1m —n+1,m
—a/ e Y, ds—/ e U, ds—/ e || Z, ds.
t t t 12
ceci équivalent & écrire ’égalité suivante :
t |x>nt+1,m+1 2 T —n+1,m+1 2 T —n+1,m+1 2
e Y, + e U, ds + e || Z, ds
t t 12
T +1m+1|?
—n+1l,m
+ « / e Y, ds.
t

S—

T T T
=9 / YL g — 2 / YT aw, — 2 / YT Z al)
t t t

— (My — M) .
ou {M,; : t € [0,T]} est une martingale donnée par

M, = ZZ/ a57n+1 m1, (1)72+1,m+1,(j) (d[HO, HD) —d(HO HD) ).

=1 j5=1

En prenant ’espérance et en utilisant le fait que <H @, HY )> = 0, ;t, on obtient :

T 2
—n+1,m+1 —n+1,m-+1
Ee |V, —|—E/ e U, ds
t
T +1,m+1 T +1,m+1|2
—n+1,m —n+1lm
—|—E/ e || Z, ds—i—aE/ e Y, ds.
t t

T
—n+1m+1—n,m
= 2E / i S P
t
s

car ft C“s?nH mHUn "W, et ft C“sYThLl e <Z " dH5> sont des martingales par rappont
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a la filtration (7). -

Puisque f est C-Lipschitz, on obtient :

2
+n+1,m+1
Ee U ‘ ds

s

7”H—1m+1‘ +E/ pos
t

T
+E/ e’ Z:Hmﬂ‘ ds—l—aE/ e’ Vﬁfl’mﬂrd&
t t
T
gzm/ e |V (L - T 20 s
t

et ensuite :

Eeot 7’H—1m+1‘ +E/ e Un+1m+1) ds —|—E/T6a5 7:+1,m+1H2d8
t t
T
+ (oz—CQﬁQ)E/ e ?Zfl’mﬂ‘ ds.
t
3 T —n+1m-+1 —n,m|2 —nm 2
621[*]/ e [T [T (20 s

-3

En choisissant 3 et « tells que = % et o — 3?°C? = 0 nous obtenons :

D5
+1,m+1 r +1,m+1]2 r +1,m+1]|2
—n+1l,m —n+1,m —n+1,m
Ee* |Y, +E/ e™ U, ds—l—E/ e | Z, ds
t t
—n+1,m+1

Y

S—

1 T
S _E/ eas
2

Il suit immédiatement pour tous m > n que :

T T
E/ oo [P {ds+E/ “S\Ug’m}stJrE/ 20" s < 2
t t

[!72;’”\2 + T+ \7’;7’”}2] ds.

En utilisant encore la formule d’It6 et I'inégalité de Doob il suit qu’il existe une constante

universelle K telle que :

T T T
E sup / e IYZLm‘st —HE/ e*’ ‘UZ’m|2ds —|—E/ e |7Z’m12ds < 2—}2
t t

0<s<T J¢

Par conséquent, (Y™, U™, Z") est une suite de Cauchy dans I’espace de Banach ¢. 1l est facile
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de montrer que :

(Y,U,Z) = lim (Y™, U™, Z").

n—oo

résout notre EDSR.

Unicité : Soit (Y, U, Z) et <}7, U , Z) deux solutions de I’équation (2.1)) on a :

T ~ ~ ~
vi-7) = [ [f(s,Ys,, U, 2) ~ (s i T, 2,)) ds
t
_ 5, U)dW, — / (2% — Z0dH®
[w 5
D’aprés la formule d’It6, on trouver :
T T
Xf:X%—2/ XSdXs—/ d|X
t t

onnoteXt:}Q—}ZetXTzf—Q*:O

Y, -,

f —2[(3@_ V)Y V) - /tTd v -v.].

Donc :

2

ds.
l2

Yo =Y, Zy— Zy

2 T -2 T
+/ ds—i—/’
t t

T
= /t (Y — }N/s—) [f(S,Ys—, Us, Zs) — f(S,iN/s—, Us, ZS>] ds

T i T
. 2/ (Yo — Yo ) (U, — U,)dW, — 2 Z/ (Yoo = Yo )(Z29 = Z)aH?,
t i=1 71

par passage a espérance mathématique, on obtient :

2 T 2 T 2
E( +/ ds+/ ‘ ds)
t t

—25 [ Ve Vo) x [£(6 Ve U 22— £(s.¥ T 2]

Us — Us

Y, =Y, Zy— Zy

car [T (Yoo ~Y, ) (U,~U,)dW, et 2220, % [T(YV,~Y,_)(2V~Z) (d [Hﬁ”—
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Chapitre 02. EDSRs dirigées par une famille des martingales

Us — U

Ly — Zs

sont des martingales par rappont a la filtration (ft)tzo ,
~ 2
Yio =Y d8>

2 T 2 T
E< +/ @+/‘
t t
T ~ ~ ~ ~
< 2E/ Vo =Yoo | x |f(s. Yo UL, 2) = f(5. Vi 01, Z)
t

puis que f est C'—Lipschitz, on a :

T
2E/ ‘f(S,Y;_,US,ZS) _f(SaY:s—aU&Zs)
t
T
< QCE/ {
t

nous avons utilisé I'inégalité 2xy < $22? + g,—z on trouve :

(i (=) ([ fer-fons [

T
g(%+ﬂq¢ﬁa/ :

ds.

Yoo — ?S_ ds

Yoo =Y,

Us — Us

Y, —Y,_ |+ + |2, - Z,

}ds.

Us - US

Y, —Y,_ Z,— 7,

)

Y. —Y,_ | ds.

On pose : 55 = }l, on trouver

s (
T
< CﬁE/
t
avec Cg = 2¢ + 2¢(3?, donc :
) T
() con]
t

d’aprés lemme de Gronwall’s on obtient :

l

K,—i, Us_fjs ZS_ZS

2 T
iy
t

Y, —Y,_

2 T 2
m+/‘ @)
t
2

ds, (2.3)

2

) A VA Y,_ —Y,_| ds.

Y, =Y,

2 ~
) =0=Y,_ =Y, Pps.
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return on inégalité (2.3) on obtient :

T 9 T
E(/ ds+/ ‘
t t

donc I'équation(2.1) admet un solution unique. m

Us — U

Ly — Zs

2 ~ ~
[2d8) SO:>Ut:Ut et Zt:Zt, P—pS

Le théoréme suivant établit une borne supérieure pour I’écart entre deux solutions de
I’équation ([2.1)). La démonstration repose sur une application combinée de la formule d’Ito,
de la propriété de Lipschitz de la fonction f, ainsi que sur une généralisation du lemme de

Gronwall.

Théoréme 2.2 Etant donné des données standard (f,€) et (]}V, E) , soit (YU, Z) et (17, U, Z)
les solutions uniques de l’équation (2.1)) associé a (f,§) et l'équation (2.1]) associé a (]7, E) res-

pectivement. Alors on a estimation suivante

+f

§0E<(€—§

2
+

Yoo =Y,

2 ~
U, — U, +‘ZS—Z5

2
) ds
l2

2 T,
b [ R U 2) - Fs Y U 2)
0

2
ds) )

Preuve. Pour prouver le théoréme, nous suivons les mémes étapes que pour la preuve du

(2.1]), alors on a la formule d’It6 pour les martingales cadlag, on obtient

2

Yoo - Y

~ 2 T _ ~
—fe- e e [ =) [fls Vi U 2) = fls Y U, 20 ds
t

T _ " > T -~ 4 ‘
-2 / (Yoo = Yo ) (U, = U)dW, =2 / (Yoo = Yo )(Z — ZP)dHD
t i—1 Yt

T 9 T
—/ ds—/‘
¢ ¢

2

ds,
l2

Us — Us

Ly — Ly
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par passage a espérence mathématique, on trouver

2 T 2 T 2
E( +/ d5+/ ‘ ds)
t t 12

<B(j-¢ ) +2 </tT<37S_ ) [l Yors U ) = 5 Yon U 2] ).

Yoo =Y,

ﬁs—Us Zs_Zs

nous avons utilisé I'inégalité 2zy < B2s¢% + z—i on trouve :

E( 2+/tT 2ds+/tT‘
<s(je-)+om [ 2

ds
R
5B [ [Fe YU 2) - JsY U 2)
t

Yoo =Y,

ﬁs_Us Zs_ZS

2
, ds)

Yoo =Y

2

ds

Finallement, on pose § = 1, nous obtenons

2 T 2 T 2 T
E( +/ ds+/ ds+/(
t t t

§E<‘EN—§2> "‘E/T‘f(SaYSanZS)_f(SaYS’U&ZS) 2

Yoo =Y,

i;s—_yts— US_US ZS_ZS

2
, ds)

ds.

2.3 Théoréme de comparaison

Dans cette section, nous établissons un théoreme de comparaison pour les équations

différentielles stochastiques rétrogrades dirigées par un processus de Lévy. Ce résultat fonda-

mental joue un role central dans 'interprétation probabiliste des solutions d’équations aux

dérivées partielles non linéaires, notamment dans le cadre des systémes de type Hamilton-

Jacobi-Bellman.

Théoréme 2.3 Etant donné un ensemble de données standard (f1, &) et (fa2, &) , supposons

que les conditions suivantes sont vérifices : & < & et f1(t,y,u, z) < fo(t,y,u, z) pour chaque

(y,u,2) € R X R x [ dP x dt — a.s.Alors thl < thZ,t €[0,7].
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Preuve. Soit

Yo=Y"P-YI U =UF-UM Z =zP-ZI @ i=6-4
fo=fo

<87 Y:sf—27 Usfza Zsfz) - fl (Sv YSJEJ Usf27 ZLZ2) :
Premiérement, nous définissons trois processus stochastiques comme suit

?s_f1 (fl (S’Y;JE,USJCQ?ZJQ) - fl (S,YLJE,US]%,Z?)) si ?8* 7é 07

Hs = .
0 si Y. =0.
\ Us_l (fl (3,3/;&UJQ>Z§CQ>—]?1 <57}/;JE7U!17Z§2>> si Us#ov
0 si U, =0.

Pour tout ¢« € N*, Z® un processus stochastique a valeurs dans [? tel que ¢ ses premiéres
composantes sont égales & celles de Z/ et son N*\ {1,2,...,i} derniéres composantes sont

égales & celles de Z/1. Avec cette notation, nous définissons pour i € N*

—()\ L (i >(i— . =
(77) (R (sy2un 20) = i (s Y2 U ZTY)) s 20 0,

0% = |
0 si 27 =0,

il est clair que

(0.2.) = fi (s YI2UP, 28) = fu (s Y2 U0 20,

Les processus {p; € [0,T]},{\ € [0,T]} et {d; € [0,T]} sont mesurables, bornés et progres-

sivement adaptés. Maintenant pour 0 < s <t < T, nous définitions
t t
MY = / A AW, + / (05, dH,)
0 0

t
oo =exp | [ uatr = [T vt T (1 AMEY) xp (B0

s<r<t
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En utilisant la formule d’It6, on peut voir que {A,, : r € [s,T]} satisfait 1’équation linéaire

stochastique suivante :
t t
Ay =1+ / AgpdMPV + / Ay pgdr, (2.4)

On a

T
Y;fQ - Yjsfl = 62 _51 +/ <f2 <57szf—2>Usz>ZgQ> - fl (S7Y;.§7U!17Zéfl)> ds
t

B /T (UéfQ . Uéfl) dWS . i/T (Zgg(l) o Z:gfl(i)) dHS(l)
t = Jt

on ajoute et on soustrait fis, YS’E, Ulz 72 on trouver

T T
?t_g—i_/ ?s—i_/ |:f1 (Sa}/tsj%aUsJ%aZf) _fl (SanéaUgl7Z!1):| ds
t t
T_ 00 T_
- / UdW, = / Z.dH,

T T T s T
- E"i_ / 73 + / (,us?sf + )\SUS + 5878) ds — / Udes - Z/ Zst
t t t =1 Y1

on applique la formule d’Itd pour A, ;Y et équation (??), on obtient :

o o T o T o T o
As,th = As,sYs + / As,rdYr + / dAs,rYr + / d [As,ru Yr] .
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on remplace dY, et dA;, dans la dernier égalité on trouver :

T
Y= A,Y, — /AST(MTY + AU, +6,7Z,) dr+/ Folhsy — /UASTdW
T Pr—
—Z/ Z\ dH, — / AdeHW+ASTusdr)—/ d[As,, Y]
T_
— ALY, — / Agr (Y- + MU, +6,Z,) dr + / Fol dr — / U A, dW,
t

T
_Z/ ZoA,dH, - / + (Asr (\dW, +5dH)+AS7T,u,ndr)—/ d[A,. Y.
t

Alors, on obtient

T T
?S:A&t?t—/ Aoy (Us + NY ) dW, — /A”(Z +6,Y,) dH, +/ T dr
T ' T
+/ Asr (MU, +6,2,) /d
t
_Asth+/ fASTdr+/ Asr (MU, +6,2,) dr
t

_/TA”(U +A7)dWS—/TAS,T (Z,+6,Y,) dH,
—z/ oy b (d[HO], = (H®),) .

Puisque les trois derniers termes du coté droit de I’équation ci-dessus sont des martingales,

nous en déduisons que :

T
75 = E (As,t?t + / 73A57r_dr
t

£)zo

Ainsi, le résultat suit, pour t = T, par la positivité de £ et f. =
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Chapitre 3

Etude A’EDSR dirigée par processus
de Lévy sous hypothéses de Lipschitz

local

Ce chapitre a pour objectif principal d’établir un théoréeme d’existence et d’unicité des
solutions pour les équations Différentielles Stochastiques Rétrogrades (EDSR) dont le géné-
rateur vérifie une condition de Lipschitz locale. Plus précisément, nous travaillerons sous les

hypothéses suivantes :

H.1) f est continue en (y,u, z) pour presque tout (¢,w).

H.2) Dl existe C' > 0et 0 < a <1 tels que
|f (tw,u,y,2)[ < C 1+ [y[" + [ul® + [2]7).
H.3) Pour tout N € N, il existe une constante Ly telle que

[f (tw,u,y,2) = f(tw, o'y, 2 < I (ly =y | + Ju— | + 2 = 2])), P—p,s..
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pour tous y,y ,u,u, z, 2 tells que

!

PRl E A T AN T S A TE A

< N.

Remarque 3.1 Lorsque les hypothéses H.1) et H.2) sont vérifiées, nous pouvons définir

une famille de semi-normes (¢, (f)),, par

=

(en (f)),, = (E/O sup | f (s,u,y, z)|2d3)

[yl lul,llzll<n

Remarque 3.2 Nous désignons par localement Lipschitz ’ensemble des processus f satis-
faisant H.1)-H.2) et qui sont localement Lipschitz, ¢’est-a-dire satisfaisant également H.3)

par rapport o (y,u, z).

a—Localement Lipschitz désigne le sous-ensemble des processus qui sont localement Lipschitz

et qui vérifient H.2).

3.1 Existence, unicité et la stabilité des solutions d’ED-
SRs sous des hypothéses localement Lipschitziennes

Dans cette section, nous présentons les principaux résultats de ce chapitre, & savoir
I’existence et I'unicité des solutions d’EDSR sous des hypothéses localement Lipschitziennes.
Ces résultats s’articulent autour de trois théorémes clés :

— Un théoréeme d’existence et d'unicité pour les EDSR a coefficients localement Lipschitziens.
— Une estimation a priori des solutions.

— Une propriété de stabilité sous perturbations des parametres.

Théoréme 3.1 (Existence et unicité) Soit £ une variable aléatoire carré intégrable et sous
les hypothéses H.1), H.2) et H.3), l’équation (2.1) admet une solution unique si Ly <

L + \/log (N) avec L est une constante positive.
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Chapitre 3. Etude d’EDSR dirigée par processus de Lévy sous hypothéses de Lipschitz local

Nous donnons maintenant un résultat de stabilité de la solution par rapport aux données
(f,€). Grossiérement, si f ,, converge vers f dans la métrique définie par la famille de semi-
normes(,,) et si &, converge vers £ dans L? (2), alors (Y™, U™, Z") converge vers (Y, U, Z)
en espace €.

Soit ( f,,) une suite des fonctions qui sont J; —progressivement mesurables pour chaque n..Soit
(fn)n21 une suite des variables aléatoires qui sont Fr—mesurables pour chaque n et telle que
E ’&\2 < 00. Nous supposerons que pour chaque n, 1’équation associée aux données
(fn, &) a une solution (pas nécessairement unique). Toute solution de I’équation associée
aux données (f,,&,) sera notée (Y Z/).

Nous supposons aussi les hypothéses suivantes :

H.4) Pour tout N, ¢y (fn, f) — 0, lorsque n — oc.

H.5) B¢, — &> — 0 lorsque n — oo.

H.6) 1l existe un constate C' > 0 tells que :

sup | fr (t,w, 9,0, 2)| < C(1+[y|" + [ul” + [2[") , P—p.s..

Théoréme 3.2 (Stabilité)Supposons que f et Esoient vérifier les hypothéses de (3.1) et

que la suite (fy,&,) vérifie les hypothéses H.4), H.5)et H.6). Alors, on a la convergence

sutvante :
2 T 2 T 2
lim (E sup Y - Y, +E/ \ul» — U, ds+E/ |z —ZSHZst) = 0.
n—+0oo 0<t<T 0 0

Pour démontrer les deux theoremes (3.1)) et(3.2)), nous introduisons les deux lemmes suivants :

Lemme 3.1 Soient &', £ deux variables aléatoires de carré intégrable de dimension d et
Fr—mesurables. Considérons deux fonctions fi et fo satisfaisant les conditions H.1) et
H.2). Soit (Yfl,Ufl,Zfl) et (YfQ,UfQ,Zh) les solutions respectives des équations diffé-
rentielles stochastiques rétrogrades associées a (fi,&Y) et (fa, €2).

Dans ce cadre, pour toute fonction f localement lipschitz et tout entier N > 1, les inégalités
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sutvantes sont vérifiées :
T 2 T 2 2 T 2 :
E/ Ul - U’ ds+E/ |zl — z8| dng{E\gl—§2| + {E/ Y1 - Y/ ds] }
0 0 0

et

2 1 212 2 2 K
E(‘Y'sfl—}/sh} > SKI [E<’§ _g ‘ >+90N(f1_f)+90N(f2_f>+(QLN+2L?V)N2(1_Q):|

x exp ((2Ly +2L%) (T — s)) ,

ot K est une constante qui dépend de C, E |§1|2, E |£2|2 et K1 est une constante universelle.

2

Preuve. Nous allons prouver la premiére inégalité, en utilisant la formule d’It6 pour th T Y;f 2

on obtient :

9 T
Vvl = @)z [ (f (s 02 UR2E) - £ (s YEUR ZE))
t

T
o (thl 3 th2> gs 2/ (U — U (thl 3 th2> v,
t
0 .7
_ 2;[ <th1 _ th2> (Zsfl(z) _ Zsfz<i)> dHS(Z)
oo 00 t
_ Zgl(i) _ Zsfw)) (Zgl(j) _ Zsf2(j)> d H(i)’H(j) _ H(i),Hs(j)
>3 (@ [0, 8], ~ (1O, HD))

i=1 j=1

T s f2 oo T
— | Ut vt as - ‘
| ot -vef =3 |

2

zh0 — zPo | ds.
l

par passage a éspérance mathématique on obtient :

2

ds

7 _ 75 .

T 9 oo T
E/ Ul — Ul ds—Z/ B|
t = Jt

T
< Hgl _€2||i2(]-‘T) +/ |:E‘fl <37Y;]3aUsfl>Zsfl> - f2 <87szf—27Usf27ZgQ>
t

Tl

car Z PO fOt ( 750 ng) ( 7010 _ Z;”z(j)) (d [HO, HO] — < HO, ng)>8>,
=1

S () (200 - 2P0 Y anl et [ (Ul - Uf) (Y = Y?) dW, sont des mar-

2
v/ _st2‘ ds}

s
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tingales.

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on trouver estimation suivante

T 00 LT ' 2
E/ logg —Ug‘2|2ds—2/ B 280 - 220 as
t i=1 71 :
2\ 3
1 g2 f1 12
< N = €y K (2 v7L)
cette dernier inégalité permet nous d’écrire
T ) o LT ' PUNTE
E/ Ul — Ul ds—Z/ O — 73200 ds
t i=1 7t !

oy

)

Nous prouvons ensuite le deuxiéme inégalité. Soit (-, -) le produit scalaire dans R¢. On pose :

< K(€1,52) {Hgl - 62“]?42(]-}) + (‘

Y,=Y!'-v/?  U,=Ur-UL Z,=2z0H-2F
et 75 = fl <37Y5§7U5]01,Z§£1> _f2 (S:YtejéaUsb?ZgQ) .

D’aprés la formule d’It6, on trouve

= 12 T T2
s s S s S
7.+ !U\d+/ 2]}

T
= (¢ - — )42 fY ds—2/ UY,_dW,

—22/ Y, Z,dH? ZZ/ (d[HD, HD] —(HD HD) ).

=1 j=1

En exploitant le caractére martingale des trois intégrales stochastiques de coté a droite du
légalité, et par propriété fondamentale des martingales (dont I’espérance est nulle), nous

obtenons

T T T
Em\m@/ |Us\2ds+]a/ stugds:@\gl_g?f+zm/ (7. V) ds.
t t t
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Soient [ et v des nombres strictement positifs. Pour N > 1 donné, notons Ly le constant

Lipschitz de la fonction f dans la boule B (0, N), Soit

AN — {<s,w> YR+ (UB ) |20+ (Uh)

2 1z P > N2} .

et AN = Q\ AN et dénote par I4 la fonction indicatrice de 'ensemble A. Nous avons

T T T
E}73|2+E/ \US}stJrE/ ||Z||2ds=E|§1—52\2+2E/ (Fo Vo) (Lav + L) ds
t t t

=Bl & + L+ L+ I+ L,
avec

<fva >]IANdS

/ < 5 Y/ uh Zf1> .y (s,Y;E,Uggzg‘l)>11AN,cds,

< s, Y2 Uh Zf1> .y (s,ng_Z,Ug”2,Z;‘2>>]1AN,cds,

< . ,f 5, Y2, Uf Zf2> — b (s,}gJE,U;‘Z,Z;‘2>>]1AN,cds,
Il n’est pas difficile de vérifier que

L <2 M|V, [ Luveds + &% (fi = f),
et

I < 2B [T V[ Laweds + 9% (f — fo) -

Puisque f est Ly—Lipschitz dans la boule B(0, V), on obtient par inégalité 2abLy < 772@2 +

b2L2

27N I’estimation suivante

T 2 T 2 T
< QLy+7)B [ Vi Luseds+ 228 [ 0L ds+ 238 [ |7, as
t t t
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Pour estimer I;, nous utilisons I'inégalité de Holder 2ab < 32%a? + 2,—22 et le fait que

2

2 _ 2 _
T ‘Uf + HZ?

o 2 _ 2 o 2 _
‘Yfl_ +‘Uf +HZ§1 +‘Yf2_

N2

Tyw <

nous obtenons

2 T o 2 1 T e
Il < 5 E/ ‘Ys_l ]IAN,dS + EE/ ‘fs| ]IAN,dS.
t t

alors par hypothese H.2), l'inégalité (a — b)* < 2a2 + 2b% et l'inégalité (a + b+ s+ d)° <

4 (a® + b* + ¢ + d?), on obtient
T 2 T
— 8K
]1 S B2E/ }YS_‘z]IAN,dS + —QE/ (1 +
¢ R
8K2 T
+—7E/ O+
B2

D’aprés I'inégalité de holder et (3.1)), on trouve

Yfz
o

U Hzgzuh) Lw.ds

Yfl
o

s Hzglwa) ILyw.ds.

2 T 2 K
IlgﬁE/t V| ]IAN,derm.

Si nous choisissons 3% = 2L3 + 2Ly, v* = 2L% et nous utilisons les estimations ci-dessus,

nous obtenons
E|75|2+E/tT \Us|2ds+E/tTHZH2ds
< B¢ — &+ (2L% + 2Ly +2) E/tT Vo[ Lyveds
F (o +2L0)E [ T PLavds 1 6 (- ) 4Gk (- )

K
+ B2N21-a)
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Chapitre 3. Etude d’EDSR dirigée par processus de Lévy sous hypothéses de Lipschitz local

En utilisant le lemme de Gronwall, nous obtenons

o K
BV, < |Bl¢' - &1 + gran | o (205 +2La] (T - 1) +2)

+[oh (fi = )+ 8 (f = f2)] exp ([2L% + 2L ] (T — 1) +2) .

La preuve de lemme (3.1) est terminer. m

Lemme 3.2 Soit f une fonction qui satisfait H.1), H.2) et H.3). Alors, il existe une suite
des fonctions f, telle que,

(1) —a) Pour chaque n, f, est Lipschitzienne et satisfait H.2).

(i) =b) sup, [fn (t,w,u,y,2)| < |f (t,w,u,9,2)] < C (L +[yl" + [ul” +[2]"), P—p,s., ppt €
[0; 1.

(13) Pour tout N, on (fn — f) — 0 lorsque n — oc.

Preuve. Soit ¢, une suite de fonctions lisses avec support dans la boule B(0,n + 1) et telle
que ¢, = 1 dans la boule B(0,n). Il n’est pas difficile de voir que la suite f,, de fonctions

tronquées, définie par f,, = fy,, satisfait toutes les propriétés citées dans lemme (3.2). m

Lemme 3.3 Soient f et & satisfait les méme hypothése de Théoreme (3.1)). Soit (f,) la
séquence de fonctions associée a f par le lemme (3.2) et note par (Yf", Uln, Zf") la solution

de ’équation associe & (fn, &), alors

(i) a) sup, E|Y/" i < [E\£]2+K] exp (K) = Kj.

b) sup, E <f0T ‘Uéfn}zds + fOT }|Z§”H2d5> < (IFS4|§'|2 + K) (2+ Kexp (K)) = Ks.

(ii) Il existe un processus (Y,U, Z) € ¢ tel que

lim ||(Y/, U, Z/") — (YU, Z)||. = 0.

n—o00 €

2
Preuve. Premiérement, nous prouvons la partie (i), par la formule d’Ito appliqué a ‘th "

et par passage a espérance mathématique, on trouver

E ‘thn

2 N T 2 T
g]E(|§| +/ ]fn (s,nfn7Ugn’Zgn)’ ds—l—/ |stn,
t t

2ds).
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Chapitre 3. Etude d’EDSR dirigée par processus de Lévy sous hypothéses de Lipschitz local

Par la condition H.2) pour f,, nous obtenons

T 2
E/ fu (5, Y U Z07) ds §KE<1+ v
t

2+MW+WMﬁ®
donc

E |y vl

T
’ < KE(|¢)? + (1 + i + \Usfn|2 + HZSf”H2> ds—l—/ hEk 2 ds).
t

en utilisant inégalité Gronwall’s stochastique, on trouve :

2
B Y/ < (B + K) exp (K).

ceci implique que
2

sup E

La premiére partie (i) — a) est prouve.
maintenant nous prouvons la deuxiéme partie (i) — b), reprenant I’égalité d’Itd et prenant

lespérance, en utilisant (i) — a) et en résolvant, on obtient la deuxiéme partie (i) — b).

(1-a)
2(T—t)

(YUl zh fi.81) = (YU 20 £, €), (YR, U, 20, f5,82) = (YIm, UTm, Z0m, £, €)

Pour prouvons (i7), supposons que Ly < log (N). En appliquant le lemme (3.1 a

et en passant ensuite aux limites successivement sur n, m, N, on obtient le.Jemme (3.3]).

Supposons maintenant que Ly < y/log (N). Soit 6 un nombre strictement positif tel que

(1—a)

d < 5

. Soit [t;, t;+1] une subdivision de [0, 7] telle que |t;11 —t;| < §. En appliquant le
lemme a tous les sous-intervalles [t;,t;,1], on obtient le lemme .

u

Preuve. (Theoréme et Théoreme (3.2)) : L'unicité¢ découle du lemme (3.I) en
laissant f1 = fo = f et & = €2 = £. 1l rest & prouver l'existence de solutions. Par lemme

(3-3), il existe (Y,U, Z) € ¢ tels que lim H(Yf", Uf",Zf“) — (Y, U, Z)H(E = 0 lorsque n — oo.
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Chapitre 3. Etude d’EDSR dirigée par processus de Lévy sous hypothéses de Lipschitz local

On a alors avec théoreme de convergence dominée le résultat suivante :

T T
lim E ( sup |Y/" — YSF> = lim E/ Ul —U* ds = lim E/ |2 — 7|}, ds = 0.
Il reste & prouver que ftT fn (s, v, Uln, Zsf"> ds converge vers ftT f(s,Y,Us, Zs)ds en pro-
babilité. Soit N > 1 et dénote par Ly la constane de Lipschitz de f dans la boule B (0, N).
v/

Nous mettons AY = {(s,w) ; + U] + HZZ"H +|Us| + Y| + 1 Zsl| > N} et AC =

O\ AN, Puisque f est Ly—localement Lipschitz, nous utilisons I'inégalité triangulaire et 1'in-
égalité de jensen pour obtinir

T—n
/ fsds
t

E _E /tT (fn <s,}g@,Ug‘n,Z;‘n> —f(s,Ys,,Us,Zs)> ds

T
<b |
¢

T
+E/ )f (s,lgf_",Uj",Z{") —f(s,Ye Uy, Z,)
0

fo (5. UL 200) = f (5,70 U8, 28 ) | ds

ds.

T
< E/ sup | fu (8,91, 2) = f(s,y,u,2)|ds
0

lyl,lul,[|lz][ <N

T «
+2KsupE/ (1—1— v/ +|Uf”|a+HZZ"Ha1A7zlv,cds>
n 0

"ot U s R
4Ly (]E/ ‘Ys’j ds+]E/ ‘U;: ds+E/ sti ds)
0 0 0

T
+ KsupE/ (2 + |25+ Y|+ U+ ||ZSH“) 1,veds.
n 0

v + |uf

Puisque |z|* < 1+ |z| pour chaque « € [0, 1], nous utilisons successivement le lemme ([3.3)
(1) — (b), I'inégalité de Schwarz, I'inégalité de Tchebychev, le lemme (3.3]) (i) et le lemme de

Fatou pour obtenir

24K

T—
/ fuds
t
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Chapitre 3. Etude d’EDSR dirigée par processus de Lévy sous hypothéses de Lipschitz local

ou K;, K, désignent les deux constantes définies dans le lemme ([3.3)) (i7), ou

T
Li(n) = E/O sup  |fu(s,y,u,2) — f(s,y,u,z)|ds.

[yl;|ul,[lz|<N
r —f
ds—i—E/ HZ;
0

T T
L(n) = E/ ’?ﬁi ds+E/ ‘Uf" ds.
0 0
le lemme (3.3)) (74) montre que lim,,, I1(n) = 0. Nous allons prouver que lim,,_,, I2(n) = 0.

D’aprés le lemme ([3.3)) , nous avons

T
lim ]E/ (|7 + |[Z"]) ds = o.
0

n—o0

Nous utilisons le lemme (3.3)), le lemme de Fatou et le théoréme de convergence domi-

, . T |5Af
née pour montrer que lim, .. E [, ‘Y;

ds = 0 ce qui montre que I’équation a au
moins une solution. Le théoérme est prouvé. Finallemenr nous obtenons le théoréme
(3.2) par une application direct du lemme a (Yhuh zh f,¢Y) = (YU, Z, 1,€),
(Yf2,Uf2,Zf2,f2,§2) = (Yf”,Uf",Zf",fn,ﬁn) et en passant a la limites en n et N, nous

obtenons le resultat demandé. m
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Conclusion

Dans ce travail, nous étudions les équations différentielles stochastiques rétrogrades a
coefficient localement lipschitzien et donnée terminale ¢ de carré intégrable. Notre analyse

porte sur trois aspects fondamentaux :

1. Existence et unicité : Nous démontrons que lorsque le coefficient f est localement lip-
schitzien en (y, u, z) avec une constante de Lipschitz Ly dans la boule B(0, N) vérifiant
Ly < L+ /log(N), 'équation admet une solution unique, et aussi comme une
étape intermédiaire nous étudions 'existence, I'unicité et la comparaison des solutions

de ces équations sous la condition de Lipschitz.

2. Stabilité des solutions : La stabilité des solutions par rapport les donnée (f,§) est

établie sous ces mémes conditions.

Pour cela en utilisant des outils d’analyse stochastique tels que la formule d’Tt6 et I'isometrie

pour les intégrales stochastiques.
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Annex : Quelques outils

mathématiques

Théoréme 3.3 (L’inégalité de Hélder) L’inégalité de Holder dit que si p;q > 1 tels que
1,1 _
st = 1 alors,

19l < W fllge + N9l -

Théoréme 3.4 (I’inégalité de Cauchy-Schwartz) Soient f et g € L?([0,T],R), alors

[ sl < </01|f\2du>% ([ IQIQdM);-

Lemme 3.4 (L’inégalité de Young) Soient a; b deux nombres réels et p,q > 1 vérifiant
1,1
]—34—5—1. Alors on a

a? bl

ab < — + —.
p q

Lemme 3.5 (Lemme de Gronwall’s) g une fonction positive mesurable bornée sur [0,T].

On suppose qu”il existe des constantes a > 0, b > 0 telles que pour tout t € [0,T], on a :

g(t)§a+b/0tg(s)ds.

Alors, ¥t € [0,T], g (t) < aexp (bt).

Lemme 3.6 (Lemme de Fatou) Soit (X;),,, une suite des variable aléatoire réeles, alors

/ lim inf X;dY < lim inf/XtdY.

n—oo n—oo
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Annex : Quelques outils mathématiques

Théoréme 3.5 (Inégalité de Jensen’s) Soit I C R un intervalle et f : I — R une

fonction convexe. Pour tout n > 2 pour tous Ty, ....,x, € I, pour tous Ay, ...., \, € [0,1] avec

e =1 ona

Théoréme 3.6 (Théoréme de convergence dominée) Soit (f,)nen une suite de fonc-
tions mesurables sur un espace mesuré (E, A, ) , & valeurs réelles ou complexes. On suppose
que la suite (fn)nen converge simplement vers f et il existe une fonction intégrable g telle

que : Yn € NVz € E| |f.(x)| < g(z). Alors f est intégrable et
Théoréme 3.7 (Inégalité de Chebychev) Soit X une variable aléatoire réelle intégrable

et o : R, — R, une fonction croissante positive. Alors pour tout a > 0

_ VAR(X)

P(X-E(X)|20) <
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Abstract

In this work we study backward stochastic differential equations where the
coefficient is locally Lipschitz in both variables y, u and z, and the terminal condition
Is square integrable. Denoting L, as the Lipschitz constant of the coefficient on the

ball B(0,N) satisfy Ly < L + /log(N) then our objectif BSDE admits a unique

solution. Additionally, we establish the stability of the solution under these same
conditions.

Keywords: BSDE; Locally Lipschitz; Existence and uniqueness solutions; Stability;
Comparison theorem.

Résumé

Dans ce travail nous étudions les équations différentielles stochastiques
rétrogrades ou le coefficient est localement lipschitzien pour les deux variables y, u et
z, et la condition terminale est de carré integrable. En notant L, comme la constante de

Lipschitz du coefficient sur la boule B(0,N)si Ly < L + /log(N) satisfait alors

notre equation différentielle stochastique rétrograde objective admet une solution
unique. De plus, nous établissons la stabilité de la solution dans ces mémes conditions.

Mots-clés : EDSR; Localement Lipschitz; Existence et unicité; Stabilite; Théoreme de
comparaison.
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