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Introduction

Le controle optimal stochastique de type champ moyen a fait I’'objet d’études intensives ces
derniéres années, en raison de ses applications en économie et en finance mathématiques.
En 2009, Buckdahn et all ont introduit un nouveau type d’équations doublement diffé-
rentielles stochastiques rétrogrades appelées EDSR de type champ moyen, qui ont eté
dérivées comme limite d’un systéme de grande dimension d’ EDSR correspondant & un
grand nombre de particules L’existence d’une solution pour les équations différentielles
stochastiques rétrogrades des systémes & champ moyen a été démontrée par Caramona et
Dularue.

Dans ce mémoire, on s’intérésse au controle optimal des systémes gouvérnés par les équa-
tions différentielles doublement stochastiques progressives rétrogrades ( EDDSPRs) li-
néaires de type champ moyen. Ce type d’équations se caractérise par la prise en compte
de Deffet moyen (ou espérance) de 1’état du systéme dans son évolution, qui est le contenu
de Darticle [2]

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Chapitre 1 : Rappel de calcul stochastique

Dans Le premier chapitre, on commence par donner quelques concepts généraux relatifs
au calcul stochastique, a savoir certaines définitions de base (variables aléatoires, pro-
cessus stochastiques, martingales, intégrales stochastiques...), on fait rappel aux equation
différentielles stochastiques, on donne leurs propriétés anisi que le théoreme d’existence et

d’unicité.
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Chapitre 2 : Equation différentielle stochastique doublement rétrogrades

Au deuxiéme chapitre, nous allons montrer d’existence et d’unicité de la solution pour
I’EDSR avec un générateur Lipschitzien, ce résultat a été obtenu par Pardoux et Peng
en 1990. Puis nous allons présenter les équations différentielles doublement stochastiques
dont les deux générateurs f et g sont Lipschitziens.

Chapitre 3 : Controle optimale pour les EDDSPRs Linéaires de type champ
moyen

Dans le troisiéme chapitre nous considérons le probléme d’existence de controle optimal
pour les équations différentielles doublement stochastiques progressives rétrogrades (EDD-
SPRs) linéaires de type champ moyen. dans le cas o ’ensemble des controles est convexe

et compact et la fonction de couit est convexe.



Chapitre 1

Généralités de calcule stochastique

Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions de base utilisées le long de ce mémoire.
Nous commencons par définir : le processus stochastique, le mouvement Brownien,

les martingales ...etc. Nous rappelons aussi la définition de les équation différentielles
stochastiques et le théoreme d’existence et d’unicité de sa solution.

3] | [6] [7] [10] [

1.1 Généralites

1.1.1 Tribu

Définition 1.1.1 La tribu sur 2 est une famille de sous-ensembles de ) qui contient
l’ensemble vide et qui est stable sous les opérations suivantes :passage au complémentaire,

union dénombrable et intersection dénombrable.

Une tribu contient donc ’espace {2

Un espace mesurable est un espace muni d’un tribu

Proposition 1.1.1 L’ntersection de tribus forme une tribu, mais cela ne s’applique pas

a l’union, car l'union de tribus n’est pas nécessairement une tribu.
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1.1.2 Tribu engendrée

Définition 1.1.2 Soit A une famille d’ensembles. La tribu engendrée par A est la plus
petite tribu contenat A, c’est -a-dire l'intersection de toutes les tribu contenant A.On la
note o(a)

o(A) =nN{A C F,F est une tribu}

si F1 et Fo sont deux tribu, alors la tribu engendrée par leur union, notée IV Fs, est la

plus petite tribu contenant Fy et Fy :

fl\/fQ :O'(F1UF2)

1.1.3 Mesurabilité

Définition 1.1.3 soit (2, F) et (F,e) deux espace mesurable. Une application f de )
dans E est dite (F,e) mesurable si f~1(A) € F,VA € ¢, ou

def

FHA) = {we | flw) € A}

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur les tribus employées, on dit simplement que f est
mesurable

Une fonction f de R dans R est borélienne si elle est (Bg, Br) mesurable, soit

fY(A) € Bg,VA € By

11 suffit que cette propriété soit vérifée pour les intervalles A.

Les fonctions continues sont boréliennes.
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1.1.4 Probabilité

Définition 1.1.4 Une probabilité P sur (Q, F) est une application de F dans [0,1] telle
que
- P(Q)=1

— pour des (Ap)nen+ appartenant o F deuz o deux disjoints on a

P(UpeAn) = ) P(Ay)
n=0
On appelle espace probabilisé ou espace de probabilité.le triple (2, F,P)

1.1.5 Filtration

Définition 1.1.5 Soit (Q2,F,P) un espace probabilisé. On appelle filtration (Ft),s, de

(Q, F,P) est une suite croissante de sous-tribus i.e. : pour tout s < t;
FsCF CF

On dit alors que (Q, F, (Fi),>q,P) est une espace probabilité filtré

1.1.6 Variable aléatoire

Définition 1.1.6 Soit (2, F,IP) un espace de probabilité . Une variable aléatoire ( souvent

abrégé v.a. par la suite) est une application X : (2, F) — R telle que
{weN: X(w) e B} ={X € B} € F,VB € B(R).

Proposition 1.1.2 X est une v.a. ssi{w € Q: X(w) <t} € F,Vt € R,

Remarque 1.1.1 X est aussi dite une fonction (ou v.a.) F-mesurable.

-si F =P(R), alors X est toujours F-mesurable
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-5t Q=R et F = B(R), alors X est dite une fonction borélienne.

1.2 Processus stochastique

Définition 1.2.1 Un processus stochastique est une famille de variable aléatoire (X;;t > 0)

définie sur le méme espace de probabilité.

Définition 1.2.2 Un processus stochastique X = (X;,t > 0) est dit adaptée (par rapport
a une flltration F;) si Xy est Fy-mesurable pour tout t.

On dit que le processus X est a trajectoires continues (ou est continu) si les applications
t — Xi(w) sont continues pour presque tout w.

Un processus X est dit cadlag si ses trajectoires sont continues a droite, pourvues de limites

a gauche.

1.3 Martingales

Définition 1.3.1 Soit (Q, F, (F),5¢,P) un espace probabilité filtré. Une martingale par
rapport a la filtration (F),5, est un processus stochastique (X),5, tel que pour tout t

- B([Xy]) < o0,

— X; est adapté a la filtration (Fy),-,

- EB(X; | Fs) = X5 pour tout s < t.

Remarque 1.3.1 Si la derniére condition est remplagée par B(X,; | Fs) < X on dit que
(Xt),>0 est une surmartingale, et si elle est remplagée par B(X, | Fs) > X on dit que c’est

une sousmartingale

Propriété 1.3.1 -Si X est une martingale B (X;) = E (X,),Vt
-Si (Xy,t < T) est une martingale, le processus est complément déterminé par sa valeur
terminale : Xy = B (X | F;) cette derniére propriété est d’un usage trés fréquent en fi-

nance.
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Théoréme 1.3.1 (Inégalité de Burkholder Davis Gundy "BDG") Pour toutp > 0,
il existe des constantes cp, C, telles que pour toute martingale locale X continue nulle en
Z€éro,

oF [(X, X)22] < B(X)] < GE [(X, )2/

ol X} = supgc <y | Xl -

1.4 Mouvement Brownien

Soit (£2,F, P) un espace de probabilité, et soit (W}),., un processus défini sur cet espace

Définition 1.4.1 On appelle mouvement brownien un processus stochastique réelle (Wt)tzo
satisfaisant les propriétés suivantes :

- Wy =0 P—p.s.

— les tragectoires de W sont continues p.s.

— pour tout 0 < s < t,la variable W, — Wy est indépendante de Fs = o(W,,u < s).

— pour tout 0 < s < t,la variable Wy — Wy est gaussienne de moyenne nulle et de variance

t— s.

Remarque 1.4.1 On dit que W est un (F;),~, —mouvement brownien si W est une pro-

cessus continu, adapté a la filtration (Ft),sq,vérifiant :

, —u?(t — s)
Vu € R,V0 < s <t,E(expiu (W — Ws) | Fs) = exp —
Proposition 1.4.1 Soit W un M B standard
1. pour tout s > 0, (Wiys — Wy) s est un M B indépendant de o {Wy,u < s};
2. —W est aussi un M B ;

3. pour tout ¢ > 0; (th/cz) est une MB ;

>0

4. le processus défini par Xo =0 et X; = tWy,, est un MB.
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1.5 Intégrale stochastique

On se donne un espace (2, F, P) et un mouvement Brownien W sur cet espace. On dés-

igine par F; = 0(Wj, s < t) la filtration naturalle du mouvement Brownien

Définition 1.5.1 L’intégrale stochastique est défine comme suit :
t
Joaw.
0

ol ¢ un processus stochastique

2
loc

Proposition 1.5.1 On note A l'ensemble L7 (2, RT) des processus ¢ adaptés caglad vé-

rifiant

E(/¢§(w)ds) < 00, Vt

— Linéarité :Soit a et b des constantes et (¢';i = 1,2) deuz processus dans A, on a

t

t t
/ (a6 + bo2)dW, = a / LW, + b / SV s
0 0

0

t
- E /qzﬁdeS =0
0

— Propriétés de martingale : on définit le processus stocahastique M; = fg P dWs,0u ¢ € A

est une martingale & trajectoires continues
t

t
— On définit le processus Ny comme suit :N; = (/¢SdW5)2 — /gbgds,est également une
0

0
martingale
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— L’isométrie : soit 0, ¢ € A,alors

E (/Ot bW, /Ot HSdWS> —E </Ot ¢sesd5>

1.5.1 Processus d’Ito

Définition 1.5.2 Un processus X est une processus d’Ito si

t t
X = :L‘—i—/bsds+/ade8
0 0

t

ot b est un processus adapté tel que / |bs| ds existe (au sens lebesgue) p.s .pour tout t, et
0

o un processus appartenant o A

1.6 Formule d’It6
Théoréme 1.6.1 (Premiére formule d’Ito) f est une fonction de classe C*. Alors
t 1 t
A0 = fX0) + [ a5 [ x),
0 0

Théoréme 1.6.2 (Deuxiéme formule d’It6) Soit f une fonction définie sur Ry x R de

classe C* par rapport at , de classe C? par rapport a,x On a

t t 1 t
ft,Xy) = f(0,Xy) +/ fi (s, Xs)ds + / fi(s, Xs)dXs+ 5/ fo (s, X5)d (X, X),
0 0 0
Théoréme 1.6.3 (Intégration par parties) Soient X et'Y deux processus d’Itd, alors

t t
XY, = XoYp + / X,dY, + / YidX, + (X,Y),
0 0
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1.7 Equation différentielle stochastique

Définition 1.7.1 Une équation difiérentielle stochastique est une équation de la forme

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th
(1.1)
X() =
Définition 1.7.2 Une solution de 'EDS est un processus continue (X;)i>o tel que :
1.X est progressivement mesurable.
2P—p.s. [y {|b(r, X,)| + ||lo (r, X,)|*} dr < 00,0t ||o|| = trace (c0*);
3P—p.s.,on a : X, =x+ fotb(r, X,)dr + f(fa (r, X,)dW,,0 <t <T.

1.7.1 Théoréme d’existence et d’unicité

Théoréme 1.7.1 Soient b et 0 deux fonctions boréliennes. On suppose qu’il existe une
constante K telle que, pour toutt € [0,T],x,y € R™,

1.condition de Lipschitz :

b(t,2) = bty + ot x) — oty < Klw—yl;

2.croissance linéaire :

[b(t, )| + llo(t, 2) || < K (1 + |2[);

3. La condition initiale Xy est indépendante de (W;,t > 0) et est de carré intégrable.
Alors il existe une unique solution (X¢)i>o de a trajectoires continues pout,t < T De
plus cette solution vérife

E [|X:*] < o0

10



Chapitre 2

Equation différentielle doublement

stochastique rétrogrades

L’objectif de ce chapitre est d’introduire la notion d’équations différentielles stochastiques
rétrogrades, (EDSRs en abrégé) et de présenter briévement le résultat classique d’existence
et de I'unicité de la solution. Ainsi, on représente les équations différentielles doublements
stochastiques rétrogrades

7] [10] [11]

2.1 Equations Différentielles Stochastique Rétrograde

2.1.1 Notations et définitions

Soient (Q, F, (]:t)tzo ,]P’) un espace probabilisé filtré, un mouvement Brownien W définit
sur cet espace et variable aléaoire & mesurable par rapport & F;.On notera <‘7:t)t20 la
fitration naturelle du M B W.

On travaillera avec deux espaces de processus :

on notera tout d’abord S? (RK ) I’espace vectoriel formé des processus Y progressivement

11
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mesurables, & valeurs dans R, tels que :

V)% : =E [ sup [%i2] < oo,
0<t<T

et S? (RK ) le sous-espace formé par les processus continus.
Ensuite M? (R¥*?) celui formé par les processus Z progressivement mesurables, & valeurs

dans Rf*4 tels que :

T
||Z||2M2: =E {/ ||Zt||2dt] < 00,
0

ou si z € REX? ||2||* = trace (22*).
M? (R%*4) désigne I'ensemble des classes d’équivalence de M? (R¥*?)
RE et RE*4 seront souvent omis ; les espace S?, S?,et M? sont des espace de banach pour

les normes défnies précédemment. Nous désignerons B? l'espace de Banach S? (RF) x

M2 (RKXd) )

Définition 2.1.1 Une equation différentielle stochastique rétrogrades(EDSR en abrégé)

est généralement exprimée sous la forme suivante :

dY, = —f (t,Ys, Z,) dt + Z,dW,,t € [0,T]

Yr=¢

(2.1)

ou, de facon équivalente, sous forme intégrale,

T T
Yt=£+/ f(r,YT,Z,«)dr—/ Z,dW,,0 <t <T.
t t

La fonction f s’appelle le générateur de  EDSR et £ la condition terminale.

12
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Définition 2.1.2 Une solution de | EDSR est un couple de processus {(Yi, Z;) }ocycr
vérifant :
1.Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs respectivement dans RY et RE*4:
T
2P—p.s. [y {|f(r,Y,, Z.)| + HZTH2} dr < oo;
3.P—p.s.on a :
T T
v; _g+/ f(r,YT,ZT)dr—/ Z,dW, 0 <t <T
t t

Remarque 2.1.1 Les intégrales de l’équation étand bien défnies, Y est une semi-
martingale continue, ensuite comme le processus Y est progressivement mesurable, il est

adapté et donc en particulier Yy est une quantité déterministe.

2.1.2 Existence et unicité des solutions

Proposition 2.1.1 Supposons qu’il existe un processus ( ft)0§t§T7 positif, appartenant

M?(R) et une constante positive \ tel que

V(t,y.2) € [0,T] x RY x R | f (t,y,2)] < fi + A(Jy| + [[2]]) -

Si {(Ys, Zt) }o<y<r €5t une solution de ' EDSR telle que Z € M* alors Y appartient
a S2.

Preuve. Le résultat se déduit principalement du lemme de Gronwall et du fait que Y est

13
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déterministe. En effet, on a, pour tout ¢ € [0,7]],

T T
Y, :§+/ f(r,Y;,ZT)dr—/ Z,dW,
t t

={+ </tO f(r,Y,, Z.)dr + /OTf('r,Y},ZT)dr> — (/to Z.dW, +/0T ZrdWT>
=&+ (— /Otf(nYr,Zr)dr— (— /Ot ZrdWT)) + (/UT f(r,Y,, Z.)dr — /OT ZrdWT)

_ (§+/0Tf(r,Yr,Zr)dr—/OTZ,,dWr) —/Otf(r,n,zr)dw/otzrdwr

t t
=Yy — / f (T7 Y;“a Z’r) dr + / ZrdWr,
0 0

et par suite, on a : Z € M? alors :

t
vl < yYo\+/ F (1Yo Z))|dr + sup
0

0<t<T

t
/ ZpdW,
0

utilisant ’hypothése sur f,

T
Vil < Yol + / oo A Z)dr + sup
0

0<t<T

t
—l—)\/ Y, | dr
0

¢
/ ZpdW,
0

t
§<++)\/ Y| dr
0

ou

t
/ ZdW,
0

T
¢ = Yol + / (a4 1 Zo)dr + sup
0

0<t<T

par 'hypothése, Z € M? et donc, via I'inégalité de Doob,

t
/ ZpdW,
0

alors le troisiéme terme est de carré intégrable ; il en est de méme pour {F;}

2

E | sup

0<t<T

T T
5[ [12)F 0] < sw ][ 121 4]
0<t<T Jo 0<t<T 0

et Yy est

o<t<T ’

déterministe donc de carré intégrable; il s’en suit que ¢ est une variable aléatoire de carré

14
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intégrable. Comme Y est un processus continu le lemme de Gronwall fournit I'inégalité

sup |Yi| < sexp (AT)
0<t<T

qui montre que Y appartient & S%. m

Lemme 2.1.1 Soient Y € S§? (R¥) et Z € M? (RX*?) Alors {fJ}Q.ZSdWS,t € [O,T]}

est une martingale uniformément intégrable.

Preuve. Les inégalités BDG donnent

B T 1/2
]SOE (/ |Yr|2HZr||2dr> ]
0

T 1/2
< CE | sup !Yt!(/ HZrH2d7”> ]
0<t<T 0

t
/ Y,.Z.dW,
0

E{sup

0<t<T

. 2 2
et par suit, comme ab < % + %,

t
/ Y. Z.dW,
0

E[sup

0<t<T

1 "z
} <C —E{sup |Yt|2] +E / 121 dr
2 o<t o 2
T
< C (E { sup \Ytﬁ] +E [/ HZH%ZT}) :
0<t<T 0

Or cette derniére quantité est fnie; d’ot

t
E [ sup / Y, . Z.dW,
0

0<t<T

| <o

D’ou le résultat. m
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Chapitre 2.Equation différentielle stochastique doublement rétrogrades

2.1.3 EDSR dans le cas Lipschitzien

Nous avons la fonction f est défnie sur [0,7] x Q x RE x REX? 3 valeurs dans R¥ | telle
que, pour tout (y,z) € RE x REX? le processus {f (t,y, %) }o<y<p SOit progressivement
mesurable. On considére également ¢ une variable aléatoire, F;—mesurable,a valeurs dans
RE.

Voici les hypothéses sous lesquelles nous allons travailler.

(H) 1l existe une constante A telle que P-p.s.,

1.condition de Lipschtz en (y, z) :pour tout ¢,y,y’, 2, 2/,

|f(t>ya Z) - f (tvylvz/)| < A (|y - y,| + ||Z - Z,H);

2.condition d’intégrabilité :

1) {|§|2+/T]f(r,0,0)|2dr} < 0.
0

Nous commencons par un cas trés simple, celui ot f ne dépend ni de y ni de z i.e. on se
e 2 (K
donne ¢ de carré intégrable et un processus {Ft}ogth dans M (R ) et on veut trouver

une solution de 'EDSR.
T T
Yt:§+/ Frdr—/ Z,dWr0<t<T (2.2)
t t

Lemme 2.1.2 Soient { € L? (Fr) et {Fi}oqyep € M? (R¥).L'EDSR posséde une

unique solution (Y, Z) telle que Z € M?>

Preuve. Supposons dans un premier temps que (Y, Z) soit une solution vérifiant Z € M?>

16
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Si on prend ’espérance conditionnelle sachant F; on a nécessairement,

T
Yt:E<§+/ Frdr|.7-“t).
t

On défnit donc Y a l'aide de la formule précédente et il reste a trouver Z. Remarquons
que,d’apres le théoréme de Fubini, comme F' est progressivement mesurable . fot F.dr est un
processus adapté a la fltration {ft}te[o 77 5€n fait dans S? puisque F est de carré intégrable.

On a alors, pour tout ¢ € [0,77],

T t t
Yt:E<§+/ Frdr|]-"t>—/ F,dr: :Mt—/ Fdr.
0 0 0

M est une martingale brownienne; via le théoréme de représentation des martingales

browniennes on construit un processus Z € M?tel que

T
K:Mt_/ FTd’r’
0

t t
= M, +/ ZpdW, — / E.dr.
0 0

On vérifie facilement que (Y, Z) ainsi construit est une solution de I’ E DS R étudiée puisque

comme Y; = &,

t t T T
Yt—szo—f-/ ZrdWr—/ F.dr — (MO+/ ZTdWT—/ Frdr>
0 0 0 0
T T
:/ Frdr—/ Z.dW,.
t t

L’unicité est évidente pour les solutions vérifiant Z € M?2.
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Chapitre 2.Equation différentielle stochastique doublement rétrogrades

Théoréme 2.1.1 (Pardoux et Peng 1990). Sous l’hypothése présédantes, ! EDSR
posséde une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?.
Preuve. On utilise l’argument de point five dans l’espace de Banach B? en construisant
une application U de B? dans lui-méme de sorte que (Y, Z) € B? est solution de ' EDSR
[2.1) si et seulement si c¢’est un point five de W.
Pour (U, V) élément de B* on définit (Y,Z) = W(U,V) comme étant la solution de
I'EDSR :

T T

Ytzﬁ—l—/t f(?“,Ur,V})dr—/t Z.dW,,0 <t <T.

Remarquons que cette derniére EDSR posséde une unique solution qui est dans B>. En

effet, posons

F, = f(r,U,V,) € M?

puisque, [ étant Lipschitz,

[Fel < 1F(r,0,0) + AU+ AV

et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, il a pouve appliquer
le Lemma pour obtenir une unique solution (Y,Z) telle que Z € M?.appartient
a B? lintégralité deZ est obtenue par construction et d’aprés la proposition , Y
appartient o S* L’application U de B* dans lui-méme est donc bien défnie.

Soient (U, V) et (U1, V1) deux éléments de B* et (Y, Z) = W(U, V) et (Y1,Z1) = U (UI, V1) *

18
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Notonsy=Y —Y' et z=7—7"ona

dy, = dY; — dY]
={-f U, V) dt + Z,dW;} —{—f (¢, Un, V1) dt + Z,dW,}

=—{f (U, V;) = f(t,Ur,, V1) dt} +{Z; — Z;}dW;

alors

Ay = = {f (.U Vi) = f (£, Un, V1) dt} + zdW,.

On applique la formule de It o e™ \yt|2 pour obtenit :

d (eat \ytIQ) = ae™ |yt|2 dt — 2y, - {f (t, U, V) — f(t,Ut, V1,) dt}

+ 2€atyt . thWt + eat ”ZtH2 dt.

Par conséquent, intégrant entre t et T', on obtient

T T
eatlyt|2+/ e’ ”ZTHZdT: / e (_a|yr|2+2yr . {f (’l“, UMV;“) —f(T, U/T7V/7“)}) dr
t t

T
—/ 2e"y, - 2z, dW,,
t

et, comme [ est Lipschitz, il vient, notant u=U — Ul et v =V = V1

T T T
e"‘t|yt|2+/ e‘”||zr||2dr§/ e‘”(—a|yr|2+2/\|yr||ur|+2)\|yT|||vr||)d7‘—/ 26Ty W,
t t t
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Pour tout € > 0,0n a 2ab < a?/e + b?* et done, l'inégalité précédente donne

T T T
e |y |” + / " || zr|| dr < / e (—a+2)°/e) ly|” dr — —/ 2e"y, - 2. dW,
t t t

T
+<€/ e (Jup 2+ [for|2) dr,
t

et prenant o = 2)\* /e,on a notant R, = 5ftT e (Ju)* + |Jo.||) dr,

T T
vt e [0,T], e |y|* + / " ||zr||* dr < R. — / 2¢"y,. -+ 2. dW,. (2.3)
¢ ¢

D’aprés le Lemma (2.1.1]), la martingale locale {fot ey, - zrdWT} o est en réalité une
telo,T

martingale nulle en 0 puisque Y,Y1 € 8% et Z, Z1 € M?.

En prenant l’espérance on obtient facilement, pourt = 0,

E UOT e || zr||? dr] <E[R.] (2.4)

Revenant a ['inégalité , les inégalités BDG fournissent,

r 1/2
E { sup e |yt|2} <E[R]+CE (/ e |y, | ||zr||2d7“) ]
0

0<t<T

T 1/2
< B[R]+ CE | sup e |y, ( / e“nzruzdr) ]
0

0<t<T

puis, comme ab < a*/2 + b?/2,

at 2 1 at 2 c? g ar 2
E | sup e |y|”| < E[R.] + iE sup e |y|”| + =—E e ||zr||”dr| .
0

0<t<T 0<t<T 2

20



Chapitre 2.Equation différentielle stochastique doublement rétrogrades

Prenant en considération l'inégalité on obtient fnalement

T
E [ sup e |y,|? +/ e Hzr!|2dr} < (3+C*)E[R.],
0

0<t<T

et par suite, revenant a la défnition de R.,

T T
E [ sup e |y,|? +/ e ||zr||2d7“} <e(3+C*)(1VDE [ sup e |uy|? —|—/ e ||vr||2d7“} :
0 0

0<t<T 0<t<T

Prenons ¢ tel que €(3+C?)(1VT) = 1/2,de sorte que lapplication ¥ est alors une

contraction stricte de B? dans lui-méme si on le munit de la norme

1/2

T
IOV, =B sup o+ [ e forlfar|
0

0<t<T

qui en fait un espace de Banach —cette derniére norme étant équivalente a la norme usuelle
correspondant au cas o = 0.

U posséde donc un unique point fre, ce qui assure l’existence et l'unicité d’une solution

del' EDSR 2.1 dans B?. =
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2.2 Equation différentielles doublement stochastique

rétrogrades

2.2.1 Notations et défmitions

Soit (£2, F,P) un espace de probabilité,et (7' > 0) .soient {W;,t <0 <T}et{B:,t <0<T}
deux processus de mouvement brownien standard mutuellement indépendants a valeurs
dans R? et R! défnie sur (2, F,P) .Soit N la classe des ensembles P—null de F Pour
chaque ¢ € [0, 7] on définit

F2FRYVFL

ou pour chaque processus{7n;},

Fli=o{n —nss<r <t} VN, FFg,.

Notons que la collection {F;,t € [0,T]} n’est ni croissante, ni décroissante,et ne constitue
pas une filtration.
Pour tout n € N soit M2 (0, T, R") 'ensemble des (classes de dP x dt a.e. égal) processus
(p4;t € [0, T]) mesurables,a valeurs dans R, tels que :
() E [ |¢:l* dt < oo.
(ii).¢; est F; mesurable , pour presque tout t € [0, 7T
S§2([0,T]; R™) I'ensemble des processus aléatoires n dimensionnels continus qui satisfait :
(i)

E < sup |got]2) < 00.

0<t<T

(i) ¢ est F; mesurable, pour tout ¢t € [0,7].
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Soient les deux fonctions

f:Qx[0,T] x RE x RE*?  RE

g: Qx [0,T] x R x RExd _, REX!

qui sont mesurables et telles que pour tout (y,z) € RE x RE*?: telles que

[y, 2) € M?(0,T;RY)

g(-y,z) € M?(0,T;R*¥)

Définition 2.2.1 FEtant donné & ¢ L* (Q,fT,P, RK) ,on considére [’équation différen-

tielle doublement stochastique rétrograde suivante :

T T T
Yt=§+/ f(S,Ys,ZS)dSﬂL/ g(S,YS,Zs)st—/ Z,dW,0 <t <T (2.5)
t t t

/

notons que lintégrale par rapport a {B;} est " lintergrale d’It6 retrograde " et l'integrale

par rapport o {W;} est " lintergrale d’Ito progressive”.

Hypothése
(H,) : On suppose de plus qu’il existe des constantes ¢ > 0 et 0 < a < 1 telles que pour

tout (wvt) € x [OaT] ) (y17z1) ) (y2a 22) S RK X RKXZ'

|f (tyn,21) — (v, 22))2 S e (Jyn — wol* + |21 — 22]%)
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Hg (t’thl) -9 (tay27 ZQ)HQ é C|y1 - y2|2 +a ||z1 - 22||2 .

2.2.2 Existence et unicité

Théoréme 2.2.1 Sous U’hypothése (H,),l”EDDSR admet une solition unique
(Y, Z) € §* ([0, T]; R¥) x M? (0, T; RF*?)

Preuve. Voir [11] =
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Chapitre 3

Controle optimale pour les
EDDSPRs linéaires de type champ

moyen

Dans ce chapitre,nous nous démontrons I’existence d’un controle optimal strict fort pour
des systémes gouvernés par les équations différentiellé doublement stochastiques progres-

sives rétrogrades ( EDDSPRs) de type champ moyen. [2]

3.1 Formulation du probléme et hypothéses

Soit (2, F,P) un espace de probabilitié complet .Soient (Wt)te[o,T] et (Bt)te[o,T] deux mou-
vements browniens & valeurs dans R? et R! respectivement,définis sur cet espace
Soit N la classe des ensembles P-nuls de F .Pour chaque t € [0,7], nous définissons

Fi 2 FV v ffT, ol pour tout processus {d;} ,nous posons
J—“f,t =0 (6, — 08 <r <t)VN,F’ :‘7_—65’#

Notons que la collection {F;,t € [0,7]} n’est ni croissante ni décroissante, donc elle ne
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Chapitre 3.Controéle optimale pour les EDDSPRs linéaires de type champ moyen

constitue pas une filtration classique.
Etant donné ( un processus de carré intégrable et Fr-mesurable et Fy-mesurable et pour
tout controle admissible u nous considérons un probléme de controle gouverné par la

EDDSPRs linéaires de type champ moyen contrélée suivante :

dy? = b<tay§LaE[yﬂ>ut)dt+0(tay?7E[y?]>ut)th
aY = —f (Lot Bl Y BV, 20, B (2], u) db
-
—g (t,y?,E {y?] 7thu7E [Y;u] 7Ztu>E [ZZL] 7ut) dBt + ZZLdWh

yo =, Ye = h(yr, Blyrl),

avec

bty Byl u) = anyy + alB [yy'] + by,
o (Y Blyr], ue) = eyt + GE [y)] + beur,
f oy By, Y B YY), 20 B2 ) = dwy' + diE [y + eV + &B [Y}"]
+ fi 2y + J/C;E [Z}'] + gyuy,
gty B ly) Y BV, 20 B (2 ) = heyt + B )] + kY + BB (Y
+m Z + myB [ 2] + Grug,

h(yr, Blyz]) = ¢

ou a,a, b,g, ¢, ¢, d, c?, e, e f, f, 9,7, h,ﬁ, k,%, m et m sont des fonction matricielles de tailles
appropriées. La solution (y.,Y., Z.) prend ses valeurs dans R" x R™ x R™*4 et u. est la
variable de controle & valeurs dans un sous-ensemble U de R*

et la fonction de cotit est donnée sous la forme :

J(u): =E | E) + 6 (4 E ) + / Lty Bl Y B[V, 20 B2 ) dt| |
(3.2)
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.a, 3,1 sont des fonction données définies par

1:]0,7] x R" x R" x R™ x R™ x R™¢ x R™*¢ x I — R,
a:R" xR" — R,

G:R™ x R™ — R,

Définition 3.1.1 Un contréole admissible u est un processus de carré intégrable, F;-mesurable
a valeurs dans un sous-ensemble U C R* Nous notons par U;, Uensemble de tous les

controles admissibles.

L’objectif de controlleur est de minimiser cette fonction dans la classe U des controles
admissibles qui sont des processus u mesurables et F; -adaptés & valeurs dans un borélien

A; un contrdle admissible u*. € Uy est dit controle optimal s’il

J(u.*) =infJ(v.) (3.3)

v.€UL,

Notations et hypothéses
les notation suivantes sont nécessaires :

82 (0, T;R™) :ensemble des processus 7, Fi-adaptés et continus a valeurs dans R™ tels

T
E {/ |7rt|2dt] < 00,
0

M?Z (0, T;R"™) :I'ensemble des processus 7, Fi-adaptés et continus & valeurs dans R” tels

que

que

E [ sup |7]t|2} < 00,
0<t<T
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u, = {v.€ 8% (0,T;R*) Jv, € U,p.p,t € [0,T],P—p.s}

Les hypothéses

(Hy) :L"ensemble U C RF est convexe et compact, et les fonction [, o et 3 sont cntinues,
bornées et convexes.

(Hs) :Les coefficients ay, ay, bt,/l;t, Ct, Cy, dy, c?t, et, Ct, [t ﬁ, Gty G ht,/fzt, k; et /k?t sont bornés par

A > 0,tandis que m; et m; sont bornés par v € }0, % [ .Autrement dit :

A A
A= sup |y ()] et v = sup |oy (w)],
t,w t,w

ou Dt (u]) = Q¢, Ay, bt, bt, Ct, Cy, dt, dt, €, €4, ft; ft,gt,gt, ht, ht, kt, kt et O¢ (W) = M, My.

Proposition 3.1.1 Sous U’hypothése (Hs), le systéme de ’EDDSPRs linéaires de type

champ moyen (3.1)) possede une unique solution.

3.2 Existence d’un controle optimale fort

Théoréme 3.2.1 Sous les hypothéses (H1) et (Hz),si le probléme de controle strict {(3.1), ,(3:3)}
est fini, alors il admet une solution optimale forte.

Preuve. Sopposons que (Hy) et (Hs),sont vérifiées. Soit (u.) une suite minimisante,
c’est-a-dire :

lim J (v.") = inf J (v.)

n—o0 v.€EUT,

Avec des trajectoire associées (y.”n,Y.“n,Z.“") satisfaisant ’EDDSPR linéaire de type

champ moyen

Puisque U est un ensemble compact, il existe une sous-suite (u.")nzo telle que :

u." — 7., converge faiblement dans S ([0, T, ]R'“)
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Appliquant le théoreme de Mazur, il existe une suite de combinaisons convexe définie par :

Un = Z 0T (avec 0, > 0 et Zejn =1)

7>0 j=0

telle que

U." — 7., converge fortement dans S ([0, Ty, Rk) . (3.4)

Comme Uensemble U C RF est conveze et compact, il s’ensuit que u. € Uy,.
Soient (y.ﬁ'n, y.or Z.ﬁ'n> et (y.",Y." Z.%) sont des solution de ’EDDSPR linéaire )

associées a U." et u.respectivement c’est-a-dire :

dyf]'u = (atytﬁ'u + a,E [yf]'u} + btfjt“) dt + (Ctytﬁ'u + Gk [ytﬁu} +3t(7t“> AW,
Ay = — (dty?“ +d,E [y?} + eV + R [Yﬁ”] + 20" + B [Ztﬁ”] - gﬁf) dt

; o R ' R
— (hl + B[] + YT 4 BB [V 4 m 20+ B 200+ G.0p) dB, + 20 aw,,
\ W= YT =
(3.5)
et

dy = (ay;” + @B [y] + byy) dt + (Ctyf’ TaBly+ 3@) e
aY = — (df + B [gF) + e + 8B V] + fZ + FBZF] + g, ) dt

_ —~ _ _ ~ _ _ _ A _
— (hyF + BB [P + Y + BB Y] + m 2 + B (2] + G ) dBy + Z-dW,,

yg = x? Yt-ﬂ = C?
(3.6)
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Alors on prouve que :

~ ~ T T
( v Y;U‘u,/ Zg‘udWs> converge fortement vers (y,}", Y;“,/ ZZ‘) (3.7)
0 0
dans M% ([0, T]; R™™™) x S% ([0, T]; R™*4)
On a
— 2 ¢ ~ _ ~ _ ~
‘yt' —yi| = ‘ U a (th' —yé‘) +a,B [th' —yi‘] +b, (Us”—ﬂs>] ds
0
t =~ _ =~ _ ~ o~
+ U e (47" — o) + 2B [y — 7]+, (07 - a)} aw,
0
Comme (a — b)* < a2 + b?,alors
~ t ~ ~ 2
‘th' —y| < / [as (th' —yf> +,B [yf —yﬂ +bs (US —ﬂsﬂ ds
0
, ) N 2
+ / [cs (thn — y?) + B [yfn — ytﬂ] + by (US" - ﬂs)] dW,
0
par L’ intégrale de Cauchy -Shewartz :
2 5|~ 2
] + |bs]” (U — s ] ds

2 -~ 12 T w
+ [a] E[)yt' — Y

2 ¢ 9| Fn _
S/ [|as| (yt' -y
0
' VA ~ ur w7 (7 =
cs | Yy v, ) +cE |y, Yy | +bs (U —us )| dWs
0

Y

’yt n i ytﬁ

+

alors on a
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U

Yy n_y? ﬁg_ﬂs

)

un u
Yy - Y,

Yot =y

sup
0<s<t

2 t )
</ {|asr sup
0 0<r<s

t N B _ I
+ sup ( / [cs (thn — yf) + ¢, E [yf - y;“‘] + by (US” —ﬂsﬂ dW,
0<s<t 0

2 a2
+ |as] E[sup

0<r<s

2
}+w2

2
]ds

On utilise 'négalité de Burkholder-Davis-Gundy, on obtient :

7 —|2 t Tn P —~ Tn —12 =~ 2
E[Sup v =y ]SE/[IGSI2 sup [y, — y' +|asl2E[Sup v =y }Jrlbsl2 Ul — | |ds
0<s<t 0 0<r<s 0<r<s
t _ B _ . N _ 2
+ E[ sup (/ [cs (th'”—y;?‘)Jr@sE [th' —y?] + s (U?—ﬂsﬂdWs )]
0<s<t 0
Alors
~ 2 t ~ _|2 by 2
E{sup yl" -y }SK/E{sup YU — oy }dsjtK/E[/ Ul — ug ds]
0<s<T 0 0<r<s 0
On pose
. 2
W(t):E[SUP Y —yt“}
0<s<T
Alors

_
Ul —u;

2
ds]

e<k [t +um|[
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En apliquante le lemme de Granwall, on obtient :

cp(t)gK/E[/Ot

o
U — s

i ds} exp (K1)

et en utilisant , nous obtenons

lim E [ sup

n—o0 0<s<T

~ 12
oy } 0 (3.8)

Donc :

?J?n — y fortement dans M ([07 1] ;Rk)

D’autre part on a

_ T S _ o
(10" =¥ = = [l (8 = o) + A [0 — o] e (v - ¥T) 4 2B YT - v
0
+ £ <Z§ - Zf) + fE [Zﬁ - Zj] + s [(75 - Es]]dt
T _ R _
— [ e (0d" —yd) + B |y
[ ) B |
+m, <Z§ - ZZ) + B [Zf’ _ Zf] o [(7” - as}]st

T ~ _
+ / [ZU —Zg} AW,
0

Tyl ke (VT YT) BB Y -y
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_ 2
YU" — Y|, on obtient :

En appliquant la formule d’Ito a d

[—(dy (ytﬁ — yf) +dE [yf T ] + e (Ytﬁ'n - Yf)

+oB [T -] + £ (207 - 27) + FB [ 20 - 2]

~ 12 ~ -

d ‘Y;UTL _ }/tﬂ

=9 )/;JU.” . }/tﬂ

+ g, [ﬁtn _ﬂt])dt — (h (yff" - yf) + B [yf'" - yf]

+ ky (Yﬁ - Yf) 4 EE [Yf - yﬂ +m (Zt‘7 - Z?)

+ B [ 207 = 27| + 5 [O7 - w|)aB, + |20 - zF| aw)

2

70" — 77| dt

|

passant a lintegrale, on a

7 P T ITn = rn 7 - ITn 7 rn o
VO =2 [T v (o o) + B [ = o] e (VI )
0

+ B YO Y|+ £ (20 - 20) + RB 20 = 27 + g, U2 7)) ds
T N N - - - _ ~ ~ _
+ / o (50 = ) + BB [0 = y2| -k, (VP =) 4 BB [V - ]
0

+m, (Zf " ZE) + 7 B [Zﬁ - Zﬂ

2

70" — 77| ds

S

~ T P B T
+Js [U"—as])yZde/ AR A —Z§>dWS+/ )
0 0

passant [’esperance

33



Chapitre 3.Controéle optimale pour les EDDSPRs linéaires de type champ moyen

n

v 7

2}+E[/OT‘ 2ds}

T 7 = 7n = -~ 7Tn =
<28l [ 07 -V (7 - oF) + AT -
0

E[sup

0<s<T

_ytﬂ

e, (VI YT 4 eB [V -] 4 f (20 - 27
+ B |20 = 27| + g, |U2 = 7] ))ds)
T rr — -~ Iy —
SB[ (48 - oF) + BB [ ]
0
+m, (ZE " Zf) + B [Zf’ " Zﬂ

. |02 =) [ ds]

D’aprés Uhpothése (Hz) et en utilisant la formule de Young, nous obtenons

~ 72 T ~ 72

]E[sup VAR }+E[/ )ZSU — 7 ds]

0<s<T 0

1 T rTn |2 T T n |2 T Py
<l [ v v a0 v

P1 0 0

T n |2 ]_ ~ 2 T ~ _
+‘Z§f~ - 7! +§ Ul — ug ds)}—l—lO)\ZE[/ (ly¥" ="
0
o 12 1|~ 2 T, 12
e A A +5 U T ds]+472E[/ 79" — 77| ds]
0

5)\7 T T ﬂ? T 52 rn ﬂQ
+—E[/ (|8 —vd| +B[|yd" =i 1+ |7 =Y,

P2 0

T n 72 -~ 2
+ BV =Y )+ |0 - w| s
T _ 12 - 2
+2pnBl [ (|20 - zi| |22 - 22 s
0
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et donc

o -y z0" - 73

2

ds]
}/tfj." . }/;U
2

ds]

2
ds]

Tes(f ]

1 10\ T
< (— + 14p A2 + 1002 + 7)E U
P1 P2 0

T
+ (14p 2% + 492 + 4p M) E U (
0

E{sup

0<s<T

2
ds}

A

u.n w
s — Y

2
ds]

10 T
+ (14p\% + 1002 + —D)E U y
0

P2

o
U — s

/\ T
+ (7o A% + 5N + 5—7)E U
P2 0

Choisit

1
>0 O<y< =
12)y art=Ts5

L inégalité précédente devient

. 2 T, 2
E { sup |V,V" =Y } + mE U ‘ZE- — 7" ds]
0<s<T 0
- 12 T2 T, 2
S/LQE|:}/;U' -Y" d8:|+M3E [/ YU — gt ds}—l—/mE {/ Ul — s ds]
0 0
ol
1 — 472
H1 = 6 7 > Oa
2802 1 — 42 120 (\y)?
= 10N + ——2- >0
H2 = Ty y TN T o
1 — 472 , 120 (\y)°
= 10N+ —" >0
1 — 442 , 60 (M)
= S5A > 0.
Ha 1 + + 1 19°
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Chapitre 3.Controéle optimale pour les EDDSPRs linéaires de type champ moyen

De l'inégalité [3.9 nous déduisons deux inégalités

. 12 - 2 T, 12
E[sup AR, }SWE{}QU' — Y d51+u3E [/ YUy ds] (3.10)
0<s<T 0
T, . 2
+M4E|:/ Ug—ﬂs dS},
0
et
T, - 12 ~ 2 T, 2
B [/ ‘Zg' — 7" ds] gqulYﬂ — Y ds]+u3E [/ YU — ds] (3.11)
0 0

~
Ul —us

T 2
+M4E |:/ d8:| .
0

En utilisant ["inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, en appliquant le lemme de Gronwall
a[3.10 et en passant a la limite lorsque n — oo et en utilisant les convergences et
nous obtenons

lim E [ sup

n—oo | 0<s<T

g 2} = 0. (3.12)

Alors

Ytﬁ'n — Y" fortement dans M7 ([0,T];R¥)

En suit, on peut montrer directement & partir de et[3.11]

=[ [

A

2
ds] — 0 lorsque n — 00,
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ce qui 1mplique que

T T
/ ZU"aw, — / ZdW, fortement dans M% ([0, T QRk)
0 0

Enfin, provons que u est un contréle optimal

J(w)=E {a (vE,E [yE]) + 8 (w5 B [v5]) + /OTZ oy Byt ] Y B Y] 28 B 28] ) dt]
= Blo (Jimp” i B 7] )+ (Jimal'” i B 4]

T _ _ ~ ~ ~
+/ l (t, lim 47", lim E [y?”] JimYY" ) lim B [YtU‘n] , lim ZtU hm E [ZU "} lim Ut”) dt]
0 n—oo n—oo n—oo n—~oo n—oo

n—oo

Par la continuite des fonction o, 3 et | on obtient

J(@)=1J (ﬁtn)
- s (" B[ 47) - (" 5[4

T - ~ ~ ~ ~ ~ ~
+ [ (ot ] v B V] 20 B 20O
0

= lim Efa (Z Ot "> 05T [y7"] ) +8 (Z Ot ™Y 05T [ "] )

j=>0 j>0 j>0 j>0
RS SO D SUSTES SO
j>0 j>0 j>0 j>0
j=0 j=6 j=b
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Comme «, 8 et | sont convere, on obtient

J(m.) < lim ZQJnE j+n,E [ ﬁn]) -0—5( ﬁna [?Jg)Jrn])

n— oo
j>0

T
+ / Uty ™ B [y ] YT B Y] 20 B (2] U]
0

= lim Y 60;,J (v

k>0

Ce que implique

J(w.) < lim Zé’jn max J (uj+”.)

k>0

< lim maxJ uJJr" ZGJ”

n—00
k>1

< lim J (uj+”.)

n—oo

=infJ (v.),ey,
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Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés aux probléme de contrble optimal stochas-
tique pour les systémes régis par des équations différentielles doublement stochastiques
progressives-rétrogrades lineaires de type champ moyen,

Nous avons démontré ’existence d’une solution stricte pour ce probléme de controle, dans
le cas ou ’ensemble des controles admissibles est convexe et compact, et ot la fonction de
colit est convexe. La démonstration s’est appuyée sur des outils analytiques importants
tels que le théoréeme de Mazur et des techniques de convergence forte des trajectoires des
solutions.

Il serait intéressant, dans des travaux futurs, d’étendre ces résultats au cas ou ’ensemble
des controles admissibles n’est pas convexe, ce qui représente un cadre plus général et plus
proche de la réalité, notamment dans des domaines tels que la finance mathématique ou

I’économie.
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous

(Q, F,P) Espace de probabilité
(Ft)e=0 Filtration
Q Un ensemble
(Q, F, (Fn)n>o0,P) Espace de probabilité filtré
W, Mouvement Brownien.
E[X] L’espérance mathématique ou moyenne du v.a..X
EN] Lrespérance conditionnelle
R Ensemble des nombres réels
L? I’espace des fonctions de carré intégrable
R? Espace réel euclidien de dimensiond
B(R) Tribu borélienne de R
P—ps presque stirement pour la mesure de probabilité P
sAt min(s,t)
111l la norme

41



Annexe A : Abréviations et Notations

EDS Equation différentielle stochastique
EDSR Equation différentielle stochastique retrograde

EDDSR Equation différentielle doublement stochastique retrograde

va variable aléatoire

MB Mouvement Brownien.

J(.) La fonction de cotit minimiser.
U Ensemble des controles admissibles
u Controle optimal
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Annexe B : Rappels d’analyse

Définition 3.2.1 (suite minimisante) Soit K un sous-ensemble non vide d’un esbace
de Banach H et soit H C K un sous-ensemble non-vide. Soit un fonctionel J : H — R.
On dit qu’une suite (u"), oy est une suite minimisante pour la fonction J sur l’ensemble
K telle que

u" € KVn et lim J (u") = inf J (u).

n—oo ueK

Définition 3.2.2 (L’ensemble compact) Un ensemble A est dit compact, si et seulle-
ment si tout suite d’éléments de A accepte une suite extraite convergente dont la limite est

un élément de A .

Définition 3.2.3 (L’encemble convexe) On dit que I’ ensemble A est dit convere si

pour tous x ety de A le segment [x,y] est inclu dans A, c’est-a-dire
Vo,y € AVA € [0;1]; e+ (1—-N)ye A

Définition 3.2.4 (Fonction convere) Supposons que A un ensemble convexe non vide

et f: A— R une fonction . On dit que f est convere sur A si

Va,y € AVA € [01); f (x4 (1= A)y) < A (2) + (1—A) £ (3).

De plus, la fonction f est strictement convexe sur A si l'inégalité précédent est stricte
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Annexe B : Rappels d’analyse

lorsque x # vy et A € ]0;1].

Théoréme 3.2.2 (Théoreme de Mazur) Si x,, converge faiblement vers x alors il existe

une suite de combinaisons convexes s, telle que :

sn:Zsixi, ous; >0 et Zsizl

i>0 i>0

qui converge fortement vers x :

|sn — x| — 0.
n—oo

Lemme 3.2.1 (Lemme de Gronwall) Soit g une fonction positive localement int “egrable

d “efinie sur R, telle que pour a,b > 0

g(t)§a+b/0tg(s)ds.

Alors g (t) < aexp (bt) pour tout t > 0.
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Résumeé :
A travers ce travail, nous étudions le probléme de contrdle optimal stochastique pour des systémes gouvernés
par les équations différentielles doublement stochastiques progressives rétrogrades linéaires de type champ

moyen, dans lequel les coefficients dépendent des processus d’état, ainsi que de leur distribution via I’espérance
d’une fonction de I’état. De plus la fonction de cout est aussi de type champ moyen.

Nous démontrons, sous certaines conditions (telles que la convexité de ’ensemble de contrdle et celle de la
fonction de colit), qu’il existe une solution optimale pour cette classe de problémes de contrdle stochastique.

Mots-clés :

Mouvement brownien, contrdle optimal, équations différentielles stochastiques rétrogrades, champ moyen,
fonction de cout,...

Abstract

In this work, we study the stochastic optimal control problems of systems governed by linear forward backward

doubly stochastic differential equations of mean-field type, where the coefficients depend on the state process

as well as on their distribution via the expectation of some function of the state. Moreover the cost functional is
also of mean field type.

We demonstrate, under certain conditions (such as the convexity of the control set and the cost function), there
exists an optimal solution for this class of stochastic control problems.

Key words:

Brownian motion, optimal control, backward stochastic differential equations, mean-field, cost function...
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