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Introduction

Le contrôle optimal stochastique de type champ moyen a fait l�objet d�études intensives ces

dernières années, en raison de ses applications en économie et en �nance mathématiques.

En 2009, Buckdahn et all ont introduit un nouveau type d�équations doublement di¤é-

rentielles stochastiques rétrogrades appelées EDSR de type champ moyen, qui ont eté

dérivées comme limite d�un système de grande dimension d�EDSR correspondant à un

grand nombre de particules L�existence d�une solution pour les équations di¤érentielles

stochastiques rétrogrades des systémes à champ moyen a été démontrée par Caramona et

Dularue.

Dans ce mémoire, on s�intérèsse au contrôle optimal des systèmes gouvérnés par les équa-

tions di¤érentielles doublement stochastiques progressives rétrogrades ( EDDSPRs) li-

néaires de type champ moyen. Ce type d�équations se caractérise par la prise en compte

de l�e¤et moyen (ou espérance) de l�état du système dans son évolution, qui est le contenu

de l�article [2]

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Chapitre 1 : Rappel de calcul stochastique

Dans Le premier chapitre, on commence par donner quelques concepts généraux relatifs

au calcul stochastique, à savoir certaines dé�nitions de base (variables aléatoires, pro-

cessus stochastiques, martingales, intégrales stochastiques...), on fait rappel aux equation

di¤érentielles stochastiques, on donne leurs propriétés anisi que le théoreme d�existence et

d�unicité.
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Introduction

Chapitre 2 : Equation di¤érentielle stochastique doublement rétrogrades

Au deuxième chapitre, nous allons montrer d�existence et d�unicité de la solution pour

l�EDSR avec un générateur Lipschitzien, ce résultat a été obtenu par Pardoux et Peng

en 1990. Puis nous allons présenter les équations di¤érentielles doublement stochastiques

dont les deux générateurs f et g sont Lipschitziens.

Chapitre 3 : Contrôle optimale pour les EDDSPRs Linéaires de type champ

moyen

Dans le troisième chapitre nous considérons le problème d�existence de contrôle optimal

pour les équations di¤érentielles doublement stochastiques progressives rétrogrades (EDD-

SPRs) linéaires de type champ moyen. dans le cas où l�ensemble des contrôles est convexe

et compact et la fonction de coùt est convexe.
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Chapitre 1

Généralités de calcule stochastique

Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions de base utilisées le long de ce mémoire.

Nous commençons par dé�nir : le processus stochastique, le mouvement Brownien,

les martingales ...etc. Nous rappelons aussi la dé�nition de les équation di¤érentielles

stochastiques et le théoreme d�existence et d�unicité de sa solution.

[3] [4] [6] [7] [10] [1]

1.1 Généralites

1.1.1 Tribu

Dé�nition 1.1.1 La tribu sur 
 est une famille de sous-ensembles de 
 qui contient

l�ensemble vide et qui est stable sous les opérations suivantes :passage au complémentaire,

union dénombrable et intersection dénombrable.

Une tribu contient donc l�espace 


Un espace mesurable est un espace muni d�un tribu

Proposition 1.1.1 L�intersection de tribus forme une tribu, mais cela ne s�applique pas

à l�union, car l�union de tribus n�est pas nécessairement une tribu.

3



Chapitre1.Généralités de calcule stochastique

1.1.2 Tribu engendrée

Dé�nition 1.1.2 Soit A une famille d�ensembles. La tribu engendrée par A est la plus

petite tribu contenat A, c�est -à-dire l�intersection de toutes les tribu contenant A.On la

note �(a)

�(A) = \fA � F�F est une tribug

si F1 et F2 sont deux tribu, alors la tribu engendrée par leur union, notée F1 _ F2, est la

plus petite tribu contenant F1 et F2 :

F1 _ F2 = �(F1 [ F2)

1.1.3 Mesurabilité

Dé�nition 1.1.3 soit (
;F) et (E; ") deux espace mesurable. Une application f de 


dans E est dite (F ; ") mesurable si f�1(A) 2 F ;8A 2 ", où

f�1(A)
def
= f! 2 
 j f(!) 2 Ag

Lorsqu�il n�y a pas d�ambiguité sur les tribus employées, on dit simplement que f est

mesurable

Une fonction f de R dans R est borélienne si elle est (BR; BR) mesurable, soit

f�1(A) 2 BR;8A 2 BR

Il su¢ t que cette propriété soit vérifée pour les intervalles A:

Les fonctions continues sont boréliennes.

4



Chapitre1.Généralités de calcule stochastique

1.1.4 Probabilité

Dé�nition 1.1.4 Une probabilité P sur (
;F) est une application de F dans [0; 1] telle

que

� P (
) = 1

� pour des (An)n2N� appartenant à F deux à deux disjoints on a

P ([1n=0An) =
1X
n=0

P (An)

On appelle espace probabilisé ou espace de probabilité.le triple (
;F ;P)

1.1.5 Filtration

Dé�nition 1.1.5 Soit (
;F ;P) un espace probabilisé. On appelle �ltration (Ft)t�0 de

(
;F ;P) est une suite croissante de sous-tribus i.e. : pour tout s � t;

Fs � Ft � F

On dit alors que (
;F ; (Ft)t�0 ;P) est une espace probabilité �ltré

1.1.6 Variable aléatoire

Dé�nition 1.1.6 Soit (
;F ;P) un espace de probabilité .Une variable aléatoire ( souvent

abrégé v.a. par la suite) est une application X : (
;F)! R telle que

f! 2 
: X(!) 2 Bg = fX 2 Bg 2 F ;8B 2 B(R):

Proposition 1.1.2 X est une v.a. ssif! 2 
: X(!) � tg 2 F ;8t 2 R:

Remarque 1.1.1 X est aussi dite une fonction (ou v.a.) F-mesurable.

-si F = P(
), alors X est toujours F-mesurable
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Chapitre1.Généralités de calcule stochastique

-si 
 = R et F = B(R), alors X est dite une fonction borélienne.

1.2 Processus stochastique

Dé�nition 1.2.1 Un processus stochastique est une famille de variable aléatoire (Xt; t � 0)

dé�nie sur le même espace de probabilité.

Dé�nition 1.2.2 Un processus stochastique X = (Xt; t � 0) est dit adaptée (par rapport

à une �ltration Ft) si Xt est Ft-mesurable pour tout t.

On dit que le processus X est à trajectoires continues (ou est continu) si les applications

t! Xt(!) sont continues pour presque tout !.

Un processus X est dit càdlàg si ses trajectoires sont continues à droite, pourvues de limites

à gauche.

1.3 Martingales

Dé�nition 1.3.1 Soit (
;F ; (Ft)t�0 ;P) un espace probabilité �ltré. Une martingale par

rapport à la �ltration (Ft)t�0 est un processus stochastique (Xt)t�0 tel que pour tout t

� E(jXtj) <1 ;

� Xt est adapté à la �ltration (Ft)t�0
� E(Xt j Fs) = Xs pour tout s < t:

Remarque 1.3.1 Si la derniére condition est remplaçée par E(Xt j Fs) � Xs on dit que

(Xt)t�0 est une surmartingale,et si elle est remplaçée par E(Xt j Fs) � Xs on dit que c�est

une sousmartingale

Propriété 1.3.1 -Si X est une martingale E (Xt) = E (X0) ;8t

-Si (Xt; t � T ) est une martingale, le processus est complément déterminé par sa valeur

terminale : Xt = E (XT j Ft) cette derniére propriété est d�un usage trés fréquent en �-

nance.

6



Chapitre1.Généralités de calcule stochastique

Théorème 1.3.1 (Inégalité de Burkholder Davis Gundy "BDG") Pour tout p � 0;

il existe des constantes cp; Cp telles que pour toute martingale locale X continue nulle en

zéro,

cpE
h
hX;Xip=21

i
� E [(X�

1)
p] � CpE

h
hX;Xip=21

i

où X�
t = sup0�s�t jXsj :

1.4 Mouvement Brownien

Soit (
;F ; P ) un espace de probabilité, et soit (Wt)t�0 un processus dé�ni sur cet espace

Dé�nition 1.4.1 On appelle mouvement brownien un processus stochastique réelle (Wt)t�0

satisfaisant les propriétés suivantes :

�W0 = 0 P�p.s.

� les trajectoires de W sont continues p.s.

� pour tout 0 � s < t;la variable Wt �Ws est indépendante de Fs = �(Wu; u < s).

� pour tout 0 � s < t;la variable Wt�Ws est gaussienne de moyenne nulle et de variance

t� s:

Remarque 1.4.1 On dit que W est un (Ft)t�0�mouvement brownien si W est une pro-

cessus continu, adapté à la �ltration (Ft)t�0,véri�ant :

8u 2 R;80 � s � t;E( exp iu (Wt �Ws) j Fs) = exp
�
�u2(t� s)

2

�

Proposition 1.4.1 Soit W un MB standard

1. pour tout s > 0; (Wt+s �Ws)t�0 est un MB indépendant de � fWu; u � sg ;

2. �W est aussi un MB ;

3. pour tout c > 0;
�
cWt=c2

�
t�0 est une MB ;

4. le processus dé�ni par X0 = 0 et Xt = tW1=t est un MB:

7



Chapitre1.Généralités de calcule stochastique

1.5 Intégrale stochastique

On se donne un espace (
;F ; P ) et un mouvement Brownien W sur cet espace. On dés-

igine par Ft = �(Ws; s � t) la �ltration naturalle du mouvement Brownien

Dé�nition 1.5.1 L�intégrale stochastique est dé�ne comme suit :

tZ
0

�sdWs

où � un processus stochastique

Proposition 1.5.1 On note � l�ensemble L2loc(
;R+) des processus � adaptés càglàd vé-

ri�ant

E(
tZ
0

�2s(!)ds) <1;8t

� Linéarité :Soit a et b des constantes et (�i; i = 1; 2) deux processus dans �, on a

tZ
0

(a�1s + b�
2
s)dWs = a

tZ
0

�1sdWs + b

tZ
0

�2sdWs

� E

24 tZ
0

�sdWs

35 = 0
� Propriétés de martingale : on dé�nit le processus stocahastique Mt =

R t
0
�sdWs;où � 2 �

est une martingale à trajectoires continues

� On dé�nit le processus Nt comme suit :Nt = (

tZ
0

�sdWs)
2 �

tZ
0

�2sds;est également une

martingale

8



Chapitre1.Généralités de calcule stochastique

� L�isométrie : soit �; � 2 �;alors

E
�Z t

0

�sdWs

Z t

0

�sdWs

�
= E

�Z t

0

�s�sds

�

1.5.1 Processus d�Itô

Dé�nition 1.5.2 Un processus X est une processus d�Ito si

Xt = x+

tZ
0

bsds+

tZ
0

�sdWs

où b est un processus adapté tel que

tZ
0

jbsj ds existe (au sens lebesgue) p.s .pour tout t, et

� un processus appartenant à A

1.6 Formule d�Itô

Théorème 1.6.1 (Premiére formule d�Itô) f est une fonction de classe C2. Alors

f(Xt) = f(X0) +

Z t

0

f 0(Xs)dXs +
1

2

Z t

0

f 00(Xs)d hX;Xis

Théorème 1.6.2 (Deuxiéme formule d�Itô) Soit f une fonction dé�nie sur R+ � R de

classe C1 par rapport à t , de classe C2 par rapport à,x On a

f (t;Xt) = f (0; X0) +

Z t

0

f 0t (s;Xs) ds+

Z t

0

f 0x (s;Xs) dXs +
1

2

Z t

0

f 00xx (s;Xs) d hX;Xis

Théorème 1.6.3 (Intégration par parties) Soient X et Y deux processus d�Itô, alors

XtYt = X0Y0 +

Z t

0

XsdYs +

Z t

0

YsdXs + hX; Y it

9



Chapitre1.Généralités de calcule stochastique

1.7 Equation di¤érentielle stochastique

Dé�nition 1.7.1 Une équation di�érentielle stochastique est une équation de la forme

8><>: dXt = b(t;Xt)dt+ �(t;Xt)dWt

X0 = x
(1.1)

Dé�nition 1.7.2 Une solution de l0EDS (1.1) est un processus continue (Xt)t�0 tel que :

1.X est progressivement mesurable.

2.P�p.s.
R t
0

�
jb (r;Xr)j+ k� (r;Xr)k2

	
dr <1; o�u k�k = trace (���) ;

3.P�p.s.,on a :Xt = x+
R t
0
b (r;Xr) dr +

R t
0
� (r;Xr) dWr; 0 � t � T:

1.7.1 Théoréme d�existence et d�unicité

Théorème 1.7.1 Soient b et � deux fonctions boréliennes. On suppose qu�il existe une

constante K telle que, pour tout t 2 [0; T ] ; x; y 2 Rn,

1.condition de Lipschitz :

jb (t; x)� b (t; y)j+ k� (t; x)� � (t; y)k � K jx� yj ;

2.croissance linéaire :

jb(t; x)j+ k�(t; x)k � K(1 + jxj);

3. La condition initiale X0 est indépendante de (Wt; t � 0) et est de carré intégrable.

Alors il existe une unique solution (Xt)t�0 de (1.1) à trajectoires continues pout,t � T De

plus cette solution vérife

E
�
jXtj2

�
<1

10



Chapitre 2

Equation di¤érentielle doublement

stochastique rétrogrades

L�objectif de ce chapitre est d�introduire la notion d�équations di¤érentielles stochastiques

rétrogrades, (EDSRs en abrégé) et de présenter briévement le résultat classique d�existence

et de l�unicité de la solution. Ainsi, on représente les équations di¤érentielles doublements

stochastiques rétrogrades

[7] [10] [11]

2.1 Équations Di¤érentielles Stochastique Rétrograde

2.1.1 Notations et dé�nitions

Soient
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
un espace probabilisé �ltré, un mouvement Brownien W dé�nit

sur cet espace et variable aléaoire � mesurable par rapport à Ft:On notera (Ft)t�0 la

�tration naturelle du MB W .

On travaillera avec deux espaces de processus :

on notera tout d�abord S2
�
RK
�
l�espace vectoriel formé des processus Y progressivement

11



Chapitre 2.Equation di¤érentielle stochastique doublement rétrogrades

mesurables, à valeurs dans RK , tels que :

kY k2S2 : = E
�
sup
0�t�T

jYtj2
�
<1;

et S2
�
RK
�
le sous-espace formé par les processus continus.

EnsuiteM2
�
RK�d

�
celui formé par les processus Z progressivement mesurables, à valeurs

dans RK�d, tels que :

kZk2M2 : = E
�Z T

0

kZtk2 dt
�
<1;

où si z 2 RK�d; kzk2 = trace (zz�) :

M2
�
RK�d

�
désigne l�ensemble des classes d�équivalence deM2

�
RK�d

�
RK et RK�d seront souvent omis ; les espace S2;S2c ;et M2 sont des espace de banach pour

les normes défnies précédemment. Nous désignerons B2 l�espace de Banach S2c
�
RK
�
�

M2
�
RK�d

�
:

Dé�nition 2.1.1 Une equation di¤érentielle stochastique rétrogrades(EDSR en abrégé)

est généralement exprimée sous la forme suivante :

8><>: dYt = �f (t; Yt; Zt) dt+ ZtdWt; t 2 [0; T ]

YT = �
(2.1)

ou, de façon équivalente, sous forme intégrale,

Yt = � +

Z T

t

f(r; Yr; Zr)dr �
Z T

t

ZrdWr; 0 � t � T:

La fonction f s�appelle le générateur de l0EDSR et � la condition terminale.

12



Chapitre 2.Equation di¤érentielle stochastique doublement rétrogrades

Dé�nition 2.1.2 Une solution de l0EDSR (2.1) est un couple de processus f(Yt; Zt)g0�t�T
vérifant :

1.Y et Z sont progressivement mesurables à valeurs respectivement dans RK et RK�d;

2.P�p.s.
R T
0

�
jf (r; Yr; Zr)j+ kZrk2

	
dr <1;

3.P�p.s.on a :

Yt = � +

Z T

t

f(r; Yr; Zr)dr �
Z T

t

ZrdWr; 0 � t � T

Remarque 2.1.1 Les intégrales de l�équation (2.1) étand bien défnies, Y est une semi-

martingale continue, ensuite comme le processus Y est progressivement mesurable, il est

adapté et donc en particulier Y0 est une quantité déterministe.

2.1.2 Existence et unicité des solutions

Proposition 2.1.1 Supposons qu�il existe un processus (ft)0�t�T ; positif, appartenant à

M2 (R) et une constante positive � tel que

8 (t; y; z) 2 [0; T ]� RK � RK�d; jf (t; y; z)j � ft + � (jyj+ kzk) :

Si f(Yt; Zt)g0�t�T est une solution de l0EDSR (2.1) telle que Z 2M2 alors Y appartient

à S2c :

Preuve. Le résultat se déduit principalement du lemme de Gronwall et du fait que Y0 est

13
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déterministe. En e¤et, on a, pour tout t 2 [0; T ] ;

Yt = � +

Z T

t

f(r; Yr; Zr)dr �
Z T

t

ZrdWr

= � +

�Z 0

t

f(r; Yr; Zr)dr +

Z T

0

f(r; Yr; Zr)dr

�
�
�Z 0

t

ZrdWr +

Z T

0

ZrdWr

�
= � +

�
�
Z t

0

f(r; Yr; Zr)dr �
�
�
Z t

0

ZrdWr

��
+

�Z T

0

f(r; Yr; Zr)dr �
Z T

0

ZrdWr

�
=

�
� +

Z T

0

f(r; Yr; Zr)dr �
Z T

0

ZrdWr

�
�
Z t

0

f(r; Yr; Zr)dr +

Z t

0

ZrdWr

= Y0 �
Z t

0

f (r; Yr; Zr) dr +

Z t

0

ZrdWr;

et par suite, on a : Z 2M2 alors :

jYtj � jY0j+
Z t

0

jf (r; Yr; Zr)j dr + sup
0�t�T

����Z t

0

ZrdWr

����
utilisant l�hypothèse sur f ,

jYtj � jY0j+
Z T

0

(fr;+� kZrk)dr + sup
0�t�T

����Z t

0

ZrdWr

����+ � Z t

0

jYrj dr

� & ++�
Z t

0

jYrj dr

où

& = jY0j+
Z T

0

(fr;+� kZrk)dr + sup
0�t�T

����Z t

0

ZrdWr

���� :
par l�hypothése, Z 2M2 et donc, via l�inégalité de Doob,

E

"
sup
0�t�T

����Z t

0

ZrdWr

����2
#
= E

�
sup
0�t�T

Z T

0

kZrk2 dr
�
� 4 sup

0�t�T
E
�Z T

0

kZrk2 dr
�

alors le troisième terme est de carré intégrable ; il en est de même pour fFtg
0�t�T

, et Y0 est

déterministe donc de carré intégrable ; il s�en suit que & est une variable aléatoire de carré

14
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intégrable. Comme Y est un processus continu le lemme de Gronwall fournit l�inégalité

sup
0�t�T

jYtj � & exp (�T )

qui montre que Y appartient à S2.

Lemme 2.1.1 Soient Y 2 S2
�
RK
�
et Z 2 M2

�
RK�d

�
Alors

nR t
0
Ys:ZsdWs; t 2 [0; T ]

o
est une martingale uniformément intégrable.

Preuve. Les inégalités BDG donnent

E
�
sup
0�t�T

����Z t

0

Yr:ZrdWr

����� � CE
"�Z T

0

jYrj2 kZrk2 dr
�1=2#

� CE
"
sup
0�t�T

jYtj
�Z T

0

kZrk2 dr
�1=2#

;

et par suit, comme ab � a2

2
+ b2

2
;

E
�
sup
0�t�T

����Z t

0

Yr:ZrdWr

����� � C
 
1

2
E
�
sup
0�t�T

jYtj2
�
+ E

"Z T

0

kZrk2

2
dr

#!

� C0
�
E
�
sup
0�t�T

jYtj2
�
+ E

�Z T

0

kZrk2 dr
��
:

Or cette derniére quantité est fnie ; d�où

E
�
sup
0�t�T

����Z t

0

Yr:ZrdWr

����� <1
D�où le résultat.
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2.1.3 EDSR dans le cas Lipschitzien

Nous avons la fonction f est défnie sur [0; T ] � 
 � RK � RK�d à valeurs dans RK , telle

que, pour tout (y; z) 2 RK � RK�d; le processus ff (t; y; z)g0�t�T soit progressivement

mesurable. On considère également � une variable aléatoire, Ft�mesurable,à valeurs dans

RK .

Voici les hypothèses sous lesquelles nous allons travailler.

(H) Il existe une constante � telle que P-p.s.,

1.condition de Lipschtz en (y; z) :pour tout t; y; y0; z; z0;

jf (t; y; z)� f (t; y0; z0)j � � (jy � y0j+ kz � z0k) ;

2.condition d�intégrabilité :

E
�
j�j2 +

Z T

0

jf (r; 0; 0)j2 dr
�
<1:

Nous commençons par un cas très simple, celui où f ne dépend ni de y ni de z i.e. on se

donne � de carré intégrable et un processus fFtg0�t�T dans M2
�
RK
�
et on veut trouver

une solution de l0EDSR:

Yt = � +

Z T

t

Frdr �
Z T

t

ZrdWr; 0 � t � T (2.2)

Lemme 2.1.2 Soient � 2 L2 (FT ) et fFtg0�t�T 2 M2
�
RK
�
:L0EDSR (2.2) possède une

unique solution (Y; Z) telle que Z 2M2

Preuve. Supposons dans un premier temps que (Y; Z) soit une solution véri�ant Z 2M2

16
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Si on prend l�espérance conditionnelle sachant Ft on a nécessairement,

Yt = E
�
� +

Z T

t

Frdr j Ft
�
:

On défnit donc Y à l�aide de la formule précédente et il reste à trouver Z. Remarquons

que,d�après le théorème de Fubini, comme F est progressivement mesurable .
R t
0
Frdr est un

processus adapté à la �tration fFtgt2[0;T ] ;en fait dans S2c puisque F est de carré intégrable.

On a alors, pour tout t 2 [0; T ] ;

Yt = E
�
� +

Z T

0

Frdr j Ft
�
�
Z t

0

Frdr : =Mt �
Z t

0

Frdr:

M est une martingale brownienne ; via le théorème de représentation des martingales

browniennes on construit un processus Z 2M2tel que

Yt =Mt �
Z T

0

Frdr

=M0 +

Z t

0

ZrdWr �
Z t

0

Frdr:

On véri�e facilement que (Y; Z) ainsi construit est une solution de l0EDSR étudiée puisque

comme Yt = �;

Yt � � =M0 +

Z t

0

ZrdWr �
Z t

0

Frdr �
�
M0 +

Z T

0

ZrdWr �
Z T

0

Frdr

�
=

Z T

t

Frdr �
Z T

t

ZrdWr:

L�unicité est évidente pour les solutions véri�ant Z 2M2:

17
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Théorème 2.1.1 (Pardoux et Peng 1990). Sous l�hypothèse présédantes, l0EDSR (2.1)

possède une unique solution (Y; Z) telle que Z 2M2:

Preuve. On utilise l�argument de point �xe dans l�espace de Banach B2 en construisant

une application 	 de B2 dans lui-même de sorte que (Y; Z) 2 B2 est solution de l0EDSR

2.1 si et seulement si c�est un point �xe de 	:

Pour (U; V ) élément de B2 on dé�nit (Y; Z) = 	(U; V ) comme étant la solution de

l0EDSR :

Yt = � +

Z T

t

f (r; Ur; Vr) dr �
Z T

t

ZrdWr; 0 � t � T:

Remarquons que cette dernière EDSR possède une unique solution qui est dans B2. En

e¤et, posons

Fr = f (r; Ur; Vr) 2M2

puisque, f étant Lipschitz,

jFrj � jf (r; 0; 0)j+ � jUrj+ � kVrk ;

et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, il a pouve appliquer

le Lemma (2.1.2) pour obtenir une unique solution (Y; Z) telle que Z 2 M2.appartient

à B2 l�intégralité deZ est obtenue par construction et d�après la proposition (2.1.1), Y

appartient à S2c L�application 	 de B2 dans lui-même est donc bien défnie.

Soient (U; V ) et (U 0; V 0) deux éléments de B2 et (Y; Z) = 	(U; V ) et (Y 0; Z0) = 	(U 0; V 0).*
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Notons y = Y � Y 0 et z = Z � Z 0.on a

dyt = dYt � dY 0t

= f�f (t; Ut; Vt) dt+ ZtdWtg � f�f (t; U 0t; V 0t) dt+ Z 0tdWtg

= �ff (t; Ut; Vt)� f (t; U 0t; V 0t) dtg+ fZt � Z 0tgdWt

alors

dyt = �ff (t; Ut; Vt)� f (t; U 0t; V 0t) dtg+ ztdWt:

On applique la formule de Itô à e�t jytj2 pour obtenit :

d
�
e�t jytj2

�
= �e�t jytj2 dt� 2e�tyt � ff (t; Ut; Vt)� f (t; U 0t; V 0t) dtg

+ 2e�tyt � ztdWt + e
�t kztk2 dt:

Par conséquent, intégrant entre t et T , on obtient

e�t jytj2 +
Z T

t

e�r kzrk2 dr =
Z T

t

e�r
�
�� jyrj2 + 2yr � ff (r; Ur; Vr)� f (r; U 0r; V 0r)g

�
dr

�
Z T

t

2e�ryr � zrdWr;

et, comme f est Lipschitz, il vient, notant u = U � U 0 et v =V � V 0

e�t jytj2+
Z T

t

e�r kzrk2 dr �
Z T

t

e�r
�
�� jyrj2 + 2� jyrj jurj+ 2� jyrj kvrk

�
dr�

Z T

t

2e�ryr�zrdWr:
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Pour tout " > 0;on a 2ab � a2="+ "b2 et donc, l�inégalité précédente donne

e�t jytj2 +
Z T

t

e�r kzrk2 dr �
Z T

t

e�r
�
�a+ 2�2="

�
jyrj2 dr ��

Z T

t

2e�ryr � zrdWr

+ "

Z T

t

e�r
�
jurj2 + kvrk2

�
dr;

et prenant � = 2�2=";on a notant R" = "
R T
t
e�r
�
jurj2 + kvrk2

�
dr;

8t 2 [0; T ] ; e�t jytj2 +
Z T

t

e�r kzrk2 dr � R" �
Z T

t

2e�ryr � zrdWr: (2.3)

D�après le Lemma (2.1.1), la martingale locale
nR t

0
e�ryr � zrdWr

o
t2[0;T ]

est en réalité une

martingale nulle en 0 puisque Y; Y 0 2 S2 et Z;Z0 2M2:

En prenant l�espérance on obtient facilement, pour t = 0,

E
�Z T

0

e�r kzrk2 dr
�
� E [R"] (2.4)

Revenant à l�inégalité (2.3), les inégalités BDG fournissent,

E
�
sup
0�t�T

e�t jytj2
�
� E [R"] + CE

"�Z T

0

e2�r jyrj kzrk2 dr
�1=2#

� E [R"] + CE
"
sup
0�t�T

e�t=2 jytj
�Z T

0

e�r kzrk2 dr
�1=2#

;

puis, comme ab � a2=2 + b2=2;

E
�
sup
0�t�T

e�t jytj2
�
� E [R"] +

1

2
E
�
sup
0�t�T

e�t jytj2
�
+
C2

2
E
�Z T

0

e�r kzrk2 dr
�
:
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Prenant en considération l�inégalité 2.4, on obtient fnalement

E
�
sup
0�t�T

e�t jytj2 +
Z T

0

e�r kzrk2 dr
�
�
�
3 + C2

�
E [R"] ;

et par suite, revenant à la défnition de R",

E
�
sup
0�t�T

e�t jytj2 +
Z T

0

e�r kzrk2 dr
�
� "

�
3 + C2

�
(1 _ T )E

�
sup
0�t�T

e�t jutj2 +
Z T

0

e�r kvrk2 dr
�
:

Prenons " tel que " (3 + C2) (1 _ T ) = 1=2;de sorte que l�application 	 est alors une

contraction stricte de B2 dans lui-même si on le munit de la norme

k(U; V )k� = E
�
sup
0�t�T

e�t jutj2 +
Z T

0

e�r kvrk2 dr
�1=2

;

qui en fait un espace de Banach �cette dernière norme étant équivalente à la norme usuelle

correspondant au cas � = 0:

	 possède donc un unique point fxe, ce qui assure l�existence et l�unicité d�une solution

del0EDSR 2.1 dans B2:
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2.2 Equation di¤érentielles doublement stochastique

rétrogrades

2.2.1 Notations et défnitions

Soit (
;F ;P) un espace de probabilité,et (T > 0) .soient fWt; t � 0 � Tg et fBt; t � 0 � Tg

deux processus de mouvement brownien standard mutuellement indépendants à valeurs

dans Rd et Rl défnie sur (
;F ;P) .Soit N la classe des ensembles P�null de F Pour

chaque t 2 [0; T ] on dé�nit

Ft , FWt _ FBt;T ;

où pour chaque processusf�tg ;

F�s;t = � f�r � �s; s � r � tg _ N ;F�t F�0;t:

Notons que la collection fFt; t 2 [0; T ]g n�est ni croissante, ni décroissante,et ne constitue

pas une �ltration.

Pour tout n 2 N ,soitM2 (0; T;Rn) l�ensemble des (classes de dP � dt a.e. égal) processus

('t; t 2 [0; T ]) mesurables,à valeurs dans Rn, tels que :

(i) E
R T
0
j'tj2 dt <1:

(ii).'t est Ft mesurable , pour presque tout t 2 [0; T ]

S2 ([0; T ] ;Rn) l�ensemble des processus aléatoires n dimensionnels continus qui satisfait :

(i)

E
�
sup
0�t�T

j'tj2
�
<1:

(ii) ' est Ft mesurable, pour tout t 2 [0; T ] :
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Soient les deux fonctions

f : 
� [0; T ]� RK � RK�d ! RK

g : 
� [0; T ]� RK � RK�d ! RK�l

qui sont mesurables et telles que pour tout (y; z) 2 RK � RK�d ; telles que

f (�; y; z) 2M2
�
0; T ;RK

�

g (�; y; z) 2M2
�
0; T ;RK�l

�
:

Dé�nition 2.2.1 Etant donné � 2 L2
�

;FT ; P;RK

�
;on considère l�équation di¤éren-

tielle doublement stochastique rétrograde suivante :

Yt = � +

Z T

t

f (s; Ys; Zs) ds+

Z T

t

g (s; Ys; Zs) dBs �
Z T

t

ZsdWs; 0 � t � T (2.5)

notons que l�intégrale par rapport à fBtg est " l�intergrale d�Itô retrograde " et l�integrale

par rapport à fWtg est " l�intergrale d�Itô progressive".

Hypothése

(H1) : On suppose de plus qu�il existe des constantes c > 0 et 0 < � < 1 telles que pour

tout (!; t) 2 
� [0; T ] ; (y1; z1) ; (y2; z2) 2 RK � RK�l:

jf (t; y1; z1)� f (t; y2; z2)j2 5 c
�
jy1 � y2j2 + kz1 � z2k2

�
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kg (t; y1; z1)� g (t; y2; z2)k2 5 c jy1 � y2j2 + � kz1 � z2k2 :

2.2.2 Existence et unicité

Théorème 2.2.1 Sous l�hypothèse (H1),l�EDDSR (2.5) admet une solition unique

(Y; Z) 2 S2
�
[0; T ] ;RK

�
�M2

�
0; T ;RK�d

�
:

Preuve. Voir [11]
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Chapitre 3

Contrôle optimale pour les

EDDSPRs linéaires de type champ

moyen

Dans ce chapitre,nous nous démontrons l�existence d�un contrôle optimal strict fort pour

des systémes gouvernés par les équations di¤érentiellé doublement stochastiques progres-

sives rétrogrades ( EDDSPRs) de type champ moyen.[2]

3.1 Formulation du probléme et hypothéses

Soit (
;F ;P) un espace de probabilitié complet .Soient (Wt)t2[0;T ] et (Bt)t2[0;T ] deux mou-

vements browniens à valeurs dans Rd et Rl respectivement,dé�nis sur cet espace

Soit N la classe des ensembles P-nuls de F .Pour chaque t 2 [0; T ], nous dé�nissons

Ft
4
= FWt _ FBt;T ; où pour tout processus f�tg ;nous posons

F �s;t = � (�r � �s; s � r � t) _N ;F �t = F �0;t:

Notons que la collection fFt; t 2 [0; T ]g n�est ni croissante ni décroissante, donc elle ne
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constitue pas une �ltration classique.

Etant donné � un processus de carré intégrable et FT -mesurable et F0-mesurable et pour

tout contrôle admissible u nous considérons un probléme de contrôle gouverné par la

EDDSPRs linéaires de type champ moyen contrôlée suivante :

8>>>>>>><>>>>>>>:

dyut = b (t; y
u
t ;E [yut ] ; ut) dt+ � (t; yut ;E [yut ] ; ut) dWt

dY ut = �f (t; yut ;E [yut ] ; Y ut ;E [Y ut ] ; Zut ;E [Zut ] ; ut) dt

�g (t; yut ;E [yut ] ; Y ut ;E [Y ut ] ; Zut ;E [Zut ] ; ut)
 �
dBt + Z

u
t dWt;

yu0 = x; Yt = h (y
u
T ;E [yuT ]) ;

(3.1)

avec

b (t; yut ;E [yut ] ; ut) = atyut + batE [yut ] + btut;
� (t; yut ;E [yut ] ; ut) = ctyut + bctE [yut ] +bbtut;

f (t; yut ;E [yut ] ; Y ut ;E [Y ut ] ; Zut ;E [Zut ] ; ut) = dtyut + bdtE [yut ] + etY ut + betE [Y ut ]
+ ftZ

u
t +

bftE [Zut ] + gtut;
g (t; yut ;E [yut ] ; Y ut ;E [Y ut ] ; Zut ;E [Zut ] ; ut) = htyut + bhtE [yut ] + ktY ut + bktE [Y ut ]

+mtZ
u
t + bmtE [Zut ] + bgtut;

h (yuT ;E [yuT ]) = �

où a;ba; b;bb; c;bc; d; bd; e; be; f; bf; g; bg; h;bh; k;bk;m et bm sont des fonction matricielles de tailles

appropriées. La solution (y:; Y:; Z:) prend ses valeurs dans Rn � Rm � Rm+d et u: est la

variable de contrôle à valeurs dans un sous-ensemble U de Rk

et la fonction de coût est donnée sous la forme :

J (u:) : = E
�
� (yuT ;E [yuT ]) + � (yu0 ;E [yu0 ]) +

Z T

0

l (t; yut ;E [yut ] ; Y ut ;E [Y ut ] ; Zut ;E [Zut ] ; ut) dt
�
;

(3.2)

26



Chapitre 3.Contrôle optimale pour les EDDSPRs linéaires de type champ moyen

.�; �; l sont des fonction données dé�nies par

l : [0; T ]� Rn � Rn � Rm � Rm � Rm�d � Rm�d � U �! R;

� : Rn � Rn �! R;

� : Rm � Rm �! R;

Dé�nition 3.1.1 Un contrôle admissible u est un processus de carré intégrable, Ft-mesurable

à valeurs dans un sous-ensemble U � Rk Nous notons par UL l�ensemble de tous les

contrôles admissibles.

L�objectif de controlleur est de minimiser cette fonction dans la classe U des controles

admissibles qui sont des processus u mesurables et Ft -adaptés à valeurs dans un borélien

A; un contrôle admissible u�: 2 UL est dit contrôle optimal s�il

J (u:�) = inf J (v:)
v:2UL

(3.3)

Notations et hypothéses

les notation suivantes sont nécessaires :

S2F (0; T ;Rm) :l�ensemble des processus �;Ft-adaptés et continus à valeurs dans Rm tels

que

E
�Z T

0

j�tj2 dt
�
<1;

M2
F (0; T ;Rn) :l�ensemble des processus �;Ft-adaptés et continus à valeurs dans Rn tels

que

E
�
sup
0�t�T

j�tj2
�
<1;
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UL
4
=
�
v: 2 S2F

�
0; T ;Rk

�
=vt 2 U; p:p; t 2 [0; T ] ;P�p:s

	
Les hypothéses

(H1) :L"ensemble U � Rk est convexe et compact, et les fonction l; � et � sont cntinues,

bornées et convexes.

(H2) :Les coe¢ cients at;bat; bt;bbt; ct;bct; dt; bdt; et; bet; ft; bft; gt; bgt; ht;bht; kt;et bkt sont bornés par
� > 0;tandis que mt et bmt sont bornés par 
 2

�
0; 1

2

�
:Autrement dit :

�
4
= sup
t;!
j't (!)j et 


4
= sup
t;!
j�t (!)j ;

où 't (!) = at;bat; bt;bbt; ct;bct; dt; bdt; et; bet; ft; bft; gt; bgt; ht;bht; kt;bkt et �t (!) = mt; bmt:

Proposition 3.1.1 Sous l�hypothèse (H2); le système de �EDDSPRs linéaires de type

champ moyen (3:1) possede une unique solution.

3.2 Existence d�un contrôle optimale fort

Théorème 3.2.1 Sous les hypothéses (H1) et (H2),si le probléme de contrôle strict f(3:1) ; (3:2) ; (3:3)g

est �ni, alors il admet une solution optimale forte.

Preuve. Sopposons que (H1) et (H2),sont véri�ées. Soit (u:n) une suite minimisante,

c�est-à-dire :

lim
n*1

J (u:n) = inf J (v:)
v:2UL

Avec des trajectoire associées
�
y:u

n
; Y:u

n
; Z:u

n�
satisfaisant l�EDDSPR linéaire de type

champ moyen (3.1)

Puisque U est un ensemble compact, il existe une sous-suite (u:n)n�0 telle que :

u:n ! u:; converge faiblement dans S2F
�
[0; T ];Rk

�
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Appliquant le théoreme de Mazur, il existe une suite de combinaisons convexe dé�nie par :

eU:n =X
j�0

�jnu
j+n,(avec �jn � 0 et

X
j�0

�jn = 1)

telle que eU:n ! u:; converge fortement dans S2F
�
[0; T ];Rk

�
: (3.4)

Comme l�ensemble U � Rk est convexe et compact, il s�ensuit que u: 2 UL:

Soient
�
y:
eU:n ; Y:eU:n ; Z:eU:n� et (y:u:; Y:u:; Z:u:) sont des solution de l�EDDSPR linéaire (3.1.)

associées à eU:u et u:respectivement c�est-à-dire :
8>>>>>>><>>>>>>>:

dy
eU:u
t =

�
aty

eU:u
t + batE hy eU:ut

i
+ bt eUut � dt+ �cty eU:ut + bctE hy eU:ut

i
+bbt eUut � dWt

dY
eU:u
t = �

�
dty

eU:u
t + bdtE hy eU:ut

i
+ etY

eU:u
t + betE hY eU:u

t

i
+ ftZ

eU:u
t + bftE hZ eU:u

t

i
+ gt eUut � dt

�
�
hty

eU:u
t + bhtE hy eU:ut

i
+ ktY

eU:u
t + bktE hY eU:u

t

i
+mtZ

eU:u
t + bmtE

h
Z
eU:u
t

i
+ bgt eUut � �dBt + Z eU:u

t dWt;

y
eU:u
0 = x; Y

eU:u
t = �;

(3.5)

et

8>>>>>>><>>>>>>>:

dyu:t = (aty
u:
t + batE [yu:t ] + btut) dt+ �ctyu:t + bctE [yu:t ] +bbtut� dWt

dY u:t = �
�
dty

u:
t +

bdtE [yu:t ] + etY u:t + betE [Y u:t ] + ftZu:t + bftE [Zu:t ] + gtut� dt
�
�
hty

u:
t +

bhtE [yu:t ] + ktY u:t + bktE [Y u:t ] +mtZ
u:
t + bmtE [Zu:t ] + bgtut� �dBt + Zu:t dWt;

yu:0 = x; Y
u:
t = �;

(3.6)
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Alors on prouve que :

�
y
eU:u
t ; Y

eU:u
t ;

Z T

0

Z
eU:u
s dWs

�
converge fortement vers

�
yu:t ; Y

u:
t ;

Z T

0

Zu:t

�
(3.7)

dansM2
F ([0; T ] ;Rn+m)� S2F

�
[0; T ] ;Rm+d

�
On a

���y eU:nt � yut
���2 = �����Z t

0

as

�
y
eU:n
t � yut

�
+ basE hy eU:nt � yut

i
+ bs

�eUns � us�� ds
+

�Z t

0

cs

�
y
eU:n
t � yut

�
+ bcsE hy eU:nt � yut

i
+bbs �eUns � us�� dWs

����2

Comme (a� b)2 � a2 + b2,alors

���y eU:nt � yut
���2 � ����Z t

0

h
as

�
y
eU:n
t � yut

�
+ basE hy eU:nt � yut

i
+ bs

�eUns � us�i ds����2
+

����Z t

0

h
cs

�
y
eU:n
t � yut

�
+ bcsE hy eU:nt � yut

i
+bbs �eUns � us�i dWs

����2

par L�intégrale de Cauchy -Shewartz :

���y eU:nt � yut
���2 � Z t

0

�
jasj2

���y eU:nt � yut
���2 + jbasj2 E ����y eU:nt � yut

���2�+ jbsj2 ��� eUns � us���2� ds
+

����Z t

0

h
cs

�
y
eU:n
t � yut

�
+ bcsE hy eU:nt � yut

i
+bbs �eUns � us�i dWs

����2 ;
alors on a
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sup
0�s�t

���y eU:ns � yus
���2 � Z t

0

�
jasj2 sup

0�r�s

���y eU:nr � yur
���2 + jbasj2 E � sup

0�r�s

���y eU:nr � yur
���2�+ jbsj2 ��� eUns � us���2� ds

+ sup
0�s�t

 ����Z t

0

h
cs

�
y
eU:n
t � yut

�
+ bcsE hy eU:nt � yut

i
+bbs �eUns � us�i dWs

����2
!
;

On utilise l�négalité de Burkholder-Davis-Gundy, on obtient :

E
�
sup
0�s�t

���y eU:nt � yut
���2� � EZ t

0

[jasj2 sup
0�r�s

���y eU:nr � yur
���2 + jbasj2 E � sup

0�r�s

���y eU:nr � yur
���2�+ jbsj2 ��� eUns � us���2]ds

+ E[ sup
0�s�t

 ����Z t

0

h
cs

�
y
eU:n
t � yut

�
+ bcsE hy eU:nt � yut

i
+bbs �eUns � us�i dWs

����2
!
]

Alors

E
�
sup
0�s�T

���y eU:nt � yut
���2� � K Z t

0

E
�
sup
0�r�s

���y eU:nr � yur
���2� ds+K0E �Z t

0

��� eUns � us���2 ds�

On pose

' (t) = E
�
sup
0�s�T

���y eU:nt � yut
���2�

Alors

' (t) � K
Z t

0

' (s) +K0E
�Z t

0

��� eUns � us���2 ds�
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En apliquante le lemme de Granwall, on obtient :

' (t) � K0E
�Z t

0

��� eUns � us���2 ds� exp (Kt)

et en utilisant (3.4), nous obtenons

lim
n*1

E
�
sup
0�s�T

���y eU:nt � yut
���2� = 0 (3.8)

Donc :

y
eU:n
t * yut fortement dansM2

F
�
[0; T ] ;Rk

�

D�autre part on a

�
Y
eU:n
t � Y ut

�
= �

Z T

0

[ds

�
y
eU:n
s � yus

�
+ bdsE hy eU:ns � yus

i
+ es

�
Y
eU:n
s � Y us

�
+ besE hY eU:n

s � Y us
i

+ fs

�
Z
eU:n
s � Zus

�
+ bfsE hZ eU:n

s � Zus
i
+ gs

heUns � usi]dt
�
Z T

0

[hs

�
y
eU:n
s � yus

�
+ bhsE hy eU:ns � yus

i
+ ks

�
Y
eU:n
s � Y us

�
+ bksE hY eU:n

s � Y us
i

+ms

�
Z
eU:n
s � Zus

�
+ bmsE

h
Z
eU:n
s � Zus

i
+ bgs heUns � usi]dBs

+

Z T

0

h
Z
eU:n
s � Zus

i
dWs:
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En appliquant la formule d�Ito à d
���Y eU:n
t � Y ut

���2, on obtient :
d
���Y eU:n
t � Y ut

���2 = 2 ���Y eU:n
t � Y ut

��� d ���Y eU:n
t � Y ut

���+ dDY eU:n
t � Y ut

E
= 2

���Y eU:n
t � Y ut

��� [�(dt �y eU:nt � yut
�
+ bdtE hy eU:nt � yut

i
+ et

�
Y
eU:n
t � Y ut

�
+ betE hY eU:n

t � Y ut
i
+ ft

�
Z
eU:n
t � Zut

�
+ bftE hZ eU:n

t � Zut
i

+ gt

heUnt � uti)dt� (ht �y eU:nt � yut
�
+ bhtE hy eU:nt � yut

i
+ kt

�
Y
eU:n
t � Y ut

�
+ bktE hY eU:n

t � Y ut
i
+mt

�
Z
eU:n
t � Zut

�
+ bmtE

h
Z
eU:n
t � Zut

i
+ bgt heUnt � uti)dBt + hZ eU:n

t � Zut
i
dWt]

+



Z eU:n

t � Zut



2 dt

passant a l�integrale, on a

���Y eU:n
t � Y ut

���2 = 2Z T

0

hY eU:n
t � Y ut ; (ds

�
y
eU:n
s � yus

�
+ bdsE hy eU:ns � yus

i
+ es

�
Y
eU:n
s � Y us

�
+ besE hY eU:n

s � Y us
i
+ fs

�
Z
eU:n
s � Zus

�
+ bfsE hZ eU:n

s � Zus
i
+ gs

heUns � usi)ids
+

Z T

0

j hs
�
y
eU:n
s � yus

�
+ bhsE hy eU:ns � yus

i
+ ks

�
Y
eU:n
s � Y us

�
+ bksE hY eU:n

s � Y us
i

+ms

�
Z
eU:n
s � Zus

�
+ bmsE

h
Z
eU:n
s � Zus

i
+bgs heUns � usi) j2 ds+ 2Z T

0

hY eU:n
t � Y ut ; Z

eU:n
s � Zus idWs +

Z T

0




Z eU:n
s � Zus




2 ds
passant l�esperance
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E
�
sup
0�s�T

���Y eU:n
t � Y ut

���2�+ E �Z T

0




Z eU:n
s � Zus




2 ds�
� 2E[

Z T

0

hY eU:n
t � Y ut ; (ds

�
y
eU:n
s � yus

�
+ bdsEy eU:ns � yus

+ es

�
Y
eU:n
s � Y us

�
+ besE hY eU:n

s � Y us
i
+ fs

�
Z
eU:n
s � Zus

�
+ bfsE hZ eU:n

s � Zus
i
+ gs

heUns � usi)ids]
+E[

Z T

0

j hs
�
y
eU:n
s � yus

�
+ bhsE hy eU:ns � yus

i
+ ks

�
Y
eU:n
s � Y us

�
+ bksE hY eU:n

s � Y us
i

+ms

�
Z
eU:n
s � Zus

�
+ bmsE

h
Z
eU:n
s � Zus

i
+bgs heUns � usi) j2 ds]

D�aprés l�hpothése (H2) et en utilisant la formule de Young, nous obtenons

E
�
sup
0�s�T

���Y eU:n
t � Y ut

���2�+ E �Z T

0




Z eU:n
s � Zus




2 ds�
� 1

�1
E[
Z T

0

���Y eU:n
t � Y ut

���2 ds] + 14�1�2E[Z T

0

(
���y eU:ns � yus

���2 + ���Y eU:n
t � Y ut

���2
+



Z eU:n

s � Zus



2 + 1

2

��� eUns � us���2 ds)] + 10�2E[Z T

0

(
���y eU:ns � yus

���2
+
���Y eU:n
t � Y ut

���2 + 1
2

��� eUns � us���2 ds] + 4
2E[Z T

0




Z eU:n
s � Zus




2 ds]
+
5�


�2
E[
Z T

0

(
���y eU:ns � yus

���2 + E[ ���y eU:ns � yus
���2] + ���Y eU:n

t � Y ut
���2

+ E[
���Y eU:n
t � Y ut

���2] + ��� eUns � us���2)ds]
+ 2�2�
E[

Z T

0

(



Z eU:n

s � Zus



2 + E[


Z eU:n

s � Zus



2])ds
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et donc

E
�
sup
0�s�T

���Y eU:n
t � Y ut

���2�+ E �Z T

0




Z eU:n
s � Zus




2 ds�
� ( 1

�1
+ 14�1�

2 + 10�2 +
10�


�2
)E
�Z T

0

���Y eU:n
t � Y ut

���2 ds�
+ (14�1�

2 + 4
2 + 4�2�
)E
�Z T

0




Z eU:n
s � Zus




2 ds�
+ (14�1�

2 + 10�2 +
10�


�2
)E
�Z T

0

���y eU:ns � yus
���2 ds�

+ (7�1�
2 + 5�2 +

5�


�2
)E
�Z T

0

��� eUns � us���2 ds�

Choisit

�1 =
1� 4
2
28�2

> 0 et �2 =
1� 4
2
12�


> 0 car 0 < 
 <
1

2

L�inégalité précédente devient

E
�
sup
0�s�T

���Y eU:n
t � Y ut

���2�+ �1E �Z T

0




Z eU:n
s � Zus




2 ds� (3.9)

� �2E
����Y eU:n

t � Y ut
���2 ds�+ �3E �Z T

0

���y eU:ns � yus
���2 ds�+ �4E �Z T

0

��� eUns � us���2 ds�

où

�1 =
1� 4
2
6

> 0;

�2 =
28�2

1� 4
2 +
1� 4
2
2

+ 10�2 +
120 (�
)2

1� 4
2 > 0;

�3 =
1� 4
2
4

+ 10�2 +
120 (�
)2

1� 4
2 > 0;

�4 =
1� 4
2
4

+ 5�2 +
60 (�
)2

1� 4
2 > 0:
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De l�inégalité 3.9 nous déduisons deux inégalités

E
�
sup
0�s�T

���Y eU:n
t � Y ut

���2� � �2E ����Y eU:n
t � Y ut

���2 ds�+ �3E �Z T

0

���y eU:ns � yus
���2 ds� (3.10)

+ �4E
�Z T

0

��� eUns � us���2 ds� ;

et

�1E
�Z T

0




Z eU:n
s � Zus




2 ds� � �2E ����Y eU:n
t � Y ut

���2 ds�+ �3E �Z T

0

���y eU:ns � yus
���2 ds� (3.11)

+ �4E
�Z T

0

��� eUns � us���2 ds� :

En utilisant l�inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, en appliquant le lemme de Gronwall

à 3.10 et en passant à la limite lorsque n!1 et en utilisant les convergences 3.4 et 3.7

nous obtenons

lim
n!1

E
�
sup
0�s�T

���Y eU:n
t � Y ut

���2� = 0: (3.12)

Alors

Y
eU:n
t ! Y ut fortement dansM2

F
�
[0; T ] ;Rk

�

En suit, on peut montrer directement à partir de 3.4,3.8 et 3.11

E
�Z T

0




Z eU:n
s � Zus




2 ds�! 0 lorsque n!1;
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ce qui implique que

Z T

0

Z
eU:n
s dWs !

Z T

0

Zus dWs fortement dansM2
F
�
[0; T ] ;Rk

�

En�n, provons que u est un contrôle optimal

J (u:) = E
�
�
�
yu:T ;E

�
yu:T
��
+ �

�
yu:0 ;E

�
yu:0
��
+

Z T

0

l
�
t; yu:t ;E

�
yu:t
�
; Y u:t ;E

�
Y u:t
�
; Zu:t ;E

�
Zu:t
�
; ut
�
dt

�
= E[�

�
lim
n!1

y
eU:n
T ; lim

n!1
E
h
y
eU:n
T

i�
+ �

�
lim
n!1

y
eU:n
0 ; lim

n!1
E
h
y
eU:n
0

i�
+

Z T

0

l

�
t; lim
n!1

y
eU:n
t ; lim

n!1
E
h
y
eU:n
t

i
; lim
n!1

Y
eU:n
t ; lim

n!1
E
h
Y
eU:n
t

i
; lim
n!1

Z
eU:n
t ; lim

n!1
E
h
Z
eU:n
t

i
; lim
n!1

eUnt � dt]

Par la continuite des fonction �; � et l on obtient

J (u:) = J
�eUnt �

= lim
n!1

E[�
�
y
eU:n
T ;E

h
y
eU:n
T

i�
+ �

�
y
eU:n
0 ;E

h
y
eU:n
0

i�
+

Z T

0

l
�
t; y

eU:n
t ;E

h
y
eU:n
t

i
; Y

eU:n
t ;E

h
Y
eU:n
t

i
; Z

eU:n
t ;E

h
Z
eU:n
t

i
; eUnt � dt]

= lim
n!1

E[�

 X
j��

�jny
j+n
T ;

X
j��

�jnE
�
yj+nT

�!
+ �

 X
j��

�jny
j+n
0 ;

X
j��

�jnE
�
yj+n0

�!

+

Z T

0

l(t;
X
j��

�jny
j+n
t ;

X
j��

�jnE
�
yj+nt

�
;
X
j��

�jnY
j+n
t ;

X
j��

�jnE
�
Y j+nt

�
;
X
j��

�jnZ
j+n
t ;

X
j��

�jnE
�
Zj+nt

�
;
X
j��

�jnU
j+n
t )dt]
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Comme �; � et l sont convexe, on obtient

J (u:) � lim
n!1

X
j��

�jnE[�
�
yj+nT ;E

�
yj+nT

��
+ �

�
yj+n0 ;E

�
yj+n0

��
+

Z T

0

l(t; yj+nt ;E
�
yj+nt

�
; Y j+nt ;E

�
Y j+nt

�
; Zj+nt ;E

�
Zj+nt

�
; U j+nt )dt]

= lim
n!1

X
k��

�jnJ
�
uj+n:

�

Ce que implique

J (u:) � lim
n!1

X
k��

�jnmax J
�
uj+n:

�
� lim

n!1
max J

�
uj+n:

�X
k�1

�jn

� lim
n!1

J
�
uj+n:

�
= inf J (v:)v2UL
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Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés aux problème de contrôle optimal stochas-

tique pour les systèmes régis par des équations di¤érentielles doublement stochastiques

progressives-rétrogrades lineaires de type champ moyen,

Nous avons démontré l�existence d�une solution stricte pour ce problème de contrôle, dans

le cas où l�ensemble des contrôles admissibles est convexe et compact, et où la fonction de

coût est convexe. La démonstration s�est appuyée sur des outils analytiques importants

tels que le théorème de Mazur et des techniques de convergence forte des trajectoires des

solutions.

Il serait intéressant, dans des travaux futurs, d�étendre ces résultats au cas où l�ensemble

des contrôles admissibles n�est pas convexe, ce qui représente un cadre plus général et plus

proche de la réalité, notamment dans des domaines tels que la �nance mathématique ou

l�économie.
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous

(
;F ;P) Espace de probabilité

(Ft)t�0 Filtration


 Un ensemble

(
;F ; (Fn)n�0;P) Espace de probabilité �ltré

Wt Mouvement Brownien.

E[X] L�espérance mathématique ou moyenne du v:a:X

E[�] L0espérance conditionnelle

R Ensemble des nombres réels

L2 l�espace des fonctions de carré intégrable

Rd Espace réel euclidien de dimensiond

B(R) Tribu borélienne de R

P� p:s presque sûrement pour la mesure de probabilité P

s ^ t min(s,t)

k:k la norme
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Annexe A : Abréviations et Notations

EDS Equation di¤érentielle stochastique

EDSR Equation di¤érentielle stochastique retrograde

EDDSR Equation di¤érentielle doublement stochastique retrograde

va variable aléatoire

MB Mouvement Brownien.

J(:) La fonction de coût minimiser.

U Ensemble des contrôles admissibles

u Contrôle optimal

a
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Annexe B : Rappels d�analyse

Dé�nition 3.2.1 (suite minimisante) Soit K un sous-ensemble non vide d�un esbace

de Banach H,et soit H � K un sous-ensemble non-vide. Soit un fonctionel J : H ! R.

On dit qu�une suite (un)n2N est une suite minimisante pour la fonction J sur l�ensemble

K telle que

un 2 K8n et lim
n!1

J (un) = inf
u2K

J (u) :

Dé�nition 3.2.2 (L�ensemble compact) Un ensemble A est dit compact, si et seulle-

ment si tout suite d�éléments de A accepte une suite extraite convergente dont la limite est

un élément de A .

Dé�nition 3.2.3 (L�encemble convexe) On dit que l� ensemble A est dit convexe si

pour tous x et y de A le segment [x; y] est inclu dans A, c�est-à-dire

8x; y 2 A8� 2 [0; 1] ;�x+ (1� �) y 2 A

Dé�nition 3.2.4 (Fonction convexe) Supposons que A un ensemble convexe non vide

et f : A! R une fonction . On dit que f est convexe sur A si

8x; y 2 A8� 2 [0; 1] ; f (�x+ (1� �) y) � �f (x) + (1� �) f (y) :

De plus, la fonction f est strictement convexe sur A si l�inégalité précédent est stricte
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Annexe B : Rappels d�analyse

lorsque x 6= y et � 2 ]0; 1[ :

Théorème 3.2.2 (Théoreme de Mazur) Si xn converge faiblement vers x alors il existe

une suite de combinaisons convexes sn telle que :

sn =
X
i�0
sixi; ou si � 0 et

X
i�0
si = 1

qui converge fortement vers x :

ksn � xk !
n!1

0:

Lemme 3.2.1 (Lemme de Gronwall) Soit g une fonction positive localement int´ egrable

d´ e�nie sur R+ telle que pour a; b � 0

g (t) � a+ b
Z t

0

g (s) ds:

Alors g (t) � a exp (bt) pour tout t � 0:
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Résumé : 
A travers ce travail, nous étudions le problème de contrôle optimal stochastique pour des systèmes gouvernés 

par les équations différentielles doublement stochastiques progressives rétrogrades linéaires de type champ 

moyen, dans lequel les coefficients dépendent des processus d’état, ainsi que de leur distribution via l’espérance 

d’une fonction de l’état. De plus la fonction de cout est aussi de type champ moyen. 

 Nous démontrons, sous certaines conditions (telles que la convexité de l’ensemble de contrôle et celle de la 

fonction de coût), qu’il existe une solution optimale pour cette classe de problèmes de contrôle stochastique.   

Mots-clés :   

Mouvement brownien, contrôle optimal, équations différentielles stochastiques rétrogrades, champ moyen, 

fonction de cout,…  

Abstract  
In this work, we study the stochastic optimal control problems of systems governed by linear forward backward 

doubly stochastic differential equations of mean-field type, where the coefficients depend on the state process 

as well as on their distribution via the expectation of some function of the state. Moreover the cost functional is 

also of mean field type. 

 We demonstrate, under certain conditions (such as the convexity of the control set and the cost function), there 

exists an optimal solution for this class of stochastic control problems. 

Key words: 

Brownian motion, optimal control, backward stochastic differential equations, mean-field, cost function... 

 الملخص
 قلنوع الحمن  خطيةامامية خلفية  عشوائية مزدوجة تحكمها معادلات تفاضليةللأنظمة  العشوائي مللالأتحكم ال مسائل ندرس ،عملفي هذا ال

كلفة ان دالة الف ذلكالى  بالإضافة .توقع الرياضي لدالة معينة للحالةالحالة العلمية وكذلك على توزيعها عبر ال , حيث تعتمد المعاملات علىالمتوسط

المتوسط. لمن نوع الحق أيضاهي    

.لمسائالوجد حل ملالي لهذه الفئة من بأنه  نلبت تقعر مجموعة التحكم ودالة الكلفة(، )مللمعينة  شروط تتح  

 

 الكلمات المفتاحية :

.كلفةدالة ال حقل متوسط، ،العشوائية رجعيةمزدوجة تحكم أملل، معادلات تفاضلية    


	Dédicace
	Table des matières
	Introduction
	blue Généralités de calcule stochastique
	Généralites
	Tribu
	Tribu engendrée
	Mesurabilité
	Probabilité
	Filtration
	Variable aléatoire

	Processus stochastique
	Martingales
	Mouvement Brownien
	Intégrale stochastique
	Processus d'Itô

	Formule d'Itô
	Equation différentielle stochastique
	Théoréme d'existence et d'unicité


	blue Equation différentielle doublement stochastique rétrogrades
	Équations Différentielles Stochastique Rétrograde
	Notations et définitions
	Existence et unicité des solutions
	EDSR dans le cas Lipschitzien

	Equation différentielles doublement stochastique rétrogrades
	Notations et défnitions
	Existence et unicité


	blueContrôle optimale pour les EDDSPRs linéaires de type champ moyen
	Formulation du probléme et hypothéses
	Existence d'un contrôle optimale fort

	Conclusion
	Bibliographie
	Annexe A: Abréviations et Notations
	Annexe B: Rappels d'analyse

