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Abstract

In this thesis, we compute the self diffusion coefficient using the "disconnected
approgimation ”, which gives an expression for this coefficient as a function of the dynam-
ics and static structure factors. These latter are also determined using the mean field
approzimation in the one ionic component plasma and the two-ionic component plasma.

The thef'mddynamic quantities and the relative properties which refer to these quan-
tities are very important parameters in the plasma diagnosis. The calculation of all these
quantities is based on the knowledge of the pair distribution function, which plays a funda-
mental ole. Our results seem to be close to those from the molecular dynamics model.

Computing of autocorrelation function of the electric field seen by an impurity ion
and of the velocity of the same impurity ion has been developed using ¢ theoretical model.
This model makes use of the diffusion coefficient in the disconnected approzimation and
the pair distribution fuction, which was taken in a semi-empirical form. We find a good
agreement between our theoretical result and those from molecular dynamics. These results
stimulate us to improve the line profil analytic computation models which are nothing but

the Fourier transform of certain autocorrelation function.



Résumeé

Dans cette thése, nous calculons le coefficient de transport self-diffusion dans
le cadre de Uapprozimation ”disconnected ”, qui donne une expression o ce coefficient en
fonction des facteurs de structure dynamique et statique. Ces derniers sont a leur tour
déterminés par Vutilisation de Papprozimation du champ moyen aussi bien pour un plasma
a une composante que pour un plasma a deuz composantes.

Les grandeurs thermodynamiques ainsi que les propriétes relatives & ces grandeurs
sont des paramétres trés importants dans le diagnostic du plasma. Les cilculs de toutes ces
grandeurs sont basés sur la connaissance de la fonction de distribution radiale de paire qui
joue un réle principal. Nos résultats de calcul théorique ne différent pas trop des résultats
émanant de la dynamique moléculaire.

Un caleul des fonctions d’autocorrélation du champ électrique subit par un ion im-
pureté et de la vitesse du méme ion impureté a été développé a partir d’ur modéle théorique.
Ce modéle fait appel au coefficient de diffusion de l'ion impureté calculé par Uapprozimation
»disconnected ” et & la fonction de distribution radiale que nous avons prise sous une forme
semi-emprique. Diverses comparaisons entre les résultats théoriques de rotre modéle et ceus
de la dynamique moléculaire, ont montré un bon accord. Ceci encourage les chercheurs a
améliorer les modéles analytiques relatifs au calcul des profils de raies spectrales qui ne sont

rien d’autre que les transformées de Fourier de certaines fonclions d’autocorrélation.



Introduction générale

La physique des plasmas science datant du XX* siecle [1], est née de I'étude des
décharges dans les gaz. Depuis 1920 (c’est en 1923 que les physiciens Langmuir et Tonks
ont introduit pour la premiére fois le terme plasma pour désigner le gaz ionisé contenu
dans un tube a décharges), cette discipline s’est considérablement développée en raison de
son intérét industriel et académique (milieux naturels, applications industrielles, etc ... ).
Intégrant Pessentiel des connaissances de la physique moderne, dans la nature, le plasma
constitue le quatriéme état de la matiere et fait suite dans l'ordre croissant des températures
aux états solide, liquide et gazeux. On pense actuellement que le plasma constitue 99% de
I'univers.

La physique de plasma tient donc une place importante dans Pétude des milieux
naturels, surtout astrophysiques et des gaz ionisés produits en laboratoire. Sans doute, la
complexité de cette matiére, quatrieme état de la matiére, exige pour I'écude, I'introduction
de tous les domaines de la physique (mécanique statistique, théorie de collision, théorie
cinétique, équation de transport etc... )

Les plasmas sont caractérisés par leur densité, leur température ionique et leur
paramétre de couplage.... La physique de plasma couvre un large domaine de densité élec-
tronique allant de 10 particules par em® dans les espaces interstellaires par exemple, &
1024 particules par cm® dans les métaux et les étoiles et pour des températures comprises
entre 102°K (espace interstellaire) et 10°°K (intérieur des étoiles, plasma de fusion). La
figure (0.1) représente les conditions d’existence de milicu chargé et donc de plasma [1] en

fonction de la densité et de la température.
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Figure 0.1: Les conditions d'existence des plasinas usuels.

A I’équilibre thermodynamique, le gaz ionisé est consti.ué d’ions, d’électrons et de
neutres (atomes ou molécules): les particules chargées (ions, électrons) interagissent par un
pdtentiel coulombien. Le milieu est alors caractérisé par les d:nsités de chaque espéce et
une température unique d’ensemble. On peut distinguer alors {cois familles de plasma :

- Les plasmas froids: les ions et les neutres restent 4 :les températures inférieures
a 100 K® et les électrons sont a des temperatures élevées (application au traitement des
surfaces, a I’élaboration de nouveaux matériaux, a la dépolluti-m, & la génération d’ozone,
a la chimie assisiée par plasma, etc...).

- Les plasmas thermiques: caractérisés par des températures de fonctionnement
supérieures 4 300 A (utilisation des cha ges d’arc pour la soudu re, la découpe, la projection
de matiére, la dépollution , etc...

- Les plasmas chauds: correspondants a des tempé atures supérieures a 108 K°



. Ils sont utilisés pour produire de P'énergie électiique a partir de 1. fusion contrélée.

Nous traitons dans notre thése un srand nombre de problemes de transport, prin-
cipalement le coelficient de diffusion dans un plasma. Le calcul ds ce coefficient dans un
milien chargé a été largement étudié dans de nombreux laboratoires dans le monde utilisant
différents modéles et approches, en particulier celles de la théorie de la reponse linéaire [2] et
de la dynamique moléculaire [3] (appendice £7). Dans notre travail, nous utilisons un modale
basé sur deux principales approximations en occurence I'approxirmation ” disconnected *
[4][5][6] et Papproximation du champ moyen [4j[7] pour un plasma & une composante ion-
ique (OCP) et un plasma a deux compuosantes {TCP). La connaissa 1ce de ce coefficient sert
dans la physique des plasmas & étudier par exemple la relaxalion des ions rayonnants au
sein du plasma. [ 6tnde des proprietés des ions fmpureté est exploitée dans les techniques
spectroscopiques dans le développement des lasers X et dans la fusion par confinement in-
ertiel (FCI) [8]. Un modele traitant ces propriétés a un été présenté [4] pour un plasma a
une composante ivnigue.

Nous présentons aussi un modéle de caleul de la foncticn d’aucorrélation de la
vitesse et du champ ¢lectrique a Paide de la technique de Popérateur de projection [9] et de
la fonction de Green-Kubo qui relie le coefficient de transport de diffusion avec la fonction
d’autocorrélation de vitesse [10]. Pour les deux types de plasma (OCP et TCP), la fonction
d’autocorrélation du microchamp ionique dépend indirectement du -oefficient de diffusion et
aussi de la fonction de distribution de paire qui joue un role important dans ’élaboration du
modele et dans tous les calculs des propriétes statiques et dynamiques dans le plasma. En

effet, la fonction d’autocorrélation du microchamp est la quantité -tatistique, qui intéresse



particuliérment les spectroscopistes dans le calcul des profils de raies [1.]. Cette fonction est
étroitement lie a la notion de dynamique dans le plasma et permet <2 connaitre le temps
de corrélation du champ correspondant. Les profils de raies des constituants de I'univers et
des étoiles ont une trés prande importance dans I'analyse des astrophysiciens.

La thése se compose essentiellement de deux parties, 'une comporte le calcul
du coefficient de transport de diffusion pour un plasma a une composante ioniques puis
a deux composantes ioniques et ce, dans le cadre des approximations “disconnected” et
champ moyen, P'autre comporte le calcul des fonctions d’autocorrélation des vitesses et des
champs par notre modéle théorique. Ce modeéle est basé sur la connaissance des valeurs
du coeflicient de diffusion que nous avons calculé par les approximations précédentes citées
dans la premiére partie.

Dans le premier chapitre, nous rappelons les différentes prepriétés dynamiques,
comme la fonction de corrélation temporelle, les facteurs de structures dynamiques [16], et
les propriétés statiques, comme la fonction de distribution de paire et le facteur de struct ure
statique, qui sont d’utilité dans tous les développements ultérieurs. MNous rappelons aussi
les équations de base utiles ('équation de Louiville, 1'équation cinétigue, les équations de
transports, les formules de Green- Kubo ete. ..) et aussi les propriétés thermodynamiques
(I’énergie interne, la pression,...) en fonction de la fonction de distribuion de paire dans le
cas d’un plasma a une composante.

Dans le deuxieme chapitre, nous utilisons la technique des opérareurs de projection
[9] et I'équation cinétique [2] pour la formulation du coeflicient de iffusion, puis nous

traitons les approximations fondamentales pour le calcul de ce coefficien: dans notre modéle;



I’approximation ”disconnected™ [10], qui est utilisée pour approximer la fonction de mémoire
associée a la fonction d’autocorrélation de vitesse par un terme de 'opérateur de collision, et
Papproximation du chainp moyen [4], qui est utilisée dans le calcul des fcteurs de structures.
Nous nous limitons dans ce deuxiéme chapitre au cas d’un plasma 4 une seule composante.

Dans le troisieme chapitre, nous utilisons les miemes approximations dans le chapitre
précédent, mais dans ce cas le plasma est 4 deux composantes ioniques, el nous comparons
les résultats de notre modeéle avec ceux donnés par la dynamique moléculaire. Nous rap-
pelons au passage les propriétés thermodynamique (l'énergie interns, la pression,...) en
fonction de la fonction de distribution de paire [30].

Dans le quatrieme chapitre, nous présentons un modeéle thécrique pour les caleuls
de la fonetion d’autocorrélation de la vitesse et du champ et ce en tilisant le coelfficient
de diffusion calculé dans les chapitres 2 et 3 pour un plasma a une composante et a deux
composantes, et la fonction de distribution paire semi-emprique [11], ¢ . nous faisons ensuite
une comparaison du modele avec les résultals que nous avons obtenu par la dynamique

moléculaire,
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Chapitre 1

Les propriétés statiques et

dynamiques du plasma

1.1 Introduction

L’état macroscopique d’un systéme en équilibre thermodynamique ou en équilibre
thermodynamique local peut étre paramétrisé par mi certain nombre de variables extensives
ou par leurs densités locales. En revanche, & I'échelle microscopique, 'état d’un systéme
n'est pas connu exactement, le nombre de degrés de liberté d'un systéme macroscopique est
en effet si grand qu’il est impossible d’y avoir une description microscopique compléte.

Comme les grandeurs phyvsiques mesurables expérimentalement sont dans la plu-
part du temps des grandeurs macroscopiques. il est nécessaire pour les déduire des propriétés
microscopiques, de les traiter comme des moyennes statistiques sur toutes les particules du

systéme. C’est ainsi que les variables physiques, appelées aussi variables dynamiques, ou
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obsrvables dependent des coordonnées et des impulsions de toutes log particules du systéme

et leurs moyennes statistiques se calculent pour un systeme classique a l’aide de la fonction

de distribution dans 'espace des phases.

Nous présentons dans ce chapitre les propriétés statiques ot dynamiques des plas-
P 1 q

mas, et on considére tout d’abord un systemie classique composé d- N particules.

1.2 Fluctuation
En réalité la plupart des variables déli uissant 'étal macros: opique d’un systéme en

équilibre thermodynamique (pression, masse, lempeérature....), sout des variables aléatoires

définies par des lois de probabilité. En effet, les appareils de mesure ne donnent qu’une

valeur moyenne. $i nous répétons la mesure plusicurs fois dans de- conditions identiques,

les valeurs trouvées seront ditférentes ot Pécart de la valeur réelle de sa valeur moyenne

de Pétat d’équilibre thermodynamique est appelle la Huctuation. Blle est aussi définie

comme une déviation aléatoire des grandeurs plysiques de leurs moyennes statistiques de

I'état d’équilibre. Clest ainsi que la diffusion de la lumiere par des milieux transparents

est la conséquence de la fluctuation dy Uindice de réfraction. La tluctuation de Dintensité

de courant dans les circuits electriques est la cause du bruit de fond, qu’il est impossible

d’éliminer dans les dispositifs radioélectriques.

La fluctuation d’une prandeur « est définje par la formule suivante [13]:

(Aa) =7 )7 (L1)



12

La fluctuation des grandeurs physiques de leurs moyennes statistiques de I'état
d’équilibre est généralement petite, mais son étude a une grande importance pour plusieurs

raisons [11]:
- premiérement:

L'étude des fluctuations nous permet de développer un cadre mathématique, qui,
dans des situations physiques les plus variées permet d’estimer l'amplitude de fluctuation

des grandeurs physiques.
- Deuxiémement:

Cette étude définit le cadre naturel permettant la compréhension du phénomeéne
physique, celui ¢i est fondé sur le concept du 7 mouvement brownien "qui décrit bien les
différentes relations entre les propriétés de ces phénomenes physiques, tels que les coeflicients
de transport avec la température. Le mécanisme du mouvement brownien est vital non
seulement dans le formalisme mais aussi bien pour répondre aux questions ”comment étant
donnié un systéme hors d’équilibre, puisse t-il atteindre I'état d’équilibre final?, (o bien

étant donné un systéeme en équilibre thermodynamique peut-il persister dans cet état 7 7).

- troisiémement:

L’étude des fluctuations qui dépendent du temps introduit le concept de la fonction

de corrélation temporelle qui joue un réle important dans I'établissement des relations entre

1EnL 1827. le botaniste R.Brown a découvert au microscope le mouvement irrégulier de petites particules
de prollen en suspension dans 1'eau. Ce mouvement incessant et désordonné. Le paramétre important pour
I'existence de ce mouvement est le rapport entre la masse de la particule brownienne et la masse des molécules

de fiuide environnant.
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les propriétés de dissipation (macroscopiques) du systéme telles que; la viscosité de fluide,
la résistance électrique, avec les propriétés microscopiques de ce systéme a I'état d’équilibre

Ces relations entre les processus irréversibles(macroscopiques) d’une part, et les
propri¢tés d’équilibre (microscopique) d’autre part, sont éxprimées par le théoréeme de

fluctuation- dissipation®.

1.3 La fluctuation de la densité en équilibre

Supposons en premier lieu que le gaz considéré soit a 1'état d’équilibre thermody-
namique du point de vue macroscopique c’est 4 dire que les conditions extérieures qui lui
sont imposées (V, T..) ne varient pas en temps et en espace. Cet état est obtenu si 'on a
attendu suffisamment longtemps aprés le remplissage du récipient contenant le gaz.

Nous savons que, en réalité, cet équilibre macroscopique cache une agitation éter-
nelle au niveau microscopique: les molécules sont en mouvenient incéssant a des vitesses
assez considérables.

Lagitation thermique s’accompagne de fluctuation, par exemple, le nombre de
molécules qui se trouvent dans la moitié¢ du récipient n’est pas exactement et constamment
égal & N/2. Ce nombre fluctue au cours de temps autour de cette valeur moyenne et
Pamplitude de ces fluctuations est petite mais n’est jamais nulle.

Pour concrétiser les arguments qui vont suivre imaginons que nous puissions compter,

a chaque instant t les molécules qui se trouvent dans une région déterminée et fixée du récip-

#Clest le coeur de la théorie de la réponse linéaire. il fournit une relation trés générale entre, d'une part, la
réponse et la relaxation, et d'autre part, les fluctuations relie la dissipation d énergie au cours des processus
irréversibles et les fluctuations thermiques a 'équilibre.
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ient contenant le gaz. Les nombres n(t) obtenus portés en fonction du temps t ont I'allure

représentée sur la figure (1.1)[13]

| QH,M gl
[ g

i)

Figure 1.1: Dans un gaz en équilibre macroscopique, on mesure les nombres n(t) qui se
trouvent a I'instant t dans une région fixée (a). L'allure des variations de n(t) (b).

1.4 Equation d’évolution de BBGKY (équation de trans-

port)

Considérons un fluide constitué d’'un grand nombre de N particules identiques sans
structure interne et en mouvement a l'intérieur d'un récipient de volume V. Ce systéme
peut étre décrit microscopiquement par la mécanique classique. L'état macroscopique de
ce systéme est caractérisé par une fonction appelée densité de probabilité: fN(7N, V)
dans 'espace de phase 4 6N dimensions (3N variables de positions et 3N d’impulsions).

On peut dire que: fN(7N, FN)d7N 7N

est la probabilité pour que, 4 l'instant %, I'une
quelconque des particules se trouve au point 7'; avec I'impulsions 7'y, une autre au point

T2 avec I'impulsion 7's, etc....
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Bien-~éntéiidu, cette probabilité: est normalisée & chaque instant ¢, c’est a dire

que[16]:

[ Er p e Y =1 (12)
L'évolution de la densité fy par rapport le temps est donné par Péquation de Louiville

classique:

0 ¢
Esz{Hafh} . (1-3)

ot le symbole {..} désigne le crochet de poisson ainsi défini:

N
dAdB dBdA
A,B} = —_—— - —— A4
{ : } Zl: (d'f‘i dpi d?‘i dp,) (1 )
L’¢quation de Liouville (1.3) exprime I'invariance de Ja fonction de distribution

A particules multiples sous la translation du temps c'est que sa dérivé totale par rapport au

temps est identiquement nulle:

;—if"’ = (1.5)

ou plus explicitement, en utilisant les dérivées de fV a l'instant ¢ :

oy ar; dafy dp; dfN _
ot " Lad Z at dm (1.6)
qui peut s’écrire sous forme opératorielle comme:
b ;
5" =—iLf" (1.7)
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Bien -e‘ntéﬁdu, cette probabilité- est normalisée a chaque instant £, c’est & dire

que[16]:

/ fNEN, NN =1 (1.2)
Liévolution de la densité fy par rapport le temps est donné par I'équation de Louiville

classique:

8 . x
Eif“ = {H, "} _ (1.3)

ou le symbole {..} désigne le crochet de poisson ainsi défini:

dA
dB dB d,A) (1.4)

N

A,B} = —_——— ——
BL—d, o
L’équation de Liouville (1.3) exprime I'invariance de la fonction de distribution

a particules multiples sous la translation du temps c’est que sa dérivé totale par rapport au

temps est identiquement nulle:

£ =0 (1.5)

ou plus explicitement, en utilisant les dérivées de fN & l'instant 1 :

afN dr,dN d,d”
‘f;t +Z f Zp f (1.6)

qui peut s’écrire sous forme opératorielle comme:

N = LN C(1.7)
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La solution formelle de cette derniére équation prend la forme suivante:

£ 1) = exp(=iL) £ (Y ™, 0) 9

ot fN(N.p",0) est la densité de la probabilite a Iinstant ¢ = 0 c'est & dire la densité de
probabilité a I'équilibre thermodynamique.

A partir de la densité de probabilité N, on définit une suite de fonctions de
distributions réduites a n particules (n < N), qui éxpriment la densité de probabilité de
trouver, & I'instant ¢, n particules (indépendamment des N-n particules restantes) sur les

positions 7;=1,2,...,n avec les impulsions P'i=1,2,...,.n,[16]:

) = AT T Tos P1, P2 Pr)

i
s N! / [fN d? (N —n}dp(N-—n)

(n—n)!

(n— n}’/ /fN d7 nt1- A7 }\d}’n+1 d_ﬁN (10}

I

La normalisation de cette fonction f™est exprimée comme suit:

LYl
i

1 ' noony g g —_— = 3= — \
a‘/---jf"(?”?p )dr1dr2...drndp1dp2-..dpn—m (1.10)

N1/(N —n)! est le nombre de facons distinctes de choisir n particules parmi I'ensemble des

N particules, et I'on a aussi:

/f““d?nﬂd?nﬂ = (N-n)f (1.11)
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—

qui est un ensemble’d-’é-quations coup]éés. La connaissance de f!(7;,11,pns1) est condition-
née par la connaissance de f2(r,41,pny1). celle de T2 (rns1,Pur) par f3(rni . Pn+1), €tC...:
c’est la hiérarchie BBGKY (Bougoliubov, Born, Green, Kirkwood et Yvon). Dans le cas le
plus important ot n = 1, c’est 'équation d’évolution pour fY(7y, 71, 1) qui fait intervenir

la fonction a deux particules f2(7"y, 772, 71, P2, 1) [13], donc:

=9

P1 d d
o i R Flr
Lﬂ. * m d7T I(T)dﬁ’l

d — — —
= / — {.‘r( ™1 _?2)_—5_.}02(?15-?2} ?],?2,“({? 1d?2d’p1d?2 (112)
J dr dp

fl(?lt-ﬁlst')

2

Remarque: a I'équilibre thermodynamique la densité de probabilité ne doit pas dépendre
explicitement du temps, elle est simplement notée fI¥ (N, p") : la densité de probabilité
d’équilibre pour N particules classiquement identiques est donnée par :

S B i 1 1 ; F o
(N, PNy = N Zn (Vi) &P {=BHN(Y,p",V)} (1.13)

ou
Zn(V,t) = % 4 / / exp {—BHn(r",p", V)} drV dp" .

On peut généraliser les équations données dans le cas d’un plasma & une espéce,
de facon a les appliquer & un milieu constitué de plusieurs espéces de particules chargées.

Supposons, que le gaz soit constitué de Ny particules de type a et N2 particules de
type 3, et désignons par df), et df2; les éléments de volume des espaces de phase 4 6V, et
4 6N dimensions respectivement.

Donc les fonctions de distribution des particules de type ¢ (e ou 3) sont définies

par la formule[44]:
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o g : dQedQ.
ﬁ(?'l,p1)=:’\&/f“ L (1.14)

dTidp]
ou Nj; est le nombre total de particules de typeiet N = N; + N,
Les fonctions de distribution doubles et relatives aux particules de type 7 et j (i

et j = a ou /) sont définies par les formules:

. 5 dQ,dQs.
- —*.t,qi,—’?.t’—ﬂ - ]\’::AT'—]. / N : CIE .J _ )
Ji(T1L P T, Ph) (V1) [ f TP (1.15)
L dQ,dQg.
i_?zg'—n,?ﬁ?’iﬁf = Ni(N;—1 / N - Of '3_ ; 1.16
fi(71, P, T3, Ph) i ) [ f d?}d?}d?’%d}?é (1.16)

1.5 Les propriétés générales de la fonction de corrélation

1.5.1 Les fonctions de corrélation spatiale (distribution radiale)

Les propriétés de transport et d’autres propriétés dans les fluides chargés sont
reliées par une relation étroite avec leur structure et la répartition des distances entre les
atomes dans le liquide. Les informations essentielles sur cette répartition sont fournies par
la fonction de distribution radiale des paires g(7) définie de la facon suivante [15]:

Si nous considérons un atome centré en "0, le nombre n(r) d’atomes dont les

centres se trouvent a une distance de "O” variant entre r et r + dr est donné par :
P

n(r)dr = 4mr?g(r)dr (1.17)

Si dV' = 47r?dr est un élément de volume centré en un point "M” situé a une

distance 7 de l'origine O, g(r)dr est le nombre d’atomes situés dans I’élément de volume
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dV moyenné sur toutes les orientations possibles du vecteur OM. La quantité g(r)dr est
pratiquement nulle a I'intérieur d'une sphere de rayon r = 2° (our"” est le rayon atomique )
a cause de Pimpénéirabilité des spheres. BElle présente un premier pic arrondi autour de 2r°
correspondant a la présence des premiers atomes voisins. Lorsque augmente, g(r) présente
plusieurs oscillations amorties qui traduisent effet des secondes, trcisiémes voisins. ete....

En générale, la fonction de distribution de n particules est dcfinie par la probabilité

de cette facon [16]:

‘?Rr(’l'?) o Lrap;‘\d'r( _:‘::’P _";:"_’. “.th) (1.18)
PR(7 1, 7 )= 1/2‘.\;/.,.foxp [ ,,-'11:‘.\;('-;-”)_] d7s. dTFy (1.19)

ol vN(_-rN) désigne I'énergie paotentielle d’interaction.
Les fonctions de distribution les plus utilisées sont les fo ctions de corrélation

radiales de paires, qui sont définies de la maniére suivante:

©

gn(T1 = T2) = gR(r) = VIPR(T1, o, .. 70, (1.20)

9(r) est une distribution statique extremement importante. Elle caractérise com-
plétement le comportement d’un fluide classique (A symetrie sphériqus ). Cette distribution
peut etre calculée directement par ’expérience de R-X ou par la métl ode de la dynamique
moléculaire. Cette fonction a été tabulée pour plusieurs valeurs du paramétre de couplage

I" dans le cas d’un plasma a une composante par Hansen (1973) [2]. Un exemple est montré
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sur la figure (1.2) a partir duquel nous pouvons calculer les propriété- thermodynamiques
(Pénergie interne, I"équation d'état..) [17], les facteurs de structures(H:nsen et al 1975) [7],
les fonctions d’autocorrélation du microchamp électrique du systémefl3) [19].

A cause de g(r) ——1 quand r ——1, il est important de définir une autre fonction

h(r) qui est reliée a g(r) par la relation [20]:

nr) = g(r)- 1 (1.21)
la fonction de corrélation h(r) mesure le degré de corrélation spatiale dans le systéme. Elle
décrit la corrélation entre deux particules: en absenre de corrélation sratiale A(r) est égale
a zéro c’est a dire que h(r) —0 quand |r{ — o,

On introduit une autre fonction dite de corrélation directe, qui est reliée avec h(r)

et g(r) par la formule d'Orstein-Zernicke(1914)[16];

) = etr) + p [ o

+ 7] N (1.22)
La fonction de corrélation de paire classique g(r) pour une espéce, peut éire ex-
primée simplement & partir de Pénergie d'interaction entre deux perticules de la facon

suivante [1]:
glr) = e ") (1.23)
Ce résultat peut étre péneralisé en écrivant:

_Byin)

gijir) = e FT (1.24)
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La fonction de distribution des paires est obtenue a la limite «le faible couplage
par deux théories: Debey Hucke] [21][22] et ” Abe-Mayer Cluster Expansion "[23][24]; tandis
que pour le couplage fort, on peut utiliser les méthodes de Monte Carlo (1.2) [25] [26] ou
bien celle de "Hypernetted Chain Equation”[27].

1l existe d’autres méthodes de calcul des fonctions de distribution des paires util-
isant différents modéles et théories. Nous utilisons dans notre travail la méthode semi-

empirique proposée par B.Held et al [11] (voir les figures ...)(1.3) (1.4) ("..5).

wiad

Figure 1.2: Fonction radiale de paires pour un plasma a une composante, en abscisse T = 7 /a
(a partir d’un calcul de simulation par la méthode de Monte carlo)
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Figure 1.3: Fonction de distribution g(y) pour un plasma & une compcsante (Z=1) par la
méthode semi-emprique (Held) [4], ou y=r/a
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Figure 1.4: Fonction de paire & une espéce (semi empirique)
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Pigure 1.3: Fonction de paire pour deux espéces

1.5.2 Les grandeurs thermodynamiques et la fonction g(r)

Comme nous Pavons déja dit dans le paragraphe précédant, nous pouvons caleuler

A partir de la fonction de distribution radiale g(r) toutes les srandenrs thermodynamiques

nécessaires ponr définir le comportement macroscopique de notre systéme,

La fonction de partition est relige a I'énergie libre par la relation snivante [16]:

ZN(V\T) = exp(—BFy) (1.25)

C’esl une relation [ondamentale, qui relie la mécanique statistique a la tharmody-
namique. Nois savons qu'a partir de cette fonetion, on pent calculer toutes les grandeurs
thermodynamique, qui sont définies en fonction de 1a distribution radiale g(r).

L’éncrgie interne est 1a valeur moyenne de I'énergie totale Hamiltoniene Ha(pN, r).

dans I'ensemble canonique classique:
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l Hi ! i g F .\'
[l s s do™ drN Hy N N -3H'
ZN(V,T)./ e

3

U -QNKBT +

I

zlw / exp(—Bun (r™))on (¥ )dr™ (1.26)

ou Va(r™) est I'énergie potentielle d’interaction entre les diverses particules comstituant
le systeme. Les deux termes de cette derniére expression sont respectivement I'¢énergie
cinétique moyenne et ’énergie potentielle moyenne. L'énergie d'interaction entre les diverses
particules est donnée par [28] (nous supposons que le potentiel d'interaction entre deux
particules est & symétrie sphérique et donc ne dépendant que de la distance séparant ces

deux mémes particules):

N N
on (rM) _Zav(i?t—?j;)_zn(nj) (1.27)
i=<j =]

donc I'énergie potentielle moyenne peut étre écrite comme:

; N(N — 1 — e
<?‘N(7'N)> = _(T-l_)fll; [e_'j"”r(r-u)d T N dT
T i 4 <t sEy
- N (‘N - 1) . /e—ﬁw\-‘ ’ U(T ]2)d r 3d il (f-.?_‘)ﬂf?g
2 z Z‘.\‘r
1 ) y — o —_ _— (21
= 5 / 1!(7‘12)ng( 71— To)dT1dT (1.28)

’

et finalement 1'énergie totale par unité de nombre de particules est donnée par|28]:

o

v_3 P .

7= 2KBT+ 5 /u(r]g(r)ﬁlwr dr (1.29)
0

Le second terme de I’équation (1.29) porte une interprétation physique claire: En

effet 1'énergie potentielle d’interaction entre une particule et les particules situées dans la



couronne sphérique entre r et r 4 dr est représentée par le terme pu(r)g(r)dnridr, on
pg(r) est con-idérse comme une densité locale. L’énergie potentielle totale est trouvee par
intégration s r toules les valeurs de » multiplice par N/2. Le facteur N a été introduit
parce que n'inporte quelle particule de I'ensemble des N particules peut étre choisie comme
un particule « entrée 4 Uorigine.

On jeut dériver une autre relation semblable entre Ia pression moyenne et U'intéerale
sur le produit de g(») et la force (—du(r)/dr). La pression est reliée 3 la fonction de partition

par:

- dFn dln Za ;
P = — gl —— :
dV = 8a dV {1t

Dan:i Ja limite thermodynamique, la pression est indépendante de 1a forme dn
récipient; en - tfel si on suppose que le récipient est un cube de dimension linéajre L, et on

écrit I'intégrale de configuration (la fonction de partition) comme:

L L

Zx = /..‘/(:-_B?'NL'E"if1(."-_1,.']dC]...ﬁ’.:‘[‘j\'dQ’;‘\jdz‘N (1.31)
0 0

et en changesnt les variables de sorte que les limites des intéerales sont indépendantes de

L, par Z; = ;/L alors:

1
Zn = VN _Ife”B”‘"rf.?—‘g@](ﬁ"]...rEN(ﬁ}NdEN (1.32)
1]

:::'-,,_-_\ﬁ_

| 1
17N I .
fd_; - Ny "-1/t BN 0% . dEy — }:/ [{ ””"_V Ty dEn (1.33)
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En revenant aux variables de départ, on obtient I'équation donnant la pression qui

n'est rien d’autr- que I'équation (état:

dinZy _ KpT dZy NKpT p° f dufrya) |
P: K T - = - = . e 12 K d-‘ j_-‘u 1l34
B dv Zn dV v 6V 1 dra ,9(?‘12) Tdre ( )
d’on

»V p du(r) "
———it e [ = g 2oy ‘,;' .;_.d : I‘;]
NKgTl GKBTf’ g 90 YA (1.35)

1.5.3 La fon tion de corrélation temporelle

Plusien s problémes et propriétés dynaminques peuvent étre éclaircis et détermines
par la connaissance de I'intégrale sur certaines fonctions appelées les fonctions de corrélation
temporelles, Ces fonctions jouent un role important dans la mécanique statistique hors
équilibre semblable au rale que joue la fonction de partition dans la mécanique statistique
en équilibre.

On défi: it alors la fonction de corrélation temporelle dans le cas général d’une

fonction de n variables comme:

i = (A1 A Ay (1.36)

ol

Ai=12.a(t) = A; [P (1), PN(1) (1.37)

avec:
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et n est la dimension de 'espace et N est le nombre dé';iarticules. Dans le cas particulier

d'une fonction de deux variables dynamiques®:

At) = [1"”(?),;)”(#)] et B(t) = [?'N(t),p‘w(t}]

Cpa = (A(t+ $)B(s)) (1.39)

La moyenne sur les deux fonctions A et B peut étre effectuée de deux facons.
La premiére consiste & faire une moyenne d’ensemble (moyenne statistique sur I'espace de

phase) [16]:

(B(t + s)A(s))

/lB [N (t+9),p" (t+9)] 5 [PV (s).pV (s)] A [#N (5),p" (5)] dr™ (s)dP™N (s)

= /.exp(-iLt).B(s]f(?l(S)A(s}df,w(s) (1.40)

ou L est I'opérateur Louivillien de la mécanique classique, tandis que la seconde consiste

faire une movenne sur le temps :

T—00 T

0

(B(t+s)A(8)) = lim 3 ] B(t+ s+ t)A(s +)dt (1.41)

ou fV [r¥(s).pN(s)] est la densité de probabilité dans I'espace des phases Y P &
I'instant s. Elle s'appelle aussi fonction de distribution a particules multiples [A.Akhiezer,

S. Peletminski]. Si le systéme est isolé, I'hamiltonien est une constante de mouvement (

3Les variables dynamiques sont des grandeurs physiques fonctions des coordonnées et des implusions. et
ne dépendent pas explicitement du temps
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conservation d'énergie ) et Cpa(t) est indépendante du choix de l'origine des temps. done
la fonction de corrélation est dite stationnaire. 11 est habituel de mettre s = 0 et on écrira

Cpa(t) de la facon suivante: .

Cra(t) = (B(t)A(0)) = (B(t)A) oit A= A(0) (1.42)

Gi les variables sont des fouctions complexes, la fonction de corrélation qui est
souvent utilisée et portant de I'intérét en physique est (B(t)A*).

Les propriétés de stationnarité des fonctions de corrélation temporelles sont les

suivantes [16]:

(Bt +)A(s) = (B (1 + $A(s)) + (B(t+ ) A () (1.43)

ainsi <B (f)A> =~ <B(1) A>, donc

i
:?r (B(t+5)A(s)) =0 (1.44)

En particulier

(a4)=0 (1.45)

la répétition de la dérivé relativement a la variable s conduit 4 un nombre de résultats

utiles, et qui peuvent étre aussi déduits de la définition (1.39), par exemple:
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_ _nm% [ B+1) A (H)dl'+ nm% B (t+1)AD)]
T =0 0 T—00

L'extension de la dérivation a des ordres supérieurs de la fonction Cpalt) est
insignifiant dans notre approche. Il est claire que tlin% Cpa(t) = (BA), et qu'a partir de

I'inégalité de Schwartz [16] en peut écrire:
|ICpa(t)| < (|BA| ) (1.47)

et lim Cya(t) =lim (B(t)A(t)) = (BA).
t—oo t—0
Tl est souvent commode d’extraire la partie invariante des variables et de calculer

la fonction de corrélation des parties fluctuantes.

Cpa(t) = ([B(t) — (B)][A(0) — (A)]) = (6B(t)6A(0)) (1.48)

Ceci assure que Cpa(t) tend vers zéro a la limite infini en temps ce qui corre-
spond physiquement & une perte de corrélation entre les parties fluctuantes des variables en
question.

Si B=A : Cpa(t) est appelée fonction d’autocorrélation de la variable A, les fonc-
tions de ce type sont trés utiles car:

i) elles donnent une image précise de la dynamique dans le fluide, et permettent
d’obtenir le temps de corrélation de A,

ii) leurs intégrales sur le temps peuvent étre directement reliées aux coefficients de

transport [29],
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ii) leurs intégrales sur le temps peuvent etre directement relizes aux coefficients de
transport [29],

iii) leurs transformations de Fourier sont en relation avec le spectre expérimentale
(facteur de structure dynamique) [7].

On utilise habituellement dans le calcul de Cya(t) cette forme:

(6B ()6 A(0)

Y
(6B(0)A(0)) S

Opalt)=

1.5.4 Le facteur de structure dynamique

Le développement d’une formule décrivant la dynamique du comportement micro-
scopique d’un liquide exige 'introduction d’une nouvelle fonction de ~istribution géneralisée
dépendant du temps. Dans la plupart des situations, on utilise la fonction de corrélation
spatio-temporelle généralisée proposé pour la premiére fois par Van Hove (1954)[16].

On définit premiérement la densité locale[16):

n(7T,0) =Y 8[T - Tut)] (1.50)

N

i=1
i — # —_ Copa o ] 5 Ty e

ou les v (t) sont les opérateurs positions des ditférentes particules 1u systéme. Puis nous

construisons une fonction d’autocorrélation temporelle de la densite C'(r, t) donnée par :

N N

(1) = = <ZZ B (7 = i) - (0] ) (L51)

4=14=1

Cette fonction se laisse scinder en deux termes O, self et Cy disting.s tels ques

{7 D) =0 (P )+ CF L)
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N
1
C(T,1) = = <Z §(F — 7u(0) - "",(r)1> (1.52)
=1
1 i .
C_!d( .‘}T’, t) == _fir.. <Zz & li--li-.? . TF?E(O) . ?’J(t\ > (1.53)
Py

Dans le cas classique C(r, t)dr est la probabilité de trouver un particule ¢ dans une
région dr autour d’un point r a Uinstant t donné, si une particule j e-t placée a origine au
méme instant t. La séparation de C-‘(:'-F’, ) en deux termes, un self et un distinct, correspond
respectivement aux cas (i = j) et (i # j).

La normalisation de la fonction de Van Hove est déterminée par la normalisation

de la fonction delta ( &)

/Cs(?—*,t.)d?"’ =1 et /C‘('F’,t)d‘? =0 (1.54)

La fonction 'y décrit la corrélation dans le mouvement d’vn seule particule, ¢’est

4 dire que Cydr est la probabilité de trouver un particule 7 dans la région dr a Dinstant t
sachant qu’a 'instant t = 0 cette méme particule ¢ était a l'origine. A l'instant ¢t = 0 la

densité de particules a un point r vaut:

N
n(T,t=0)=Y §[7 - Tu(0)] (1.55)

Ho=l

avec Cs(7,0) = &(r) et Cy(7,0) = pg(r).
On introduit alors un facteur .5‘{?,&;), appelé facteur de st ‘ucture dynamique, de

la maniére suivante |7]:
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) N \
Col7,1) = -i— <>: 6[F - 7(0) - ?,-m1> (1.52)
' \d=1
1 N
Co(7,1) = = <ZZ¢;[W — F0) = Ty > (1.53)
i

Dans le cas classique C(r, t)dr est la probabilité de trouver un particule i dans une
région dr autour d’un point r a instant t donné, si une particule j e-t placée a I’origine au
méme instant t. La sépuration de C(r', t) en deux termes, un self et un distinct, correspond
respectivement aux cas (i = j) et (i # j).

La normalisation de la fonction de Van Hove est déterminée par la normalisation

de la fonction delta ( §)

/.C's(?,t)d'if' = 1let /(j‘(?,t)d?’ = N (1.54)

La fonction Oy décrit la corrélation dans le mouvement d’un seule particule, c’est

a dire que Cydr est la probabilité de trouver un particule ¢ dans la région dr a ’instant t
sachant qu’a P'instant ¢ = 0 cette meme particule { était 4 origine. A Pinstant ¢t = 0 la

densité de particules &4 un point r vaut:

N
(T, =0)=Y " 8[7 - 7:(0)] (1.55)

t21
avec Cs(7,0) = 6(r) et C4(T,0) = pg(r).
On introduit alors un facteur .5’(?,&)), appelé facteur de st ‘ucture dynamique, de

la maniére suivante |7}:



" ET ] r " : 4 ._._’ _-:. \.
Sk, ,w) = AN / exp(iwt) (_\n( ity n k ’0}/ dt
&%)
1 S
= oy / exp(iwt) (&, 1)dt (1.56)
ou
Rt = Ol ) W F,0)) = £ §™ (e F (i #50) (1.57)
{ ! ’ . 1:\}' ) o ! ! . "'\; e \\‘ v :
o

esl une fonclion d’autocorrélation de la densité.
. - 1 ~ - . 9 . S

Ces deux dernieres expressions montrent que la fonction de |iffusion S(k,w) est
la transformation de Fourier de la fonction d’avtecorrélation de la d nsité, ¢’est pourquoi
on peut considérer qu'a un vecteur d'onde donné la fonction S( r’.‘:'.-..;) est le spectre des
fluctuations spontanées de la densité.

Dans le cas classique, ce facteur est une fonction réelle, puisqiu’a un vecteur d’onde
donné, il représente la distribution spectrale d’un processus de ditfusion. Donc le facteur
de self structure dynamique est (dans le cas ou 7 = j pour la fonction de Van Hove) :

o0
, 1 ) =3
Ss( k,w) = o expliwt)Fs( k , t)dt (1.58)
- 00

o

Notons qu’il y’a une relation simple entre S( & ,w) ev C'(r,t) a savoir:

et a partir de la séparation de C'(r, f) on trouve:
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o0

; 1 Frs: ; , —s
Ss( k,w) = = /exp(—a k7)d7r / exp(iwt)Cs (7, t)dt (1.60)
l ..
' — o0

Le facteur de structure dynamique donne aussi une idée sur la structure de la
matiére ot bien de la distribution des positions relatives des molécules.

Nous pouvons voir ceci de la fagon suivante:

. gt [ .

En intégrant S( k ,w) sur toutes les valeurs de I’énergie transférée nous obtenons
le facteur de structure statique utile pour la discription de la distribution spatiale de la
matiére dans les fluides et les solides [7:

po—}
k

/' S(F ,w)dw = S(F) (1.61)

on les fonctions S(k) et g(r) sont reliées par la transformé de Fourier [20]:

—
k

Sl k)=1+n /[g(-r) —1] FET AT (1.62)

Nous remarquons que Fy(k,0) = S(k) ot S(k) est le facteur de structure statique,
représente la structure microscopique du fluide, et mesurant donc la corrélation entre les

positions des atomes.

1l y’ a d’autres relations algébriques entre ?z(k) et ¢(k) (¢(k) c’est la transformation

de Fourier de la fonction de corrélation directe ¢(r)) comme:

c(k)

-:;Em (1.63)

k) =

Dans le cas plus général, ou le plasma est constitué de plusieurs espéces, les facteurs

de structure partiels sont définis de la méme facon, tels que[16]



OOII
—— I N —_— .
Sagl k ,w) = S / exp(iwt) <nn( k ,f].-n,;(?,(])> di (1.64)

— —
avec Sag( k ,w) # Spa( k ,w).

Expérimentalement, les facteurs de structure statiques et dynamiques sont mesurés
par des expériences R-X* [20], aussi théoriquement par la dynamique moléculaire [7] et la

la théorie de la réponse linéaire [31].

1.5.5 Les coefficients de transport et les fonctions d’autocorrélation

Dans cette discussion nous nous intéressons a une classe de phénomeénes physiques
possédant certaines caractéristiques communes. On regroupe ces phénomeénes sous le titre
général de phénoménes de transport, qui sont caractérisés par des paramétres importants
et dont le calcul, par des méthodes théoriques, est le but de notre eXpose,

Ces parametres sont des propriétés macroscopiques comme le coefficient de self dif-
fusion, la viscosité de fluide, la conductivité ¢lectrique et la conductivité thermique. Nous
savons bien que ces phénomeénes de transport sont les processus dans lesquels existe un trans-
fert global de matiére, d’énergie ou de quantité de mouvement a I'echelle macroscopique.
Le calcul des ces coefficients est déterminé a I’aide de I'équation de Boltzmann dans le cas
hors I'équilibre (on applique un champ extérieur, réponse linéaire de notre systéme).

Pendant les derniéres années, une nouvelle méthode pour obtenir ces coefficients
fut développée par Green et Kubo (1950, 1960)[46]. A partir de ces travaux il est possible

d’écrire les expressions des coefficients de transport sous formes d’intégrales de certaines

“Dans I'expérience R.X nous avons obtenu le facteur de structure S(k) et aprés on peut calculer la fonction
g(r) & partir de la transformation de fourier inverse. -
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fonctions de corrélation temporelles (les formules de Green -Kubo ) calculées pour des

systemes en équilibre thermodynamicue.

Les informations qu'on & besoin pour décrire le mouvemen: des particules sont

coutenues dans Pexpression Cy(r, t) [16]. 8i on considére un groupe dos particules, sitnées

a U'instant t=0 dans un petit volume élémentaire autour de r — 0, 4 I'instant ¢ la fraction
de ces particules qui sont trouvées dans Punité de volume autour du point r est Cy(r, t)

obéissant a I’équation de diffusion suivante:

—Cu(r,t) = DV2C40, t) (1.65)

ou D est le coefficient de sell-diffusion. et Cy(r, 1) est la densité de la probabilité pour trouver

le particule au point » a I'instant ¢. La solution de Pequation (1.65) es: -

o

1
Cs(? ) f) = —h_(-'fﬂ_f)f_}afﬁ expl - ZID_?)

donc sa transformée de Fourier est:

Filk,t) = /\e"er‘S(r, t)dr (L.66)

sl nous injectons Fy(k, t) dans équation de diffusion, on trouve:

dFy(k, 1)

= — DEFy(h, t 1.6
dit sl,t) \L67)

dont la solution est

Fs(k, t) = Cexp(- Dk™t) (1.68)



ol

Fa{k,®)=C =1

done:

Fs(k,t) = oxp(— Dk>t) (1.69)

Selon cette équation et a partir de I'équation (1.66) on trouve que:

d°Fa
—_ = 2Dt K
i Sl
d>Fs 1o
= = — P L _h
oz = 3 i) L

donc, si nous comparons entre les deux equations (1.70) et (1.71) on trouve la relation

d'Einstein’

(r*(t)} = 6Dt (1.72)

valable pour 7(0) = 0, mais pour le cas général ot r(0) = rqg (G s(r, t) = &(r — rq)), done:

A d 9 1 oY . 2 i
(7@ » (0)|~> =6Dt= D= (17(t) - 7 (0)F) (1.73)

et sachant ue;

*Clest, A, Iinstein, cqui, en 1905, a denné la premisre explication thécrique claire du phénoméane de trans.
port. ( monvernent brownien) et a varifié directement expérimentalement, ce qui a permis d'¢tablir 1a fonde-
ments de la theorie cinétique de la matiere,
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)~ T(0) = [ d'V(t) et (7 (t) — T(0))° = dt dt V(" V (1) (1.74)
/ [

ooz - .
ou V (t) est la vitesse de la particule. Si nous effectuons la moyenne thermique de cette

équation, on trouve[16]:

<[ 7 (t) — [df /dr _* f”)> (1.75)

A cause de la stationnarité de la valeur moyenne d’ensemble en équilibre et de l'inversion

du temps ( t en -t) de I'équation de mouvement en mécanique classique (translation du

temps), on obtient :

<17’(f').V(t")> = <T/’(t’ = r”)._?(o)) = (17’(1:-' = t’).'ﬁ(@)) (1.76)

En posant 7 =1 —1', et ds = dt” on obtient:

<[ 0)]> /df [d" Vit )> (1.77)

Par changement de 'ordre d’intégration, J'intégrale peut étre écrite comme une somime de

deux termes:

[dt’]dr—/d¢[dt+/d1‘/dt (1.78)

—it

Si nous faisons le changement de variable 7 par —7, on obtient:

t t—t' t t t—7
/dt' /d'r: [d’]" fdt’+ /dt’ (1.79)
0 ' 0 T 0
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les deux intégrales entre parentéses qui sont les deux égales a [ dt', donc:

([7(0) - 7)) = 6Dt = 21 /(1 -(VOV @) ar (1.80)

et finalement on trouve que

B = t]_i{l;%/(l-%)(?(ﬂ)?(r})d?
0
- %_7(?(0).7@)& (1.81)
0

I'équation (1.81) est aussi écrite sous forme normalisée comme:

D f) B M 1.82
W= <?’(0).17’(0)> e

Donc le coefficient de diffusion est donné comme une intégrale de la fonction de

corrélation des vitesses de la facon suivante:

oC
_ kgT

(1.83)

Clairement le calcul de D(t) n’est pas simple. mais il ¥’ a plusieurs calculs de
la fonction d’autocorrelation qui sont faits (simulation numérique). Le calcul des autres
coefficients de transport se fait d'une maniére semblable. La formule (1.83) est la formule
de Green-Kubo.

Pour le cas de la viscosité 7, on peut écrire I’équation de Navier-Stockes locale

comme [29]:
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du(r,t)
ot

— —Vp(r,t) + nV2u(r,t) + (%n + k)V(Vu(r,t) (1.84)

mp
Cette équation joue le méme role que I'équation de diffusion de Fick (1.65) pour
le calcul du coefficient de self - diffusion. Dans ce cas la vitesse loeale est définie comme

une fluctuation de la densité :

.
W(r,t) =Y Wi(t)d[r—ri(t)) (1.85)
=1

ol u; et 7; sont la vitesse et la position de la particule i. On associe a la vitesse la transfor-

mation de Fourier suivante:

N
— . —%
J(F, 1) =Y wilt)exp [-—z’ K ?’,—(t)] (1.86)
i=1
Si nous injectons la transforamtion de Fourier de la vitesse et la pression dans
g e
I’équation (1.84), et séparons J ( k ,t) en trois parties correspondantes aux directions, en

choisissant la direction de k celle de 2, cette équation devient:

—

mpi(di—ﬂ — —i?.p(?,t) + nV2u(r,t) — (%?}' - R‘)kzi.(?ﬁ) (1.87)
nldeJ.oégfl ,1) = T}VQU(TJ) , a==zIY (1.88)
ol
_ N
IED = 32 0 89
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N
Jia(Fot) = Y a; (1) ™0 a=zy (1.90)

i=1

La solution de I'équation (1.88) est trouvée immédiatement comme:

Jia(F 1) = Jia( K ,0) exp(—k*nt/mp) (1.91)

Cette équation est semblable 4(1.68), et on peut poser:

Cual B )= ) (1.92)

— =3
ot C1,(k.t)=CL,(k,t). Parle méme procédé de calcul que précédemment, on trouve:

2 + 2nt
(Q_C_Q__Jéiw”) - A (1.93)
k=0 P
2C o (K 1) Bm ol g : 2 .
ek i ;1 3; x; (t) ; (0) [2i(t) — 2;(1)] (1.94)

et a partir des deux équations précédentes, on peut écrire:

; N N
= 2_*% <Z szi(f)sz(O) [2:(t) — zj(z‘.)]2> (1.95)

i=1 j=1

o

t
i (t)Paj (t'
a0 -2y 050 = [ [Py )] o)
0
et ou Fj.(t) est la force intermoléculaire exercée sur une particule j (direction x). En
effectuant la moyenne sur 'équation (1.96), et en calculant I'intégrale étendue a l'infini. on

trouve:



|
J"i
b

(1.97)
ou:
JN‘ .} I] 1
o .
JuN (Bl 25Fis ) (1.99)
1 om B E
Fil

O peut aussi par la monie maniére Lrouver Ja formule du coefficient (4 3+ k).
-

Pour le coefficiont de condnctivita thermicme, on va utiliser I'équation de la con-
duction de Ia chajeny [heale de g facon suivante [29]:

arr t )

PO o < AP B 1) (1.00)
() ’
ol ¢y est a chaleny reproseniée microsropiquement par:
N
Fir 1) —} Bib(r — 1) (1.100)
j =t
et Ja travusforme de E(r i) donne:
FlE ) = (0, #)e -5/t (1.101)
de la mén o maniere, on lrone e
i ‘
X = e /"i,'ﬁ',\(f)g)\(f-‘}f ot (1.102)
-5 '

1
ISTH I



(1.103)

ces relations sont compliquées ¢t ne peuvent étre détaillees que duans le cas le plus simple

ol nous négliceons quelgiies factenrs comime les offeis de la cotrélath m entre les différentes

malécules (les eflets des forees intermalsculaires J; ces relations deviennent par ces diverses

approximations sous la forme/2¢%:

% )’fQ
1 'I‘-? 1 i ) P |
B o e (Y o (1.104)
VR .
= T o ;?
; A
| ).f' | ) .
= — | — ] (1.115]
dopdis \am 4
; o
] 3 il
\ = »(—’—\ — (1.106)
65\ am ) ANe=
done:
/ ‘i!‘!.p L1 }|.._J
e
A = I3, ( i ) i {130 J
L )_.\ j

s U Piveslults IMUDLECHL Ja pclation eLrante qui existe entre les wrols phénomeénes de
transports. Si I'on tient compte des effets des forces intermoléaculaires. les valeurs mesurées
de D, permettent d’obtenir les paramétres qui définissent le potentiel intermoléculaire, ncus

pouvons aussi caleuler le libre parcours moyen et la section efficace et le rayon moléculaire.
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Chapitre 2

Le modéle de calcul du coefficient

de diffusion dans le cas d’un

plasma a une composante

2.1 Introduction

Nous limitons notre étude dans ce chapitre au cas d’un milieu chargé formé d’une

seule composante, qui est un systéme élect.riqur.-.zme-rut neutre formé de particules classiques

‘ chargées positivement d'une méme espéce plongées dans un fond continue uniforme de
charge opposée (le fond continue ne contribue pas i la dynamique) neutralisant [4] et qui

est en équilibre thermodynamique. L'étude des coefficients de transport sont extensivernent

etudies dans de nnmhr-eux travaux dans lesquels plusieurs méthodes ont été utilisées et sans

les retreindre citons la méthode de simulation [7] et la méthode de la réponse linéaire. Nous

—
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=

utilisons ici dans cette thése la technique ou le formalisme de l’epéi*étéuf de projection
pour exprimer le coefficient de transport en fonction de l'opérateur de mémoire K asso-
cié a la fonction d’autocorrélation des vitesses. On utilise dans notre modéle le potentiel
d’interaction effectif de Debye-Huckel [21]. Le comport.enu;nt du plasma est ainsi caractérisé
par le parameétre de couplage, la fréquence du milieu chargé qui est la fréquence plasma. et
d’autres parametres utiles que nous allons définir par la suite.

Aussi, pour calculer les facteurs de structures nécessaires a la formulation du coef-
ficient de transport, nous avons eu recourt a 'utilisation de I'équation cinétique dérivée de
celle de Boltzmann. Cette procédure a été adoptée car la dérivation du coefficient de trans-
port a partir de sa définition c’est a dire & partir de la fonction de corrélation des vitesses
[4] conduit & une identité. Le traitement du systéme est fait dans le cadre de mécanique

classique.

2.2 Parameétres utiles

Les parameétres caractéristiques, la longueur de Debye. la fréquence plasma, le
rayon de la sphére jonique et le parameétre de couplage jouent un role important en physique
des milieux chargés, ils peuvent étre utilisés comme une unité d’échelle pour représenter
toutes les grandeurs sans unité. Ils permettent aussi de donner un ordre de grandeurs sur

le comportement du systéme physique. Ces paramétres sont énumérés comme suit.
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2.2.1 Longueur d’écran de Debye

Une charge qo placée & l'origine des coordonnées produit, dans le vide. un champ

électrique dérivant du potentiel électrique:

o(r) = go/r (2.1)

Le champ crée par les charges spatiales situées autour de la charge central qo
induit un champ qui va étre ajouté au premier champ pour donner naissance a un nouveau
champ dérivant d'un potentiel effectif v(r) connu sous le potentiel de Debye-Huckel utilisé
la premiére fois en 1923 en chimie analytique.

Ce potentiel effectif vérifie I'équation suivante [41]:

—Av(T) + (AnN;e2/T)o(T) = 4mgod(T) (2.2)

. oy . . —_— & s ]
ot sa solution. avec la condition aux limites que ¢(7) s’annule & I'infini est de la forme:

o(7) = (qo/r) exp(=r/Ap) (23)

ou

Ap? = K3 = (4mnz*Be?) (2.4)

On appelle Ap "longueur de Debye” [2].
Le sens physique de ’équation (2.3) est clair: pour des distances plus petites devant

la longueur de Debye, le potentiel effectif est équivalent au potentiel de coulomb, mais pour
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des distances plus-gr'aiidés le champ du potentiel décroit exponentiellement et présente une

courte portée. La longueur de Debye donne donc une idée sur la portée des champs et des

forces entre les particules.

Pour un plasma constitué par plusieurs types d’ions, on a [16).

-~ e
At =Kp = () 4mnizi 5e?) (2.5)
i

ot la somme porte sur les différentes espéces de particules.

2.2.2 Fréquence plasma

Quant les ions subissent un petit déplacement (devant la longueur de Debye ).
relativement aux jons voisins, ils sont repoussés par la force de Coulomb. Ceci provoque
donc un mouvement d’oscillation. La fréquence associée a ce mouvement collectif est connue
sous le nom de la fréquence plasma du systéme. Elle est donc lice au comportement collectif
du plasma, et a été interprétée par Tonks et Langmuir en 1929.

La fréquence plasma est définie par [41]:

ity = (4?T??(ZB)2/?R)U2 (2.6)

et pour un plasma 4 multicomposantes comime:

Wp = (24?1'715(23'6)2/73’15)”2 (27)

avec:

Zie =charge de 'ion de type i
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n; = densité ionique et m; = la masse de 'ion de type 1.
Lorsque le milien est a deux types d’ions, attribuons respectivement aux especes
d’ions les charges et les masses qi, g2 et my, mg . Liinverse de la fréquence plasma qui est

I'unité de temps caractéristique est dans ce cas défini par [8]:

Wyt = (W +wpe) (28)

2.2.3 Rayon de la sphére ionique

Pour un plasma & une seule composante avec une densité ionique n, le rayon de la

spheére ionique a est défini par:

4
—ma’n =1 (2.9)

3
Le rayon de la sphére donne une idée sur la distance moyenne entre les ions. Sion
a un mélange d’ions, a est défini par la méme forme d’équation précédante, mais dans ce

cas la densité n est la somme des densités partielles pour chaque type d’ions.

2.2.4 Paramétre de couplage

Le paramétre de couplage est défini par:

r— energie potentielle moyenne (2.10)
"~ energie cinétique moyenne '

11 mesure le rapport de I'énergie potentielle moyenne a ’énergie cinétique moyenne.

Suivant ce paramétre on peut distinguer deux types de plasmas:
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Si I' > 1: le plasma est fortement couplé.
SiI' << 1: le plasma est faiblement couplé.

Pour le cas d’un plasma & une espéce, le parametre de couplage est donné par la
forme suivante:
3(Ze)?
o Ote) (2.11)
a

B = —L-, ou kg est la constante de Boltzmannm.
KpT

Mais pour un plasma a deux espéces d’ions , on prend la charge moyenne des ions.

mZy + nols
T

7 = (2.12)

2.3 Le modéle de calcul du coefficient de transport

On travaille sur le modéle o la dynamique du milieu chargé est exprimée par
la fonction de mémoire M(t), qui est approximée par une relation exponentielle relaxante
[10]. On considére un ion impureté¢ de masse my et de charge go placé dans un plasma a
une composante en équilibre thermodynamique (2.1), & la position r(0). On s’intéresse a
la composante ionique, dont les composantes qui sont les ions, interagissent selon la loi de
Coulomb avec un potentiel écranté (potentiel de Debye-Huckel). De plus dans ce travail
on considére que I'impureté est un ion du méme type que les autres particules (ions) du
systéme.

Donc la fonction de corrélation de la vitesse, est [4].
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diffusion

—
. I... impureté . . .. . .

e € >
€ @ i

€ Particule de plasma m ,

o L’impureté m

Figure 2.1: Diffusion d’une particule impureté dans un plasma a une composante.

— —3
DY) <Vﬂ(f')-V0> (213
£] = , 13)
(V&)
on VU la vitesse de I'ion impureté.
D est le coefficient de self diffusion donné par la relation de Green- Kubo:
o0
BmoD = /de(f.) (2.14)
0

Le potentiel coulombien écranté crée par la particule de charge Zje a une distance r est:

o) = (é’f) - (2.15)

ol Ap = Kal est la longueur de Debye (2.4). L’énergie d'interaction entre les particules

(les ions) 7 et j distantes de | 7| = |7 — 7T j| =7 est:



50

(—=Kpr) (2.16)

Vi =

2.3.1 Formulation du coefficient self-diffusion dans un plasma

Le coefficient self-diffusion est donné par un terme de la fonction de corrélation
(1.81). Mais dans notre these, le calcul est déterminé par une méthode différente de celle-ci.
Dans cette partie nous allons montrer comment on peut introduire une formule donnant D
a partir de la technique de 'opérateur de projection.

D’aprés [10] nous avons:

¥ DO(Vo(f)-vo(O 57 - .

0

ou bien aprés avoir posé :

G(t) = [ d70 / d71..dT N [ dVo [ AV 1..dV n.(V o(t). V 0(0))pe,q (2.19)
La formule (2.18) devient :

o0

D= % / dtG(t) (2.20)
0
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Cette fagon nous permet de calculer D en utilisant la transformé de Laplace de la fonction

G(t) c’est a dire ;

(e8]
glZ) = [c”z‘c‘(t) ’ (2.21)
i

Donc le coefficient D sera tout simplement égal a:

p=90 (2.22

3

Pour le faire, nous réécrivons G(t) sous cette forme :

o (R =y gk e = =2
Git) = /((ﬂ" o) i-’ﬁ/d?od T { il 'r'j\'_/’dl-’l ..... al N_?-‘@(f)ptq
== = B ;
= (dV p)ai Vo) Voo (t) (2.23)
ol
g ~ et — ey o
@ {( Vg, 1) = w( V) drpd T 1. dr A j dl g RN ’I'Ul'_?_}lﬂt_r_. (2.24)
En utilisant I'opérateur de Logiville L, 'évolution de la vitesse s'écrit comme /1 B
S s ; i
Vo(t) = 22 V) (2.25)
ou l'action du Louivillien sur toute observable x s'écrit comme:
3 (2.26)
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- - - ’—"'. ¥ --—--- _’ _’ £,
Ceci nous conduit-a téécrire ¢ (1 o,%) comme:

rfz(l_;(;. L = ./'g;-(:T}“'j"1?‘}_.162'7'04_?"\1 ..... dT'N—_/,dTI ..... thf‘.\.‘_(:t"_Mpr_q_)
= ;;.'{_?n']_ 1t./(f 7o T e d TN /(IT‘ 41 v oplt) {2427

Introduisons opérateur de projection de la maniére suivante:

i ey VR Lo
P (V1) = (Vo) " Vo Pp(t) (2.28)
Popérateure P est déhnit par
Pp=—=2t— (dT nd7 d7 ﬁ? T o 00
P =TrTOe fd- ol 1 gvien [ ,?\-,f( 14V np(t) (2.29)

et (2 est le volume dans 'espace des vitesses,

On peut vérifier d’aprés la définition (2.29) qu'on a: (pi = P). Pour calculer
& (Vo 1) on passe par Péquation de Loniville qui souverne Uévolution de la matrice densicé
ol g '?""1..‘.. P '51

I’équation de Louiville pour Poparateur densité est:

Bpt \ |
L U P (2.30)
= _ _

Appliquons Popérateur de projection (2.20) a I’équation {2.30):

ﬁiépf_(ﬂ = PLp(t) = PL(P + Q)p(t)

= PLPp(t) + PLQp(t) (2.31)



En appliquant I'opérateur de projection Q(Q = 1 — P) aVéquation (2.30);
1 1 ! o + . 1 . J

AQpit)
P

zy = QLpit)= QLIP 4+ Q)pli)
o)

= QLPQp(t) + QLQ p(t) (2.32)

Cette derniére équation formelle est du premier ordre dont I'inconnu est 2 plt) et qui est
une éguation non homogéne. Trouvons d'abord la solution de I'équation homogéne C'est a

dire de:

aQp(t)

= —1QL(Qp(t)) (2.33)
at '

La solution formelle de (2.33) est visiblement de la forme:

Qp(t) = ¢~*9t 234}

Pour trouver la solution de {2.32), ¢'est & dire de Péynation entiére (avee second

membre) on utilise la méthode formelle de la variation de constante A:

AQp(l) : _,;QLga-"‘i £
— = _OLIOp(t - 2.35

qu'on réinjecte dans(2.32). Ceci donne une équation en All):

~IQL(Qp(1)) + =2 = _iQL(Qp(1) - iQLPp) (2.36)

501t encore:

o —iQLt

—iQLPp(t)

2|



Cette dernisre équation permet de calculer A(t) 4 une constante prés:

Aty = Ay i /d,—f""l‘f'c_gmp(,-‘; (2.37)
I
Remettons cette forme de A(¢) dans (2.54), nous obienons:
Qp(t) = ¢ QL j_-ll-. 4 z'/dn QL OLP p(7) (2.3%)
0

Nous pouvons tout de suite affirmer que A(0) n'est autre que Qp(0) {(Peg = £(0)), donc 1a

solution de 'éguation (2.32) est:

4

.
Qpit) = ¢~ 1Rkt Clp.. = § /drc‘qi' TQLPp(T) (2.39)
i

On injecte (2.39) dans 12.31) et an trosve:

I")Jrif'{f

= FLPp(t) 4 PlLe _‘L‘JL{'-”‘];‘, : (2400
1t 4
3P j dre' @001 Pac) (2.41)
i

Si nous multiplions Péquation (2.40) par o 1 V) Vg et nous utilisons la relation
i & ] {

de 'opérateur de projection PLFP = 0, on trouve que:

¢
08 o (Vo) VoPLe 9L Qp, —iPL / dre'QLT0QLP G (Vo 7)  (2.42)
i

BolV
1

(

ot
En notant par:

Kiz)= PL&OMQL 2.43)
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.-/'.

(2.42) se réarrange comme:

.83‘(‘_’,0, 7)
;

1
v = ¢ Y V)V oPLe ‘QL'Q;@.,; - ?]d-fk('r - 4) ¢ (V) (2.44)
4]

Le premier terme du second membre de {2.44) est nul, car Peq €5t diagonal | et

celle ci prend la forme:

8% (V0. 1) /
A (Vg 1 — s
bl s Nl L (& i T /dm‘(r_ e (Vo,7) (2.45)
i
comme D = (g(0)/3) done:
fa 1
1 — = — =y
I = 3 dt [ (dV o)V go( V 0)d( Vo, t)
i
. oo
L R . e 2t G (V. 1 2.46)
= 3 [(d} o) Voe(Vao) | | die " ¢ (V. 2) (2.46)
0 Z=0

la transformé de laplace de T (V¥ 0,t) se calcule & partir de (2.45):

o i oo ¢
fdate-'ﬁai%m = -—/di.f_z“'-/drh'(?— o ( V) (2.47)
0 J 4] 0
soit :
202 (Vo)|” [ aS o e 5
[e T} -f-Z/dte ¢ (Vot) = -K(Z)¢ (Vo Z)
0 0

e
—_

~F(Vo0)+24(Vo,2) = —R(2)4(Vo 2)

?(?D.Z) _ ¢(Vo,0)_ (2.48)

[z + Kz )]

avec E( V0,0) —_—1_/’0. Donc on déduit (pour z=0){10]:
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ou encore en inversant:

—
Ear g o
=@

E0)¢ (V0,00 =6 (Vo,0) (2.49)

En insérant (2.49) dans (2.46), on trouve l'expression du coefficient de transport:

D=3 / @V 0)o(Vo) [VoR )V (2.50)

qui est trés importante dans le développemnt de notre calcul moyennant d’autres simples

approximations.

2.3.2 Les approximations utilisées dans le modéle de calcul

Les formules précédentes étant toujours exactes, introduisons maintenant deux
types d’approximations importantes dans le calcul du coefficient self diffusion 4 partir d'une
y p p

formule indépendante de la fonction de corrélation de la vitesse.

La premiére: est Iapproximation d’évaluation du coefficient de transport D en
terme des éléments de la matrice K (0) ([10]) (I'approximation sonine-polynominal), qui doit
étre plus explicitée en considérant le développement de la vitesse en termes de I'ensemble
des fonctions { lIfi(Vg)} . Cet ensemble de fonctions forment une base orthonormée, et nous

I
pouvons donc développer V y sur cette base :

Py= i ¥;(Vo) ('1:,-.17’0) (2.51)

ol (lIf,-.T;D) est le produit scalaire:
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ol (Wz-.?g) est le produitl scalaire:

(ab) = /di-?g,-:(T‘o)a’(?o)b(?gj

-

On peut utiliser dans I'ensemble de Gramm-Schmidt que les premiers termes qui

sont donnés par:

v(Ve) = 1 UV o) = 6Y2 [BmoV2 - 3]
Ci(Vo) = [Bmo]*? vy i=3,4,5
‘1’-5—:1(?0} = [_a".'h';r!u'.]""’l'g{- Y

Si nous utilisons seulement les cing premiers termes de cet ensemble, la formule

(2.20), qui donne le coefficient de transport D s'6crira alors sous la forme -

el e - S S .
D = E ]((i‘ ('I:}'\,'—_"( Vi Ea ](U} Vo

1 - iy R -
= 3 [@V 0T T @7 wik o, g
t

Nous pouvons montrer que

@1 o= (U1.Vo)=10,T2=(T2Ve)=10
— . s 1
ag = (V3.Vg)= m(l,&@}
— 1
@y = (Tg. V)= —e=={. 1. 0)
V iy
gy = (g’r I/(jj = (0.0 l)
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SR 111 F{"' 0)]
_Hmﬁ = )¥s) = Bmg L (0) 33
ou bien
D_l 2 ;3?‘!19.1{33 ol Ki; == (W3%_1(0]W3) (254)

'opérateur K est l'opérateur de collision ou bien la fonction de mémoire. Dans d’autres
utilisations nous avons besoin des approximations d’ordre deux et trois, comme dans le cas

du coefficient de conductivité électrique, on nous utilisons les autres termes comme Kag. Koy

et le coefficient de transport est

D! = 3mg.(Ka3 — K1 Kea/ Keo) (2.55)

Mais dans notre calcul le premier terme est suffisant pour donmner un résultat

acceptable.

La deuziéme: est I'approximation se rapportant a Popérateur de collision qui est

appellée I'approximation disconnected.

2.3.3 Le coefficient de diffusion dans I’approximation disconnected

Il & été mentionné plus haut que le coefficient de self diffusion est donné par

I’approximation sonine-polynominal par la relation:

D_l = Fmy /I(gg(f.)df. (256)



1 = G /1\'3;{_1):3’1 (2.56)
comme on peut aussi écrire la fonetion de corrélation de vitesse de cette facon[4]:
D)
dD{t T :
I_L = - /f\g;(?']i-*(? — 1)t (2.57)
dat '
0
la fonction de corrélation de la fluctuation de la densité de Pespace des phases est:
—_— —! po—— ey o —_ — 5 — =t ; o
(7(7' -r,-t,p7p ) = A{&n(7, P, t)én(r, D, 1)) (2.5%)
ou bn o= - (71}, et
N
T, T =Y 6(F - TN6(F - 7,0) (2.56)
7=1
Pour un seule particule (impureté), on peut écrire la self-Auctuation par:
ng(T, Pt} = NV2(T - FL06(F - T (2.60)
et la fonction de self corrélation conime:
S — PR S 3 ey i i s e
EsiT ~F yt-1,F p') = (Ens(7, P, t)éns(T", P, 1)) (2.61)

qui est associée & I'équation cinétique suivante:

—

'(. Lo . v =r ¥ + » ¥ ¥ TR 1, 9
kzﬁf—? m )CS( lii‘.,Z,pp)'-!-‘Efdp tPS( &:!Zapp )Cs(k-zspi’ )

= nip(p)6(p — p') (2.62)
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mouvement d’une particule libre (impureté). On peut dire aussi que g est la fonction de

meémoire associée a la fonction de corrélation du self-diffusion [4]. On définit le facteur de
. X

structure dynamique S( & ,w) comme étant la transformation de Fourier spatio-temporelle

de la corrélation de la densité locale (2.59), relié C(_}?, u,/pp') comme:
nS(k ,w)= /d‘ﬁ”d}ﬁc{?,u,pp’) (2.63)

et Ss(?, w) la fonction de structure de self diffusion de la méme facon:

nS(Fow)= [ a7 apcs(F v, pr) (2.64)

la fonetion d’autocorrélation de la vitesse, qui est définie par ’équation (2.17), est donnée

aussi par une relation semblable a (2.64):

] S I e S of e S ¥ ; .

D)= —=—= [dpdp p . pCslk=0,pp,1) (2.65)

nm=¥;" '

Il y’a d’autres fonctions de corrélation interéssantes comme la fonction de corréla-

tion de self diffusion & quatre et trois points:

C5(1,23) = (fng(1,£)6 (ns(2,0)n(3,0))) (2.66)

Cs(12,34) = (6 (ns(1,t)n(2,1)) 6 (ns(3, 0)n(4, 0))) (2.67)

L’évalution de la fonction mémoire @g est le probléme principal pour développer
une théorie microscopique, car g représente les effets collectifs dis a I'interaction du milieu

avec la particule impureté. Il est donc clair que I’obtention de pg de fagcon exacte est une



tache hardue. Nous pouvons seulement faire du progrés dans I'evalution de ¢g en fajsant

appel a la théorie & deux corps [2]:

ps(12,t)ne(p2) = —]didﬁL,z(1,T)L;{Q,Q)Cs(l_]:ﬂ?,i) (2.68)

ot Li(12) = V(71 — T2).(h — &), Vh = 0/0r1,0, = 0/0p, est l'opérateur
d’interaction de deux particules et C¢(12,34,1) représente la fonction de corrélation de
quatre-points. Nous pouvons séparer la fonction de corrélation C(12, 34,t) en deux parties

[4], une disconnected Cy et I'autre connected C,. comme:

C12,34,1) = C(13,4)C(24,1) + C(14,1)C(23,t) + Ce(12,34,1)

C,(12,34,1) = C(13,1)C(24,t) + C(14,1)C(23,1) (2.69)

pour le mouvement collectif, et comme:

Cs(12,34,1) C.(18,1)C(24,1) + Cac(12, 34, 1)

Il

C.a(12,34,1) = C,(13,1)C(24,1) (2.70)

pour le self-mouvement (le mouvement de la particule test).

Nous allons maintenant discuter une approximation simple pour Cs(12,t) qui est
utile pour nos développements théoriques ultérieurs. Cette approximation concerne les
propriétés collectives cacatéristiques du plasma et conduit en premier lieu & ne tenir compte

que du premier terme de 'expression (2.70) c'est & dire:
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12,34, 1) = Cu(12, 34, 8) = C5(13,2)C(24, 1) (2.71)

Cette équation est & la base de Papproximation disconnected, Nous rappelons que
(12, 34, 1) représente la corrélation dynamique de deux particules dont une est 'impureté
(test), et on considére le processus dans lequel deux particules initialement interagissantes
bien séparées en espace, se propagent indépendamment I'une de I'autre, et enfin interagissent
de nouveau. Cest & dirve que durant 'état intermeédiare nous ignorons interaction mutuelle
entre ces deux particules et on tient compte que de leur interaction avec les (N —2) particules
restantes du systéme. Ces considérations condvisent & approcher ('.(12, 34, ) par sa partie
disconnected [4!.

On peut aussi multiplier la partie disconnected (2.71) par des parties statiques

pour séparer les opérateurs, ou on peul écrire (2.71) comme:

Cel12,34,1) = Cuw(12,34,%)

= ¢ ane A E2)c Do YE8)e(a3, o (2.72)

Donc si nous substituons éguation (2.72) dans equation (2.68), un trouve Pexpression

suivanie:

ws(12, hnp(pa) = - Vo(1, 12)C,(1, 3, 1) C(2, 4, 1) V(2, 34) (2.73)
tel que:

Vel L, /2 gty ) = Vil 480 1(3.9)
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ol les vertex 'end-point’ sont

Va(1,23) = /déL,(ﬁ)C(ﬁ,Qs)

= —n2o(p)e(p3)g( T2 — T3)L1(23)8(12)

ol

L:(23) = B [Vi,log(T2— 73)] -Vp, — Vg
C.(12) = 8(1—2)[p(py)]™

Cc;'(1l) = 6(12)C;'(12)

si on prend la transformé de Fourier spatiale de 'équation (2.73), on trouve cette relation :

P — i &y —F | g—t
os(k,pipating(pe) = —n® [ 5o [37¢(q)]” TV, TV,
Cs(k =4, P172)5(7,1) (2.74)

la forme (2.74) pour ¢g est une conséquence directe de (2.72).
La quantité principale qui nous intéresse n'est pas la fonction de mémoire y, mais
la fonction K33(t) associée a la fonction d’autocorrélation de la vitesse, qui est reliée a @,

par la relation suivante(appendice H):

—

1 e g — —
Ky3(t) = < /dﬁdiﬂz P1- P2, (k=0,p1p2,t)0(P2) (2.75)

avec mT_/'% = 3KpT. Sinous injectons (2.74) pour ¢, dans I'équation (2.75) nous obtenons

K33(t) en terme des facteurs de structure S(k,w) et Ss(k,w) [16]:
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o C(I) e
Aas(t) = ; dki? 3 Sl t)Sgik, ) {2.76)
():T‘(NU/ i

et si nous faisons la transformé de Fourier de S(k,t) et on remplace la forme de Kaz(t)

(2.76) dans I'equation (2.56) on trouve:

D= ( -
\ 1272

[
-]
e

ek @(HC(J}]C&»G’(&,W)S kyw) (

2.3.4 Le calcul du facteur de structure

Pour déterminer le coefficient de diffusion, dans Papproximation disconnected par

-

la formule (2.77). nous avons bosoin de connaitre les facteurs dynamiques et aussi statiques.
{ 2 1
Dans notre modéle ces facteurs sont déterminés par I'approximation de champ moyen qui

eonsiste & considérer que le particule test est dans un champ moven d avx antres particules

du miliew:

(&)}

— 1 e s =
n(k,t)::-ﬁ " "o (2.79)
a=1

c'est & dire:

o(% 1) =fd?’]d?:z..d?}h’dv]dﬁz--dﬁhﬁoeqn(T;'t) -0 - (n(-%.0))]
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L'invariance par translation du temps permet de réercrire cette définition comme:

C(F 1) = /d?’ld‘?g..d?‘Ndvldvg..dvhrpeqn(?,{)) n(~F 1)~ {n(=F,-1))]

(2.81)
et par le biais de (2.79) celle ci (2.81) devient comme:
C(Ft) = — 3 [dP1dP2.dT ydV 1dV 2.dV yeéi® Tip,, +
\/‘7 a=1"
—=p —
[u(- K, —t) ~ <n(— K ,4))] (2.82)
Nous avons ici une somme de N intégrales qui sont toutes égales, donc:
f— ” el — — —
C(F 4) =2 [d71dV e F 7" [dT2.dT NdV 5..dV np, ['n.(— K, —t)— <w{—- k ,—1)”
(2.83)
ou bien en utilisant de nouveau (2.79);
O(F,t) = nfd71dVieF ™ [dF5.dT ydV9.dV ype, *
N — =
3 [e—ik Fal—t) _ <e-=' k ?’c.{—t)>:| (2.84)
a=1
soit sous une écriture abrégée:
OrF H=n / 47V 16 F T1(F, Vi, 1) (2.85)

ou:
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N

r - = B Aot A f i 4 .

(T, V1,0) _/ A7 2. dFNdV 3.4V Npey Y [e—“‘ Palst).. {oi# '“H)}] (2.86)

a=1 )

et par invariance de translation de temps: :
— — g -
57 i T Ry L
T3 V00 = [d7od? ndVadV )Y [ F 7o - (e ®7)] (2
a=1

p(t) est la matrice densité qui obéit & I'équation de Louiville:

Sl ﬁ
82{! Ly (p(t).H} =0 (2.89)

{, H} ici les crochets sont ceux de Poisson, On peut montrer que W(r, v, 1) obéit & la

sreniére équation de la hiérarchie B.B.G.ILY:
q

- T —
BT V) T et —3
{rb‘f + 1 jv?IQ(T 1,{-],t)

o || il —f ‘-—_' P~ —h 2 —— -— ey — oy
= —%V?‘IJ d7Tod Vo F (7 1~ 7o) U~ (7 1,01, 7 o, 0'a, t) (2.89)

ou

2y

VAT,V 72, Vo t) = fd?adr'}s---‘f?Nd?!\’ﬂfq {”(_?’ —1) - <n(FT;’_t)>} (240)

Supposcns que dans 1’équation (2.89) on remplace la fonction de distribution par
I'expression approchée:

—

iy P ol b =3 N =
(T, VaTo, Vo t) = U7y, Vi, t)e(Va) + U(ra Vo, t)p( V) (2.91)
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L’approximation faite en nég]i.geant les corrélation dans l'espace des phases est
une approximation de champ moyen: le champ moyen dépend cependant lui-méme de la
fonction de distribution a une particule et 'approximation consiste 4 remplacer la fonetion
de distribution a deux particules par le produit de deux fonctions de distribution a une
particule, ce qui va simplifier la tache du calcul avec 'utilisation de I'approximation de la
fonction de corrélation directe ¢(k) = —3v(k).

Le premier terme de (2.91) ne contribue pas dans (2.89), seul le second en con-

tribue:

—

5 — 77 =
TVl | TV o 9(F1,V 1,8)

at 1

= — LV _o(V) [dTed VeV o T1=T2)¥( 72,V 2,1) (2.92)

ot ¢(7T'1) est la distribution de maxwell-Boltzmann normalisée:

mj3 3/2 52

et ¢(r) est la fonction de corrélation directe (de Percus-Yevick) qui est en premiére approx-
imation égale & 'énergie potentielle d'interaction.

L’équation (2.92) se résout aisément puisqu'il s’agit d'une équation intégrale a
noyau symétrique. En effet en appliquant la transformé de Fourier spatiale de part et
d’autre 4 cette équation, nous obtenons (aprés avoir utilisé la définition (2.85) qui fait

intervenir C(?, t)):
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Maintenant pour finir I'intégration de I’équation (2.92), appliquons la transformé

de Laplace a cette equation:

¥ 7 d S — ~ —s —3 —— o~
e “tdt 5;+1 EVi)U(k,Vi,t)=ik Vip(Va)e(k

on intégre par partie et on trouve:

o0
¢TV1/ “Zt gk, V1, 1)+ /e—mdtgf@(?,?hr)
0 0 '
oc
= ¢T?1@(V1)E(T)/€_Z’dt(7{ k1)
0

iRV (E V1, )+ [c-’h’fﬁ?(?,?l f)]:°+z AT VLt
0
= iR VeV E)O(k,Z)
soit en définitive
TEV TV L 2)-8(F,V1,0)+ Z8(F,V1,2) = i K Vie(V1)e( k )C(k L Z)
(2.96)

la fonction E’(?, V«;,O)est la facteur de structure statique: ‘II(I+ VI,D) = 5(?)p(V1;
ce qui permet d’écrire (2.96) comme:

W— [(F V10T 0aF)E(E. 2) + S(F)] (V)

W%, V1,2) = (2.97)

———
ik V1+Z



d’apreés (2.78) et (2.80):

BT 8 = n./xi(?,x_f’l,z)ﬁl
[T Vo (V02 F)C(E. 2)+ S(F)]e(V1)
-y il ) 7,
ik Vi+z
et:
G(F,2) = ne(k)C(F, 2) [? kV1e(V1) 47, 4+ nS(F) [ oYl
’ ik Vi+2 ik Vi+z
solt encore:
BT = BO(F )+ = BT ) = L2
1-]1{ k,z)
ol
e, B . T_P oAV — o E74 %
Li=nd(k)C(k,Z) / *————jj’(vl)dﬁ et I=nS(k) [——jﬂ 1) g%,
3 ik Vi+z2 J ik V42

et finalement le facteur de structure dynamique est :

S(?,w) =2ReC(k ,2)

Le calcul des intégrales (2.101) est en appendice G.

Ig:nS(F]I et Iiznﬁ(?)(l—zf) et I=I+iI"
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(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.101)

(2.102)

(2.103)
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wBm k2
L' g e V % ot It = emmBL?/ / dye¥”**/2m3 (2.104)
. 0
e 1
Et en utilisant: S( k) = —ﬁ,m), on aboutit & écrire I'expression (2.102) sous la forme:
1 —mnel k
L(k
S(k,w) = 2Re—2(F:2)
1—5Li(k,=2)

nS(k)(I'(k, —iw) + iI"(k, —iw))
CT=ne(k) + ne(k)wl”(k, —iw) — iwne(k)I'(k, —i0)
n I'(k, —iw) {1 — nc(k)}
oo il — - : =
T —nic(R) {1 — (k) + ne(k)wI"(k, —iw) }® + {wn(k) I (k, i)}

_2n wl'(k, —iw)
T w {1 - ne(k)(1 —wl”(k,—iw))}? + {wne(k) I (k, —iw)}2

(2.105)

G s 'y [Pm .
en posant d’autre variable pour simplifier les calcul : = =1—L: \/ LQ— L’expression de S(k,w)

(2.105) prend la forme:

2
2n Ty/Te"T

Sth,w) = — - ; _ :
w [1—ne(k)(1 —2xD(x))]" + [ne(k)z/mI'(z)]
e 2 I\/‘!_re_zz ‘
= wnﬁ‘?.ﬁ?(ﬁ‘) [(?lﬂ’t!(ﬂ'))—l e (1 s Q;TTD(J'))]2 e [T\/?_Tp{i.')]z (2106)
o I'(z) = e et D(z) = e-z‘i_bfey”dy, La fonction D(x) est celle de Dawson [30].
0

La formule précédente est 4 la base de notre travail pour un plasma a une composante
ionique. Le facteur de self-structure S,(k,w) est donné par I'approximation Gaussienne

comme [2] :

t
Ss(k,t) = exp { —k?m3 / dt'(t — f’)K&g(t)} (2.107)
0
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Nous considérons que 'impureté est comme un particule libre donc i)ar approxi-

mation, Ss(k,t) devient

Ss(k,t) = exp {—1.'.29 [t+ m3D(exp(—t/m3D) — 1)}} (2.108)
oo
Ss(k,w) = 2Re {[PZtexp {—k?'D [t+ mfBD(exp(—t/mB3D) — 1))} dt (2.109)
0 o
donc le facteur de self structure est
1 [Bmm _,e2
e (2.110)

Ss(kw) =12

Ayant les expressions des deux facteurs de structures S(k,w) et Sq(k,w), nous

allons calculer le coefficient de diffusion selon la formule[10]:

D = (i—’j—s) [d?. KAo(k)e( [de (k,w)Ss(k,w)

2w

98 \ [ o ran
Kok
(12?1_3]1}3) /dk o(k)e(k) >
0

) r/me ™= T]‘_\fme"rz
: (2.111)

d.
-’x mpB " [(nGe(k))~' + (1 - 2zD(z N2+ [zv/7l(2)

et en remplagant I' () par son expression. on transforme cette formule comme:

O 1 27;-;7 L é(k)

N Y L ) %

- o2\ 5 J bk s
a8

€

(2.112)

T dx
—"oo (n30(k))~1 + (1 — 22D(2))]* + [ey/al ()]’



cette forme du coefficient de transport est préte pour intégration numeérique, toutefols il
est commode primo de faire quelques modifications préalables:

La fraction se trouvant dans Vintégrale sur k:

cik eh Fik 14+ nd5k) - i
a 1 _ iﬂ)(l 4 m,,_( N _ k) (__N__i_f_} = ndiie) 1+ (”’,j_t_,m}..l]
k)  ok)(1+nBulk)) ok

aussi l'intégrant sur x est une fonction paire en x donc I'expression (2.112):

bt = —;-;A\ ._.Hi,}f{}ﬁ I'I{ ) [i + (3ol ]
(4
-;.f:n é—xﬂ .
[ de ey (2.113)

oo Hnd0(k)yd 4 (1 - Qe Di{e )"+ |evm (&)
11 faut donc calculer }2 ). o(k) el D(z), Une fois ces quantités réunies, il ne reste que
Iexploitation numérique de Iintégrale donnant I'inverse du coefficient 1. Dauns le caleul il
faut utiliser les variables d'intégration & et » rapportées & 'unité, Donc i} suffit de remplacer

r /e par v’ dans les termes de I'intéerale el posons alors ka = £/, et on trouve:

E(k} = jd?’(g =1} = ———/ rdr(g(r’) — 1) sin(kr)
o o0
34m g | ‘ |
- - P_.T _/'f"ﬂ"r" {g(r") — D)sin(k'r") = >g(k") (2.114)
]

de méme pour le calcul de la transformé de Fourier de 1'énergie potentielle (2.15), on trouve

(on prend le nombre de charge Z = 1):

dwe~nf3 ne*

K2+ K2 K2 (a7
(o))~ = L — ( . ( ":”) + 4 (2.115)



e

Revenons maintenant & I’expression finale de 1/D donnée plus haut:

oo
p-l = é\,.-’g,sm / d(k' Ja).(k' j)ah(k' (1 + nBo(K ) =
0
oo " 0x2
[(fﬂ‘. — JE— — (2.118)
! [(nBU(k))~F + (1 - 20D(x))]* + [22me— 2
le coefficient de transport self diffusion est donné en unité w;,ag ]
3 e =1 i
D* = [D™lwya?] (2.117)

2.3.5 Discussion et résultats numériques

Dans notre modéle nous avons utilisé la forme du coetlicient de self-diffusion (2.77),
oul est calculé a partir de Papproximation "disconnected™, en termes des facteurs de struce
{ure donnés dans 'approximation du champ moyen. La figure (2.2) représente le facteur
de structure calenlé par I'approximation du champ moyen pour un couplace T = 0.9 pour
differentes valeurs de k.

Les résultats de I que nous avons trouvés sont donnés sur la table (Z.1), qui
sonl ensuite comparés aux valeurs du coefficient sell diffusion obtenues par la dyuamigue
moléculaire Dy, ".

Nous remarquons que accord entre les deux méthodes (notre modéle et la dy-
namique moléculaire) tend a disparaitre dés que le couplage T’ augmante.

Ce désaccord s’interpréte facilement vue que notre modéle nous avons utilisé

clk) =-Fu(k) qui est une approximation grossiére valable que pour les faibles couplages

‘Les resultats de la dynamique maléculaire somt obtenu a 'aide d'un code numérique.
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I' | D*(modéle théorique) | D(dynamique moleculaire)
0.2 | 37.11 =

0.5 | 7.64 7.46

1. | 2.04 2.01

2. | 0.76 .0.34. ;
5. | 0.61 [0.13 ;

Table 2.1: Coefficient de diffusion trouvé par 'approximation disconnecied D* et par la
dynamigue maleculaire ) pour un plasma a une composante (Z=1) en fonction de T’

et aussi sur 'approximation du terme de collision.

Nous estimons que 'utilisation des approximations du champ moyen et "discon-

nected” aux ordres supérieurs peut remédier a ce désaccord au couplage fort. Par contre

nous obhservons que IJ* croil en sens inverse du couplage I' qui est tout a fait naturel car en

augmentant I" notre systéme tend vers un état solide [4].
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Figure 2.2: Facteur de structure trouvé par l'approximation du champ moyen pour un
plasma & une composante (Z=1) dans le cas de I' = 0.9



Chapitre 3

Le modéle de calcul du coefficient
de diffusion dans le cas d’un

plasma 4 deux composantes

3.1 Introduction

Le coefficient de diffusion, comme les autres coefficients, est Uintégrale d'une
fonction d' antocorrelation. La diffusion ionigque dans un mélange de plasma a eu récemment
de Uintérét pour plusicurs raisons. En astrophysique, la diffusion joue un role central
dans la compréhension de la distribution des éléments lourds dans Patmosphere et white
dwarf stars (naine blanche). La représentation de Ia R.X dans la nmlticonche miroir devrait
atre affectée par la diffusion.  Le taux d’évaporation du métal ™ cluks injecte™ dans Ia

capsule de combustible de fusion (ICF) par instabilité hydrodynamicque est controlé par le
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coefficient de diffusion. Il est intéressant aussi dans le calcul du spectre des raies.

En pratique, nous n'utilisons pas la formule de Kubo pour I'obtention des coeffi-
cients de transport car celle ¢i s’avere inextricable et suppose la connaissance de la fonction
de corrélation corespondante au coefficient de transport cl-misi. Nous proposons la méthode
inverse, c’est a dire celle qui consiste & calculer la fonction de corrélation d'une variable
dynamique ou d’une fonction de variables dynamiques & partir de la connaissance du co-
efficient de transport associ¢ a cette variable. Celui ci est dérivé et obtenu en utilisant la
méthode de la dynamique moléculaire (simulation nummeérique) soit en moyennant certaines
approximations telles que la " disconnected”, le champ moyen” etc...

Dand ce chapitre on se propose de calculer le coefficient de self-diffusion D) d'une
impureté test plongée dans un plasma & deux espéces. Ceci est fait par I'utilisation de
quelques approximations appliquées & la fonction de mémoire (le terme de collision ) as-
sociées aux fonctions de corrélation. Nous avons aussi besoin de connaitre les facteurs de
structures, qui sont calculés a partir de I'équation cinétique générale sous certaines approx-

imations.

3.2 Le modéle

Notre modéle est une extension du modéle de Berkovsky et al, qui considere un ion
impureté de masse my et de charge go placé en r(0) dans un plasma a une seule composante
en équilibre thermodynamique au cas d’un plasma a deux composantes d’ions: N de charge
Zye avec le nombre de la densité n; = Ni/V et Nz de charge Z 2e avec le nombre de la

densité ng = Na/V, le nombre total de densité est n = nj +no.
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Figure 3.1: Diffusion d’une particule impureté dans un plasma a deux composantes

Le coefficient de self diffusion D est donné par le relation de Green- Kubo

%mD:/Dmﬂ (3.1)

De la méme maniére de calcul dans le cas d’'un plasma a une espéce, le coefficient
pece,
de transport D déterminé dans I'approximation "disconnected” est donné par le relation

suivante(chapitre 2) [4]

L= pmKas (3.2)

I'opérateur K3 est donné dans ’'approximation disconnected comme une fonction du terme

de la fonction de la mémoire, de méme maniére que dans le cas a une composante (chapitre2).

1 ) 1 i . '
ﬁ??luD =}r133= (m) ZB'/d&‘&?d'a)a{k)vgg(k)fduSﬂﬁ(k?w)bs(k,w) (33)
oy
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ou S,z(k,w) est le facteur de structure particl de la densité de 1'espece a et 3. Ss(k.w) est
le facteur self-structure pour I'ion impureté,Gog(k) est la transformé de Fourier de l'énergie
potentielle d'interaction (impureté -ion de I'espéce a), et Coa(k) est la transfomé de Fourier
de 1a fonction de corrélation directe pour le couple (impureté - ion d’espéce 3).

Le calcul de D dépend seulement du calcul des facteurs de structure dynamique
Sas(k,w) et les facteurs statiques Coa (k), Egﬁ(k), qui sont reliés par la relation générale

d’Ornstein-Zernicke (1.22)[16]

2
hor (k) = Cor(k) + Y _ N0y Cooy (K)ha,r(K) (3.4)
Ty
et a partir de cette équation, on trouve que:
5 Cor(k - -
hor (k) Cor (k) avec hgr(k) = hrg (k) (3.5)

= 1= nien (k) — npcaa(k)
on
P (K) = / dr[g(r)or — 1]
Cette formule est valable pour toutes les valeurs de k pour le cas d'un couplage
faible mais pour le couplage fort sa validité est vérifite que pour les petites valeurs de k.
Les facteurs de structure dynamiques Sqg(k,w) sont déterminés a partir de I’approximation

de champ moyen. On utilise toujours le potentiel de Debye:

e == (Eﬂf) exp (<) (3.6)

P

. —-1 , o : ;
ot A\p = Kp est la longueur de Debye moyenne (2.5). Lénergie d’interaction entre les

particules (les ions) ¢ et j distantes | 7| = |7 — T j| =7 est:
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7.0l .
Vis= Biege exp(—Kpr) i=aoup (37
donc:
as(®) = [ lgoalr) = e F T a7 8)
0
la transformé de Fourier de I'énergie potentielle est donnée par:
Tag(k) = [ Vag(r)e ¥ Td7
0
qdads3
= (3/4mn) 3.9
Ixé + k2 / =2
et
P 8 Y G .
Gag(k) = —BBag(k) = ——go®_(3/47n) (3.10)
Kp+ k2

les quantités k et K p sont rapportées dans 'unité a~ !, et nous remarquons a partir de(3.10
q I PP ] I

que:

Cia(k).Ca1(k) = cra(k)-ca2(k) (3.11)

3.2.1 Calcul des facteurs de structure dans un plasma a4 deux composantes

Le facteur de structure partiel est défini comme une transformée de Fourier de

fagon générale (chapitre2) :



—1—?3 +00
Sas(k w) = /dr,eiwfc(,g(?,t)z 2Re /dte‘Z‘Caﬁ(?,tj (3.12)
—no 0 ) z=—iw

Dans le cas de notre systéme qui & deux composantes, I'equation cinétique devient

.?._} = ! . .y =T 2 T £
(Z+i- £ ) Cop(k,Z,pp ) +1Y [dp--«:sw( k,2Z,pp")Cos( K, Z,p'P")

Ma

= opa(p) [8usb (p — ) + ngh(K) 25 (p) (3.13)

ol ¢, (p) est la distribution de Maxwell-Boltzmann normalisée pour I'espece a:

wa(p) = ( 4 )exp [—;3';)2/2??30] (3.14)

27y
—
ne est la densité ionique de 'espéce a. L'opérateur ¢,5( k , Z, pp’) est séparé en deux parties

. . --* - - #
la premiére est le terme self-consistent et 'autre M( k , Z, pp') définie comme un opérateur

de collision non local [8]:

—

— " k F —~ —% B
ouj( k :Z?pp ) =Tl m [f?a(p)cﬂ’ﬁ“‘) + AI( k ':Z}ppr) (315J
"X

Comme nous I'avons dit dans le calcul des facteurs de structure, on utilise le résolu-
tion de I'équation cinétique (3.13) avec I'utilisation de I'approximation de champ moyen, qui
est I'approximation fondamentale dans la théorie des plasmas. Physiquement elle consiste
A ne tenir compte, dans les interactions qui déterminent les trajectoires des particules, que
des interactions collectives, c’est-a-dire de I'action sur chaque particule (I'impureté) chargée

du champ "moyen” de charge d’espace crée par les autres particules. Cette approximation a



81

été proposée par A.A. Vlasov [4] pour I’étude de I'évolution d’un plasma. Donc les facteurs

—
sont déterminés par la négligence du terme M( £, Z, pp'). Si nous substituons I'équation

(3.15) dans I'équation (3.13) on obtient: ,

] B = S — : .5 -~ o T —
(2+15E) Can(F, 27 F) - i T natZ o, (0Veus (k) [ dp" C, oK, 2,7
o

= noa(®) [fagt (B = F') + nghas(b)pp(s)]

et en intégrant cette équation par rapport a p et p/ on obtient:

= 3 EE o (p) —
Sﬁﬁ( Ky &) =My /(f p (.Z ii') Ecm(k)ggﬁ( k,Z)
\ + Ttia o

=] naéa_,-jfd-ﬁ—'—ﬁ% + na.?l_,gza.g(ﬁ')/d?——-'@f—
( {

AL ),
Z T Thig )

telle que:

Saal( Rk 5 2= / dpdp 'Copl k2,7 )

et en posant @

— 3 o { 7
ja(k‘Z):/dp'_——ig% et jﬂ:]:r"f'i*’ra
(2+£2)

avec

wing /k*
Il = \/%e"mnﬂ*’”w et I, = e~ maR /2" / dye¥ K 12mof

0

.l"—'.'y-)

»

(3.16)

(3.17)

(3.1%)

(3.19)

(3.20)

on obtient finalement les facteurs de structure donnés par les quatres équations autonomes

et formelles:
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Sas(F22) =1 (1~ ZL) Y 2 (0)S,5(F . Z) + 1, [8as + naﬁqg(k)] L.  (3.21)

Dans le calcul, nous avons besoin de connaitre les expressions de 11 (k), Ci2(k) =G (k), et

oo (k), qui sont déteminées par I'approximation [6]:

?nr(k) = _L’ﬁ;ﬁ:’j(k) (322)
et
Sus( T ,w) = 2Re Sas(F , —iw) (3.23)

Rappelons que les facteurs de structure sont donnés a partir de le solution de(3.21).

qui est un systéme de quatre équations a quatre inconnus dont la solution est:

g FZ) _ nl[1+-n[.7‘i11(k}]hil—nz’égz{k)(1—Zlg)]+n2n'f€12{k)ﬁu(k){l—-Zh}Ig
u(k,2) = o= zh)[I-nses (W) (1—Z 1) —ningtt,(k)(1—Z ) (1-Z11)

S (";:* Z) = nz[1+rlzﬁez(k)]fall—mé“u(k)(l—zh)]+n1n3812(k)312(k)(1-312)11
220 vy = [emen(R)(1-20)|[1-natza (k) (1-Z12)]| -ninael, (k) (1-Z L) (1-Z11)

S TZ] . mﬂz’ﬁu(k})fﬂl—ﬂlfu(k)(1—ZT1)}+n2n1&“12(k](1—212}!1[H»nlﬁll@l
a(k, = [emenk)(1-Zh)|[1—n2822(k)(1-ZI2)]—ninatiy (k) (1-Z12)(1-Z11)

= ninghia(k)) 1 [1—n2d2a(k) (1= Z12)]+nzni@12(k) (1~ Z 1) 2 [1+nzha2 (k)] .
Si2(k,2) = [—n1e11(k)(L-Z 1)][1—n2t22(k)(1-ZI2)|—ninati, (k) (1-Z 12)(1-Z 1) (3.24)

De méme maniére de calcul pour le cas d’un plasma & une composante les facteurs

de structure vérifient 'expression suivante:

Ss(k,w) = 2 Re Sag(k, —iw)
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In 1 alkw) {1 nlc“(L)(l—wl";)—-nxgﬂk)(l-—u& }+b(k n]{uﬂ1f'r11(k)+wnzigczz U}
Su(k,w)=—
w {1—n1( 11 (k) (1—wI"1)— 112(;2(1\)(1 wl, )} +{un111611(»’\)+-1121 fzz(ﬁ)}
) (3.25)
avec:
a(k,w) = (1 + ?11};11)(1 = 7?2622)@'1; +ﬂ-1ﬂ-2ﬁ12612u'1;+
w2 (?12(1 = n1h11)622"‘n1n2612312) (I;’ IE+I;I;)
blkw) = (14 -n.l?;.”)(l - 712622)wf;+n1ﬂ2312??12w1;+

w? (nz(l & 711311)322—711712312?112) (11 I; - 1211)

et on calcule les autres facteurs (Si2, S21,S22) par la méme facon, et on trouve que:

2??2:1 kw){1-n1@n (k)1 —wl")- ﬂzﬂzz(’-)(l"“%)}'*‘b (""“){"m""C“(k)‘”"?‘(?r”(“}
{l —n1&1 (k) (1—wi1)— ‘-"12"22(“(1_"’1 )} +{nl""pc““‘)+ﬂ?ul cﬂ(k)}

Soo(k,w) =
(3.26)

avec:

a (k, w) = (1 -+ RQEQQ)(I — nlﬁll)w}';,_+n1ng’i;.1gf:‘1gwljl +
w? (m (1 -+ nz‘ﬁgg)al —nlﬂgelg}ilg) (IQ I{ -|-I1 Ié)
b(k,w) = (1 + nzﬁgg)(l S nlﬁll)wI;+n1n2?112€12w11+

w? (n1(1 + nyhgo)Ei—ny n2‘512312) (f; L — fzf)

on trouve aussi que:



zm L{kw){1—n;&1y (k)(1—w]"1)—no@pa (k) (1-w1) )}+M kw){wny 1} cll(x)un?;)m(k}}
{1 e (k) (1—wl™)— n;_czg(k}{l «JIQ}} +{ﬂ1w1 C}J{J-}+f12u-‘f'522(k)}

So1(k,w) =
(3.27)

avec

L(k,w) = mng(1+ n,l};.ll]ﬁlgw}';—F(I - n.3611)312w1'2+
w? (ﬂlazﬁlz—(l + nlﬁn)ﬁn) (172 I;'J'I;Ié)
M(kw) = ama(l+nhn)eeli+(1 - nyén)hswl+

W? (TI]E}Q?}-12'—(1 + nlau)’c‘lg) (I;IQ‘ — I;I;)

et pour le dernier facteur:

‘mxﬂ; L'(k vﬂ}{l —n1811 (k) (1~wl” )—“2011(16)( -u-'fg)}-}-M (L,.-.){.uml ¢ (k) "1'.011_11(}(‘11 LJ}
{1=men () (—wim)-nsen (k) (1—wl3) } +{mwlien (k) +niwlien 0}

(3.28)

Siz(k,w) =

avec

L, (k, w) = /M ?‘12(] + ﬂ2322]612w15+(1 — n2€22 )B]QMI;+
6 (71261 23-12—(1 + 'RQE.-;Q )612) (}; I;-l-.{; Ié)
ﬂf(k, w) = \/nlnz(l + ﬂ2};22)612]£+(1 — n2€22)312w1;+

w2 (ngﬁlgaig—(l + ﬂgﬁgg)ﬁu) (I{ I; = I;I{)

le facteur de self - structure.
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(3.29)

dw [3u ol =

3 4
En posant un autre changement de variable 2 = % j%’{-‘— el dr = J_\/ e

1)}2 fu! m 2
S5k ) = & ('5”?”) i

)

%ﬁlz— est la masse réduite, donc les formules donnant les facteurs de structure prennent
my -+ mo
la forme;
Sua(k, w) = ru);nza(a:){l—mfu [k){l-—l”’l(:c)}—rz,;;?n(k)(l—f;{z))l%(z){m!; (z)e11 (K)+na) (#)e1s {ﬁk)}
’ w {1—m.=,'u(k)(1-1";(zJ)—n:En(k)(1~15(x)_)}*+{nu;(z)fn(k)+n,1;{x)eu(k)}‘
(3.30)
avec:
alz) = (14 rz.iﬂll)(l nz?fgg)f] (r)+n]ngﬁlg€;glé(:r)+
(?12(1 + nlgjl_)622—113ngélgﬁlg) (Il (:c)fé(;r)-l—f}(x)fl’{a:))
b(a) = (1+n k)1~ ng@n)l}y(@) +nymohygrgly(x)+
(??2(1 + 1, hy1)en- Hmsﬁlz}fu) (ﬂ(ﬁf)é(l‘) = fﬁ(i')a’i(?))
'utilisation de le variable z et sachant que a; = &‘;‘;‘mconduit a
I(z) = wlikw)=a/aome 2% 381
1
Iz) = wlyk,w)=z/ame 0= (3.32)
L(z) = wlj(kw)=2zagD(z) (3.33)

In(z) = wly(k,w)=2ze1Ds(z) (3.34)
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o les fonctions Dy (z) et Da(z) sont les fonctions de Dawson, qui sont calculées numérique-

ment [22]. Les autres facteurs sont écrits de la méme fagon:

2?12(1(1){1 —nye1 (K1 =T"1(z))—n2E11( (1 = (a‘))}+b (x) {1:1." (r)err (k)+ni I (z)En(k ‘}

Snlkz) ==2 (1 men () (1=171 (=) =neen () (1=T5 (@)} +{m I @ (k) +m ]} (@) ()}
(3.35)
avec
a(xr) = (1-{—‘.‘12?;-22)(] —T?.IE:H)I;(m‘)—ﬁ-nlﬂzﬁlgﬁlgf;(.T)-l-
(a1 + mghoa ) —mimatioh) (B@)n@+ @) (@)
bz) = (l-l—nzﬁgg)(l—n]E?“)I;(m)—%nlngﬁlgaﬂ;(;1')+

('n](l+nzﬂ.gg)ﬁn—nlng?lgﬂlg) (Il( x)I,(x) — I;(;I'.)Ii(;r))

2. /mgn; L I){I n1e11 (k) (1=1"1(x))— nz(‘”(L)(l fz(a'))}+)’|f(:r}{n1f z)er (k)+ndf(x) (nf.‘j
@ {1—mi@n (k)(1=1"1(2))— —nyén (k) (1- !.2(:.5])} +{na I (x)en (k)+m T (2)en L}}

(3.36)

821 (A f.;u)

avec

Likw) = Vama(l+nyhn)end(@)+(1 - n@u)hely(2)+
(niizhiz—(1 +mAn)az) (L@ @)+ (2)15(=))
Mkw) = mma(l+ i@k @)+(1 - nen)hel(2)+

(nlﬁmﬁ.m—u + nliiu)ag) (1’1' (@)} (z) - f;(;c)f;(x))
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o gy L(@) {1=mi@u () (1-T"1 (x))— —néy (k)(1- IZ(:-J)}+M z) {11 I}c”ii\)—{-nl!’fx)ﬁnfk}}
i {]. ??11"11(;\)(1—.‘.)" ]} ﬂzf‘”{k)( ""““‘2)} —!—{1’11.4,} (‘11(‘.]4-?1]...,1 c” k}}

512('1"?“") =
(3.37)

avec

L(kw) = ams(l+nghoe)@aly(@)+(1 —nylam)hiely (€)+
(rafrahua—(1 + nyhaa)eie) (1 ()1} (@)+13 () Iy(2))
Mkw) = izl +ngho)aiel(@)+(1 - nytm)hw]; ()+
(nafizhua—(1 + nahn)iz) (13 (@) Lo (2) = ol (@)1} ()
ot la formule de self structure devient dans le cas oti I'impureté est de méme type de I'un

des deux types constituant notre plasma:

1 ;Smmr 12 —csx? N 9 95
Ss(k,w) = i 5 e v avec ( = 1 Ol (¥ (3.3%8)
Ss(k.w) est le facteur de self structure dynamique associé a I'impureté .

Si nous calculons les facteurs de structure de maniére analytique ou numérique,

on peut en principe calculer le coefficient de self - diffusion selon la formule (3.3)

3.2.2 Discussion et résultats numériques

Si nous utilisons ’approximation de champ moyen pour résoudre I’équation ciné-
tique, on trouve les formules des S (k,w), Saz(k,w), S21(k,w) et Si2(k,w). Nous représen-
tons dans la figure (3.2) les valeurs du facteur de structure Sy1(k,w) en fonction de w/wp

dans le cas de T = 0.999 pour différentes valeurs de ka = q.
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Nous avons porté les résultats obtenus sur le tableau (3.1). Dans ce 'ta;b]eau nous
faisons la comparaison entre les valeurs du coefficient de transport 1* de He®® dans le
mélange (He™250% et H*150%) trouvées par notre modeéle, et les valeurs obtenues par la
dynamique moléculaire Dg,. On trouve un bon accord e.uim/]e:s deux calculs pour différentes
valeurs de T'. Le coeflicient de ditfusion décrait avec 'angmentation de I' et les différences
entre D* et Dy, sont dlies, comme nous I'avons déja signalé, au fait que nous avons utilisé la
premiére approximation de la fonction de corrélation directe c(k) = —/F0(k) qui est valable
seulement pour le couplage faible de pour k petite.

Dans le tableau (3.2), nous avons calculé le coeflicient de diffusion de I* Ay +37
dans un plasma a deux composantes (A 2 f’e“j a ' = 0.003, aver le concentration de
Art1725%, 50%, 75% et 90%, On remarque que le coefficient 1D dépend de la concentration
des composantes. Le coefticient de diffusion croit avec 'augmentation de la cancentration
de Ar™7 dans le mélange.

En géneéral, les résultats présentés icl indiquent que la théorie de approximation
disconnected ( Wallenborn el Baus(5] et Gould et Mazenko[d]) donne un bon accord avec
la dynamigue moléculaire pour un mélange[R|.

Pour finir cetie conchision, et pour valider notre modéle & deux espéces; nous
avons pris le cas ou les dsux Lypes dions sout identiques en masse et en charge. Nous
avons, comme on doit le prévoir, trouvé les résultats du modéle a une seule espéce. Ceci est

un point fort qui consolide et soutient notre modéle & deux espéces.
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Figure 3.2: wpSii(k,w) trouvé par I’approximation du champ moyen (3.25) en fonction de
w/w, pour 9=0.618, 4=0.875, a=1.383 et 4=1.856 (Ar+'750%, Het250%)

I' D*(modéle théorique) | D(dynamique moleculaire)
0.02 | 231.827 223.75
0.04 | 78.52 71.08
0.2 | 7.58 6.2
0.4 |4.55 s
1.00 | 0.91 0.75

Table 3.1: Comparaison entre les D* de notre modele et Dgy

obtenus par la dynamique

moléculaire pour un plasma a deux composantes (H*'50%, Het250%) pour differentes

valeurs de T

A% [ He'l [ DY,
25 75 | 1.8
50 50 | 2.84
75 95 | 8.34
90 |10 | 18.61

Table 3.2: Coefficient de diffusion pour un mélange

[

(Art17 He*!) avec n = 8.]'016
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3.3 Les grandeurs thermodynamiques d’un milieu chargé a

deux composantes

Dans ce paragraphe, nous allons généraliser les équations données dans un plasma
a une seule espéce & notre modele qui consiste a un systeme de deux types d'ions. On néglige
la structure interne des particule c’est & dire que notre systéme est traité classiquement.

Nous I’avons dit dans le premier chapitre, que pour décrire les propriétés et le com-
portement macroscopiques d’un systéme, on fait appel & des grandeurs telles que I'énergie
interne, la pression, etc... . Ces propriétés macroscopiques sont directement reconnaissables
dans leurs manifestations microscopiques [30][31] [32]. Nous avons dit aussi que, la connais-
sance de la fonction de partition ou de I'énergie libre F' d'un systéme en équilibre permet
de déterminer trés simplement ses principales caractéristiques qui sont reliées, dans le cas
d’un systéme a deux composantes, directement avec les fonctions de distribution radiales

g11(7), g12(r) et gia(r).

La fonction de partition dans ce cas est définie par:

Zn(V,T) = / /e—ﬁﬁrdr‘ldrg (3.39)

Zn(V,T) est la probabilité que le systeme ait son point représentatif 4 I'intérieur
de T'élément de volume dV = dIdls ot dI'; et dl'; sont les éléments de volume dans
I'espace des phases du systéme pour l'espéce 1 et 2 respectivement.

L’hamiltonien H; est donné par:



Hf. Z ___. + "r_v T ’ _?—'*g...?‘wz) (3-40)

i=1
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L’énergie I'interaction entre les particules de deux espéces est donnée comme la

somme de ’énergie d’interaction 1-1,2-2 et 1-2 de la fagon suivante :

Ny Na

Th T ) =—Zm(7’u)+ szz(?“u)-‘-ZE’Um i) (3.41)

!
V(T e T Ny T 10

L'énergie interne dans notre cas est:

U 3(N, +No)K T+ [on (74, 74T T T L AT AT d Ty, (342)

la valeur moyenne de 1'énergie potentielle d'interaction est donnée par:

g [ — e Nay —Bu(TNL FN2) — —3
i (T, T = —ZN [o(mM,)7 N2)e Bu(TML TR gl T N dT 2 . d7T%,
_ ;31;(_:-”"1 N2 g gl g —2
= [] 2)211“ i) d7r L. d7 yd71.-d7T N,
Zy i#j

9 2 { _'
+% J Z ,022(?.'_.3_ —Bu(TM1, N?)d-—rl d d-—rz 47 N2

Nl Nl — Ny =N
= Ny by —y .y L v
g BET8, T 2dT {..d T }Vld r'{...d T f\fa

+ [ ZZUW i)

on peut poser la valeur moyenne de I'énergie potentielle comme:

T (?N',T}N"‘) =011 + U2 + 2 (3.43)

telle que

—

4
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— A— -1 -'31![?1\:1 __?’NQ) — — —34 —s] g—
11 = __IL—Q—-—) I U11 le [/ a Z}\r ‘.d T -}\ld T %...d T f\r2 dr %d T %
Ni(N —
- -__27__ Jou( 7‘12)911(T12)d T T -
ANT '
= _1771_1 -vu(r]g“(-r‘)-’l?r?‘2(i?‘ (3.44)
On trouve aussi les formules des autres termes de la méme facon:
Non
Vg = 272 | wgp(r)gaz(r) yamridr (3.45)
VN \ \/ £ ;
Vg = b /’L‘lg (r)gia(r r)dnrdr (3.46)

et finalement, 'énergie interne par l'unité du nombre de particules est donnée par la formule

impliquant les fonctions de distribution radiales:

U 3, 1 [ MNin N —
N - SkaT+ 57 [ g mont) + M2 (g + (34T
NN ;
__1_1_._.;__’”—1-?-1—2.”12(?)912 (?.)]4?1—1.—(1_}.. (3-4{:‘)

En dérivant par rapport au volume 'équation de partition, on trouve I'équation

d’état pour (TCP):

PV 1 Nin dU]_]_ ( )
——-—-—NKBT = l-—-:.)_—ﬁ {#B—]‘T i 11( i B KBT dT —=—gga(r)+
n ﬂzd
‘/@i‘{_‘d ';12(?‘)9 (?')}211?‘ (3.49)
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3.4 Cohciusion

Dans ce chapitre, nous avons généralisé les équations et les approximations trouvées

as d'un plasma (TCP).

pour un plasma & une composante dans le deuxiéme chapitre au ¢
La résolution de I'équation cinétique générale, avec I'approximation du champ

moyen M (_I:.,Z, pp') = 0, donne les formules des facteurs de structure. Le cocfficient de

diffusion est relié directement par un terme non local ¢, qui est approximé par la fonction
, qui est associée a la fonction de corrélation des vitesses.

de mémoire approché Kss(t)

Le terme Cs approximeé par sa partie " disconnected” permet d’obtenir une formule

de D valable pour un (OCP) aussi bien que pour {(TCP).
Les résultats que nous avons obtenus sont en bon accord avec la dynamique molécu-

laire. Donc I'approximation disconnected peut étre utilisée pour calculer le coefficient de

diffusion. et aussi d’autres coefficients comme la viscosité et la conductivité thermique avec

les autres approximations et corrections d’ordre supérieurs.
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Chapitre 4

Le calcul de la fonction de

corrélation de la vitesse et du

champ

4.1 Introduction

Le processus d’élargissement des raies par Peffet de la dynamique des jons est lie
directement aux propriétés dynamigues du milien chargé. La plus simple de ces proprictes
pst la fonction {’autocorrélation du microchamp et de la vitesse C(t) et D(1) respectivenent.

L'otude de ces fonctions pour les particules neutres a connit un progres significatif
(10}, [33], [34], et [35]. Dans le cas des particules chargées, un moddle a été élaboreé par
M.A.Berkovesky et Al [10] et ce pour ui plasma A une composante. Sur la base des pro-

prictés de symetrie sp:ttiu—h‘mpnn‘llvs de cette fonction et les propriétés de transport, nous
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présentons un caleul analytique de la fonction de corrélation du microchamp électrique C(t)
qui va au dela du modeéle binaire c’est a dire tenant compte des effets collectifs du milieu
' sur l'ion impureté. Ce calcul analytique relie la fonction de corrélation du champ électrique
a celle des vitesses qui est, & son tour, calculée par le moyen de la technique des opérateurs

1

de projection [9].

4.2 Développement du modéle théorique

L . . ‘ . oy s
Considérons un ion impurete, placé en 7 (0), de masse 7o et de charge go plongé
dans un plasma a deux composantes en équilibre thermodynamique. Le champ électrique

dit aux constituants du milieu sur I'ion impureté est :

2 Na
E = ZZ?Q(?} ~7(0) + Es (4.1)
a=1 i=1

—

ot €al Ti—T o) est le champ di 4 lion i distant de |77 — 7 (0)| de I'ton impureté. et Ey
le champ des charges neutralisant du fond. N est le nombre d’ions de 'espéce a. Donc la

fonction de corrélation du champ ¢lectrique et de la vitesse sont res yoectivement:
F

<E’(¢).E(O)>
Cit) = =5 = (4.2)
<E(0).E(D)>
il = V.V O) y
- (V(m V(0)> 3

— e
oit V(0) = Vo la vitesse de l'ion impureté. Les deux équations précédantes sont relices

par la premiére loi de Newton (appendice B):



d? ;
5 D(t) = —w6C () (4.4)
5 1 _
wo = (Aq5/3mo) (E*) etfB= KT (4.5)

et & partir de la technique de V'opérateur de projection de Nakajima et Zwanzig (9], la

fonction de D(t) est donnée par la forme suivante(appendice C):

t

d? d _

S5D(1) +wiD(H) + [ drM (t—7) - D(1) =0 (4.6)
0

avec les conditions initiales:

I
o
R
Il
[
!
——
P
Il
=
Il
=
P ]
s

D(t

[l
(=
—
Il
S
Q
—
——
Il
=
—
If
=
—
o
.C('

D (t
n milieu viscoélastique de fréquence

I'équation (4.6) décrit la dynamique des oscillations dans u

caractéristique égale a wo en présence d'un amortissement. qui est exprimée par Ja fonction

M (t) [36] choisie & pouvoir décrire la relaxation comme:

M(t) = M(0)e™ (4.9)
M(0) = w} —w od w?= (p'f)/(E?) (4.10)

Je facteur ) est donné par (appendice D):

A= (w}/w§ —1) /BmeD (4.11)
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ot D est le coefficient de self diffusion donné par le relation de Green- Kubo[46]

AmoD = /dtD(t) (4.12)
0 ’

Les fonctions de corrélation de vitesse et de champ sout déduites a partir de
I'équation (C.17). En utilisant la transformée de Laplace et le théoreme des résidus, nous
avons pu calculer la fonction d’autocorrélation de la vitesse et aussi celle du champ. Soit

D(Z) la transformée de Laplace de la fonction D(t) donc:

o0

Bz)= / e~ 2t D(t)dt (4.13)
0
I’équation (C.17) devient alors :
] g, @ 2 9 17 T —z1, 4
J ] ) i

aprés une intégration par partie et sachant la condition D (0) = 0, on aura :

el n @ o ) d
z / e-Z*-d:%D(t) +wiD(Z)+ M (Z)/e_“df.-&;D(t) =0 (4.15)
0 0

Intégrons cette équation une autre fois par partie, on trouve:

Z(zﬁ(Z)—1)+w§ﬁ(2)+ﬁ(2)(zﬁ(2)-1) = 0

_7+ 22D(Z) + w3D(2) - M(2) + ZM(2)D(Z) = 0

p(2) [22 + ZM(2) + | = 2+ M(2)
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Z +M(Z2)

D= T, 2z + oA

(4.16)

telle que la transformée de Laplace de la fonction de mémoire M(t) est donnée par:

=

| j—=
=]
e | —
—
;.J‘:n.
—t
=1
—

20
M(Z) = M(0) /e:-.p _Zt — M)dt =
0

Finalement, on a:

Z(Z + ) + M(0)

N L S 4.
73 + 222+ wiZ + M (1

D(Z) =
et a partir de I'équation (4.4), on obtient la transformé de Laplace de la fonction de cor-

rélation du champ C(1), soit:

~ Z(Z + A) + M(0)

NZy =4 _ e ——— 1
C(2)=D\Z)~ I 72+ 22 + N} 1)
En utilisant la transformée inverse de D(z) telle que:
1 [ ary, ;
D(t) = o / e“' D(Z)dZ (4.20)
(v)

ou () est un contour convenablement choisi. Le théoréme des résidus permet d’écrire la

fonction D(t) comme:

RS AT Zi\(Zy + A)+ M(0) o~ Zat Zo(Z2 + A) + M(0)
(Z1- Za)(Z1- Z3) ' (ZQ._Zl)(Z2_Z3)
2ol Zs + N) + MO
(Z3_Z1)(Z3-22)

D(t) =

(4.21)

soit encore comme:
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. )

D(t) = Y Diexp(Zi) (4.22)
==
3

C(t) = ) Ciexp(Zt) (4.23)
=] 4

tels que les coefficients sont définis par:

A+ Zi)Z:i (Ziyg — Zi)

C;= = (4.24)
1:11 {Zn o Zn—}-])
wy 2
D;=— (?) 0! (4.25)

Les coefficients Z; sont les trois racines de Péquation algébrique cubique suivante:

AP+ Z + 0 =0 (4.26)

Done. pour calculer les fonctions de corrélation D(t) et C(t) nous avons besoin
de connaitre les trois racines Z; qui sont reliées aux parameétres wo, Wi, A qui a leur tour
calculés numériquement.

Le premier parameétre : défini dans le cas d’un plasma a deux espéces de cette

fagon (appendice £ ):

1 Mo . — T — —
=32 (%) [T (Tl (27)

N = la densité de I'espéce . En calculant la divergence du champ en coordonnées sphériques

dans le cas écranté. on obtient:
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g g et . / (}: 2 é) :
V. 2 al T - _AL}Q it Il o B il oo F_."_cg L
0-€alT) (r) ki"#" . 3:‘) (r)
G K. -
~ — (=) exp(-Kpr) (4.28)

Si nous substituons I'équation (4.28) dans I’équation (4.27) on trouve que:

a 1 ( -c}ql}‘ a =
W = = = (Ia) e (4.29
- 52; Moga ) “oullole S
oL
2 . fmeds et (Ig)o =1 ”d‘-{-"rf exp(~ K p7) [goalr) - 1] (4.30)
“og © e U/la T D expl OV 1 80al! 1 e
0

mga: masse de U'ion de l'espéce av de plasma.
go: chavge de 'ion de P'espéce o de plasma.

Ap = rf}l : loneueur de Debye.

Le deuxiéme parametre :

C'e parametre est défini comme:

2 _ 2 (0 Y‘ g M I ‘-r'.txr'(';"ﬂ ; -
wy =wp | 1+ o ( i ar __—'_J Goalr] (431}
"mU-’U 3 Hia 7 o iy

deoilr) | T T
gcall) : ¢’est une ensemble sur I'indice 1 et j (appendice F)

d‘?‘,;
Bl al Y A i) ()
o\, m Of g o~
dr d?’ﬁ ; ; dT dr,
3 2 I N 2 —3 2
Z ( de’ cr](r ) 4 (d € a-](r""} + (d € rrl('r)
\ Ty / dr; dr;

i

— — e i
= Vegrd Vés+ Ve (4.32)
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les formules précédantes sont données en ¢oordonnées sphériques comme =

a1 = e€al(r).sinfcosy
€pa = €u(r)-sinfsing
€as = €a(r).cosl
donc:
_-9? (?) deol _I? 4 1(1'{?01 _u_,g ] d\‘i’ol 'I_)
“ dr T r do rsinf dp 7

. —
epsinfeosu g

e

de; . 1
_ % i BcoseTr + —epcosfcospug +
r r

Par la méme maniére on trouve les autres termes, finalement la somme (4.32) est égale a:

dea (> [ d = . 2 i=ha
( dT-*,-F) - ((h_(vm) +5(VU) (4.33)

apreés le calcul de ce terme, o I'injecte dans I'équation (4.31), donnant la relation simple

du parametre wy:

e a Ma 2 (1) (4.34

“I= 900 3a3wf &= \ momga Lo s
g

T / rte=2Kor [5.4+12(Kpr) + 10 (For)® +4 Bpr)® + (Kpr)*| ga(r)dr (439)
0
MaMo

e e = est la masse réduite.
mMa + Mo



Le troisiéme paramétre: est donné par P’équation(4.11), qui est relié directe- -

ment au coefficient de transport D.
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Les valeurs des parameétres précédents sont caleulées numériquement. On constate

dans le calcul que w? est de méme ordre que wj. Pour cela dans le développement, on

néglige les termes qui portent la double somme de deux especes d’ions, ces termes sont

faibles devant w? (appendice E).

Dans le cas d'un plasma a une composante les équations précédentes deviennent:

2 1mgo T
(=%
07 3mog Ky

ou:
m: masse de I'ion du plasma
q: charge de 1'ion du plasma.

wy: fréquence plasma.

s &
Ip=1~ / rK3exp(—Kpr)g(r) — 1}dr
0
Kp : linverse de la longueur de Debye Ap.

g(r) : la fonction de distribution de paires.

wf = w'fj {1 + (::;g) Il}

fe @ la masse reduite du couple (m,mo).

o0

I = [ —4g=2Kpr {5 + 12K pr + 10 (Kpr)? + 4(Kpr)® + (KDT)“] g(r)dr

0
Les variables d’intégration et Kp' sont en unités de rayon de la sphere a.

(4.36)

(4.37)

(4.39)
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4.2.1 Discussion et résultats numériques

Nous avons examiné les deux types de plasma, a une composante (OCP) composé
d'ions (He'!) et & deux composantes (TCP) composé de deux types dions (He?t, HI*).
Dans le cas d’un (OCP), I'impureté est un ion de l’ense;;lb]e des ions du plasma, alors que
dans le cas d'un (TCP) I'impureté est de méme masse de méme charge de I'un des deux
espéces (nous avons dans notre travail choisi He?*t). L'utilisation de la fonction de distribu-
tion radiale des paires semi-emprique (appendice A), nous a permis d’obtenir les valeurs wp,
wp et D numériquement. Ajoutons que nous avons utilisé ’approximation ”disconnected”
(deuxiéme et troixiéme chapitres), pour calculer D.

Le tableau (4.1) présente les valeurs des paramétres wy et w; trouvés dans notre
calcul pour les deux types de plasma en fonction de I

Les racines Z; sont déterminées a partir de la résolution de I'équation cubique(4.26).
Elles sont négatives pour le cas d'un couplage faible et complexe pour le cas d’un couplage
fort et ensuite injectées dans les équations (4.24), (4.25) pour trouver les coefficients D; et
C;. Fmalement on a pu calculer les fonctions de corrélation du champ et de la vitesse a
partir des équations (4.22)(4.23).

Nous avons ensuite et & titre comparatif calculé les fonctions d’autocorrélation C(t)
et D(t) par la méthode de la dynamique moléculaire. Les figures (4.1) et (4.2) présentent les
fonctions d’autocorrélation du champ et de la vitesse respectivement pour le cas d’un plasma
a une seule composante (Z=1) pour I' = 0.5. Aussi les figures (4.3) et (4.4) présentent les
fonctions d’autocorrélation du champ et de la vitesse respectivement pour le cas d’un plasma

a deux composantes (H*'50% et He™250%) pour I' = 0.02. Les courbes de la dynamique
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moléculaire et de la théorie de notre modeéle sont gualitativement les mémes. L’intégrale

de la fonction d’autocorrélation. qui est trouveée par ce modéle donne le meme coefticient D
utilisé pour calculer le parametre N Ceal montre que notre modéle peut donner un appui

pour représenter les effets dvnamigues dans les problémes d’¢largissements spéctrales.

(T [ wo(OCP) [ wi(OCP) | wolTCP) | wi(TCP) |
| 0.2 | 0.55 | 2219 | 0.43 | 11.33 |
1 0.5] 0.5 10.88 0.34 14.007 |
[1. 1045 5.57 0.22 1 2.07 |
S 2.59 815|197 |
| 5. | 020 1.17 0.046 1 0.44 !

Table 4.1: Valeurs des parameétres wy et wy dans notre modeéle cbtenues avec un g(r) semi-
empirique dans le cas {OCF) et le cas (T'C'P) pour différents paramétres du couplage [

1
1,0 - i
« » o+ dyvnamique moléculaire
0.8 _\ : modele théerique amélire
densité=3 o1020em
o
température=38000d K
o 1 2 3 4 5 5 7 8
temps en unite (o -4

H

Figure 4.1: Fonction d'autocorrélation du champ élecirique pour un plasma a une com-
posante (Z=1j et I'=0.5



densité ionique=3.61020¢

température=38000k®

i n i I l i

A

Figure 4.2: Fonction d'autocorrél

dans le cas ce I' = 0.5
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Figure 4.3: Fonction d'autocorrélation du champ pour un pl

temps en unité (o )°!
p

(H150%,Het?50%) dans le cas de I' = 0.02

asma A deux composantes
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* % % * * dynamique moleculaire
——  modele théorique

0,2+

0.0 —_————— |
0 50 100 150

temps en l'unité(o )-!
p

Figure 4.4: Fonction d’autocorrélation des vitesses pour un plasma a deux composantes
(H™'50%,He*™250%) dans le cas de T = 0.02

4.3 Application au calcul des profils de raies spectrales dans

les plasmas: cas de la Lyman o

4.3.1 Introduction

La spectroscopie est la technique de diagnostic la plus puissante utilisée couram-
ment par les physiciens des plasma. Le principal but de la spectroscopie est 'étude du
rayonnement émis par un milieu partiellement ou totalement ionisé. celui ci dépend alors
non seulement des propriétés d'un émetteur (impureté), mais aussi des propriétés du plasma
qui l'entoure. Elle est utilisée notamment dans les domaines suivants:

- Les lasers X: I'étude de ses problémes exige donc 4 la fois des mesures spectrales

de haute résolution et des profils théoriques avec toute leurs structure complexes.
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. La fusion par confinement inertiel: la spectroscopie est le seul outil de diagnostic
de densité, dans le cas d'une bille.

L’astrophysique: I'stude des raies de I'hélium dans I'univers est notamment
d'une grande importance dans I'étude de systemes astmphys‘iquns (les étoiles).

Les plasmas froids de laboratoire: un plasma crées par des décharges élec-
triques dans les gaz, qui joue un role essenticl dans 'analyse des plasmas chauds. Leur
intéréts provient de ce qu'il permettent de valider les modeles théoriques dans des cas ou
les parameétres du plasma sont en général bien maitrisés et CONIUS.

Dans tous ces domaines on remargue que ’étude du rayonnement émis par les
plasmas est vraiment majeur pour la compréhension des phénomenes physiques ayant lieu
dans ces milieux. On va voir qu’ & partir de la fonction de corrélation du microchamp. qui
est calculée au debut de ce chapitre, ou peut obtenir le profil de raies tenant compte des

effets dynamiques

4.3.2 Formule de profil de raies de la série de Lymana sans structure fine:

Le profil de raie se calcule a partir de la transformé de Fourier de la fonction de

correlation du dipole c(t) [37]. Celle ¢i est donneé dans I'approximation dipolaire par:

ty= Y dap{(8IT(t.0)13) e (Tat,0) @) } oy L s (4.40)

o.ja'ﬁ’
La somme est effectuée sur tous les états a,o ...et 3,3 ....des niveaux respec-

tivement supéieurs et inférieurs T, Ty font évoluer respectivement ces états supérieurs et



108

:nférieurs et le symbole {...},,,, signifié une moyenne statistique, que nous pouvons aussi

écrire comme [12]':

e(t) = 5 |(21]d'| 10>|2e){p{(q‘}e + ;}Eg)f-) {co(t) + 2¢1(2)} (4.41)

Wl

ol ¢, représente J'opérateur de collision électronique et Eg le facteur de phase, énergie du

niveau 2.

) = Ll 10 exp (@)

2 2

2 ff drE_(7)| + deEQ{T:]
{1+ A = : 57 7 T
(fdrE.,.(f}) +(_fd1'Eu('r)) +(j' drE,('r})
0 0 0

2 2
L t
2| [drE4(7) ] + JdrEo(T)
] 0

2 " 2
(fd'rE_(T)) —t--(fd'rE_(‘r}) +(}dTE._(T))
0 i [i]

cos | 2 (_:[J.dTE+(T))2+(j.d‘TEO{T))z-}—(_}.dTE._(T))Q . (442

0 0

5 } X

Cette formule est une généralisation d’une formule connue pour des champs sta-
tiques [38] ( I'approximation q1lssi-st.atique)2. Puisqu’il n’y a pas de direction privilégiée

dans l'espace pour le champ électrique, on peut écrire [29]:

2

< j.drﬁ(r) > = < jd’rﬁ(?‘) 2>=< /td'rgg('r) 2>
0 0 0

1 t ’ i = 5, __1
= §<0]df O/dr E(T)E (7 )> —QC(t) (4.43)

11,6 formules sont données par la mécanique quantique.
2QQuand les particules se déplacent suffisamment lentement.
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C(t) est la fonction d’autocorrélation du microchamp done:

elf) = % (21 [d"] 10)| exp((¢e+%E«2)t) {2+ eon [DE'(O)\/C(t}] }

h oy

= %\(m\d‘\10>\exp((cﬁe+%1~:z)f.){2+cos [D‘i(o) :Ciexp(zit)]} (4.44)
\ & oy

Donc on obtient le profil de raies dans le cas dynamique de la raie Lyman a en

prenant la transformée de Fourier de I'équation (4.44).

4.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre un modéle de calenl des fonctions de corréla-
tion de la vitesse et du champ. Les courbes montrent qu’il y’a un bon accord entre notre
modéle théorique et la dynamique moléculaire pour les deux types de plasma.

Les expressions (4.22) et (4.23) que nous avons obtenues pour les différentes fonc-
tions d’autocorrélation de la vitesse et du champ, sont trés importantes: la simplicité de
la forme de ces expressions donne I'accés & un calcul trés rapide de ces fonctions. Ceci est
sans doute un important progrés dans le développement des modeéles de calcul des profils
de raies tenant compte des effets de la dynamique des ions.

Le coefficient de self diffusion utilisé comme un parameétre important dans notre
calcul, est déterminé a partir de I'approximation ”disconnected” pour les deux cas de cou-

plage et pour les deux types de plasma.
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~ Enfin nous avons présenté le calcul des profils de raies Lyman a dans le cas de la

dynamique des ions. Ces profils sont affectés par la fonction d’autocorrélation du champ

électrique [38]. Si nous prenons la transformée de Fourier de la fonction de corrélation

du champ dans l'expression (4.44), nous obtenons le profil de raies en présence d’ions dy-

namiques.
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Conclusion et Perspectives

Nous avons présenté dans cette thése deux travaux, concernant le calcul du coeffi-
cient de transport self diffusion dans le cas d'un plasma 4 une composante[4] et le cas d'un
plasma a4 deux composantes. Ensuite nous avons calculé la fonction d'autocorrélation des
champs puis celle des vitesses dans les deux cas.

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé les différentes propriétes dynamiques
et statiques, en particulier nous avons mis le point sur:

-La fonction de corrélation temporelle [16], qui donne une idée sur la dynamique de
la variable considérée (la vitesse, le champ, etc...) dont Uintégrale sur tout I'axe des tenips
(t = 0) est lite 4 des proprigtes macroscopiques intéressantes tant pour la mécanique des
fluides que pour le diagnostic des plasmas par I'intermédiaire du spectre de raies. Celui-ci,
dans 'approximation dip6laire, dépend directement de la fonction de corrélation temporelle
du miicro-champ électrique subit par la charee test. Et nous avons vu comment au courant
de cette thése comment nous avons derivé celle-ci a partiv de la connaissance du coefficient
de self diffusion.

Les facteurs de structure dynamiques et statiques avec la fonction de distribution
radiale. qui entrent dans notre modéle de calcul théorique, qui sont aussi trés intéressants
dans plusieurs calculs et développement, comme par exemple le calcul des propriétés ther-
modynamiques.

Dans le deuxiéme et troisiéme chapitre nous avons bati un modéle théorique basé
sur deux principales approximations pour les deux types de plasma & savoir:

- L*approximation disconnected
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Elle consiste a supposer que durant le processus de diffusion, _deux"j)'é;rticules
(impureté-ion de I'ensemble) sont indépen.dantes. Cette approximation;anduit 4 une forme
du coefficient de diffusion D en fonction des facteurs de structure qui se préte a un calcul
non compliqué. )

- L’approximation du champ moyen

Elle consiste 4 ne tenir compte que des interactions collectives, c’est a dire
de D'action du champ moyen crée par les autres particules sur I'impureté. Gréce a cette
approximation nous avons calculé les facteurs de structure.

L’ approximation disconnected donne de bons résultats comparativement avec la
dynamique moléculaire et dans la limite ¢(k) >~ —Fv(k) ou S(k) — 1, qui est valable
seulement dans le cas d'un couplage faible, et aussi dans le couplage fort mais dans le cas
de k petit. On peut utuliser dans I'avenir d’autres approximations pour le calcul de €(k)
valables pour toutes les valeurs de k. On peut aussi utiliser 'approximation disconnected
dans I'avenir pour calculer les autres coefficients de transport comme la viscosité et la
conductivité thermique qui sont reliées directemment au coefficient de diffusion dans un
milieu multicomposantes.

Nous avons formulé les propriétés thermodynamiques ( 'équation d’état et I'énergie
interne) qui peuvent étre calculées a partir de I'éxpression semi empirique de g(r) pour un
plasma a4 deux composantes [11].

Dans le quatriéme chapitre, nous avons développé le modéle théorique basé sur le
formalisme des opérateurs de projection de Nakajima et Zwanzig [9], nous avons présenté

notre contribution dans le calcul des coefficients D; dans la forme exponentielle de la fonc-
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tion d’autocorrélation de 1aj vitesse D(t). Ceci nous a permis d’extraire une forme analytique
pour les fonctions d’autocorrélation du champ électrique et de la vitesse[10]. En utilisant
une forme analytique .ou semi-emprique pour les fonctions de distribution des paires, nos
résultats de calcul par la dynamique moléculaire de ces deux fonctions sont comparées a
ceux du modele théorique ameélioré. Nous avons constaté qu'il y a une bonne concordance
entre les courbes théoriques et celles obtenues avec la dynamique moléculaire. La connais-
sance du coefficient de self diffusion par d’autres moyens indépendantes de la fonction de
corrélation de la vitesse et indépendantes de la simulation numérique comme le modéle de
'approximation disconnected nous offre la possibilité a un acces rapide aux fonctions de
corrélation temporelles. Celles ci sont utiles pour améliorer les modéles de calcul des profils

des raies tenant compte des effets dynamiques.
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Appendice A

Fonction de distribution de paires

semi-emprique

Considérons un systéme a deux especes d'ions de charges Zoe ot Zye et de densités

Na ot ny, en équilibre thermodynamique a la température T . Les fonctions de paires pour

los couples (a-a) et (a-h) sont données par les formmles semi-empricues [11]
l‘U{I i A
.'}m':(”} = CXp "'_;j_' + Hn,ul_y) (A“
3 ]‘(Jh ‘.)
galy) = oxp|==7+ Huly) (A-2)
ot le paramétre ¢lectronique I, est défini en fonction du couplage I' comme suit:
Lz ,
I'= :_Z_m Ce (A.3)

et les autres parametres de couplage sont donnés de la méme facon, ¢’est a dire comme:



119

Faa = :'](]Tarf (A4)
ZJ
2.2

Tup = ?}5"1} , (A.5)

et oi la variable y représente la position de I'ion adimensionnée relativement au rayoll

sphérique a:

y = 1‘/(]'. (A-G)

et
7 = Zo+(Zs—Za) (A7)
72 = Zyp(Zi-272) (A.8)

et p est la proportion d’ions de I'espéce b

Ch
p= (A.9)
Cq T+ Cp

¢, et cp sont les concentrations. Les potentiels écrantés ont la forme empirique :

Haa{l)
Haaly) = Ty 1 F(y) (A.10)
rﬂﬂ
Hab(0
Hau(y) = +(0) (A.11)

H,
HaelOly 4 Fy)

les potentiels écrantés a 'origine Hga(y) et Hap(y) sont donnés par les relation suivant:

R , Al _
bi(i,g) K +b2(6 )T~ a2, (A.12)

H*(O) = . e
P 4 by (d, )T + ba(i, )T
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les autres paramétres sont donnés de la méme maniere :

[

15 1*
<= [ A

K°(i.]) = ZiZ;Z (A.14)

Kkeij) = 10927 |(@+ 2z -2 - Z2P) +os3Z”  (A19)

i i
(2 - 2)"" - 2" - 7)) (A.16)
K(i,j) = 04600.Z [(z,- + 728 = 222 -z ‘*] (A.17)

Donc les fonctions b1 (i, 1), b2(i, ) bs(i,j) et ba(i, ) sont données en fonction des parametres

précédents de cette facon:

bi(ig) = K°(.9) (A18)
bolig) = — KGN /K () (A.19)
ba(i,j) = K.Ki(i,4)/Ki"(i.9) (A.20)
boi,j) = —Ki°(i,3)/K5 (i) (A.21)

La fonction F(y) attribue au potentiel une forme oscillatoire telle que :

Py = [Ty~ Cuces ] (:22)
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ol u= %’ry

0.915 + 2.49r08627%38 _

d= [ 085 ] (A.23)
1.69 —p.9r —0.32I" q,,—1.84T
B = 04+ 05601062 _ (6g4e~ 0270 — 0.206e 11430 (A.25)
05 7355.5449

= 4 B0 14120 I oo o .

¢ = 0.15559¢ 755 + 17 (A.26)

Les résultats numériques des fonctions de corrélation de paires par cette
méthode sont en bon accord avec les résultats obtenus par la méthode de Monte carlo et

HNC [11] pour tous les cas de T. Pour un plasma a une seule composante ionique o1l :

T =237, ,Z=2,=2Zet p=0 (A.27)

les fonctions précédentes devient:

o(y) = exp {‘% ; H(y)] (A.25)

H(0)
B0y + F(y)
1.7298 + 7651673/

H0) = T i (A.30)
14 1.4354T/ + 6.3493T,

(A.29)
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Appendice B

Relation entre C(t) et D(t)

La fonetion de corrélation de vitesse D(t) est donnée par le relation suivant:

Qtf“ )V al0)) -
(V:.(u) Vo(0))

par rapport a la variable temps t:

D(t) =

Dérivons 'équation précédente

U __}_. ‘fg?”“;) vV

1 { = T . )

= o (B (1) V(0) (B.2)
(Vi) mo

derniere relation devient:

En utilisant la propriété de translation du temps, cette

d | =P v
(1) E(O).V (-~ B
dt (1) <1“ ) mo < (0)- ¥ )> Lo

Dérivons I'équation une seconde fois I'équaton(B.3)
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fpu) s e <§(0).£V0(~1‘)>= <V2>mo <_’( ).E (- )>

dt2 (V&) mo dt
192—»4_<E2><E<0
—W;??J(E(ﬂ-ag(o»— <Vg>:10< : 0)>> (B.4)

Sachant que (Vi) = jo- on peut éc rire I'équation (B.4)comme:

ng(t '_“JOC( )

50(% )
e .6
“0 3-:11.[2} > (B.5)

I

—
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Appendice C

Etablissement de I’équation de

D(t)

Nous avons vu dans le chapitre 4. gue Ia fonetion de corrélation de la vitesse obeit a

une équation génerale (4.6). Cette equation est ¢tablie a 'aide du formalisme de Fopératenr

de projection de Zwanzig [9]dont nous allons rappeler les étapes essent ielles. On s'intéresse

4 une variable dynamique (position, vitesse, champ...) ya(l) obtissant a:

Yo (1) = oxp(L)ya(0) = exp(L)a (C.1)

avec:

Dye OH  Oy. OH
dya OH dya OF (C.2)

Mo = n-H = ¢
I.‘)’ {” } (J‘-h ()p,— (')p,' Ufh

Dérivons Iéquation (C.1) par rapport au temps:



Soit maintenant 'opérateur de projection défini par [10]

P = yagyh (U32), avee gas = (Yays)

En appliquent cet opérateur de projection a I'équation (C.3), nous trouvons:

P Ua (t) = PL[Pya(t) + (t— P)ya(t)]
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(C.3)

(C.4)

(C.5)

Posons: Za(t) = Pya(t) et Wa (t) = (1 — P)ya(t) et il vient que Péquation( C.5) s'écrit sous

la forme suivante:

Za (1) = PLZ4(t) + PLW (1)

Appliquons & nouveau (1 — P) a I'équation(C.3):

Wa (t) = (1= P)LZa(t) + (1 — P)LWa(t)

La solution formelle de cette équation est donnée par:

t
Wal(t) = exp(QLQt)Wa (0) + [exp(QLQ(t — T)LPZ,(T)d7

0

(C.6)

(C.9)



_ En substituant 'équation (C.8) dans (C.6), nous obtenons :

2o () = PLZa(t) + PLexp(QLQWa(0) +
i

PL [exp(QLQ(t - T)LPZ,(T)dT

0

Puisque () est aussi un projecteur, on peut écrire:

exp(QLQH)Wa(0) = Qexp(Lt)QWa (0)

ar

QWa(0)= (1= Pl Yo =(1—F)ga=0

car:

Pya = Yy 0 (Yolia) = Y2930 9oa = Ya

(e gui donne pour I'équation(C.6):

Za (t) = PLZa(t) + PL [ exp(QLQ(t — 7)) LPZa(T)dT

Comme: PZa(7) = P2ya(T) = Pya(T),donc:

P Y, (t) = PLPya (t)+ PL [exp(QLQ(t — T))pra(T]dT
0

ce qui se traduit par
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(C.10)

Kt

(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15)
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t
P, (1) — LPyslt) — L / exp(QLQ(t — T})LPyﬂ('r}d‘r} =10 (C.16)
0
olu encore:
f-
U (1) = LPyaft)+L / exp(QLQ(t — 7)) LPya(T)dT (C.17)
0

Multiplions & gauche I'équation (C.17) par Yz ot effectuons la moyenne thermique :

i
<y;3 Yo (f)> = (ysLPyal(t)) + <y_.-5L /OKP(QLQU = T))Lf"y,,(r)d?> (C.18)

0

Si nous posons :

h'.'fu([) = (H,‘i:‘}n“)) {C}Q)

ot appliquons la définition (C.1) pour le calenl de I dérivee de I.(1)mons obtenons

I'équation:

1K galt =
’.-.E;%LJ = (yaLya(1)) 970 Wolalt)) +

t
/ (s L exp(QLQ(t — T)Lyy) G5a Wayal(T)) dT

1
t

= Q3aKoalt)+ /M;;(,(f.—T)K,m{T)dT (C.20)
0

ol
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Qo = (ysLys) 950 et Mo (u) = (ysLexp(QLQ(1))Lyx) . (C.21)
En choisissant la matrice [g] comme [10]:
Gad = (5&590&,&\-'6(: g = <V02> et gaa = <E2> (C22)
On peut montrer les résultats suivants:
Zpe Zge {E?
Qi =0p=0, Qp=-—, 0= —O(<—'§2
o o (Vﬂ )
et
My (u) = Map(u) = My (u) =0, ‘Ma2(0) = — (uf —wi)
avec:
8
(£')
= (C.23)

En posant 3 = 2 dans I'équation(C.20) et utilisant les résultats (C.21), nous

obtenons:

i
%t—) = O Kia(t)+ / Mao(t — 7)Kaa(T)dT (C.24)
0
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Sachant qu'on a:

dt = (yaya(f)) == (1 (—1)ya(0))
Z Zoe ]
= T - (y2ya(t)) = _Tr_a_Km( ') (C.25)
Cest a dire :
= TR D)
Kga(t) B Zpe dt (CZG)

On obtient en substituant I'équation (C.26 )dans (C.24)et posant enfin @ =1, on

trouve I'équation (4.6)

d? (Zoe 1 .
{W -+ ??}5 %-—)' } D( ) ufﬁfQQ(f = T) (T)d =0 (CQI)

"-._/
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Appendice D

Forme de )\

La forme précise de A est fixée par I'expression de Geen-Kubo

G

dmpD = /rfh‘){.‘] (D.1)
1
|01t
r.
F(t) = /df’D(f’) (D.2)
0
F(2)= [dtn‘z’F(f)z -f—f)(Z) (D.3)
0
or

lim F(t) = F(o0) =lim ZF(Z) =lim D(2)

t—oc

avec



-
Flod)= [ dtD(t)
0
alors. avec P'utilisation de la formule (4.9) on peut écrire que:
M(z)  M(0)

smob =, D =, " =5

ot ]a fonction de mémoire a t=0 et donnée par la relation suivante:

M(0) = wi — W}

Si nous remplacons l'équation (D.6) dans(D.5), on trouve

A= (w?/wg —~1) /BmeD
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(D.4)

(D.5)

(D.6)

(T
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Appendice E

Calcul de w( et wq

Dans le modele wq est défind par:

. dqz - { jq{)

2 G0 2 E V n

L.Lv‘ — Sy E - R e < 4 - Ir 4.

0 ( ) ( > (3THU) U{ > (P 1)

3?”[;

on U est énergie potenticlle Jlinteraction entre 1'ion impureté et le plasma. Une intégration

par partie de I'équation précédente donne:

SR G = .
wp = (3?”0) <VnE> (E.2)

on le potentiel crée par un ion de charge Zje a une distance r, conune nous avons dit, est

le potentiel de Debye:
V = (Z;e/fr) exp(—Kpr) (E.3)

=3 =2 i 3 s (Gon ] ; i
ou Kp=Ap est I'éffet d’6cran moyen entre la paire (ion impureté-autre ion).
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La contribution en champ du fond continu dans le cas des interactions écrantées

est nulle.

Vo.Ee=0 (E.4)

avec l'utilisation de la distribution de Gibbs et la définition de la fonction de

corrélation de paire g(r), on aura que:

“"% = _} Z (M) [d?_g-_gﬂ(?)gﬂa(r) (E-.')}

ot goa(r) est la fonction de distribution radiale pour la probabilité de trouver un

ion du plasma d’'éspéce a a une distance t de I'ion impureté.

Le deuxiéme paramétre est w? qui est définit par 1'équation (4.10):

i () - () (0m) o

Ex(0)

ot lindice répété, ici k, désigne une sommation sur I:. En effet calculons )

dEx(0) dek ri—rg) dEF(T0)
dt ZZ === @

dek(Ti—T0) T0)d(7Ti — To) OEE(T0)dT o

= ZZ a7 @ oro  dt

a i=1

{(Fi= Tu)d(’f'r‘ 7o) BE,, 'rg)dro

ZZ 55— & T aro d

i T
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ou encore apres quelques arrangements:

i ZZ’**F’D)'(V"‘ Vo) + To—"gr—

ou sous une écriture indicielle:

dE;\ 0) -—-‘-Jdt , =y B
ZZ ¥ d—f{,j -+ Vo g

a =1

Effectuons maintenant le produit

dE(0) d - l vivh DS (i~ To) B (Tm = To)\
df/ a'roj 67‘ 0h
-T‘."‘

a m=1i=l
—,0B*(T0) 7r0E ()
0 (r) 0

—_—— = +un terme qui est nul (E.7)
T 0j ar Oh

la premiére moyenne west différente de zéro que si j=heti=m, ceci se traduit

par:

seen(esE)
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les vitesses qui apparaissent au premier terme du second membre sont celles des

électrons alors que celle du second terme est la vitesse de I'ion impureté.

2 1 [& k(7 —T0) |2 a o) }2
(0} - 5 B ) B8} o

ce qui donne en définitive I'expression:

w5 () T ((5)] e

i=1

ou encore:

-5 oy [ ) ()] e

Remarquons que le seconde terme du second membre peut s'écrire autrement:

aEk(?g) aeﬁ(_‘?o) 85:(?0) E ( {]) 1 - ko —
= = o VeEp(T E.12
g 0Tn | Ora 0T y T (7o) Rl
et que ??D-EB(?(]) = 0, lexpression précédente devient comme:

.
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ou bien:

i=1

5 2 4
g 3 @ | ™o dek (7i=T0) 8ek (7o) _ 300
{.b],'_ L‘*D+Z 3m0gd(]§ \:T'ﬂ_a Z<( af‘u; ) > + <( 81"{]1 ) - qg (Et15)

2 _ "’ i
W = wit E 3m0w0 ,an
N [ (8ek(Fi=T0) ) L raerwa)\2\ &/ (eh(T0)) 3mdwp
> = (G- v ((Zeli) ) - —5—
i aTBJ d7T o1 = T m qg

En laissant tomber les trois derniers termes, nous obtenons:

N 3k (7 = ) 2
) R v
= E E e E.16
Wi =up+ RYTN muw% = <( 07T o ) > (218

ici fLoq est la masse réduite du couple (ion de 'espéce -jon impureté). L’expression

précédente contient N termes identiques dans la somme, si nous calculons la valeur moyenne

pour un terme:

T 2 - g—  g— s il ?
<(aex(r T 0}) > = [dTodT1..dT N [dTod V1AV NPeg (—“—;r———aek({,\,’o_f 0)) (E.17)
- - 7

a‘r‘gj

ot en faisant le changement de variable, ou:

=4 — —s —

ri— 7o — Tyt T =

TiZ "0 _pPe —=~H.
2 2

—
Pintégration sur les vitesses de 'expression (E.16), I'intégration sur R donne le

volume du systéme V, donne:
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dek (T — T o)

2 2
2 2 o
w = wh+ N e
l ' g 3Hioa 045 <( 07 o) ) >
2 Hek 2 y2
2 a4y d7 a(7) /d_’ 7 e Y
it 2 S o7 (57) zam [ A7
2 k <
— 2 qn d—:‘? 860 (T) E 18
wDJ(ZQ e / ? (a?j 0a(7) (E.18)

goa(r) la fonction de distribution de paire du couple( ion impureté-ion de U'espeéce a) et

Il

finalement le paramétre w? est donné par le relation (E.18).
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Appendice F

Méthodes de calcul du coefficient

de diffusion

F.1 La dynamique moléculaire:

Nous utilisons la dynamiqgue moléculaire qui est considérée comme nne technique
de la simulation numérique. Elle joue le role de modéle de référence pour tester d'une
part, les modeles théorigues et d’autre part, los résultats exprimentanx. Celle ci. consiste
3 résoudre les ¢quations de Newton du mouvement afin de connaitre les positions et les
vitesse de chaque particule, a chague nstant.

Cles techniques de simulation numérique ont été Iintroduites pour simuler le com-
portement des fluides ou des liquides. Elles ont ét¢ également ntilisées pour otudier des
systémes dont le potentiel inclut des interactions a longue portée comme les plasmas, dans

lesquels les interactions entre les particules chargées sout caractérisées par un potentiel de
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coulomb éérénté.

La simulation numérique génére des informations au niveau microscopique (posi-
tions, vitesse..) et relie ces derniéres a des variables macroscopiques (pression, énergie, les
coefficient de transports...). Elle nous permet aussi le calm;l de certains parameétres statis-
tique (statique ou dynamique ). La dynamique moléculaire permet le calcul de I'énergie
potentielle de la configuration de particules et les forces s’exercant entre elles, et particu-
lairement le calcul des fonctions d’autocorrélation (du champ et de la vitesse), ot la méthode
utilisée pour intégrer les équations du mouvement est 1'algorithme de verlet. On peut cal-

culer les positions des particules a l'instant 7 + At a partir des positions & I'instant et

b —iINt :

ri(t+ Ot) = 2ry(t) — ri(t — Ot) + (Ot)%ai(t) (F.1)

ot a;(t) est donné par le relation suivante

ai(t) =F; () = nil}:Fﬁ(z) (F.2)
Jj#

Fji(t) est la force exercée par la particule j sur la particule 7

F.2 La réponse linéaire:

La théorie la plus couramment utilisée pour faire des mesures sur un systéme

est de le soumettre & un force, et d’observer comment il y répond, pour que le résultat
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de I'éxpérience reflete convenablement les proprietés intrinséques du systéme. Le champ
extérieur doit étre suffisamment faible pour que 'effet de la perturbation n’altére pas la
nature de celui-ci. On est alors dans le domaine de la réponse linéaire.

L’objet de la théorie de la réponse linéaire est le calcul explicite en régime linéaire
des fonctions de réponse, des susceptibilités généralisées et des fonctions de relaxation. Ces
differentes quantités, reliées les unes aux autres, s'expriment en termes de fonction de cor-
rélation de variables dynamiques & I'équilibre thermodynamique. La connaissance de la
réponse linéaire permettra ensuite de calculer les valeurs moyennes des diverses grandeurs
physiques. Nous considérons ici un systéme physique initialement & I'équilibre thermody-

namique, décrit par un hamiltonien Hp et que I'on perturbe par un champ exterieur a(t).

la perturbation est décrite par I’hamiltonien:

Hy(t) = —a(t)A (F.3)

a(t) est couplé a une grandeur thermodynamique A, et on cherche & connaitre la
réponse d’une grandeur B au champ a(t) conjugué de la grandeur A. Dans le domaine

linéaire, la moyenne hors d’équilibre de B peut alors s’ecrire, en toute généralité;

+0o0

(Bt)), = ] Spalt — t)a(t)dt (F.4)

—0C

Xpa(t) 1a fonction de réponse linéaire classique

Xpa(t) = 0(t) {B(1), A}) (F.5)



g'exprime a 1'aide d’une valeur moyen

variable dynamique. Ici 6(t) désig
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ne a I'équilibre d’un crochet de poisson de

ne la fonction de Heaviside:

(F.6)



Appendice G

Calcule de l’intégrale I=1 il

p = / ___a?!_.. )V
" T

kY +

/ A [@(v)rfv exp [-,\(ﬂ?.? i Z)] -
J _

Vv
Z
[ 3/2 ¥ —a- — -
(”"*3) [!,\ [d‘l/vxp[ ARV +.;)—;3mv*/2]

I

2m
B ( ) / [W"“‘H““’[ A(ik.V cos 0 + Z) — fmV* /2] dVdf
_ mp\**
2n
. /m 1’\ 472
= \QT}
s ]

a2\ 3/2 .
ey o il /d—/\e—’\z / Vexp(—pAmV?/2)dV sin(Ak.V)
ko\ 2m J A :

f‘f [V2 ( AZ - ;huizf.z)dv/‘ﬂned{h( ~ik. V. cosl)

[ [v2et- AZ.—..-iml-"'l_a“z}’_.trVd_‘]-_ ( NkV _ xikV
Ak V. A /

0

En intégrant sur V par partie, nous obtenons pour la deuxieme intégrale

142
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= —i% exp(—pBmV?/2) sin()«kV)]:O-t- % ﬂfexp{—ﬁng/.?) cos(AkV)dV

o0

= iﬁ'— exp(—BmV?/2) cos(MkV)dV = o exp(;ﬁmV2/2)cos(/\kV)dV
Bgm 2;3

0 “oo
00

e T |
= —2'—6‘7—11 ‘/. EXP(—ﬁmVQ/Q + EA}\;V)dV = EZE— exp [__ﬁ,nl(vz _ Q?Akv/gnl)/g] dl’f

—00

" 26 [exp[ m ((V—L\L/ﬁm) - (;‘“) )/2] v

Moo RN
253m 23m

e AP o
28m ¥ Qﬁ'm Jm

ce qui donne pour I'intégrale I :

) 7 exp [—Am (V — iAk/pm) [2]dV =

an (Am\*?* [dX o A2
F = k (271) [ A by Qﬁm Bm exP(—Q,ﬁ’m)
0

2k2
= /d/\exp [t)\w - E—]

Le calcul de la derniére intégrale passe par I'intégration dans le plan complexe:

7 A2 T o 23mA
JEEE =/ Do {5 [AQ'E‘T%—“J}F
0 0
= ]’?d)\exp ——kQ—((A—iwﬁm/kg)2+(@ ’
23m k2
0

= exp(-mpBu?/2k?) /dkexp{—ga()\—wﬁm/kg)z}
0
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g 3 ‘ e 5 it . =y
on considére la fonction analytique: e k?n?/2Bm 3 intégrer suivant le contour suivant

par rapport a la variable 7

L
e entre A et B: [exp(—k*n?/28m )dn
0

wﬂm;’k?
e entre Bet C: [ —idyexp {—F*(L - iy)?/28m}
0

0
e entre Cet D:  [exp{—K*(L— iy)?/28m} dx
L

wBm /k?
e entre Det A : | idyexp{—kg{-—iy)Q/Qﬁm}
0

la fonction étant analytique dans ce domaine, donc I'intégrale sur ce contour est
nulle ( la somme des quatres termes et aprés avoir tendu L vers l'infini, le deuxiéme terme

tend vers zéro), d'oi la valeur de P'intégrale cherchée:

/. exp {—k*(z — iwmB/k?)?/2pm}dz = [exp {K*n?/28m} dn+
0 0

wim/k?

i dy exp(k*y?/28m)
[

d’on lintégrale cherchée I :
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wBm /k?
i / dy exp(k*y?/28m)
0
d’ou I'intégrale cherchée I :
oo
= exp( —mﬁwQ/‘ZA /exp{ (A— iwpm/k?)? }
0
w,(im',f’k2
B exp(—mﬁw2/2k2] [exp (—k*n?/28m)dn + i / dy exp(k*y® /25m)
K 0

wim k2

/ dy exp(k*y*/20m)

’3
= exp(—mpBw?/2K?) et

= I +il
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Appendice H

Relation entre la fonction K33(t) et

la fonction ¢, (k, pp/,t)

Pour simplifier le caleul on utilise une variable sans dimension € = p/mV, et la

fonction de poids sans dimension:

Wa(€) = (2m)*/2 =€/ (H.1)

On introduit un serie des fonctions de bases W, (€), qui sont orthogonales et verifent

les conditions suivantes :

/ EWo(€)Va(O)Vp(E) = bau (H.2)

Zw OV IWale) = 8(E~€) (H3)

a=1
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s peut étre développé comme:

0 (k,EE, Z) = WalE)Wa(E ) Wol)paplk, 2) (H.4)
a.g

ol les éléments de matrices @,g(k, Z) sont définis par :

Gaplh, Z) = ] AT dE T ol€)V5(E\Wol€)p, (b, €, 2) (H.5)

avec

fdf'sos(k,rse’, Z)=0 (H.6)
On suppose que les éléments non diagonaux sont négligables devant les éléments
diagonaux da la matrice w,g(k, Z), et tous les éléments diagonaux pour « > 2 sont approx-

imés a wan(k, Z) avec
\1’1 = 1, el 1]7] = f (H?)

Donc avec ces hypotéses el 'utilisation de (H.3), on peut écrire (H.4) comme

P05k, EE, Z) = ok, ZYWo(E) + pan(k, Z)8(E - €) (H.8)

La substitution de (H.8) dans I’équation (2.62) conduit & une équation matricielle:

Caplk, Z) = / AT dE Tal€)Va(E)Cok, €, Z) (1.9)

la solution de cette équation est donnée par:



L 6.s(k, 2) An(k,Z) + ik, Z) [ADy(k, Z) — A (k, 2)Aza(k, Z)]

n ot 1= ik, 2)Ani(F, 2)

ou !
Va(£)¥s(E)Wo(8)

st 2) = [ 4 T

et & partir de I'équation (2.48), (2.65) et (H.9) on trouve que

— —_— 1 y 1
D(Z) = [Z+ K33(Z)] z}fl_l'f}] Hng(k,Z)
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(H.10)

(H.11)

(H.12)

si nous remplacons Coo(k, Z) par (H.10) on trouve la relation entre la fonction de

mémoire K33(t) et ¢g.



