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Introduction

Introduction

Es racines historiques de la théorie du controle stochastique plongent au coeur du XVIle
L siecle, précisément en 1654, lors des échanges épistolaires célebres entre Blaise Pascal
et Pierre de Fermat. Ces travaux ont marqué la transition d'une vision fataliste du hasard
vers une formalisation rigoureuse a travers le concept d’espérance mathématique. Durant
des décennies, la théorie du contrdle a été dominée par ’approche dite neutre au risque
(Risk-Neutral), qui se limite a l'optimisation des performances moyennes, supposant que
les fluctuations s’annulent sur le long terme. Or, face a la complexité des systémes réels, ce
modele a montré ses limites, ne tenant pas compte de la volatilité et des événements extrémes.
C’est ainsi qu’est né le critere de performance sensible au risque (Risk-Sensitive), qui utilise
des fonctions exponentielles pour pénaliser les variances élevées et protéger le systéme contre
les risques rares mais dévastateurs. Pour pallier les difficultés topologiques liées a l'existence
de solutions optimales dans ces cadres rigides, le controle relaxé (Relaxed Control) est apparu
comme une extension mathématique fondamentale. En transformant les décisions ponctuelles
en mesures de probabilité, il offre la flexibilité nécessaire pour garantir I'optimalité méme sous
des conditions d’incertitude sévere, réconciliant ainsi I’héritage probabiliste classique avec les
exigences de la commande moderne.

Soit (2, F,P) un espace de probabilité filtré satisfaisant aux conditions habituelles. Soit T’
un nombre réel fixe et strictement positif. Supposons que B = (B;,0 <t < T) et W =
(W;,0 <t <T) soient deux processus de mouvements browniens standards et mutuellement

indépendants, & valeurs dans R. Nous supposons que : (FZ) = 0(B; — By : 0 < s < t)V
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N, (Fp)=o(Wy =W, :t <s <T)VN o N désigne 'ensemble de tous les ensembles de
mesure nulle (ensembles négligeables) par rapport a P, et U C R. Pour chaque ¢ € [0, T], nous
définissons V¢ > 0 : FLVP) = FB v F)'p- On remarque que la famille {E(W’B) te|o, T]}
n’est ni croissante ni décroissante, et par conséquent, elle ne constitue pas une filtration.
C’est pourquoi, pour chaque ¢ € [0, 7], nous définissons la filtration G, := FF v F';.

Le but de ce mémoire est d’établir les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité, ou le
systeme est gouverné par des équations différentielles doublement stochastiques progressive

rétrogrades découplées relaxées de la forme :

dxf = [; b(t,zf, a)q(da)dt + [;; o(t,xf, a)q(da)d By,

VA
_dyg = fU f(ta ZL‘?, yga Zga a)Qt(da’)dt + fU g(ta 3??, y;tla Zga G)Qt(da)d t ngBta

(1)

7y = ¢,

yp = 1.

La fonctionnelle du cotit sensible au risque (Risk-sensitive cost functional) associée a (1f) est

donnée par :

7@ =& et (e vt + [ [ atattanan)|. @

Nous notons que 6 est 'indice de sensibilité au risque. Notre probleme de controle optimal
consiste a minimiser la derniere fonctionnelle du cotit sur la classe R des contrdles admissibles
relaxés. Le controle u est le controle relaxé optimal s’il satisfait :

J(p) = inf T (q). (3)

gER

Ce mémoire se structure de la maniere suivante :
— Le premier chapitre constitue essentiellement une introduction; nous y rappelons

quelques notions et théoremes préliminaires du calcul stochastique dont nous aurons
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besoin par la suite, tels que : les processus stochastiques, I'espérance conditionnelle,
le mouvement brownien ... etc.

— Dans le deuxieme chapitre, nous étudions les conditions nécessaires ainsi que suffi-
santes d’optimalité, ou le systeme est donné par une équation différentielle double-
ment stochastiques progressive rétrogrades découplées relaxées avec une fonctionnelle
de performance neutre au risque.

— Le troisieme chapitre porte sur le coeur de notre travail a savoir le probleme de controle
stochastique relaxé avec une performance sensible au risque. Dans cette partie, nous
modifions le critere de performance en utilisant une fonction exponentielle pour in-
tégrer le parametre de sensibilité au risque. Cela nous conduit a 1’étude dun sys-
teme d’équations différentielles doublement stochastiques progressive rétrogrades dé-
couplées relaxées. L’objectif majeur de ce chapitre est d’établir une version étendue

du Principe du Maximum Stochastique (SMP) adaptée a ce critere.
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Chapitre 1

Généralités sur le calcul Stochastique

Dans ce chapitre, nous rappelons les outils fondamentaux du calcul stochastique néces-
saires a la compréhension de ce travail. Ces concepts constituent le socle mathématique

indispensable pour aborder les problemes de controle développés dans les chapitres suivants.

1.1 Espérance Conditionnelle

Espérance Conditionnelle par une variable aléatoire

Définition(Cas discret )1.1: Soient X et Y deuz variables aléatoires discrétes, telles que

Uespérance de X sachant {Y =y;} est donnée par :

i=1

telle que :
P{Y=y;} {X=2:
CP(X m | ¥ =y = PO,
— P(Y =y;) > 0.

Définition(Cas continu)1.2: Soient X et Y deuz variables aléatoires continues, telles que
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l’espérance de X sachant'Y est donné par :

E(X|Y)= /Rfo|y(x,y)d;1:.

telle que :
— ey = B
— Iv(y) > 0.

Remarque 1.1: Si X etY deux variables aléatoires indépendantes, alors :
- fX|Y(9U7y) = fx(x)'

Espérance conditionnelle par rapport a une tribu

Définition1.3: Soit B un sous-tribu de A, et soit X € LYQ,A,P) il existe un unique

élément de L'(Q, B, P), noté E[X | B], tel que :

VB € B,E[XI] = E[E[X | B]I5],

On a plus généralement, pour tout variable aléatoire réelle bornée B-mesurable Y

E[XY] = E[E[X | B]Y].

SiX>0,onaRE[X|B]>0p.s.

Remarque 1.2: Le point crucial est le fait que E[X | B] est B-mesurable.

1.1.1 Propriétés de ’espérance conditionnelle

1. Si X € LY, A,P) et X est B-mesurable, alors E[X | B] = X.

2. L’application X — E[X | B] est linéaire sur L'(Q, B, P).
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3. Si X e LY, A,P), E[E[X | B]] = E[X].

4. Si X € LYQ, A, P), alors [E[X | B]| < E[|X] | B] p.s. et, en conséquence
E[|E[X | B]|] < E[|X]]. Par conséquent, I'application X — E[X | B] est une contrac-
tion de L'(Q, A, P).

5. Si X, X' € LYQ, A, P) et (X > X'), alors E[X | B] > E[X' | B] p.s.

1.2 Filtration

Définition(Filtration)1.4: On appelle (F;)ier une filtration d’un espace (2, F) une famille

croissante de sous-tribu de F c’est a dire : Fs C F;, Vs <t.

Remarque 1.3:
— Filtration (F,)c1 est continue a droite si : Fy=\g=¢ Fs-
— Filtration (F;)c1 est dite complet si Fy continue tout les ensembles P-négligable .
— Filtration (F;)c1 vérifie les conditions habituelles si elle est : (F;)ier est complet et

Fi=Fu+ (continue a droite).

1.3 Processus Stochastique
Définition(Processus Stochastique)l1.5: On appelle processus stochastique une famille
de variables aléatoires X = { X, }ier, définie sur un espace de probabilité (2, F, P). Ou l’en-
semble I est appelé ensemble des indices par le temps t > 0.

— Si I CR., on dit que ’étude se fait en temps continu.

— Si I CN, on dit que ’étude se fait en temps discret.

Remarque 1.4:

1. Le processus stochastique permet de représenter l’évolution des phénomenes aléa-
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toires dépendant de temps, les modéle mathématique est donner par :

1. (Q,F,P) = espace de probabilité.
2. X:(IxQ,B(I)®F)— (E,E).

3. (tw) = X(t,w) = Xi(w).

4. X est B(I) @ F-mesurable si : VB € £,{X1(B) € B(I)® F}.

2. Le processus stochastique X;(w) :
— Pour toutt € I : w— Xy(w) est une variable aléatoire.

— Pour tout w € Q, Uapplication : t — X;(w) est appelée une trajectoire du proces-

SUS.

Définition(Processus Gaussien )1.6: [l est dit un processus gaussien si seulement

si : Pour tout n > lesttout (t1,...,t,) € R, (X, ..., Xy, ) est un vecteur gaussien.
Définition(Mouvement brownien)1.7: Soit (B;);>o un processus gaussien vérifié les condi-
tions sutvantes :

1. Bo =0 'le M.B issue d’origine’.

2. By a trajectoires continues.

3. V0<s<t:B;— B estindépendant de F;.

4. Y0<s<t:B —B,~N(0,t—s).
Définition(Processus Mesurable)1.8: Soit X : (2 x Ry, F @ B(Ry)) — (E,€).

Un processus (Xy)i>o est dit mesurable si Uapplication (t,w) — Xi(w) est F @ B(R)-

mesurable. C’est-a-dire :

VAe&: X 1(A) e Fo BR,).

Définition(Processus Adapté)1.9: Soit X;: (2, F;) — (E,E).

Un processus (Xi)i>o est adapté a la filtration (F;) si Vt > 0, X, est Fy-mesurable .
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Définition(Processus Progressivement Mesurable)1.10: Un processus (X;)i>o est pro-

gressivement mesurable si :
X (Q % [a,b], F® B([a,b]) — (E,E) est mesurable.

Définition(Processus Prévisible)1.11: On dit qu’un processus X = (X;)ier, est prévi-

sible pour A;, si Xo est Fo-mesurable et X; est F;_1-mesurable pour chaque t > 0.

1.4 Martingale

Définition(Martingale)1.12: Un processus stochastique réel adapté (My)i>o défini sur ’es-

pace filtré (2, F, (Fi)i>o0, P) est dit une martingale si :

1. ¥Vt > 0 E[|M;]] < +oc.

2.Vt >0 E[Myy, | Fi] = M.
Remarque 1.5: Pour les sous martingale et les sur martingale elles vérifient les mémes
conditions que la a [’exception de la deuziéme condition qui différe :

.Sous Martingale Nt > 0 E[M, | Fi] > M.
.Sur Martingale Nt > 0 E[M;, | Fi] < M.

1.5 Intégrale Stochastique

Définition(Intégrale Stochastique)1.13: Soit (X;):>0 un processus intégrable, on définit

Uintégrale stochastique de (Xi)i>o comme :

t
/Xsst, Vi > 0.
0



Chapitre 1. Généralités sur le calcul Stochastique

On va construire l'intégrale stochastique sur l’ensemble de processus X; adapté caglad (conti-

nus d gauche et limite a droite) vérifiant :

t
E{/ des} <oo, Vt>O0.
0

1.5.1 Propriétés de l’intégrale stochastique

Propriétés 1.1: Vt > 0 et X, Y deux processus L?(Q,R,)

1. Linéarité :
t t t
/ (aX, +bY,)dB, = a/ X.dB, +b/ Y.dB.,a,b € R.
0 0 0
2. Si [§ B[X2dt < oo ,alors ¥t < T.
t
E[/ X.dB,| = 0.
0

3. Isométrie de Ito :

E[(/Ot X,dB.)*] = E[/Ot X2ds].

1.6 Processus d’Ito

Définition(Processus d’1t6 )1.14: On appelle un processus stochastique X est un proces-

sus d’Ito s’écrire sous la forme :
t t
X, :X0+/ sts—i—/ H,dBs,
0 0

Ou Xy est Fo-mesurable, K et H sont deux processus progressivement mesurables verifiant

les conditions Py :

t t
/ K, |ds < oo et/ |H,|?ds < .
0 0
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1.7 Formule d’Ito

Théoréme (1™° Formule d’It6 ) 1.1: Soit X; un processus d’Ité et f une fonction de

classe C? o dérivées bornées alors :

F(X) = f X0+/f DdX, + = /f” d(X, X),.

Théoréme (2°™°Formule d’Itd ) 1.2: Soit X; un processus d’Ito et f une fonction de

classe C' par rapport t, de classe C? par rapport x a dérivées bornées et x € Ralors :
t t 1 ot
Ft.X0) = F0.X0) + [ flls, X)ds + [ fils, X)dX, 45 [ F1.0s, X)d(X, X)..

Théoréme (3*™°Formule d’Itd6 ) 1.3: Soit (X;,i = 1,2) deux processus d’Ité et f une

fonction de classe C? :
PO, %2(0) = 10600, %0) + [ 2 036,5) X, 9

+/ Oy (Xi(s), Xa(s))dXa(s / ( s), X2(s))d(X1)s

gQJ;()ﬁ( ), X2(S))d<X2>s> + Ot 89?12(;;:2 (X1(s), Xa(s))d(X1, Xa)s

Théoréme (Formule d’Itd généralisée) 1.4: Soient o € S%([0,T],R), f € M*([0,T],R), v €

M?*([0,T],R) et o € M?([0,T],R). Supposons que :

t t t
a; = a(0) +/ Bsds +/ %dws +/ osdB;, 0<t<T.
0 0 0

t t t t t
oy |* = |a(0)]? —1—2/0 asﬁsds—l—Z/O as%dWs +2/O os04d B, —/O |'ys|2ds+/0 | |*ds.

10
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Et :

¢ ¢ ¢
Eloy|* = E|a(0)* + 2]E/O asfsds — E/O |75)? +]E/O o |*ds.

1.8 Les Equations Différentielles Stochastiques

Soit (z¢)i>0 et (yt)>0 et (2¢)¢>0 sont des processus stochastiques, (2, F, (F¢)i>o0, P) est un

espace de probabilité filtré et (B;);>¢ est un mouvement Brownien

1.8.1 L’équation différentielle stochastique

Définition1.15: Une équation différentielle stochastique (EDS) est donnée sous la forme

sutvante :

dxy = b(t, x)dt + o(t, x)d By,
(1.1)

xo=C(.
telles que :
— b et o deux fonctions mesurables.
— b est appelée le coefficient dérivé et o le coefficient diffusion.

— x est une condition initiale de la (EDS).

Remarque 1.6: On dit que 'EDS (l.1)) admet une solution unique (x1)i>0 st x; est une

processus adapté.

Théoréme (Théoréme d’existence et d’unicité) 1.5: Le théoréme suivant donne des

conditions suffisantes sur b et o pour avoir un résultat d’existence et d’unicité pour (1.1)) :
1. b et o deux fonctions continues.

2. Condition de Lipschitz : 3K > 0:Vt € [0,T]etVz,y € R :

b(t,z) = b(t,y)| + |o(t,z) = o(t,y)| < K|z —y].

11
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3. Condition de croissance linéaire : 3C > 0:Vt € [0,T|Vx € R :
bt )| + |o(t,2)| < C(1+ a]).

4. xo indépendant (By)i>o et E[|zo]?] < oo.
Alors sous les hypothéses précédentes il existe une solution unique adaptée (x¢)i>0 vérifiant
I'EDS (L.1)).

Preuve. : Pour la preuve de I'existence et de 'unicité de la solution de cette EDS, on peut

se référer a [3]. u

1.8.2 L’équation différentielle stochastique rétrograde

Définition1.16: Une équation différentielle stochastique rétrograde est donnée sous la forme

(voir [g]) :

dy, = —f(t, y, 2)dt + 2 dBt,
(1.2)

Yr = €.

Ou sous la forme suivante :
—dy; = f(t,ys, 2)dt — zdBt,

telles que :
— La fonction f le générateur de ’EDSR.

— yr s’appelle une variable aléatoire terminale de I’EDSR.

Remarque 1.7: Une solution de 'EDSR (1.2)) est un couple de processus (yt, z¢)>0, telle

que y; est une processus continue adapté z; est une processus prévisible .

Théoréme (Théoréme d’existence et d’unicité) 1.6: Soit f une fonction uniformément

12
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Lipschitzienne, il existe une constante L >0 telle que :

‘f(@yl,«zl) - f(tay%?«’z)’ < L(‘yl - Z/2| + |Z1 - 22\)

Preuve. : Pour la preuve de 'existence et de 'unicité de la solution de cette EDSR, on peut

se référer a [4]. u

1.8.3 Les équations différentielles doublement stochastiques rétro-

grades

Définition1.17: Une équation différentielle doublement stochastique rétrograde est une équa-

tion de la forme suivante (voir [l]) :

%
—dy, = f(tvyta Zt)dt + g(ta Yt, Zt)d + — 2 d DBy, (1 3)

Yyr = 1.

telle que :
— [ est un générateur ou coefficient de dérive.
— g est un coefficient de diffusion rétrograd.
— (By)i>0 est un mouvement Brownien standard. dont la filtration est associée aux in-
formations du passé.
— (Wi)eso est un mouvement Brownien indépendant de By (mouvement Brownien rétro-
grade).

— yr est une condition terminale.

Remarque 1.8: Une solution de 'EDSR doublé (1.3|) est un couple de processus (yz, zt)t>0,

telle que y; est une processus continue adapté z; est un processus prévisible.

Théoréme (Théoréme d’existence et d’unicité) 1.7: Le théoréme suivant donne des

conditions suffisantes sur f et g pour avoir un résultat d’existence et d’unicité pour (1.3) :

13
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1. Les fonctions :
(a) f: Ry xQxR—R.
(b) g : Ry x QxR —R.
Sont des fonctions mesurables

2. 1l existe L>0 et O<a< 1 telle que :

Pour tout t et (y1,y2), (21,22) € R™ :
’f(tayhzl) - f<t7y2722)‘2 S L(‘yl - y2‘2 + ’Zl - z2‘2>

l9(t,y1,21) — g(t, 2, 22)|° < L(lyr — 2]? + |21 — 22|?)

Preuve. Pour la preuve de l'existence et de I'unicité de la solution de cette EDSR doublé,

on peut se référer a [7]. u

1.8.4 Les équations différentielles doublement stochastiques pro-

gressivement rétrogrades

Définition1.18: Ce systeme combine une EDS et une EDDSR. Il hérite des caractéris-

tiques de chaque équation et s’écrit sous la forme suivante (voir[f)]) :

dwy = b(t, 4, Yy, 2 )dt + o (t, 4, Y1, 2 )d By,

<_
—dy; = f(ta Tty Yt Zt)dt + g(t7 Tty Yt Zt)th — 2z d By, (1 4)

Remarque 1.9:

1. Systéeme fortement couplé ou bien dit d’équations différentielles doublement stochas-

14
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tiques progressivement rétrogrades découplées s’écrit ce la forme :

dxy = b(t, x)dt + o(t, x)d By,

<_
—dy; = f(t7 Lty Yt Zt)dt + g(tv Tty Yt Zt)th — zdBt,
Ty = C?

Yyr =1-

2. Sur les solutions : Les solutions de ce systeme sont traitées de maniere distincte.
La composante EDS est résolue indépendamment, suivie par la résolution de la partie

EDDSR qui lui est associée.
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Risque

Chapitre 2

Principe du Maximum Stochastique
Pour un Probleme de Controle Relaxé

Neutre au Risque

Ce chapitre vise a établir les conditions nécessaires d’optimalité selon le Principe du Maxi-
mum Stochastique (SMP). Nous démontrerons que tout contrdle relaxé optimal est associé
a un systeme équations différentielles doublement stochastiques progressivement rétrogrades
découplées. Ce résultat permet de caractériser les controles optimaux a l'aide de la fonction
de Hamilton et des équations adjointes, tout en prenant en compte la dynamique du systeme

et I’évolution de I’état au cours du temps.
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Chapitre 2. Principe du Mazimum Stochastique Pour un Probléme de Contréle Relaxé Neutre au
Risque

2.1 Formulation du probléme et hypotheses

Formulation du probleme

Modéle Strict

Soit (2, F; (Fi)e>0, P) un espace de probabilité filtré satisfaisant aux conditions habituelles
Soit T" un nombre réel strictement positif fixé.
Soient B = (B;,0 <t <T) et W = (W,;,0 <t <T) deux processus de mouvement standard
mutuellement indépendants a valeurs dans R.
Nous supposons que (F) = 0(B;—By : 0 < s < t)VN et (F/) = o(W,—W; 1t < s < T)VN
ou N désigne la totalité des ensembles P-négligeables et U C R. Pour chaque ¢t € [0, T], nous
définissons FP) = FP Vv F. Notez que la collection {ft(WB) :t € [0,T]} ni croissante ni
décroissante, elle ne constitue donc pas une filtration. Pour cette raison pour chaque t € [0, T]
nous définissons la filtration G, := FP V F(.
Dans la suite, nous définirons les espaces utilisés tout au long de cet chapitre.
Soit M?([0,T],R) I'ensemble des processus aléatoires (®;);>o mesurables unidimensionnels
qui satisfont :
(i) :]E{fOT|<I>t|2dt} < o0,
(1) : Dy et FWB) _mesurable, pour tout ¢t € [0, T7.
Soit S?([0,T],R) 'ensemble des processus aléatoires(v;);>o continus undimensionnels qui sa-

tisfont :

(1) : E

o] <.
0<t<T
(1) : vy et E(W’B)—mesurable ,pour tout ¢ € [0,T].

Soit C'*([0, T],R) I'ensemble des fonctions continfiment dérivables définies sur R

Définition2.1: Un controle admissible est tout processus v a valeurs dans U tel que
E{ sup ]vtﬂ < 00.
0<t<T
Nous désignons par U [’ensemble de tous les controles admissibles, et nous supposons que
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Chapitre 2. Principe du Mazimum Stochastique Pour un Probléme de Contréle Relaxé Neutre au
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I’ensemble U n’est pas nécessairement conveze.

Pour tout v € U, nous considérons le systeme EDDSPR découplées suivant :

dry = b(t, ), v)dt + o(t, x}, v)dBy,

%
_dyt = f(t> 33;), yf? Zf? Ut)dt + g(t> .73;), yf? Zf? Ut)th - Zdeb (2 1)

Ou

b:[0,T] xRxU — R.

o: [0, T xRxU—R.

f:0TIxRxRxRxU—R.

g:[0,T]xRxRXxRxU — R.

¢ et n sont des variables aléatoires FéW’B)-mesumbles et n est une variable aléatoire }"}W’B)-
mesurable, telles que E[|C|* + |n|*] < oo.

Nous définissons maintenant le type de fonctionnelle de performance neutre au risque suivant

avec cout initial et terminal :

T
J () =E|p(xh) +(yd) —i—/o h(t,x},yy, 25, v)dt]|. (2.2)

avech:R->R ¢ :R->Rp:R—-Reth:[0,T]xRxRXxRxU —R.

Un controle strict w € U est dit étre un controle optimal s’il satisfait :

J(u) = inf J(v). (2.3)

velU

18
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Modéle relaxé

Afin d’étre pleinement convaincu que des contrdles optimaux stricts peuvent ne pas exis-
ter, méme dans les cas les plus simples, il suffit d’examiner I’exemple qui sera présenté ulté-
rieurement. Cela suggere que ’ensemble des controles stricts est trop restreint et qu’il devrait
étre inclus dans une classe plus large, dotée d'une structure topologique plus riche, pour la-
quelle le probleme de contréle devient résoluble. L’idée du modele relaxé consiste a remplacer
I'ensemble U des controles stricts v par un processus ¢ a valeurs dans P(U) , ou P(U) désigne
I’ensemble des mesures de probabilité sur . Cet espace possede une structure topologique
particulierement riche ; pour plus de détails, voir Bahlali [§] et El Karoui et al. [5].

Dans les problemes de controle stochastique relaxé, 'objectif est d’optimiser le comportement
d’'un systeme gouverné par des EDDSPRs en utilisant une forme plus flexible de controle,
appelée controle relaxé. Celui-ci étend les méthodes classiques de controle en considérant
des mesures de probabilité sur les controles stricts plutét que des contrdles déterministes

classiques.

Définition2.2: Un controle relaxé est une variable aléatoire q : Q@ — IC,
telle que
q(w, dt,da) = q(dt, da),

et vérifiant que, pour tout t € [0,T], le processus q; est F;-mesurable.

On note par R ’ensemble de tous ces contréles relazés.

Le systeme d’état dans le cas des controles relaxés est donné par :

dxf = Ju b(t7 xy, G)Qt(da)dt + Jy U(ta xf, a)Qt(da’)dBta

<
_dyg = fU f(ta l’g, yga Zz?a a)Qt(da)dt + fU g(ta l’g, yga Zg? G)Qt(da)th - ngBta (2 4)

Ty =&,

is)

Yr = 1.
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La fonction de colit a minimiser, sur ’ensemble R des controles relaxés, est donnée par

I’expression suivante :

T
T(@ =B|0a}) + h) + [ [ ht.af gl o a)alda)at ).

Un controle relaxé p est dit optimal s’il satisfait la condition suivante :

J(p) = inf T (q).

qeER

Hypotheses :

Pour garantir I'existence et I'unicité de la solution de notre systéme, s’assurer que nos
résultats ne divergent pas vers l'infini, et afin de pouvoir établir les conditions d’optimalité,

nous formulons les hypothéses suivantes :

1. Condition de Lipschitz :
(H1) Il existe des constantes K > 0,0 < v < 1 telle que pour tout (w,t) € Q x

0,T),z; e RxU et (x;,y;,2) ERXRXxRxU,i=1,2;0na:

|b(t,l’1, qt) - b(t7x27Qt)|2 S K|1’1 - $2|2
lo(t, 1, q:) — o(t, 22, q)|* < K(Jw1 — 2o

|f(t7$17yla Zl?Qt) - f(t>$2a?/2, ZQ?Qt)|2 < K(|[E1 - l'2|2 + |y1 - y2|2 + |Zl - Z2|2)

|g(t7$17y17 Zlaqt> - g(tax27y27227Qt)’2 S K("rl - [E2|2 + |y1 - y2’2) + ’Y|Zl - 22’2

2. Condition de dérivabilité :
(H2) :Les fonctions b et o sont continliment dérivables par rapport a (z).

(H3) :Les fonctions f, h et gsont continiiment dérivables par rapport a (z, z,y) et @
par rapport a (y).

3. Condition de bornitude des dérivées :
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(H4) : Toutes les dérivées des fonctions f, g et h sont bornées par : K (1+|z|+|y|+|z|).
Toutes les dérivées des fonctions b, o et ¢ sont bornées par :K (1 + |z|), et la dérivée

de test bornée par :K (1 + |y|).

4. Condition de continuité et de bornitude de la fonction de coiit :
(H5:) h(t,ze,ye, 2, q:) < S(t) + Kz2 ou S est une fonction déterministe.
On note que les fonctions f et g sont conjointement mesurables telles que, pour tout

(@4, s, 21, q¢), elles appartiennent & M?([0, T], R).

2.2 Estimation des trajectoires

L’ensemble des controles relaxés R est convexe ,par conséquent, la méthode classique pour
dériver les conditions nécessaires d’optimalité pour les controles relaxés consiste a utiliser la
méthode de perturbation convexe.

Pour cela, soit 4 € R un controle relaxé optimal et notons par {(z, v}, z1'),0 <t < T} sa
solution correspondante de .Ensuite, pour chaque ¢ € [0, T, nous définissons un controle

relaxé perturbé comme suit :

py = pe + (g — p1e),

pour un € > 0 suffisamment petit, ¢t € [0,7] et un élément arbitraire ¢ de R. Alors pf € R.
Notons par (xf, yf, zf) la solution de (2.4 associée a u, Nos inégalités variationnelles peuvent

alors étre dérivées de l'inégalité :
J) =T ) 2 0.

Lemme 2.1: Supposons que les hypothéses (H1)et(H2) soient vérifiées, alors nous avons :

lmE| sup |25 — 2/*| =0, 2.5
g sup | ot 2.5
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IimE| su -
— [te[olgr’] |?/t yt’ ]

T
hmEl/ |zf — 2t dt] 0.

e—0

Preuve. : Prouvons maintenant({2.5) nous avons :

Ty —/ / (s,2% a)us(da) ds—l—/ / o(s,z" a)us(da)dBs,
et
xy —/ / (s, 25, a)ps(da) ds+/ / o(s, x5, a)us(da)dBs,

Alors
—xt—// (s, 25, a)ps( dads—i—// o(s, x5, a)ps(da)dBy

—/ / (s,x, a)us(da) ds—/ / o(s,at, a)ps(da)dBs
_/ [/ (s,z5,a us(da)—/(]b(s,xs,a)us(da)} ds

v

D’apres la définition de u5, on obtient :

dB;.

| o(s. x5 a(da) = [ (5,22, a)u(da)

si—at = [ | [ b5 a) (s + elay — ) (da) — [ bis, ot ms(da)] ds

+/0t /Ija(s,xs,a)(us+€(qs—Ms))(da) —/Ua(s,ss,a)us(da)

_/ [ b(s, x5, a)pus(da) — /Ub(s,:zcs,a),us(da)] ds
[ (s,z5,a) ,us)(da)] ds

dB;

+)

/ o(s,x, a)ps(da) — / o(s,z" a)ps(da)
U

[ o(s, x5, a(qs — ps)(da) | dBs.

22
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En utilisant I'inégalité de Young, on obtient :

2
jzf — 2f]* < 4

/Ot [/Ub(s,xi,a)ﬂs(da) —/Ub(s,x’;,a)us(da)] ds
/Ot {/Ub(s,xz,a)(qs — Ms)(da)] ds
/Ot [/Ua(s,xi,a)us(da) _/U‘7<373757a)us(da)

/Ot [/UJ(S,xZ,a)(qS — ps)(da)

En utilisant I'isométrie et en considérant I’espérance, on obtient :
¢
)
t
J
t
)
t
|1 [ otsat @), = p)da)
t
I
t
Ik

2
+ 4é?

2

+4 dB;

+ 4é? dB,

E|z¢ — 2}'|* < 4E

|, bs. 25 apn(da) = [ b(s. 2%, a)u(da)

2
ds]

| o(s.x5ah(da) = [ (5,22, ayu(da)

2ds]
b(s, xS, a) — b(s,xt, a)}us(da) 2ds}
I q
/Ot [/U 2(ala)} ds] :

Sous les hypotheses (H1)et(H2), en particulier b et o étant uniformément lipschitziennes par

2
ds]
2
ds]

+4€°E

/U b(37 x; a)(Qs - ,us)(da)

+4E

+ 4€¢’E

< A4E

+4€2E b(s,mz,a)(qs _:uS)

2(da)] ds

+ 4E 0(8,1’;,@) —O'(S,Jfg,&)

s (da)

+4€2E J(SaxZaa)(qs - HS)
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rapport a z, on :

2
ElzS — 2} > < C’]E{/ x§ — ds] + Mé*.
0

D’apres le lemme de Gronwall, on obtient :
t
E|zt — 2} < Mé? / e“ds,
0

Alors
Elz; — o) > < M (e — 1),

si € — 0, on obtient :

E|z$ — 21| — 0.

Enfin, en appliquant 1'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, on obtient :

limE{ sup |o¢ — zf|*| = 0.
=0 Ligfo1)

Prouvons maintenant (2.6]) et (2.7) :

En appliquant la formule d’'Tt6 & (yf — y}')?, et en introduisant l'intégrale de ¢ & T', nous

obtenons :

i~ P =2 [ 1y~ ot ( [ £s. vt 2t apuclda) - | f(s,xz,yg,zs,ams(da))ds
€ , € _€ € nw ST
v2 [ - ot / 9(s. 2% v 25 ps(da) = [ gls byt 22, a)pc(da) | WV,

+2/ ly; — yt — z4')d B
. 2
_/ (/ 9(57$§7y§7227a)ﬂg(da)_/ g(S,l’g,yﬁ,Zg,CL)/st(da)) ds
t U U
T
+/ |26 — 2b[2ds.
t
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D’apres la définition de pu, et a partir de l'intégralité |a + b? < 2a* + 2b%, nous obtenons :

‘yt — Yt |2 < 2/ |yt - yt [/U (f(S,J?Z,y;,Z;,a) - f(&xg,yg,zg,a))ﬂs(da)] ds
T
+ 26/16 ‘yt — Ui ’ / f s,:cs,ys,zs,a)(qs(da) /jls(da)) ds
PR

+2/ ’yt - yt |:/ (g(S,LBS,S 7Zsaa)g<373757y57257a)>ﬂs(da)] dWS
U

+2e /f\yt—yt|( | ot ut. 25 ) g (da) — us<da>>>d<7vs

—2/ lyi — vi'| (25 — 24)dBs

-l

2

/(g(, S,ys,zs,a)—g(s,xﬁ,yé‘,Zﬁ,a)>us(da) ds
U

2

T
_262/t /Ug(&ﬂ?;?/;z;a)(qs(da)—us(da)) ds

T
+/ |26 — 2#|*ds.
t

D’apres les hypotheses, en particulier f et g sont uniformément Lipschitziennes par rapport

a x,y,z, et d’apres la formule de Young, pour tout 6 > 0, 2ab < 1+g)a + (1 + 0)b%.

Ou 0 < a < 1.En prenant I'espérance,nous obtenons :

T T
Ely; — yi'|° +EM |25 — Z?\QdS] < (1+ 9)EM lys — yé‘lzdS}

B [ [ Hsat () — 0 (da) d]
0| [ [ gts.atats 5, 0) ) — ()| ds ]

C’ T “2 #2
E/ - «_ il a
+(1 aFl ) (|z§ — 4] )+ |ys — v| ds

T
E/ € ilg
+(1+0) A Zg — 2% s]

25



Chapitre 2. Principe du Mazimum Stochastique Pour un Probléme de Contréle Relaxé Neutre au
Risque

T
~+0EL/<ui—xm2+né—yﬂ%d%
t

T
/ |25 — z§|2ds}.
S

+ aoE

Par conséquent :

C T C T
Elyf—yﬁ%(l—a—(He))Eu |z§—z5|2ds} < ((1+6)+(1+9)+0)EM |y§—y5|2d8}+o¢§,

Ou

T
af =E(n —n*)* + E /t |2€ — 2 *ds + erg].

D’apres ([2.5)), cg et kg sont des réels non négatifs, nous avons :

ll_I}(l) a; =0. (2.8)
Soit :
0. o<t
0 =
204+a—1 11—«
e 0= 3
Alorsl—a—ﬁ < PTD‘ > 0 .On peut Choisirclzl—a—ﬁ et 02:(1+9)+ﬁ+0
Nous en déduisons que :
T T
Elys — yi']* + clE[/ |25 — zé‘]gds} < CQ]E[/ lys — yif|2ds] + ag,
t t
D’apres I'inégalité ci-dessus, il en résulte que :
2 T 2
Blyi — ot < B[ [ Iyt - yiPas] + o, (29)
t
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et
r 2 C2 T 2 1
B[ [ |- atPas] < 2] [ s - yiPds| + i, (2.10)
t 1 t 1
En utilisant (2.8) et (2.9), le lemme de Gronwall et I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy,
nous pouvons déduire ([2.6)).Par la suite, (2.7) est obtenue a partir de (2.5) et (2.6]). ]

Lemme 2.2: Considérons(zy, 3, Z;) comme solution des équations variationnelles associées

av EDDSRP(2.4) :

A3, = [fy balt, ot @) pu(da)F, + fy bt ¥, ) (qi(da) — uo(da))]dt

+Hy ot af, a)u(da)@y + Jy ot ot a) (g (da) — pi(da))]dB;,

To = 0.

et

dgt = [fU(fm(ta IEQL, y#: Z#: a)‘%t + fy(ta ‘,LJ;’ y#: Z#: a):gt
+fz(t7 xf? y;tua Zi‘ua a)ét),ut(da)]dt + fU f(tv l’f, yf? Z#a a)(Qt(da) - Mt(da))dt
+[fU(ga:(t7 .I’ét, y# + Z#v CL) ~t + gy(ta "L‘f‘/‘a y#a Z#a a)gt

P—

+gz(t7 xllgtv y#7 ’Z#? a‘)gt]th

S, -
+ fU g(t7 x;ltla y#v Z#v a)(Qt(da') - ,ut(da))th + Zch

On a alors les identités suivantes :

€ _ M 2
lim [ sup E{ o A — T ]] =0, (2.11)
€20 | ¢ej0,7) €
€ H 27
lim[ sup E[ Y TY% g ] —0, (2.12)
=0 | ¢ej0,7) € 1
T ' 27 |
lim / E[Zt ) } —0. (2.13)
e—0 0 €
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Preuve. : Montrons maintenant que nous avons le résultat suivant. La démonstration repose

principalement sur la formule d’It0, le développement de Taylor et le théoreme de convergence

dominée.

Notons, pour simplifier :

€ I
ry — T
€ t t ~
Xt = c — Ty,
€ w
Ve — Yy — Yy ~
t € Y,
m
Z — 2 .
Zte = ¢ c — Zt.

(7) On va maintenant démontrer (2.11f), on montre que :

Xf= 1/0t /Ub(s,xs,a)MZ(da)—/Ub(s,xs,a)us(da)] ds

b [ [ ot wtamiia) — [ ofs,at a)uy(da)

oL
—//b s,xs,aa:ds—//crx s, a)ps(da) T sd By
— [ bt )astda) = st dad)ds = [ [ ols, 1t a)(as(da) -

D’apres la définition de pf, on obtient :

dB;

X/ = i/ot [/U (b(s,xs,a) — b(s,z", )),ug(da) ds
—l—i /U<J(s,xs,a)—a(s,xg, ))ui(da) dB,

0

¢
- /b s, xt a us(da)@] ds

dBs,
0
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On utilise la formule de Taylor avec un reste intégral, on obtient :

/ b(s, x5, a)us(da) — / b(s, " a)us(da) / / ba(s,z? + Nz§ — %), a)(x — 2t) us(da)dds,
U

et

/ o(s,z$, a)us(da) — / o(s,zt, a)us(da) / / o (s, + AN — b)), a) (xS — 2t )ps(da)dAds,
U
et

// /b s,k + Na — 2t a)(zs — 22)ps(da)dNds

b [ oot At — o), )t — i (da)dnaB,

—///b (s, 2k, a)ps( daxd/\ds—// /ax (s, 2k, a)ps(da)TsdNd By

+/ / /b (s, 2% + Az§ — %), a)Tsps(da)dds

+/ / /% s+ Al — af), a)sps(da)dAd Bs.

En remplagant (2.14]) par sa valeur, on obtient :

X = // /b s, xt + ANzt — 2t)a) Xus(da)dNds

—l—// /Ux s, 2"+ \Na€ — ), a) X ps(da)dNdBs + o,

Ou
:—/ / /b s, a)ps(da)z d)\ds—/ / /aw s, . a)ps(da)z sdNd By
+/ / /b s,k + Na§ — b)), a)Tsps(da)dAds
+/ / /O’z syt + N — b)), a)Tsps(da)dAd Bs.
et
lim o} = 0.
A—0
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En prenant I’espérance et en utilisant I'inégalité de Young, on obtient :

[ t 1
E|X{|? < 3E ///
0 JoO U

[ t 1
+3E ///
o Jo JU

D’apres les hypotheses (H2) et (H4) ,b, et o, sont continues et uniformément bornées, on

bm(sa Jf‘g + )‘('IZ - Ig)v a)XtE

2
Is (da)d/\ds]

2

)

2
ps(da)dNds

Ux(sa J;g + )‘(1‘; - .Z'/;), a)XtE

+ 3E‘o¢t)‘

obtient :
2
E|X; |

2 t
< O]E[/ X
0

2 A
ds] + CE|o;
En utilisant le lemme de Gronwall, on a :

E[X;|" < CE|o}] /Ot ¢Csds — 0,

En appliquant I'inégalité de B-D-G, on obtient le résutat souhaité.

(77)Prouvons les équation (2.12)) et (2.13) :

Si nous désignons, pour tout ¢ € [0, T]

<t7 x;? y;? Z;’ a) = (t7 p€7 a)?

(t. 2,y 2 a) = (8, 0", a), (2.17)

En appliquant la formule d’Ttd & (y¢ — y#)?, en prenant l'espérance et en utilisant la formule

de Young, pour tout # > 0 nous avons :
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T 2
E / | ds
t

T (/[]f(s’p€7a)“§<da)_/Uf<57P“,a)us(da)>

Efy;[ z<las| <>

T
+El
t

fx(S, p", a)js + fy<37 i a)ﬁjs + fZ(S> o, a)gs>M3(da)

2
ds]

(/UQ(S,PE,CL),UZ(da)—/Ug(sjp%a)%(da))

Flsp ) = £, ) ) (4.(da) = 1. (do)

r

(5.7, 0) 9, (5, @) + 9.5, . 0)2 ) 1 (do)

2
ds] .

+ 0E

+

-
N

+ (g s, 0", a) g(s,p‘ﬂa)) (qs(da) —us(da))

U

Pour simplifier, nous posons :

AN (@) = (t, 2t + (X + Z), yt 4 Ne(YiE + 7s), 28 + Ne(ZE + %), a). (2.18)

A partir de la derniere inégalité, nous obtenons :

e[ [ afa] <gel [

+ 0 UGyY N BN

E|vy

s HESZo+ G

2 2
; ds] + QE{ ds}

(2.19)

2
ds} ,

Ou
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avec (¢ et ¢ donnés comme suit :

/ /fgg(AEA )Xeus da ds+/ /[fw<AEA )x e

1 (A2 = ) + £ (4@ ) &2 = )] (an(da) — () ) s,

= [ ] o (82 @) Xepatdaras + [ [ Joo(A)) a5 - at)

2
+ 00 (A0 ) 0 = ) + - (A7) ) (22 = 2] (a(da) = puda)) s

D’apres le hypothese (H4), F;, F!, G;, G" sont bornées, par conséquent :

2 1 2 T 2 T 2
E[y; +EU ‘| ds] y [/ g ds} +90EU ; ds] +00E[/ S ds} I
t t
Ou
T 2 T
H;:@CEU e ds]meU .
t t
Si nous choisissons
1
0 —
2C
Nous déduisons
2 1 T 2 1 T 2
E|Y; +E[/ ; ds} < (20+>EU ; ds] 4L,
2 t 2 t
A partir de I'inégalité ci dessus, nous avons :
2 1 T 2
Ely|" < (20+ 2)1&:[/ ; ds] T
t
et
T ) 1 T
El/ 7¢[ ds 2(20+2)EV Y. ]%—21‘[; (2.20)
t t

Selon I'hypothese (H4) et puisque fz, fy, [z, 9z, gy €t g, sont continues et bornées, d’apres
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(2.5)-(2.7) et (2.11)) nous obtenons :

lmIl; =0 (2.21)

e—0

En utilisant (2.19) et (2.21)), le lemme de Gronwall et 'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy,
nous obtenons (2.12).Enfin (2.13)) et déduit de (2.12)), (2.20]) et (2.21]). |

Lemme 2.3: Soit i un controle relaxé optimal avec les trajectoires associéesn (z,yi', 21").

Alors, pour tout élément q € R, et en utilisant la notation abrégée (2.17)), nous avons :

0 < E[®,(zh)Zs + Vy(y yt—i-E{/ / «(t, ", a)T

+ hy(t, p", a)g: + h.(t, p",a)Z )ut(da)dt} (2.22)

E[ /0 /U h, p“,a)(qt—ut)(da)dt].

Preuve. : D’aprés I'optimalité de p;, nous obtenons :

0 < J(ug) — T (1), (2.23)

Ainsi, en utilisant la définition de puj :

py = pe + €(qr — ), (2.24)

0 < E[®(z5) — ()] + E[(y5) — Y(yo)]
ve[ [0 [ hie e~ po) )]
—HE{/ / (t,p% a) h(t,p“,a)),ut(da)dt],

Pour simplifier, si nous utilisons la notation abrégée (2.18)), nous en déduisons :
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0< E{/Ol [@x(:p% + Ae( X5 + fT))fT} d\

+E{/1 [\I/ (yh + Ne(Yy + yo))yo] d)\}

///( (AEA )xt (2.25)

+hy (A7(@) )i + b (Ai’*m))ét) Mt(da)dAdt]

£l [ [ bt a)ar — u) (o)t

+E

+ 7.

Ou 7 est défini comme h,

1
v =E /0 O, (2l + Ne(XG + F7)) X5 d/\]

1
+E /0 (5 + AV + )Y | A

+E / / / ( (A” )X+ hy (A,?A(a)>Yf+hz (A;A(a))zg) ,ut(da)d)\dt]
+ /0 /0 /, [hx(hm(/\?)\(a)>(x = at) by (A (@) 9 = ) + b (A 0) ) 35 — 1)

(g — ,ut)(da)d)\dt] :

Puisque les dérivées ®,, W, h,, h, et h, sont continues et bornées, en appliquant ici ([2.5)-

(2.7) et (2.11)-(2.13]), I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le théoreme de convergence dominée

donnent :

lim~; = 0. (2.26)

e—0

Par conséquent, en laissant € tendre vers 0 dans (2.25)) et en utilisant ce fait, nous obtenons

(2.22), ce qui compléte la démonstration. [ ]
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2.3 Les conditions nécessaires d’optimalités

Dans cette section, nous présentons notre résultat principal concernant le principe du

maximum.

Fonction Hamiltonien :

La fonction de Hamilton H est définiede [0,7]x RXRxRXxP(U)x RxR xR xR

vers R par la formule suivante :

H(t,z,y, 2,q,p1,Q1, P2, Q2) :/Uh(s,pq,a)q(da)
—i—pl-/Ub(s,pq,a)q(da)—i—Ql'/Ua(s,x,a)q(da)
+p2~/Uf(s,p",a)q(da)+Qz~/Ug(s,pq,a)Q(da),

Ou l'on note : (s, p?,a) = (s,29,y%, 29, a).

L’équation adjointe

Théoréme (Conditions nécessaires d’optimalité ) 2.1: Soit u un contréle relaxé op-
timal minimisant la fonctionnelle J sur l’espace R, et soient (z#,y*, z") les solutions cor-
respondantes de [’équation . Alors, il existe une solution unique (p1,Q1,pa, Q2) au sys-
teme d’équations adjointes suivant, qui est un systeme d’équations différentielles stochastiques
progressives-rétrogrades.

En utilisant la notation (2.17)), I’équation adjointe est constituée de deux équations, a savoir :

dplll = - fU hz(sv p,u,’ a),u(da) + fU bx(87 pﬂa a)pl(t):u(da) + Ql(t) . fU Uz<8> p#’ a)ﬂ(d@) dt

- |:p2(t) fU fx(sa p“a a)ﬂ(d@) + QQ(t) ' fU gx(87 p#7 a):u(da) dt + Ql (t)dBta

(2.27)
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et
dpy = | [y by (s, P, a)p(da) + Ji; fy(s, p*; a)pe(t)p(da) + [y gy (s, p*, a)Qz(t)u(da)] dt
+| Ju ha(s, o, @)pu(da) + [y f2(s, p*, a)p2(t) plda) + [i7 92 (s, p*, a)Qz(t)u(da)] dB;
+Q2(t)mt7
P5(0) = ¥, (yp)-
(2.28)
et (p1,Q1,p2, Q2) € L*([0,T],R) x L?([0,T],R) x L*([0, T],R) x L*([0,T],R).
Tel que Vq, € P(U),
Ht,zt,urs 2t a6 07 (1), Q1 (), 05 (1), Q5 (1))
(2.29)

> H(t @y 21 s PE(E), QY (2), (1), Q5 (1)),

Preuve. : A partir de I'inégalité variationnelle (2.22)) et des valeurs de p}(0) et ph(T) dans
les EDDSPRs ([2.28]) et (2.29), il s’ensuit que

0 < E[pi(T)ir] + Elph (0)jio] + E

/OT [/Uhx(t,p“,a)a?t

+ hy(t, p*, a)g, + h.(t, p*, a)ét] ,ut(da)dt]

+E[ [ [ ntt.r ) - m)(da)dt],

Pour tout t € R.
En appliquant maintenant la formule d'Ttd, pour calculer (pf(¢)Z;) et (p5(¢)7:), pour tout

q € R, la derniere inégalité devient

0<E

[ |ttt st o, Q10 00, @40

— H(t @, yi' 2 e P (), QY (8), D5 (), é‘(t))]dt]-
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Soit maintenant g un contrdle relaxé optimal et soit F' un élément arbitraire de la o-algebre
Fi, et posons > = q;1p + pulg_p.Il est évident qued” est un controle relaxé admissible .En

appliquant 'inégalité ci-dessus avec >, nous abtenons :

0 <E[Lp{H(t 2}, vt 2t a1 (1), QL (1), P (¢), Q5 (1))

— H(t oyt 2 i D), QL(E), h (1), Q5 (1)}
VF € F;.
Ce qui implique que :

0 <E[{H(t,z, vl 2" a0, PV (), QL (1), P5 (1), Q5 (1)

- H(t7 ‘TéL, y#a ztﬂa Mtaplll(t)? Qlll(t)vpg(t)a Q5<t)/ft} :

La quantité a l'intérieur de I’espérance conditionnelle est mesurable par rapport a F; et ainsi

I'inégalité ([2.29)) se déduit immédiatement. n
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Chapitre 3

Principe du Maximum Stochastique
Pour un Probleme de Controle Relaxé

Sensible au Risque

Dans ce chapitre, nous développons le probléeme de controle optimal ou le systeme est
gouverné par une équation différentielle doublement stochastique progressive-rétrograde avec
une fonctionnelle de performance sensible au risque.Pour commencer, nous introduisons le
cadre du cas neutre au risque comme une extension du systeme de controle initial, ou une
solution optimale existe.

Nos études établissent d’abord les conditions d’optimalité nécessaires sous la forme dun prin-
cipe du maximum stochastique sensible au risque, dérivé par des techniques variationnelles
et des arguments de dualité.

Nous complétons suffisantes, qui grantissent quun controle relaxé admissible atteignant le

maximum de I’Hamiltonien constitue effectivement une stratégie optimale.
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3.1 Formulation du probléme

Le cadre mathématique développé dans le Chapitre 2 demeure inchangé. Puisque seule
la fonctionnelle de cofit differe du cas neutre au risque, nous n’en rappelons pas les éléments
déja introduits et nous présentons directement la formulation du probleme de controle relaxé

sensible au risque.

3.1.1 Modéele relaxé

Définition3.1: Un controle relazé q est une variable aléatoire de processus q(w,dt,da) défi-

nie sur (Q, F, (Gi)i>0,P) d valeurs dans P(U), processus progressivement mesurable par rap-

sup /U]a\zqt(da)] < 00.

port a (Gy)i>o, tel que pour tout t, I mqiet Ge-mesurable et E
0<t<T

Remarque 3.1: Considérons [’ensemble des controles relaxés. Pour chaque q € R, le sys-

téme controlé est donné par :

drf = [;; b(t, zf, a)qu(da)dt + [, o(t,x], a)q,(da)d By,

—
_dyg = fU f(ta .Tg, yga tha a)Qt(da’)dt + fU g<t7 ZL’?, ytq7 Zga a)Qt<da)th - ngBtv (3 1)

Le cotit espéré associé a un controle relaxé q et défini sous forme de performance sensible au
Tisque :

@) = E[esp0 (o) +vtd) + [ [ eatit ot datdadr)]. G2)

Le controle p est le controle relaxé optimal s’il satisfait :

J(p) = inf T (q). (3-3)

qeER

Notre objectif est d’établir les conditions d’optimalité nécessaires ainsi que suffisantes pour
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le principe du maximum stochastique relaxé.

Remarque 3.2: Dans le modéle relazé, l'avantage de P(U) est la convezité, et les coefficients

du systéme (3.1)) sont linéaires par rapport da la variable de contréle relaxé.

3.2 Processus auxiliaire

Comme nous le savons, il n’existe pas de soluition & un tel probleme de controle avec
utilité exponentielle ; pour cette raison, nous pouvons introduire le processus auxiliaire &, qui

est la solution de 'EDS .
agt = [ bt o,y a)ai(da)dt, & =0, (3.4)
U
Alors notre probléeme de contrdle {(3.1)), (3.2)), (3.3)} est équivalent & :

d&? = fU h(tv xgu y?, Zg? a’)qt(da’)dtu
drf = Ju b(t, x{, a)q(da)dt + Jrolt, v{, a)q(da)dB,

—
_dyg = fU f(tv 'Tga ygv th7 a)Qt(da>dt + fU g<t7 l’?, ytqa Z?a G)Qt(da)th - ngBtv

§=0, 25=¢ yr=mn, (3.5)
J(q) = Elexp 0(o(27) + ¥ (y5) + &7

=: E[L(&r, 21, v0)],

J(p) = inf J(q).

qER

Nous définissons AGT comme suit :
0 _

A% = exp 0D,

Ou

T
@r = plap) +0(8) + [ [ h(tat ol oadaydt
Lemme 3.1: Supposons que les hypotheses (2.1)) soient vérifiées, alors la fonction de perte
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sensible au risque est donnée par :

1
Ep = 7 InE[exp 0P|

= E[®r] + gvar[CI)T] + 0(6?).

Preuve. : Nous avons =y = %ln Elexp 0®r], en utilisant le développement de Taylor des

fonction exp et In respectivement, nous obtenons :

1
Ho = i InE[exp 6O7]

B 1 (9<I>T)2 2
_gln]E 1+ 0Dy + o + o([0D7])
. ;m 1+E(0dr) + E((ezﬁ) +E(o([091]%))

1 (6Dr)? 2
- H{E(H(PT) + E( S ) + E(o([0®r] ))}
| {B607) + B(22) 4 Bol(pnr17))
-2 5
= E[®r] + Zvar[q)T] + 0(82)7

d’ou les résultats. ]

Notation 3.1: Tout au long de cet chapitre, nous devons utiliser les notations suivantes

pour chaque fonction ¢ € {f,b,0,g,h,} :
o(t) = o(t,xf,yis 2{, a)
¢ (t) = ot af' vt 215 a)

HO(t) = HO(tat 4 )

o]l

(t).4)
OB (N IE N DN ONEONONY

OH () = HY (tal. i = 0). Pl0). ) — HO (ot =4 510, Plo). )

os5(t) = G5(t, 2l yf, 2l a), od §=i1,y,z
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Lemme 3.2: Nous supposons que les hypothéses (H2), (H3) et (H4) sont satisfaites. Alors,

il existe trois paires uniques de processus adaptés a Gy, notées (p1, Py), (p2, P2) et (p3, P3) qui

sont la solution du systeme suivant :

0 0 0 pi(t)
dp(t) = — | fy hae()gi(da)  firbu(D)ar(da) [y fo(t)gr(da) | | pa(t) | d
Ju hy(t)q(da) 0 Ju fyWai(da) | \ ps(t)
0 0 0 Pi(t)
— |0 Jyou(talda) Jyg.(t)a(da) | | Po(t) | dt
0 0 Ju 9y(H)a(da) | \ P5(t)
00 0f(Pt)
+10 0 0| [Pt) v,
00 1/ \P)
0 0 0 pi(t)
- 0 0 0 p2(t) | dB:
Juh-O)q(da) 0 [y f-(t)a(da) | \ps(t)
-1 0 0 Py(t)
-0 -1 0 Py(t) | dBt,
0 0 Jygs(t)a(da)) \ P5(t)
pi(T) 0A7
pa(T) | = | Opu(eh) AG | (3.6)
p3(0) 0y (v5) A%
Ei Oigngpi(t)P+/0T]Pi(t)]2dt < o0.

Preuve. Considérons le systéme ({3.5), Nous posons p;(t)comme le processus adjoint par
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rapport a 'EDS - pa(t) le processus adjoint de I'EDS ., et ps(t) sera le processus

adjoint de la EDDSPR ({3.5)). Nous avons :

dp,(t) = —H{(t)dt 4+ Py(t)dB,

pi(T) =T¢(T) = AT,

dps(t) = —HO(t)dt + Py(t)dB;,
(3.7)

(_
dps(t) = —H}(t)dt — HY(t)dB, + Ps(t)dW,

p3(0) = =T, (0) = —9¢y(y5)A?r,

avec

J(q) = E[l'(&r, 7, yol,

et
He(t H6<t ghxtuyhztaqtv <t> ﬁ( ))

— (/] rtyatde) )pute) + [ b ‘Jtda) () (3.8)
(oo (f

+ </Ug(t)qt(da)>P3(t)~

En remplacant toutes les dérivées de la fonctionnelle Hamiltonienne H? par rapport a toutes

leurs composantes &, x,y et z, dans les équations adjointes ((3.7)), nous obtenons :

dp1(t) = Pi(t)dB,
dpa(t) (/ he(t)q:(da) >p1 + (/be(t)qt(da)>p2(t)
(/UO':E ¢ (da) ) )+ (/fo(t)qt(da))m(t)} dt

~ ([ 9Ot Pa(tydt + Pa(t)i,
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dpa(®) = = | [ ho(Oada) Jpa() + [ fi(Oada) Jpse)]a
- ([ sada))Pactydt = ( [ h.(t)ai(da) )n ()45,
- ([ £-0atd))patt) + ( [ g-(0atda)Pi)) |as,
+ Py()AW.

Ensuite, nous obtenons la forme matricielle suivante :

0 0 0 pi(t)
dpe = — | [y ho(t)qu(da) Jy bo()a(da)  fy foar(da) | | pa(t) | dt
Ju hy(t)a:(da) 0 Ju fy(B)a(da) | \ps(t)
0 0 0 P (t)
|0 Jyou(t)alda) fy gz(t)ar(da) | | Pa(t) | dt
0 0 Ju 9y()aqe(da) | \ Ps(t)
00 0[P -1 0 0 Pi(t)
+(0 0 0 [Pg(t) éi—t_ 0 -1 0 Py(t) | dB:
00 1) \Fs() 0 0 Jyg:(t)a(da) ) \ P5(t)
0 0 0 (1)
- 0 0 0 po(t) | dB:
Juh=(t)g(da) 0 [y f2(t)ge(da) | \ ps(t)
p(T) 0 AT
pa(T) | = | Opula) AT |
p3(0) —00y (y) A7
En utilisant la notation (2.1, nous avons le résultat désiré (3.2)). m

En utilisant la notation (2.1]), le théoréme suivant constitue le principe du maximum stochas-
tique pour les équations différentielles doubles progrossives-rétrogrades relaxées et neutres

face au risque .
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Théoréme 3.1: Nous supposons que les hypothéses (H1),(H2), (H3) et (H4) sont vérifiées,
et que (§*, x*, yt, z*) est une solution optimale de (3.5)). Alors, les équations adjointes(3.2))

admettent une solution unique de processus adaptés a Gi,(p1, P1),(p2, P2) et (ps, P3) telle que :

OH®(t) > 0, (3.9)

pour tout ¢ € R, presque partout t € [0,T], P-presque sirement, avec H%(t) étant I’Hamilto-
nien défini par (3.8)).
Preuve. Nous combinons les résultats de J.Yong et Chala en prenant dans [6, définition 2.2,

page 259], v =0,k = 0 et [ = h, nous obtenons ((3.5]). |

3.2.1 Propriétés des équations adjointes transformées

Nous poursuivons en supposant une transformation des processus (py, Py), (p2, P2) et
(p3, P3), de telle sorte que nous voulions éliminer p; et P; dans (3.2)), et obtenir le principe du
maximum stochastique par rapport aux nouveaux processus adjoints notés(py, Py), (pa, P)

et (ps, ]53), qui sont les équations adjointes associées a notre probleme de controle initial

{(3.1)), (3.2)), (3.3) }. Pour cette raison et conformément au systeme (3.2)), nous avons :
dp,(t) = Pi(t)dBy,

La solution explicite de cette EDS rétrograde est donnée par :
pi(t) = OE[A% | G| =: OVO(¢)
ot : VU(¢) = E[AY | G|, pour tout t € [0, T].

Nous choisissons la transformation de (p, P) vers (p, P) avec (p, P) = 77 (p, P), alors py (t) =

ﬁpl(t) = 17 par Conséquent (ﬁl(T)JﬁQ(T>7ﬁ3(O)) = (17 QOm(ZL’!qL’), _¢y<y5)>
Les propriétés suivantes de VP sont essentielles pour trouver les propriétés des processus

adjoints transformés.
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Lemme 3.3: Supposons que I’hypothése (H2), (H3) soit vérifiée. Alors le processus VO (t) est
uniformément borné
D’aprés Uhypothéses (H2), (H3), nous savons que les fonctions h,y et 1 sont bornées par

C > 0, nous avons :

_(24T)C0 < 9( (%) + ¥ (yd) +/ / g da)dt) < (2+T)CH.

En passant a Uexponentielle et a l’espérance conditionnelle par rapport a la filtration (Gi)i>o,

nous obtenons :

0 < exp[—(2+T)CO) < V(1) < exp[(2 + T)C4).

ce qui signifie queV? est borné.
Lemme 3.4: Le processus A? est la premiére composante de la paire de processus adaptés a

Gi (A9, 1) qui sont la solution de I'EDS rétrograde quadratique relazée suivante :

AN = | fi h(t)gi(da) + 2J1(0) 2] dt + 1(1)d B,

(3.10)
A% = (@) + ¥ (yh),
si et seulement si le processus A? vérifie I'expression suivante :
exp(IA?) = E[exp@(gp( +/ / s)q(da)ds | Qt)] (3.11)

O E{fg |l(t)|2dt} < o0
Preuve. Nous supposons que I’EDS rétrograde quadratique (3.10)), est vraie, alors en appli-

quant la formule d’Ttd & exp(6AY), nous avons :

2
d(exp(ANY)) = 0 exp(OA?)dAY + ‘92| exp(OAD)I1(t)|*dt.
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Ensuite

d(exp(0A?)) + 0 exp(OA?) /U h(t)q.(da)dt = 0 exp(§A°)i(t)dB,.

En multipliant les deux c6tés de l'expression ci-dessus par exp (9 I8 fo h(s)qs(da)ds>, nous

obtenons :

exp( / / s)gs(da) ds) x 0 exp(OA9)1(t)d B,

= exp( / / s)gs(da) ds> d(exp(AA?))

+exp< / / s)qs(da) ds)@exp(@Ae)/Uh(t)qt(da)dt.
Ensuite

d<exp [9[\94—9/ / s)qs(da)ds

) = fexp (9A9 + 9/ / $)qs da)ds)l(t)dBt.
En passant a I'intégrale de ¢ a T, nous trouvons :

exp (0A9 + 0/ $)qs da)ds) — exp (9/\9 + 9/ / $)qs da)ds)
_/ exp <9A0 +9/ )¢ (da) dr)l( )dBs.

Ensuite, en utilisant la définition de I’espérance conditionnelle sur les deux cotés d’apres la

derniere égalité, nous obtenons :

E{G/t exp (9/\9 + 9/ / r)g-(da) dr) (s)dBs | gt]
+E{exp (9/\9 + 9/ / 5)qs da)ds) | gt:|
= {exp (0]\9 —i—@/ / s)gqs(da) dS) |Qt}-

En vertu de la propriété de martingale de I'intégrale d’Ito, et de la mesurabilité par rapport

a la filtration G;, alors :

[ <9A9+9// $a.(da)ds ) | G|
<9A9+9// qsdads)
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D’apres la définition de la condition terminale de 'EDS rétrograde quadratique (3.10f), nous

savons que Af = o(ah) + ¥(y5), alors :

exp(OA]) = E[expd (k) + 0(t) + [ [ (s)aslda)as) | 6]

D’ou la preuve de ((3.11]).

D’autre part, nous supposons que ([3.11)) est vrai, cela signifie que :

exp(OAY) = E{exp@(gp( +/ / s)gqs(da) ds> | gt}

Ensuite
exp (6/\9 + 0/ $)qs da)ds)
:E[expe( (z) + ¥(y, / s)qs(da) d8> !Qt}
=E[A7 | G,

Sit=0,

V?(0) = E[AT | Go] = E[AF] = exp(0A]).
E[A% | G] est une G;-martingale de carré intégrable. D’apres le théoréme de représentation des
martingales d’Ito, il existe un unique processus k(t) progressivement mesurable par rapport

a G; tel que :
E[A% | G| = E] A9+/ dB_exp9A9+/ )dB,.
Par conséquent

t
exp <0A9 + (9/ / s)qs(da) ds) —exp(0Af) = /0 k(s)dBs.
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Nous appliquons la formule d'Itd & exp <9Af +0f5 [y h(s)qs(da)ds>, nous trouvons :

6 exp <0A" +0 / / 5)gs(da) ds) [ | Byada)dt +dng + 9d<Af,Af)] — k(t)dB,,
U 2

ou (-,-) désigne la variation quadratique.

Ensuite 5
/ h(t)ai(da)dt + dA] + Sd(AL, A7)
U

9 ( oA? — 9// )45 dads)k(t)dBt, 1

Nous supposons :
dA] = AT(t)dt + AjdW, + A(1)dBy,  d(A], Af) = (=|AS(6)] + [AS(2) ) dt, (3.13)

En remplagant (3.13|) dans (3.12)), nous obtenons 1’égalité suivante :

/U h(t)q,(da)dt + dAS(t)dt + dAS(t)dW, + dAS(t)d B, + Z|l (t)|2dt
= [(t)dB; + (—[A5(1)]* + [A5(1)[*)dt

— I(t)dB,.

Quand
U(t) = §exp(—0A] — 0 [ Jiy h(s)qs(da)ds)k(t),
CAS(1) =0, A§(t) = 1(t) et AY(t) = —(fy h(t)qi(da) + §|1(E)[).
Enfin :
A = — ( fy h(t)gi(da) + g|z<t)|2)dt +1(t)dB,,
A% = o(xF) +o(y),
D’otl la preuve. n

Lemme 3.5: Le processus V?(t) est une martingale, qui peut étre écrite sous la forme expo-
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nentielle suivante :

V()—exp(9A9+0// qsdads)

Preuve. Nous avons que :

V(1) :E{expe( () + ¥ (y +/ / s)qs(da) ds) |Qt}

—exp< // $)gs(da ds)

xE[epo( (4) + U(y +/ / s)qs(da) ds) |Q’t].

D’apres le lemme précédent (voir Lemme 3.4), 'équation (3.11)) peut-étre transformée en :

VO(t) = exp(GAY) exp( // qsdads)

—exp<9A9+0// qsdads> 0<t<T

Alors le lemme est prouvé. [
Nous pouvons facilement prouver a partir de (3.10]) et de la bronitude de f que

IE{ sup |Af|2} < Crp, ou Cr est une constante positive dépendant uniquement de 7.
0<t<T

Le processus (A?,1(t))so est I'unique solution de P'EDS rétrograde quadratique relaxée sui-

vante :

dAN) = — ([, h(t)q(da) + 811(t)[*)dt + I(t)d B,

Af = () + 1 (y))-

U(t) = $exp (= AL = 0 J¢ fy his)a.(da)ds ) k(1)
et E[fOT 1(6)2dt < oo]

Lemme 3.6: La martingale V? est l'unique solution de I’EDS rétrograde linéaire suivante :

dVO(t) = 01(t)VP(t)d B,

VO(T) = A5
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Par conséquent, pour tout 0 <t < T, le processus LY défini sur (0, F, G, P) est donné par :

= 2;:((3)) — oxp ( - 922/; 1(s)Pds + e/ot \l(s)]dBS>, (3.14)

est une Gy-martingale intégrable et uniformément bornée.

Preuve. Nous appliquons la formule d’Ité & V?(¢) = exp (HAf +0 Js [,y h(s)qs(da)ds>, nous

a9 (1) —d<exp <0A"+/ / $)gs(da ds>)

= 0/ s)qs(da) exp (9A9 +/ s)qs(da)ds )d

+ 9[( - [ hHadayt - —\l(t)\ dt + l(t)dBt>

X exp (0)\6 —|—/ / s)qs(da) ds)]
6)2
+ §|l( exp <9At +/ / s)qs(da) ds)d

= 01(t)V’(t)dB,.

trouvons :

Maintenant, nous voulons prouver (3.14), nous avons d’apres A? = AJ — [ [, h(s)q,(da)ds —
5 Jo 11(s)[Pds + Jy U(s)dBy

V()—exp<0A9+9// qsdads)
= exp (044 - 5/0 yz(s)\2d3+/0tz(s)d35).

Nous divisons par V?(0) tel que V?(0) = exp(#AY), nous obtenons :

ot 02 t t
V():exp(—2/|l(s)|2ds+9/l(5)st) L), 0<t<T
0 0

LY est appelé mouvement Brownien géométrique, alors LY est une G;,-martingale uniformé-

ment bornée.
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Risque

3.3 Conditions nécessaires d’optimalité

Dans cette section, nous allons énoncer et prouver les conditions d’optimalité nécessaires

pour le systeme piloté par des EDDSPR découplées avec un controle relaxé et une perfor-

mance sensible au risque {(3.1)), (3.2), (3.3) }.

Lemme 3.7: Les principales équations adjointes deuxieme et troisieme ordre sensibles au

risque pour (P, Po), (ps, Ps) et (V?,1) deviennent :

avec

et

dpy = —HOdt — (]52(75) + 91(1&);32) dB?,
dps = —HO(t)dt — H(t)dB! — Py(t)dW,,

P3(0) = _¢y(y5>a

A1) = (1 o1 ;;((; | Pz<2 SEONIONY
= (f atda))a(e) + ([ b00(da) )t

Z sup \pz )P+ sup |V9 |2+Z/ |dt+/ th} < 0.

Preuve. Nous appliquons la formule d’It6 a p(t) = V?(¢)(t), nous obtenons :

dp(t) =

s AF10) = 0V (0)5(0) — 00V 0). ),

Nous supposons que :

dp(t) = a(t)dt + BV, +(t)dB,
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Nous savons que :

dVP(t) = 01(t)V®(t)dB,,

d’ou

(dV(t), dp(t)) = 0LV (t)y(t)dt,

Alors : Gl 1
p( ) - Qve(t

)ﬁ(t) — 0l(t)p(t)dB, — 01(t)(t)dt.

Notice que p;(t) = W}(t)pi(t) et Pi(t) = Wﬂ(t), pour chaque i € {1,2,3}.

Nous voulons déterminer les coefficients a(t) € R?, 3(t) € R? et y(t) € R? tels que :

0 0 0 B ()
dp(t) = = | [y ha(D)ar(da)  fyy bo(t)ai(da) [y fo(t)qi(da) | | Balt) | d
Jor hyai(da) 0 Ju fy@a(da) | \ ps(t)
0 0 0 Pi(t)
=0 Jyou®alda) [y g.(H)a(da) | | Po(t) | dt = Ol(t)y(t)dt (3.18)
0 0 0 Ps(t)
Pi(t) + 01(t)py () 0
—| 2w +ampu | B~ o |aw,
H(1) Py(1)

Par identification, nous obtenons :

0 0 0 p1(t)
a(t) = —| Jy he(tar(da) fy bo(t)ar(da)  fo(t)a(da) | |pa(t) | dt
Jur hy(t) e (da) 0 Ju fy(t)a(da) | \ Ps(t)
0 0 0 Pi(t)
=0 JyouWa(da) — [ ga(t)ar(da) | | Pa(t) | dt — 0U(t)y(t)dt,
0 0 Jur 9y(D)a(da) | \ Ps(t)
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et

HI(t)

En remplagant +(¢) par son expression dans dp(t), nous obtenons :

dpy(t) = n(8)[=0l(t)dt + dBy],

Nous pouvons alors utiliser le théoreme de Girsanov(voir Chala et al. [I]) pour affirmer que :

dpi(t) = 71 (t)dBY,

ﬁl (T) = 17
avec dB? = —0l(t)dt + dB; qui est un P’-mouvement Brownien, ot ‘%} L= LY pour 0 <
‘Ft
t<T
Nous remarquons que ji(t) est de carré intégrable et E¥[5,(t) | G,] = 1. Etant donné que

71 (t) posséde une variation quadratique, alors [ |v1(t)|?dt = 0.
Cela implique que pour presque tout 0 < t < T, y1(t) = 0. Ainsi, P-p.s et P-p.s, nous

avons :
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dp: (t)
dp(t) = | dps(t)
dps(t)
0 0 0 pi(t)
= | Juha(a(da) [y bo(t)ar(da)  fyy fo(t)ai(da) | | pa(t) | 2
Jur Ty (da) 0 Ju fyWai(da) | \ ps(t)
0 0 0 Py(t) 0
— |0 hoDalda) o Datda | | B [d+| o @,
0 0 Jir 9y(t)ai(da) | \ Ps(t) Py(t)

Pi(t) 4 01, (t)p1(2)
- ]52 + elg(t)f)g(t) dBt7
H(t)

En suite, nous trouvons :

Aialt) = ([ heDada)pa(t) + [ b Oalda)ia(®) + [ folbalda)p(t

+ [ e®alda) s + [ g.(alda) )t + (Po(t) ~ 0a0)5(0) )/,

djs(t) = —( /U hy ()q: (da)p () + /y £, (0)ga(da)ps(t) + /U gy(t)qt(da)Pg(t)>dt
- ( | hada)in @) + [ F.(Oada)ps+ [ g.(ai(da) Po(t
~ bls(t)au(da)in(t) ) dB{ — Py(t)TV:,

ott HY est défini par (3.16)).

Les équations adjointes principales de deuxiéme et troisieme ordre sensibles au risque pour
(P2, P»), (p3, Ps) et (V? 1) deviennent comme dans (3.15).
D’apres les hypotheses (H1), (H2), (H3) et (H4), la solution du systeme ({3.15)) existe et est

unique. [
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Théoréme (Conditions nécessaires d’optimalité) 3.2: Nous supposons que les hypo-

théses (H2),(H3) et (H4) sont satissfaites. Si (zt,y", 2", 1) est une solution optimale du

probléme de contréle relazé sensible au risque {(3.1), (3.2)), (3.3)}, alors il existe deux paires
uniques de processus Gy-adaptés(pa, Py), (ps, Ps) et (VO,1) qui satisfont (3.15) tels que :

OH(t) > 0. (3.19)

Preuve. : Pour tout ¢ € R, presque partout pour 0 < t < T et P-a.s, la relation entre

’'Hamiltonien H? associé & (3.16)) et H? associé a (3.8) est donnée par :

Olzle(t,:c?,ytq,zf, Z?z(t) , Ba(t) ;Vg(t)al(t)a%)

1

= Wg(t)aff%t,sf;x?,yf,z,?,ﬁu),ﬁ(t),qt).

La preuve est achevée. [
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Conclusion

Conclusion

Ce mémoire a été conscaré a I’étude du controle stochastique relaxé sous un critere de
proformance sensible au risque. Nous avons établi le cadre théorique nécessaire en utilisant
les équations différentielles doublement stochastiquesprogressivement rétrogrades découplées
pour dériver les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité via le Principe du Maximum
Stochastique .Cette analyse a permis de mettre en évidence 'influence directe du parametre
de sensibilité au risque () sur la caractérisation du contrdle optimal & travers le systéeme

adjoint et la fonction Hamiltonienne.
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Anneze

Annexe

Quelques outils mathématiques :

1.

Inégalité de Young : On dit que deux nombres (p, q) > 0 sont conjugués au sens de
Young, si :
1

1
4o =1,
p q

L’inégalité de Young stipule que si p et ¢ sont conjugués et si a,b > 0, alors :

a? bl
ab < — + —,
p q

avec égalité si et seulement si b7 = aP . Par exemple, si p = ¢ = 2, on retrouve

I'inegalité :

2ab < a® + b,

. Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy(BDG) : Il existe une constante C' telle

que, pour tout martingale locale continue :
t
/ o(s,xs)dBs,
0
nulle en zéro, nous avons :

2 T
E } < CE [ lo(s,x)ds,
0

o(s,xs)dBs

t
sup /
0<t<T JO
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Ou C' est une constante positive.

Lemme de Gronwall : Soient 7' > 0 et f une fonction positive bornée sur [0, 7]. On

suppose qu’il existe des constantes « > 0 et 8 > 0 telles que pour tout ¢ € [0,7], on

ait :
t
f0y <a+s [ fs)ds
Alors
vie[0,T]  f(t) < aexp(ft).
. Inégalité de Cauchy-Schwarz : Soient f et g € ([0,1],R). Alors :

[rotan < ([ 19an) ([ 1oRan)"

Développement de Taylor avec reste intégral :Soit f : I — R une fonction de

classe C"*!(n € N) et a, x € I, alors :

" () (4

flot )= (@) + ) + L + L0 g
n tf(nﬂ)(x) n+1
+ o(|a|™) + ; m(a} tldt.

. Théoréme de Girsanov : Soit LY un mouvement brownien géométrique défini par :

t 1 rt
LY = exp </ 0(s)dBs — f/ 92(s)ds) :
0 2Jo
Si LY est une martingale uniformément bornée, alors sous la probabilité @) définie par.

— =1L
dP b

le processus : dB? = —0(t)dt + dB; est un mouvement brownien standard.
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Résumé
Ce travail est consacré a I’é¢tude de probléme de contréle optimal

stochastique pour des systemes régis par des équations différentielles

doublement stochastiques progréssivement rétrogrades découplées
*relaxées. Nous établissons le principe du maximum stochastique pour ce

type de systemes et dérivons les conditions d’optimalité a travers
I’analyse de la fonction hamiltonienne stochastique ainsi que des
équations adjointes associées. En outre, cette analyse nous a permis de
caractériser la relation précise entre les cadres neutre au risque et
sensible au risque.

Mots-clés :Controle Optimal Relaxé, Equations Différentielles

Doublement Stochastiques Progressivement Rétrogrades Découplées,
Conditions Nécessaires d’Optimalité, Sensibilité au Risque, Neutralité

au Risque.
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Abstract

This work is based on the study of stochastic optimal control problems
of systems governed by the types of relaxed uncoupled forward-backward
doubly stochastic differential equations. We establish the stochastic
maximum principle for the kind of systemes and derived the optimality
conditions through the analysis of the stochastic Hamiltonian function and

the associated adjoint equations. Furthermore, this analysis enabled us to il

LA U8 8 e L e e e
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characterize the precise relationship between the risk-neutral and the risk-
sensitive settings.
Key words: Relaxed Optimal Control, uncoupled Forward-
Backward doubly Stochastic Differential Equation, Necessary
Optimality Conditions, Risk-Sensitive, Risk Neutral.
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