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Introduction

Introduction

Les racines historiques de la théorie du contrôle stochastique plongent au cœur du XVIIe

siècle, précisément en 1654, lors des échanges épistolaires célèbres entre Blaise Pascal

et Pierre de Fermat. Ces travaux ont marqué la transition d’une vision fataliste du hasard

vers une formalisation rigoureuse à travers le concept d’espérance mathématique. Durant

des décennies, la théorie du contrôle a été dominée par l’approche dite neutre au risque

(Risk-Neutral), qui se limite à l’optimisation des performances moyennes, supposant que

les fluctuations s’annulent sur le long terme. Or, face à la complexité des systèmes réels, ce

modèle a montré ses limites, ne tenant pas compte de la volatilité et des événements extrêmes.

C’est ainsi qu’est né le critère de performance sensible au risque (Risk-Sensitive), qui utilise

des fonctions exponentielles pour pénaliser les variances élevées et protéger le système contre

les risques rares mais dévastateurs. Pour pallier les difficultés topologiques liées à l’existence

de solutions optimales dans ces cadres rigides, le contrôle relaxé (Relaxed Control) est apparu

comme une extension mathématique fondamentale. En transformant les décisions ponctuelles

en mesures de probabilité, il offre la flexibilité nécessaire pour garantir l’optimalité même sous

des conditions d’incertitude sévère, réconciliant ainsi l’héritage probabiliste classique avec les

exigences de la commande moderne.

Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité filtré satisfaisant aux conditions habituelles. Soit T

un nombre réel fixe et strictement positif. Supposons que B = (Bt, 0 ≤ t ≤ T ) et W =

(Wt, 0 ≤ t ≤ T ) soient deux processus de mouvements browniens standards et mutuellement

indépendants, à valeurs dans R. Nous supposons que : (FB
t ) = σ(Bs − B0 : 0 ≤ s ≤ t) ∨

1



Introduction

N , (FW
t,T ) = σ(Ws −Wt : t ≤ s ≤ T ) ∨ N où N désigne l’ensemble de tous les ensembles de

mesure nulle (ensembles négligeables) par rapport à P, et U ⊂ R. Pour chaque t ∈ [0, T ], nous

définissons ∀t ≥ 0 : F (W,B)
t := FB

t ∨ FW
t,T . On remarque que la famille

{
F (W,B)

t : t ∈ [0, T ]
}

n’est ni croissante ni décroissante, et par conséquent, elle ne constitue pas une filtration.

C’est pourquoi, pour chaque t ∈ [0, T ], nous définissons la filtration Gt := FB
t ∨ FW

0,T .

Le but de ce mémoire est d’établir les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité, où le

système est gouverné par des équations différentielles doublement stochastiques progressive

rétrogrades découplées relaxées de la forme :



dxq
t =

∫
U b(t, x

q
t , a)qt(da)dt+

∫
U σ(t, xq

t , a)qt(da)dBt,

−dyq
t =

∫
U f(t, xq

t , y
q
t , z

q
t , a)qt(da)dt+

∫
U g(t, x

q
t , y

q
t , z

q
t , a)qt(da)←−−dW t − zq

t dBt,

xq
0 = ζ,

yq
T = η.

(1)

La fonctionnelle du coût sensible au risque (Risk-sensitive cost functional) associée à (1) est

donnée par :

J (q) = E
[
exp θ

(
φ(xq

T ) + ψ(yq
0) +

∫ T

0

∫
U
h(t, xq

t , y
q
t , z

q
t , a)qt(da)dt

)]
. (2)

Nous notons que θ est l’indice de sensibilité au risque. Notre problème de contrôle optimal

consiste à minimiser la dernière fonctionnelle du coût sur la classeR des contrôles admissibles

relaxés. Le contrôle µ est le contrôle relaxé optimal s’il satisfait :

J (µ) = inf
q∈R
J (q). (3)

Ce mémoire se structure de la manière suivante :

— Le premier chapitre constitue essentiellement une introduction ; nous y rappelons

quelques notions et théorèmes préliminaires du calcul stochastique dont nous aurons

2
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besoin par la suite, tels que : les processus stochastiques, l’espérance conditionnelle,

le mouvement brownien ... etc.

— Dans le deuxième chapitre, nous étudions les conditions nécessaires ainsi que suffi-

santes d’optimalité, où le système est donné par une équation différentielle double-

ment stochastiques progressive rétrogrades découplées relaxées avec une fonctionnelle

de performance neutre au risque.

— Le troisième chapitre porte sur le cœur de notre travail à savoir le problème de contrôle

stochastique relaxé avec une performance sensible au risque. Dans cette partie, nous

modifions le critère de performance en utilisant une fonction exponentielle pour in-

tégrer le paramètre de sensibilité au risque. Cela nous conduit à l’étude d’un sys-

tème d’équations différentielles doublement stochastiques progressive rétrogrades dé-

couplées relaxées. L’objectif majeur de ce chapitre est d’établir une version étendue

du Principe du Maximum Stochastique (SMP) adaptée à ce critère.

3



Chapitre 1. Généralités sur le calcul Stochastique

Chapitre 1

Généralités sur le calcul Stochastique

Dans ce chapitre, nous rappelons les outils fondamentaux du calcul stochastique néces-

saires à la compréhension de ce travail. Ces concepts constituent le socle mathématique

indispensable pour aborder les problèmes de contrôle développés dans les chapitres suivants.

1.1 Espérance Conditionnelle

Espérance Conditionnelle par une variable aléatoire

Définition(Cas discret )1.1: Soient X et Y deux variables aléatoires discrètes, telles que

l’espérance de X sachant {Y = yj} est donnée par :

E(X | Y = yj) =
n∑

i=1
xiP (X = xi | Y = yj).

telle que :

— P (X = xi | Y = yj) = P ({Y =yj}
⋂

{X=xi})
P (Y =yj) .

— P (Y = yj) > 0.

Définition(Cas continu)1.2: Soient X et Y deux variables aléatoires continues, telles que

4



Chapitre 1. Généralités sur le calcul Stochastique

l’espérance de X sachant Y est donné par :

E(X | Y ) =
∫
R
xfX|Y (x, y)dx.

telle que :

— fX|Y (x, y) = fX,Y (x,y)
fY (y) .

— fY (y) > 0.

Remarque 1.1: Si X et Y deux variables aléatoires indépendantes, alors :

— P (X = xi | Y = yj) = P (X = xi).

— fX|Y (x, y) = fX(x).

Espérance conditionnelle par rapport à une tribu

Définition1.3: Soit B un sous-tribu de A, et soit X ∈ L1(Ω,A,P) il existe un unique

élément de L1(Ω,B,P), noté E[X | B], tel que :

∀B ∈ B,E[XIB] = E[E[X | B]IB],

On a plus généralement, pour tout variable aléatoire réelle bornée B-mesurable Y

E[XY ] = E[E[X | B]Y ].

Si X ≥ 0, on a E[X | B] ≥ 0 p.s.

Remarque 1.2: Le point crucial est le fait que E[X | B] est B-mesurable.

1.1.1 Propriétés de l’espérance conditionnelle

1. Si X ∈ L1(Ω,A,P) et X est B-mesurable, alors E[X | B] = X.

2. L’application X → E[X | B] est linéaire sur L1(Ω,B,P).

5
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3. Si X ∈ L1(Ω,A,P) , E[E[X | B]] = E[X].

4. Si X ∈ L1(Ω,A,P), alors |E[X | B]| ≤ E[|X| | B] p.s. et, en conséquence

E[|E[X | B]|] ≤ E[|X|]. Par conséquent, l’application X → E[X | B] est une contrac-

tion de L1(Ω,A,P).

5. Si X,X ′ ∈ L1(Ω,A,P) et (X ≥ X ′), alors E[X | B] ≥ E[X ′ | B] p.s.

1.2 Filtration

Définition(Filtration)1.4: On appelle (Ft)t∈I une filtration d’un espace (Ω,F) une famille

croissante de sous-tribu de F c’est à dire : Fs ⊆ Ft, ∀s ≤ t.

Remarque 1.3:

— Filtration (Ft)t∈I est continue à droite si : Ft=
⋂

s>tFs.

— Filtration (Ft)t∈I est dite complet si F0 continue tout les ensembles P-négligable .

— Filtration (Ft)t∈I vérifie les conditions habituelles si elle est : (Ft)t∈I est complet et

Ft=Ft+ (continue à droite).

1.3 Processus Stochastique

Définition(Processus Stochastique)1.5: On appelle processus stochastique une famille

de variables aléatoires X = {Xt}t∈I , définie sur un espace de probabilité (Ω,F , P ). Où l’en-

semble I est appelé ensemble des indices par le temps t ≥ 0.

— Si I ⊆ R+, on dit que l’étude se fait en temps continu.

— Si I ⊆ N, on dit que l’étude se fait en temps discret.

Remarque 1.4:

1. Le processus stochastique permet de représenter l’évolution des phénomènes aléa-

6



Chapitre 1. Généralités sur le calcul Stochastique

toires dépendant de temps, les modéle mathématique est donner par :



1. (Ω,F , P ) =⇒ espace de probabilité.

2. X : (I × Ω,B(I)⊗F)→ (E, E).

3. (t, ω)→ X(t, ω) =: Xt(ω).

4. X est B(I)⊗F-mesurable si : ∀B ∈ E , {X−1(B) ∈ B(I)⊗F}.

2. Le processus stochastique Xt(ω) :

— Pour tout t ∈ I : ω → Xt(ω) est une variable aléatoire.

— Pour tout ω ∈ Ω, l’application : t→ Xt(ω) est appelée une trajectoire du proces-

sus.

Définition(Processus Gaussien )1.6: Il est dit un processus gaussien si seulement

si : Pour tout n ≥ 1 est tout (t1, . . . , tn) ∈ Rn
+, (Xt1, . . .,Xtn) est un vecteur gaussien.

Définition(Mouvement brownien)1.7: Soit (Bt)t≥0 un processus gaussien vérifié les condi-

tions suivantes :

1. B0 = 0 "le M.B issue d’origine".

2. Bt à trajectoires continues.

3. ∀ 0 ≤ s ≤ t : Bt −Bs est indépendant de Fs.

4. ∀ 0 ≤ s ≤ t : Bt −Bs ∼ N (0, t− s).

Définition(Processus Mesurable)1.8: Soit X : (Ω× R+,F ⊗ B(R+))→ (E, E).

Un processus (Xt)t≥0 est dit mesurable si l’application (t, w) → Xt(w) est F ⊗ B(R+)-

mesurable. C’est-à-dire :

∀A ∈ E : X−1(A) ∈ F ⊗ B(R+).

Définition(Processus Adapté)1.9: Soit Xt : (Ω,Ft)→ (E, E).

Un processus (Xt)t≥0 est adapté à la filtration (Ft) si ∀t ≥ 0, Xt est Ft-mesurable .

7
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Définition(Processus Progressivement Mesurable)1.10: Un processus (Xt)t≥0 est pro-

gressivement mesurable si :

X : (Ω× [a, b], F ⊗ B([a, b])→ (E, E) est mesurable.

Définition(Processus Prévisible)1.11: On dit qu’un processus X = (Xt)t∈R+ est prévi-

sible pour At, si X0 est F0-mesurable et Xt est Ft−1-mesurable pour chaque t > 0.

1.4 Martingale

Définition(Martingale)1.12: Un processus stochastique réel adapté (Mt)t≥0 défini sur l’es-

pace filtré (Ω,F , (Ft)t≥0, P ) est dit une martingale si :

1. ∀t ≥ 0 :E[|Mt|] < +∞.

2. ∀t ≥ 0 :E[Mt+1 | Ft] = Mt.

Remarque 1.5: Pour les sous martingale et les sur martingale elles vérifient les mêmes

conditions que la à l’exception de la deuxième condition qui diffère :

.Sous Martingale :∀t ≥ 0 :E[Mt+1 | Ft] ≥Mt.

.Sur Martingale :∀t ≥ 0 :E[Mt+1 | Ft] ≤Mt.

1.5 Intégrale Stochastique

Définition(Intégrale Stochastique)1.13: Soit (Xt)t≥0 un processus intégrable, on définit

l’intégrale stochastique de (Xt)t≥0 comme :

∫ t

0
XsdBs, ∀t ≥ 0.

8



Chapitre 1. Généralités sur le calcul Stochastique

On va construire l’intégrale stochastique sur l’ensemble de processus Xt adapté càglàd (conti-

nus à gauche et limite à droite) vérifiant :

E
[ ∫ t

0
X2

sds
]
≤ ∞, ∀t ≥ 0.

1.5.1 Propriétés de l’intégrale stochastique

Propriétés 1.1: ∀t ≥ 0 et X,Y deux processus L2(Ω,R+)

1. Linéarité :

∫ t

0
(aXs + bYs)dBs = a

∫ t

0
XsdBs + b

∫ t

0
YsdBs, a, b ∈ R.

2. Si
∫ T

0 E[X2
s ]dt <∞ ,alors ∀t ≤ T.

E
[ ∫ t

0
XsdBs

]
= 0.

3. Isométrie de Itô :

E
[
(
∫ t

0
XsdBs)2

]
= E

[ ∫ t

0
X2

sds
]
.

1.6 Processus d’Itô

Définition(Processus d’Itô )1.14: On appelle un processus stochastique X est un proces-

sus d’Itô s’écrire sous la forme :

Xt = X0 +
∫ t

0
Ksds+

∫ t

0
HsdBs,

Où X0 est F0-mesurable, K et H sont deux processus progressivement mesurables verifiant

les conditions Pp.s : ∫ t

0
|Ks|ds <∞ et

∫ t

0
|Hs|2ds <∞.

9



Chapitre 1. Généralités sur le calcul Stochastique

1.7 Formule d’Itô

Théorème (1éme Formule d’Itô ) 1.1: Soit Xt un processus d’Itô et f une fonction de

classe C2 à dérivées bornées alors :

f(Xt) = f(X0) +
∫ t

0
f ′(Xs)dXs + 1

2

∫ t

0
f ′′(Xs)d⟨X,X⟩s.

Théorème (2émeFormule d’Itô ) 1.2: Soit Xt un processus d’Itô et f une fonction de

classe C1 par rapport t, de classe C2 par rapport x à dérivées bornées et x ∈ Ralors :

f(t,Xt) = f(0, X0) +
∫ t

0
f ′

t(s,Xs)ds+
∫ t

0
f ′

x(s,Xs)dXs + 1
2

∫ t

0
f ′′

x,x(s,Xs)d⟨X,X⟩s.

Théorème (3émeFormule d’Itô ) 1.3: Soit (Xi, i = 1, 2) deux processus d’Itô et f une

fonction de classe C2 :

f(X1(t), X2(t)) = f(X1(0), X2(0)) +
∫ t

0

∂f

∂x1
(X1(s), X2(s))dX1(s)

+
∫ t

0

∂f

∂x2
(X1(s), X2(s))dX2(s) + 1

2

∫ t

0

(
∂2f

∂x2
1
(X1(s), X2(s))d⟨X1⟩s

+ ∂2f

∂x2
2
(X1(s), X2(s))d⟨X2⟩s

)
+
∫ t

0

∂2f

∂x1∂x2
(X1(s), X2(s))d⟨X1, X2⟩s

Théorème (Formule d’Itô généralisée) 1.4: Soient α ∈ S2([0, T ],R), β ∈M2([0, T ],R), γ ∈

M2([0, T ],R) et σ ∈M2([0, T ],R). Supposons que :

αt = α(0) +
∫ t

0
βsds+

∫ t

0
γsd
←−
W s +

∫ t

0
σsdBs, 0 ≤ t ≤ T.

Alors :

|αt|2 = |α(0)|2 + 2
∫ t

0
αsβsds+ 2

∫ t

0
αsγsd

←−
Ws + 2

∫ t

0
αsσsdBs −

∫ t

0
|γs|2ds+

∫ t

0
|σs|2ds.
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Et :

E|αt|2 = E|α(0)|2 + 2E
∫ t

0
αsβsds− E

∫ t

0
|γs|2 + E

∫ t

0
|σs|2ds.

1.8 Les Équations Différentielles Stochastiques

Soit (xt)t≥0 et (yt)t≥0 et (zt)t≥0 sont des processus stochastiques, (Ω,F , (Ft)t≥0, P ) est un

espace de probabilité filtré et (Bt)t≥0 est un mouvement Brownien

1.8.1 L’équation différentielle stochastique

Définition1.15: Une équation différentielle stochastique (EDS) est donnée sous la forme

suivante : 
dxt = b(t, xt)dt+ σ(t, xt)dBt,

x0 = ζ.

(1.1)

telles que :

— b et σ deux fonctions mesurables.

— b est appelée le coefficient dérivé et σ le coefficient diffusion.

— x0 est une condition initiale de la (EDS).

Remarque 1.6: On dit que l’EDS (1.1) admet une solution unique (xt)t≥0 si xt est une

processus adapté.

Théorème (Théorème d’existence et d’unicité) 1.5: Le théorème suivant donne des

conditions suffisantes sur b et σ pour avoir un résultat d’existence et d’unicité pour (1.1) :

1. b et σ deux fonctions continues.

2. Condition de Lipschitz : ∃K > 0 : ∀t ∈ [0, T ] et ∀x, y ∈ R :

∣∣∣b(t, x)− b(t, y)
∣∣∣+ ∣∣∣σ(t, x)− σ(t, y)

∣∣∣ ≤ K
∣∣∣x− y∣∣∣.

11



Chapitre 1. Généralités sur le calcul Stochastique

3. Condition de croissance linéaire : ∃C > 0 : ∀t ∈ [0, T ]∀x ∈ R :

∣∣∣b(t, x)
∣∣∣+ ∣∣∣σ(t, x)

∣∣∣ ≤ C(1 + |x|).

4. x0 indépendant (Bt)t≥0 et E[|x0|2] <∞.

Alors sous les hypothèses précédentes il existe une solution unique adaptée (xt)t≥0 vérifiant

l’EDS (1.1).

Preuve. : Pour la preuve de l’existence et de l’unicité de la solution de cette EDS, on peut

se référer à [3].

1.8.2 L’équation différentielle stochastique rétrograde

Définition1.16: Une équation différentielle stochastique rétrograde est donnée sous la forme

(voir [4]) : 
dyt = −f(t, yt, zt)dt+ ztdBt,

yT = ϵ.

(1.2)

Ou sous la forme suivante :

−dyt = f(t, yt, zt)dt− ztdBt,

telles que :

— La fonction f le générateur de l’EDSR.

— yT s’appelle une variable aléatoire terminale de l’EDSR.

Remarque 1.7: Une solution de l’EDSR (1.2) est un couple de processus (yt, zt)t≥0, telle

que yt est une processus continue adapté zt est une processus prévisible .

Théorème (Théorème d’existence et d’unicité) 1.6: Soit f une fonction uniformément
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Lipschitzienne, il existe une constante L >0 telle que :

|f(t, y1, z1)− f(t, y2, z2)| ≤ L(|y1 − y2|+ |z1 − z2|).

Preuve. : Pour la preuve de l’existence et de l’unicité de la solution de cette EDSR, on peut

se référer à [4].

1.8.3 Les équations différentielles doublement stochastiques rétro-

grades

Définition1.17: Une équation différentielle doublement stochastique rétrograde est une équa-

tion de la forme suivante (voir [4]) :


−dyt = f(t, yt, zt)dt+ g(t, yt, zt)

←−−
dW t − ztdBt,

yT = η.

(1.3)

telle que :

— f est un générateur ou coefficient de dérive.

— g est un coefficient de diffusion rétrograd.

— (Bt)t≥0 est un mouvement Brownien standard. dont la filtration est associée aux in-

formations du passé.

— (Wt)t≥0 est un mouvement Brownien indépendant de Bt (mouvement Brownien rétro-

grade).

— yT est une condition terminale.

Remarque 1.8: Une solution de l’EDSR doublé (1.3) est un couple de processus (yt, zt)t≥0,

telle que yt est une processus continue adapté zt est un processus prévisible.

Théorème (Théorème d’existence et d’unicité) 1.7: Le théorème suivant donne des

conditions suffisantes sur f et g pour avoir un résultat d’existence et d’unicité pour (1.3) :

13
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1. Les fonctions :

(a) f : R+ × Ω× R→ R.

(b) g : R+ × Ω× R→ R.

Sont des fonctions mesurables

2. Il existe L>0 et 0<α< 1 telle que :

Pour tout t et (y1, y2), (z1, z2) ∈ Rm :

|f(t, y1, z1)− f(t, y2, z2)|2 ≤ L(|y1 − y2|2 + |z1 − z2|2)

|g(t, y1, z1)− g(t, y2, z2)|2 ≤ L(|y1 − y2|2 + α|z1 − z2|2)

Preuve. Pour la preuve de l’existence et de l’unicité de la solution de cette EDSR doublé,

on peut se référer à [7].

1.8.4 Les équations différentielles doublement stochastiques pro-

gressivement rétrogrades

Définition1.18: Ce système combine une EDS et une EDDSR. Il hérite des caractéris-

tiques de chaque équation et s’écrit sous la forme suivante (voir[4]) :



dxt = b(t, xt, yt, zt)dt+ σ(t, xt, yt, zt)dBt,

−dyt = f(t, xt, yt, zt)dt+ g(t, xt, yt, zt)
←−−
dW t − ztdBt,

x0 = ζ,

yT = η.

(1.4)

Remarque 1.9:

1. Système fortement couplé ou bien dit d’équations différentielles doublement stochas-
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tiques progressivement rétrogrades découplées s’écrit ce la forme :



dxt = b(t, xt)dt+ σ(t, xt)dBt,

−dyt = f(t, xt, yt, zt)dt+ g(t, xt, yt, zt)
←−−
dW t − ztdBt,

x0 = ζ,

yT = η.

2. Sur les solutions : Les solutions de ce système sont traitées de manière distincte.

La composante EDS est résolue indépendamment, suivie par la résolution de la partie

EDDSR qui lui est associée.
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Chapitre 2

Principe du Maximum Stochastique

Pour un Problème de Contrôle Relaxé

Neutre au Risque

Ce chapitre vise à établir les conditions nécessaires d’optimalité selon le Principe du Maxi-

mum Stochastique (SMP). Nous démontrerons que tout contrôle relaxé optimal est associé

à un système équations différentielles doublement stochastiques progressivement rétrogrades

découplées. Ce résultat permet de caractériser les contrôles optimaux à l’aide de la fonction

de Hamilton et des équations adjointes, tout en prenant en compte la dynamique du système

et l’évolution de l’état au cours du temps.
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2.1 Formulation du problème et hypothèses

Formulation du problème

Modèle Strict

Soit (Ω,F ; (Ft)t≥0,P) un espace de probabilité filtré satisfaisant aux conditions habituelles

.Soit T un nombre réel strictement positif fixé.

Soient B = (Bt, 0 ≤ t ≤ T ) et W = (Wt, 0 ≤ t ≤ T ) deux processus de mouvement standard

mutuellement indépendants à valeurs dans R.

Nous supposons que (FB
t ) = σ(Bs−B0 : 0 ≤ s ≤ t)∨N et (FW

t,T ) = σ(Ws−Wt : t ≤ s ≤ T )∨N

où N désigne la totalité des ensembles P-négligeables et U ⊂ R. Pour chaque t ∈ [0, T ], nous

définissons F (W,B)
t := FB

t ∨ FW
t,T . Notez que la collection {F (W,B)

t : t ∈ [0, T ]} ni croissante ni

décroissante, elle ne constitue donc pas une filtration. Pour cette raison pour chaque t ∈ [0, T ]

nous définissons la filtration Gt := FB
t ∨ FW

0,T .

Dans la suite, nous définirons les espaces utilisés tout au long de cet chapitre.

Soit M2([0, T ],R) l’ensemble des processus aléatoires (Φt)t≥0 mesurables unidimensionnels

qui satisfont :

(i) : E
[ ∫ T

0 |Φt|2dt
]
<∞,

(ii) : Φt et F (W,B)
t -mesurable, pour tout t ∈ [0, T ].

Soit S2([0, T ],R) l’ensemble des processus aléatoires(vt)t≥0 continus undimensionnels qui sa-

tisfont :

(i) : E
[

sup
0≤t≤T

|vt|2
]
<∞,

(ii) : vt et F (W,B)
t -mesurable ,pour tout t ∈ [0, T ].

Soit C1([0, T ],R) l’ensemble des fonctions continûment dérivables définies sur R

Définition2.1: Un contrôle admissible est tout processus v à valeurs dans U tel que

E
[

sup
0≤t≤T

|vt|2
]
<∞.

Nous désignons par U l’ensemble de tous les contrôles admissibles, et nous supposons que
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l’ensemble U n’est pas nécessairement convexe.

Pour tout v ∈ U , nous considérons le système EDDSPR découplées suivant :



dxt = b(t, xv
t , vt)dt+ σ(t, xv

t , vt)dBt,

−dyt = f(t, xv
t , y

v
t , z

v
t , vt)dt+ g(t, xv

t , y
v
t , z

v
t , vt)

←−−
dWt − zv

t dBt,

xv
0 = ζ,

yv
T = η.

(2.1)

Où

b : [0, T ]× R× U → R.

σ : [0, T ]× R× U → R.

f : [0, T ]× R× R× R× U → R.

g : [0, T ]× R× R× R× U → R.

ζ et η sont des variables aléatoires F (W,B)
0 -mesurables et η est une variable aléatoire F (W,B)

T -

mesurable, telles que E[|ζ|2 + |η|2] <∞.

Nous définissons maintenant le type de fonctionnelle de performance neutre au risque suivant

avec coût initial et terminal :

J (v) = E
[
φ(xv

T ) + ψ(yv
0) +

∫ T

0
h(t, xv

t , y
v
t , z

v
t , vt)dt

]
. (2.2)

avec h : R→ R, ψ : R→ R, φ : R→ R et h : [0, T ]× R× R× R× U → R.

Un contrôle strict u ∈ U est dit être un contrôle optimal s’il satisfait :

J (u) = inf
v∈U
J (v). (2.3)
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Modèle relaxé

Afin d’être pleinement convaincu que des contrôles optimaux stricts peuvent ne pas exis-

ter, même dans les cas les plus simples, il suffit d’examiner l’exemple qui sera présenté ulté-

rieurement. Cela suggère que l’ensemble des contrôles stricts est trop restreint et qu’il devrait

être inclus dans une classe plus large, dotée d’une structure topologique plus riche, pour la-

quelle le problème de contrôle devient résoluble. L’idée du modèle relaxé consiste à remplacer

l’ensemble U des contrôles stricts v par un processus q à valeurs dans P(U) , où P(U) désigne

l’ensemble des mesures de probabilité sur U . Cet espace possède une structure topologique

particulièrement riche ; pour plus de détails, voir Bahlali [8] et El Karoui et al. [5].

Dans les problèmes de contrôle stochastique relaxé, l’objectif est d’optimiser le comportement

d’un système gouverné par des EDDSPRs en utilisant une forme plus flexible de contrôle,

appelée contrôle relaxé. Celui-ci étend les méthodes classiques de contrôle en considérant

des mesures de probabilité sur les contrôles stricts plutôt que des contrôles déterministes

classiques.

Définition2.2: Un contrôle relaxé est une variable aléatoire q : Ω −→ K,

telle que

q(ω, dt, da) = q(dt, da),

et vérifiant que, pour tout t ∈ [0, T ], le processus qt est Ft-mesurable.

On note par R l’ensemble de tous ces contrôles relaxés.

Le système d’état dans le cas des contrôles relaxés est donné par :



dxq
t =

∫
U b(t, x

q
t , a)qt(da)dt+

∫
U σ(t, xq

t , a)qt(da)dBt,

−dyq
t =

∫
U f(t, xq

t , y
q
t , z

q
t , a)qt(da)dt+

∫
U g(t, x

q
t , y

q
t , z

q
t , a)qt(da)←−−dW t − zq

t dBt,

xq
0 = ξ,

yq
T = η.

(2.4)
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La fonction de coût à minimiser, sur l’ensemble R des contrôles relaxés, est donnée par

l’expression suivante :

J (q) = E

Φ(xq
T ) + Ψ(yq

0) +
∫ T

0

∫
U
h(t, xq

t , y
q
t , z

q
t , a)qt(da)dt

.
Un contrôle relaxé µ est dit optimal s’il satisfait la condition suivante :

J (µ) = inf
q∈R
J (q).

Hypothèses :

Pour garantir l’existence et l’unicité de la solution de notre système, s’assurer que nos

résultats ne divergent pas vers l’infini, et afin de pouvoir établir les conditions d’optimalité,

nous formulons les hypothèses suivantes :

1. Condition de Lipschitz :

(H1) :Il existe des constantes K ≥ 0,0 < γ < 1 telle que pour tout (w, t) ∈ Ω ×

[0, T ], xi ∈ R× U et (xi, yi, zi) ∈ R× R× R× U , i = 1, 2 ; on a :



|b(t, x1, qt)− b(t, x2, qt)|2 ≤ K|x1 − x2|2

|σ(t, x1, qt)− σ(t, x2, qt)|2 ≤ K(|x1 − x2|2

|f(t, x1, y1, z1, qt)− f(t, x2, y2, z2, qt)|2 ≤ K(|x1 − x2|2 + |y1 − y2|2 + |z1 − z2|2)

|g(t, x1, y1, z1, qt)− g(t, x2, y2, z2, qt)|2 ≤ K(|x1 − x2|2 + |y1 − y2|2) + γ|z1 − z2|2

2. Condition de dérivabilité :

(H2) :Les fonctions b et σ sont continûment dérivables par rapport à (x).

(H3) :Les fonctions f , h et g sont continûment dérivables par rapport à (x, z, y) et ψ

par rapport à (y).

3. Condition de bornitude des dérivées :
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(H4) : Toutes les dérivées des fonctions f , g eth sont bornées par :K(1+|x|+|y|+|z|).

Toutes les dérivées des fonctions b, σ et φ sont bornées par :K(1 + |x|), et la dérivée

de ψest bornée par :K(1 + |y|).

4. Condition de continuité et de bornitude de la fonction de coût :

(H5 :) h(t, xt, yt, zt, qt) ≤ S(t) +Kz2
t où S est une fonction déterministe.

On note que les fonctions f et g sont conjointement mesurables telles que, pour tout

(xt, yt, zt, qt), elles appartiennent à M2([0, T ],R).

2.2 Estimation des trajectoires

L’ensemble des contrôles relaxésR est convexe ,par conséquent, la méthode classique pour

dériver les conditions nécessaires d’optimalité pour les contrôles relaxés consiste à utiliser la

méthode de perturbation convexe.

Pour cela, soit µ ∈ R un contrôle relaxé optimal et notons par {(xµ
t , y

µ
t , z

µ
t ), 0 ≤ t ≤ T} sa

solution correspondante de (2.4) .Ensuite, pour chaque t ∈ [0, T ], nous définissons un contrôle

relaxé perturbé comme suit :

µϵ
t = µt + ϵ(qt − µt),

pour un ϵ > 0 suffisamment petit, t ∈ [0, T ] et un élément arbitraire q de R. Alors µϵ
t ∈ R.

Notons par (xϵ
t, y

ϵ
t , z

ϵ
t ) la solution de (2.4) associée à µϵ

t, Nos inégalités variationnelles peuvent

alors être dérivées de l’inégalité :

J (µϵ)− J (µ) ≥ 0.

Lemme 2.1: Supposons que les hypothèses (H1)et(H2) soient vérifiées, alors nous avons :

lim
ϵ→0

E
[

sup
t∈[0,T ]

|xϵ
t − x

µ
t |2
]

= 0, (2.5)
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lim
ϵ→0

E
[

sup
t∈[0,T ]

|yϵ
t − y

µ
t |2
]

= 0, (2.6)

lim
ϵ→0

E
[ ∫ T

0
|zϵ

t − z
µ
t |2dt

]
= 0. (2.7)

Preuve. : Prouvons maintenant(2.5) nous avons :

xµ
t =

∫ t

0

∫
U
b(s, xµ

s , a)µs(da)ds+
∫ t

0

∫
U
σ(s, xµ

s , a)µs(da)dBs,

et

xϵ
t =

∫ t

0

∫
U
b(s, xϵ

s, a)µϵ
s(da)ds+

∫ t

0

∫
U
σ(s, xϵ

s, a)µϵ
s(da)dBs,

Alors
xϵ

t − x
µ
t =

∫ t

0

∫
U
b(s, xϵ

s, a)µϵ
s(da)ds+

∫ t

0

∫
U
σ(s, xϵ

s, a)µϵ
s(da)dBs

−
∫ t

0

∫
U
b(s, xµ

s , a)µs(da)ds−
∫ t

0

∫
U
σ(s, xµ

s , a)µs(da)dBs

=
∫ t

0

 ∫
U
b(s, xϵ

s, a)µϵ
s(da)−

∫
U
b(s, xµ

s , a)µs(da)
ds

+
∫ t

0

 ∫
U
σ(s, xϵ

s, a)µϵ
s(da)−

∫
U
σ(s, xµ

s , a)µs(da)
dBs.

D’après la définition de µϵ
t, on obtient :

xϵ
t − x

µ
t =

∫ t

0

 ∫
U
b(s, xϵ

s, a)(µs + ϵ(qs − µs))(da)−
∫

U
b(s, xµ

s , a)µs(da)
ds

+
∫ t

0

 ∫
U
σ(s, xϵ

s, a)(µs + ϵ(qs − µs))(da)−
∫

U
σ(s, sµ

s , a)µs(da)
dBs

=
∫ t

0

 ∫
U
b(s, xϵ

s, a)µs(da)−
∫

U
b(s, xµ

s , a)µs(da)
ds

+ ϵ
∫ t

0

 ∫
U
b(s, xϵ

s, a)(qs − µs)(da)
ds

+
∫ t

0

 ∫
U
σ(s, xϵ

s, a)µs(da)−
∫

U
σ(s, xµ

s , a)µs(da)
dBs

+ ϵ
∫ t

0

 ∫
U
σ(s, xϵ

s, a(qs − µs)(da)
dBs.
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En utilisant l’inégalité de Young, on obtient :

|xϵ
t − x

µ
t |2 ≤ 4

∣∣∣∣∣∣
∫ t

0

 ∫
U
b(s, xϵ

s, a)µs(da)−
∫

U
b(s, xµ

s , a)µs(da)
ds

∣∣∣∣∣∣
2

+ 4ϵ2

∣∣∣∣∣∣
∫ t

0

 ∫
U
b(s, xϵ

s, a)(qs − µs)(da)
ds

∣∣∣∣∣∣
2

+ 4

∣∣∣∣∣∣
∫ t

0

 ∫
U
σ(s, xϵ

s, a)µs(da)−
∫

U
σ(s, xµ

s , a)µs(da)
dBs

∣∣∣∣∣∣
2

+ 4ϵ2

∣∣∣∣∣∣
∫ t

0

 ∫
U
σ(s, xϵ

s, a)(qs − µs)(da)
dBs

∣∣∣∣∣∣
2

.

En utilisant l’isométrie et en considérant l’espérance, on obtient :

E|xϵ
t − x

µ
t |2 ≤ 4E

 ∫ t

0

∣∣∣∣∣∣
∫

U
b(s, xϵ

s, a)µs(da)−
∫

U
b(s, xµ

s , a)µs(da)

∣∣∣∣∣∣
2

ds


+ 4ϵ2E

 ∫ t

0

∣∣∣∣∣∣
∫

U
b(s, xϵ

s, a)(qs − µs)(da)

∣∣∣∣∣∣
2

ds


+ 4E

 ∫ t

0

∣∣∣∣∣∣
∫

U
σ(s, xϵ

s, a)µs(da)−
∫

U
σ(s, xµ

s , a)µs(da)

∣∣∣∣∣∣
2

ds


+ 4ϵ2E

 ∫ t

0

∣∣∣∣∣∣
∫

U
σ(s, xϵ

s, a)(qs − µs)(da)

∣∣∣∣∣∣
2

ds


≤ 4E

 ∫ t

0

∣∣∣∣∣∣
∫

U

[
b(s, xϵ

s, a)− b(s, xµ
s , a)

]
µs(da)

∣∣∣∣∣∣
2

ds


+ 4ϵ2E

 ∫ t

0

[ ∫
U

∣∣∣∣b(s, xϵ
s, a)(qs − µs)

∣∣∣∣2(da)
]
ds


+ 4E

 ∫ t

0

∣∣∣∣∣∣
∫

U

[
σ(s, xϵ

s, a)− σ(s, xµ
s , a)

]
µs(da)

∣∣∣∣∣∣
2

ds


+ 4ϵ2E

 ∫ t

0

[ ∫
U

∣∣∣∣σ(s, xϵ
s, a)(qs − µs)

∣∣∣∣2(da)
]
ds

.
Sous les hypothèses (H1)et(H2), en particulier b etσ étant uniformément lipschitziennes par
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rapport à x, on :

E|xϵ
t − x

µ
t |2 ≤ CE

[ ∫ t

0

∣∣∣∣xϵ
s − xµ

s

∣∣∣∣2ds]+Mϵ2.

D’après le lemme de Gronwall, on obtient :

E|xϵ
t − x

µ
t |2 ≤Mϵ2

∫ t

0
eCsds,

Alors

E|xϵ
t − x

µ
t |2 ≤Mϵ2(eCt − 1),

si ϵ→ 0, on obtient :

E|xϵ
t − x

µ
t |2 → 0.

Enfin, en appliquant l’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, on obtient :

lim
ϵ→0

E
[

sup
t∈[0,T ]

|xϵ
t − x

µ
t |2
]

= 0.

Prouvons maintenant (2.6) et (2.7) :

En appliquant la formule d’Itô à (yϵ
t − yµ

t )2, et en introduisant l’intégrale de t à T , nous

obtenons :

|yϵ
t − y

µ
t |2 = 2

∫ T

t
|yϵ

t − y
µ
t |

∫
U
f(s, xϵ

s, y
ϵ
s, z

ϵ
s, a)µϵ

s(da)−
∫

U
f(s, xµ

s , y
µ
s , z

µ
s , a)µs(da)

ds
+ 2

∫ T

t
|yϵ

t − y
µ
t |

∫
U
g(s, xϵ

s, y
ϵ
s, z

ϵ
s, a)µϵ

s(da)−
∫

U
g(s, xµ

s , y
µ
s , z

µ
s , a)µs(da)

←−−dW s

+ 2
∫ T

t
|yϵ

t − y
µ
t |(zϵ

s − zµ
s )dBs

−
∫ T

t

∫
U
g(s, xϵ

s, y
ϵ
s, z

ϵ
s, a)µϵ

s(da)−
∫

U
g(s, xµ

s , y
µ
s , z

µ
s , a)µs(da)

2

ds

+
∫ T

t
|zϵ

s − zµ
s |2ds.
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D’après la définition de µϵ
t, et à partir de l’intégralité |a+ b|2 ≤ 2a2 + 2b2, nous obtenons :

|yϵ
t − y

µ
t |2 ≤ 2

∫ T

t
|yϵ

t − y
µ
t |

 ∫
U

(
f(s, xϵ

s, y
ϵ
s, z

ϵ
s, a)− f(s, xµ

s , y
µ
s , z

µ
s , a)

)
µs(da)

ds
+ 2ϵ

∫ T

t
|yϵ

t − y
µ
t |

∫
U
f(s, xϵ

s, y
ϵ
s, z

ϵ
s, a)(qs(da)− µs(da))

ds
+ 2

∫ T

t
|yϵ

t − y
µ
t |

 ∫
U

(
g(s, xϵ

s, s
ϵ, zϵ

s, a)g(s, xµ
s , y

µ
s , z

µ
s , a)

)
µs(da)

←−−dW s

+ 2ϵ
∫ T

t
|yϵ

t − y
µ
t |

∫
U
g(s, xϵ

s, y
ϵ
s, z

ϵ
s, a)(qs(da)− µs(da))

←−−dW s

− 2
∫ T

t
|yϵ

t − y
µ
t |(zϵ

s − zµ
s )dBs

−
∫ T

t

∣∣∣∣∣∣
∫

U

(
g(s, xϵ

s, y
ϵ
s, z

ϵ
s, a)− g(s, xµ

s , y
µ
s , z

µ
s , a)

)
µs(da)

∣∣∣∣∣∣
2

ds

− 2ϵ2
∫ T

t

∣∣∣∣∣∣
∫

U
g(s, xϵ

s, y
ϵ
s, z

ϵ
s, a)

(
qs(da)− µs(da)

)∣∣∣∣∣∣
2

ds

+
∫ T

t
|zϵ

s − zµ
s |2ds.

D’après les hypothèses, en particulier f et g sont uniformément Lipschitziennes par rapport

à x, y, z, et d’après la formule de Young, pour tout θ > 0, 2ab ≤ 1
(1+θ)a

2 + (1 + θ)b2.

Où 0 ≤ α ≤ 1.En prenant l’espérance,nous obtenons :

E|yϵ
t − y

µ
t |2 + E

[ ∫ T

t
|zϵ

s − zµ
s |2ds

]
≤ (1 + θ)E

[ ∫ T

t
|yϵ

s − yµ
s |2ds

]

+ ϵ2 C

(1 + θ)E
 ∫ T

t

∣∣∣∣∣∣
∫

U
f(s, xϵ

s, y
ϵ
s, z

ϵ
s, a)(µs(da)− qs(da))

∣∣∣∣∣∣
2

ds


+ Cϵ2E

 ∫ T

t

∣∣∣∣ ∫
U
g(s, xϵ

s, y
ϵ
s, z

ϵ
s, a)(µs(da)− qs(da))

∣∣∣∣2ds


+ C

(1 + θ)E
 ∫ T

t
(
∣∣∣∣xϵ

s − xµ
s

∣∣∣∣2) +
∣∣∣∣yϵ

s − yµ
s

∣∣∣∣2ds


+ C

(1 + θ)E
 ∫ T

t

∣∣∣∣zϵ
s − zµ

s

∣∣∣∣ds

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+ CE
[ ∫ T

t
(|xϵ

s − xµ
s |2 + |yϵ

s − yµ
s |2)ds

]

+ αE
[ ∫ T

s
|zϵ

s − zµ
s |2ds

]
.

Par conséquent :

E|yϵ
t−y

µ
t |2+

(
1−α− C

(1 + θ)

)
E
[ ∫ T

t
|zϵ

s−zµ
s |2ds

]
≤
(

(1+θ)+ C

(1 + θ)+C
)
E
[ ∫ T

t
|yϵ

s−yµ
s |2ds

]
+αϵ

t,

Où

αϵ
t = E(ηϵ − ηµ)2 + cθE

[ ∫ T

t
|xϵ

s − xµ
s |2ds+ ϵ2kθ

]
.

D’après (2.5), cθ et kθ sont des réels non négatifs, nous avons :

lim
ϵ→0

αϵ
t = 0. (2.8)

Soit :

θ =


0, C ≤ 1−α

2

2θ+α−1
1−α

, C ≤ 1−α
2

Alors1− α− C
(1+θ) ≤

1−α
2 > 0 .On peut choisir c1 = 1− α− C

(1+θ) et c2 = (1 + θ) + C
(1+θ) +C

Nous en déduisons que :

E|yϵ
t − y

µ
t |2 + c1E

[ ∫ T

t
|zϵ

s − zµ
s |2ds

]
≤ c2E

[ ∫ T

t
|yϵ

s − yµ
s |2ds

]
+ αϵ

t,

D’après l’inégalité ci-dessus, il en résulte que :

E|yϵ
t − y

µ
t |2 ≤ c2E

[ ∫ T

t
|yϵ

s − yµ
s |2ds

]
+ αϵ

t, (2.9)
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et

E
[ ∫ T

t
|zϵ

s − zµ
s |2ds

]
≤ c2

c1
E
[ ∫ T

t
|yϵ

s − yµ
s |2ds

]
+ 1
c1
αϵ

t, (2.10)

En utilisant (2.8) et (2.9), le lemme de Gronwall et l’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy,

nous pouvons déduire (2.6).Par la suite, (2.7) est obtenue à partir de (2.5) et (2.6).

Lemme 2.2: Considérons(x̃t, ỹt, z̃t)comme solution des équations variationnelles associées

au EDDSRP(2.4) :



dx̃t = [
∫

U bx(t, xµ
t , a)µt(da)x̃t +

∫
U b(t, x

µ
t , a)(qt(da)− µt(da))]dt

+[
∫

U σ(t, xµ
t , a)µt(da)x̃t +

∫
U σ(t, xµ

t , a)(qt(da)− µt(da))]dBt,

x̃0 = 0.

et 

dỹt = [
∫

U(fx(t, xµ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)x̃t + fy(t, xµ

t , y
µ
t , z

µ
t , a)ỹt

+fz(t, xµ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)z̃t)µt(da)]dt+

∫
U f(t, xµ

t , y
µ
t , z

µ
t , a)(qt(da)− µt(da))dt

+[
∫

U(gx(t, xµ
t , y

µ
t + zµ

t , a)x̃t + gy(t, xµ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)ỹt

+gz(t, xµ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)z̃t]

←−−
dW t

+
∫

U g(t, x
µ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)(qt(da)− µt(da))←−−dW t + z̃dBt,

ỹT = 0.

On a alors les identités suivantes :

lim
ϵ→0

 sup
t∈[0,T ]

E
[∣∣∣∣xϵ

t − x
µ
t

ϵ
− x̃t

∣∣∣∣2]
 = 0, (2.11)

lim
ϵ→0

 sup
t∈[0,T ]

E
[∣∣∣∣yϵ

t − y
µ
t

ϵ
− ỹt

∣∣∣∣2]
 = 0, (2.12)

lim
ϵ→0

 ∫ T

0
E
[∣∣∣∣zϵ

t − z
µ
t

ϵ
− z̃t

∣∣∣∣2]
 = 0. (2.13)
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Preuve. : Montrons maintenant que nous avons le résultat suivant. La démonstration repose

principalement sur la formule d’Itô, le développement de Taylor et le théorème de convergence

dominée.

Notons, pour simplifier :

Xϵ
t = xϵ

t − x
µ
t

ϵ
− x̃t, (2.14)

Y ϵ
t = yϵ

t − y
µ
t

ϵ
− ỹt, (2.15)

Zϵ
t = zϵ

t − z
µ
t

ϵ
− z̃t. (2.16)

(i) On va maintenant démontrer (2.11), on montre que :

Xϵ
t = 1

ϵ

∫ t

0

 ∫
U
b(s, xϵ

s, a)µϵ
s(da)−

∫
U
b(s, xµ

s , a)µs(da)
ds

+ 1
ϵ

∫ t

0

 ∫
U
σ(s, xϵ

s, a)µϵ
s(da)−

∫
U
σ(s, xµ

s , a)µs(da)
dBs

−
∫ t

0

∫
U
bx(s, xµ

s , a)x̃sds−
∫ t

0

∫
U
σx(s, xµ

s , a)µs(da)x̃sdBs

−
∫ t

0

∫
U
b(s, xµ

s , a)(qs(da)− µs(da))ds−
∫ t

0

∫
U
σ(s, xµ

s , a)(qs(da)− µs(da))dBs.

D’après la définition de µϵ
t, on obtient :

Xϵ
t = 1

ϵ

∫ t

0

 ∫
U

(
b(s, xϵ

s, a)− b(s, xµ
s , a)

)
µϵ

s(da)
ds

+ 1
ϵ

 ∫
U

(
σ(s, xϵ

s, a)− σ(s, xµ
s , a)

)
µϵ

s(da)
dBs

−
∫ t

0

 ∫
U
bx(s, xµ

s , a)µs(da)x̃s

ds
−
∫ t

0

 ∫
U
σx(s, xµ

s , a)µs(da)x̃s

dBs,
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On utilise la formule de Taylor avec un reste intégral, on obtient :

∫
U
b(s, xϵ

s, a)µs(da)−
∫

U
b(s, xµ

s , a)µs(da) =
∫ 1

0

∫
U
bx(s, xµ

s + λ(xϵ
s − xµ

s ), a)(xϵ
s − xµ

s )µs(da)dλds,

et

∫
U
σ(s, xϵ

s, a)µs(da)−
∫

U
σ(s, xµ

s , a)µs(da) =
∫ 1

0

∫
U
σx(s, xµ

s + λ(xϵ
s − xµ

s ), a)(xϵ
s − xµ

s )µs(da)dλds,

et

Xϵ
t = 1

ϵ

∫ t

0

∫ 1

0

∫
U
bx(s, xµ

s + λ(xϵ
s − xµ

s , a)(xϵ
s − xµ

s )µϵ
s(da)dλds

+ 1
ϵ

∫ t

0

∫ 1

0

∫
U
σx(s, xµ

s + λ(xϵ
s − xµ

s ), a)(xϵ
s − xµ

s )µϵ
s(da)dλdBs

−
∫ t

0

∫ 1

0

∫
U
bx(s, xµ

s , a)µs(da)x̃sdλds−
∫ t

0

∫ 1

0

∫
U
σx(s, xµ

s , a)µs(da)x̃sdλdBs

+
∫ t

0

∫ 1

0

∫
U
bx(s, xµ

s + λ(xϵ
s − xµ

s ), a)x̃sµs(da)dλds

+
∫ t

0

∫ 1

0

∫
U
σx(s, xµ

s + λ(xϵ
s − xµ

s ), a)x̃sµs(da)dλdBs.

En remplaçant (2.14) par sa valeur, on obtient :

Xϵ
t =

∫ t

0

∫ 1

0

∫
U
bx(s, xµ

s + λ(xϵ
s − xµ

s )a)Xϵ
sµs(da)dλds

+
∫ t

0

∫ 1

0

∫
U
σx(s, xµ

s + λ(xϵ
s − xµ

s ), a)Xϵ
sµs(da)dλdBs + αλ

t ,

Où

αλ
t = −

∫ t

0

∫ 1

0

∫
U
bx(s, xµ

s , a)µs(da)x̃sdλds−
∫ t

0

∫ 1

0

∫
U
σx(s, xµ

s , a)µs(da)x̃sdλdBs

+
∫ t

0

∫ 1

0

∫
U
bx(s, xµ

s + λ(xϵ
s − xµ

s ), a)x̃sµs(da)dλds

+
∫ t

0

∫ 1

0

∫
U
σx(s, xµ

s + λ(xϵ
s − xµ

s ), a)x̃sµs(da)dλdBs.

et

lim
λ→0

αλ
t = 0.
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En prenant l’espérance et en utilisant l’inégalité de Young, on obtient :

E|Xϵ
t |2 ≤ 3E

 ∫ t

0

∫ 1

0

∫
U

∣∣∣∣bx(s, xµ
s + λ(xϵ

s − xµ
s ), a)Xϵ

t

∣∣∣∣2µs(da)dλds


+ 3E
 ∫ t

0

∫ 1

0

∫
U

∣∣∣∣σx(s, xµ
s + λ(xϵ

s − xµ
s ), a)Xϵ

t

∣∣∣∣2µs(da)dλds
+ 3E

∣∣∣αλ
t

∣∣∣2,
D’après les hypothèses (H2) et (H4) ,bx etσx sont continues et uniformément bornées, on

obtient :

E
∣∣∣Xϵ

t

∣∣∣2 ≤ CE
[ ∫ t

0

∣∣∣Xϵ
s

∣∣∣2ds]+ CE
∣∣∣αλ

t

∣∣∣2.
En utilisant le lemme de Gronwall, on a :

E
∣∣∣Xϵ

t

∣∣∣2 ≤ CE
∣∣∣αλ

t

∣∣∣2 ∫ t

0
eCsds→ 0,

En appliquant l’inégalité de B-D-G, on obtient le résutat souhaité.

(ii)Prouvons les équation (2.12) et (2.13) :

Si nous désignons, pour tout t ∈ [0, T ]

(t, xϵ
s, y

ϵ
s, z

ϵ
s, a) = (t, ρϵ, a),

(t, xµ
s , y

µ
s , z

µ
s , a) = (t, ρµ, a), (2.17)

En appliquant la formule d’Itô à (yϵ
s − yµ

s )2, en prenant l’espérance et en utilisant la formule

de Young, pour tout θ > 0 nous avons :
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E
∣∣∣Y ϵ

t

∣∣∣2 + E
[∫ T

t

∣∣∣Zϵ
s

∣∣∣2ds] ≤1
θ
E
[∫ T

t

∣∣∣Y ϵ
s

∣∣∣2ds]

+ θE

 ∫ T

t

∣∣∣∣∣∣
(∫

U
f(s, ρϵ, a)µϵ

s(da)−
∫

U
f(s, ρµ, a)µs(da)

)

+
∫

U

(
fx(s, ρµ, a)x̃s + fy(s, ρµ, a)ỹs + fz(s, ρµ, a)z̃s

)
µs(da)

+
∫

U

(
f(s, ρϵ, a)− f(s, ρµ, a)

)(
qs(da)− µs(da)

)∣∣∣∣∣∣
2

ds


+ θE

 ∫ T

t

∣∣∣∣∣∣
(∫

U
g(s, ρϵ, a)µϵ

s(da)−
∫

U
g(s, ρµ, a)µs(da)

)

+
∫

U

(
gx(s, ρµ, a)x̃s + gy(s, ρµ, a)ỹs + gz(s, ρµ, a)z̃s

)
µs(da)

+
∫

U

(
g(s, ρϵ, a)− g(s, ρµ, a)

)(
qs(da)− µs(da)

)∣∣∣∣∣∣
2

ds

.
Pour simplifier, nous posons :

Λϵ,λ
t (a) = (t, xµ

t + λϵ(Xϵ
t + x̃s), yµ

t + λϵ(Y ϵ
t + ỹs), zµ

t + λϵ(Zϵ
t + z̃s), a). (2.18)

À partir de la dernière inégalité, nous obtenons :

E
∣∣∣Y ϵ

t

∣∣∣2 + E
[ ∫ T

t

∣∣∣Zϵ
s

∣∣∣2ds] ≤ 1
θ
E
[ ∫ T

t

∣∣∣Y ϵ
s

∣∣∣2ds]+ θE
[∣∣∣F y

s Y
ϵ

s + F z
s Z

ϵ
s + ζϵ

s

∣∣∣2ds]
+ θE

[∣∣∣Gy
sY

ϵ
s +Gz

sZ
ϵ
s + ζ ′ϵ

∣∣∣2ds], (2.19)

Où
F y

t =
∫ 1

0

∫
U
fy

(
Λϵ,λ

t (a)
)
µt(da)dλ,

F z
t =

∫ 1

0

∫
U
fz

(
Λϵ,λ

t (a)
)
µt(da)dλ,

Gy
t =

∫ 1

0

∫
U
gy

(
Λϵ,λ

t (a)
)
µt(da)dλ,

Gz
t =

∫ 1

0

∫
U
gz

(
Λϵ,λ

t (a)
)
µt(da)dλ,
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avec ζϵ
s et ζ ′ϵ

s donnés comme suit :

ζϵ
s =

∫ T

t

∫
U
fx

(
Λϵ,λ

s (a)
)
Xϵ

sµs(da)ds+
∫ T

t

∫
U

[
fx

(
Λϵ,λ

s (a)
)

(xϵ
s − xµ

s )

+ fy

(
Λϵ,λ

s (a)
)

(yϵ
s − yµ

s ) + fz

(
Λϵ,λ

s (a)
)

(zϵ
s − zµ

s )
](
qs(da)− µs(da)

)
ds,

ζ ′ϵ
s =

∫ T

t

∫
U
gx

(
Λϵ,λ

s (a)
)
Xϵ

sµs(da)ds+
∫ T

t

∫
U

[
gx

(
Λϵ,λ

s (a)
)

(xϵ
s − xµ

s )

+ gy

(
Λϵ,λ

s (a)
)

(yϵ
s − yµ

s ) + gz

(
Λϵ,λ

s (a)
)

(zϵ
s − zµ

s )
](
qs(da)− µs(da)

)
ds.

D’après le hypothèse (H4), F t
y , F

t
z , G

t
y, G

t
z sont bornées, par conséquent :

E
∣∣∣Y ϵ

t

∣∣∣2 + E
[ ∫ T

t

∣∣∣Zϵ
s|2ds

]
≤ 1
θ
E
[ ∫ T

t

∣∣∣Y ϵ
s

∣∣∣2ds]+ θCE
[ ∫ T

t

∣∣∣Y ϵ
s

∣∣∣2ds]+ θCE
[ ∫ T

t

∣∣∣Zϵ
s

∣∣∣2ds]+ Πϵ
t.

Où

Πϵ
t = θCE

[ ∫ T

t

∣∣∣ζϵ
s

∣∣∣2ds]+ θCE
[ ∫ T

t

∣∣∣ζ ′ϵ
s

∣∣∣2ds].
Si nous choisissons

θ = 1
2C ,

Nous déduisons

E
∣∣∣Y ϵ

t

∣∣∣2 + 1
2E
[ ∫ T

t

∣∣∣Zϵ
s

∣∣∣2ds] ≤ (2C + 1
2

)
E
[ ∫ T

t

∣∣∣Y ϵ
s

∣∣∣2ds]+ Πϵ
t.

À partir de l’inégalité ci dessus, nous avons :

E
∣∣∣Y ϵ

t

∣∣∣2 ≤ (2C + 1
2

)
E
[ ∫ T

t

∣∣∣Y ϵ
s

∣∣∣2ds]+ Πϵ
t,

et

E
[∫ T

t

∣∣∣Zϵ
s

∣∣∣2ds] ≤ 2
(

2C + 1
2

)
E
[∫ T

t

∣∣∣Y ϵ
s

∣∣∣2ds]+ 2Πϵ
t. (2.20)

Selon l’hypothèse (H4) et puisque fx, fy, fz, gx, gy et gz sont continues et bornées, d’après
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(2.5)-(2.7) et (2.11) nous obtenons :

lim
ϵ→0

Πϵ
t = 0 (2.21)

En utilisant (2.19) et (2.21), le lemme de Gronwall et l’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy,

nous obtenons (2.12).Enfin (2.13) et déduit de (2.12), (2.20) et (2.21).

Lemme 2.3: Soit µ un contrôle relaxé optimal avec les trajectoires associéesn (xµ
t , y

µ
t , z

µ
t ).

Alors, pour tout élément q ∈ R, et en utilisant la notation abrégée (2.17), nous avons :

0 ≤ E[Φx(xµ
T )x̃s + Ψy(yµ

0 )ỹt] + E
[ ∫ T

0

∫
U

(
hx(t, ρµ, a)x̃t

+ hy(t, ρµ, a)ỹt + hz(t, ρµ, a)z̃
)
µt(da)dt

]
+ E

[ ∫ T

0

∫
U
h(t, ρµ, a)(qt − µt)(da)dt

]
.

(2.22)

Preuve. : D’aprés l’optimalité de µt, nous obtenons :

0 ≤ J (µϵ
t)− J (µt), (2.23)

Ainsi, en utilisant la définition de µϵ
t :

µϵ
t = µt + ϵ(qt − µt), (2.24)

0 ≤ E[Φ(xϵ
T )− Φ(xµ

T )] + E[Ψ(yϵ
0)−Ψ(yµ

0 )]

+ ϵE
[ ∫ T

0

∫
U
h(t, ρϵ, a)(qt − µt)(da)dt

]
+ E

[ ∫ T

0

∫
U

(
h(t, ρϵ, a)− h(t, ρµ, a)

)
µt(da)dt

]
,

Pour simplifier, si nous utilisons la notation abrégée (2.18), nous en déduisons :

33



Chapitre 2. Principe du Maximum Stochastique Pour un Problème de Contrôle Relaxé Neutre au
Risque

0 ≤ E
[ ∫ 1

0

[
Φx(xµ

T + λϵ(Xϵ
T + x̃T ))x̃T

]
dλ
]

+ E
[ ∫ 1

0

[
Ψy(yµ

0 + λϵ(Y ϵ
0 + ỹ0))ỹ0

]
dλ
]

+ E

 ∫ T

0

∫ 1

0

∫
U

hx

(
Λϵ,λ

t (a)
)
x̃t

+ hy

(
Λϵ,λ

t (a)
)
ỹt + hz

(
Λϵ,λ

t (a)
)
z̃t

µt(da)dλdt


+ E

 ∫ T

0

∫
U
h(t, ρϵ, a)(qt − µt)(da)dt

+ γϵ
t .

(2.25)

Où γϵ
t est défini comme hx :

γϵ
t = E

 ∫ 1

0

[
Φx(xµ

T + λϵ(Xϵ
T + x̃T ))Xϵ

T

]
dλ


+ E

 ∫ 1

0

[
Ψy(yµ

0 + λϵ(Y ϵ
0 + ỹ0))Y ϵ

0

]
dλ


+ E

 ∫ T

0

∫ 1

0

∫
U

hx

(
Λϵ,λ

t (a)Xϵ
t + hy

(
Λϵ,λ

t (a)
)
Y ϵ

t + hz

(
Λϵ,λ

t (a)
)
Zϵ

t

µt(da)dλdt


+
∫ T

0

∫ 1

0

∫
U

hx

hx

(
Λϵ,λ

t (a)
)

(xϵ
t − x

µ
t ) + hy

(
Λϵ,λ

t (a)
)

(yϵ
t − y

µ
t ) + hz

(
Λϵ,λ

t (a)
)

(zϵ
t − z

µ
t )

(qt − µt)(da)dλdt
.

Puisque les dérivées Φx,Ψy, hx, hy et hz sont continues et bornées, en appliquant ici (2.5)-

(2.7) et (2.11)-(2.13), l’inégalité de Cauchy-Schwarz et le théorème de convergence dominée

donnent :

lim
ϵ→0

γϵ
t = 0. (2.26)

Par conséquent, en laissant ϵ tendre vers 0 dans (2.25) et en utilisant ce fait, nous obtenons

(2.22), ce qui compléte la démonstration.
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2.3 Les conditions nécessaires d’optimalités

Dans cette section, nous présentons notre résultat principal concernant le principe du

maximum.

Fonction Hamiltonien :

La fonction de Hamilton H est définie de [0, T ]×R×R×R×P(U)×R×R×R×R

vers R par la formule suivante :

H(t, x, y, z, q, p1, Q1, p2, Q2) =
∫

U
h(s, ρq, a)q(da)

+ p1 ·
∫

U
b(s, ρq, a)q(da) +Q1 ·

∫
U
σ(s, x, a)q(da)

+ p2 ·
∫

U
f(s, ρq, a)q(da) +Q2 ·

∫
U
g(s, ρq, a)q(da),

Où l’on note : (s, ρq, a) = (s, xq, yq, zq, a).

L’équation adjointe

Théorème (Conditions nécessaires d’optimalité ) 2.1: Soit µ un contrôle relaxé op-

timal minimisant la fonctionnelle J sur l’espace R, et soient (xµ, yµ, zµ) les solutions cor-

respondantes de l’équation (2.4). Alors, il existe une solution unique (p1, Q1, p2, Q2) au sys-

tème d’équations adjointes suivant, qui est un système d’équations différentielles stochastiques

progressives-rétrogrades.

En utilisant la notation (2.17), l’équation adjointe est constituée de deux équations, à savoir :



dpµ
1 = −

[ ∫
U hx(s, ρµ, a)µ(da) +

∫
U bx(s, ρµ, a)p1(t)µ(da) +Q1(t) ·

∫
U σx(s, ρµ, a)µ(da)

]
dt

−
[
p2(t)

∫
U fx(s, ρµ, a)µ(da) +Q2(t) ·

∫
U gx(s, ρµ, a)µ(da)

]
dt+Q1(t)dBt,

pµ
1(T ) = Φx(xµ

T ),
(2.27)
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et



dpµ
2 =

[ ∫
U hy(s, ρµ, a)µ(da) +

∫
U fy(s, ρµ, a)p2(t)µ(da) +

∫
U gy(s, ρµ, a)Q2(t)µ(da)

]
dt

+
[ ∫

U hz(s, ρµ, a)µ(da) +
∫

U fz(s, ρµ, a)p2(t)µ(da) +
∫

U gz(s, ρµ, a)Q2(t)µ(da)
]
dBt

+Q2(t)
←−−
dW t,

pµ
2(0) = Ψy(yµ

0 ).
(2.28)

et (p1, Q1, p2, Q2) ∈ L2([0, T ],R)× L2([0, T ],R)× L2([0, T ],R)× L2([0, T ],R).

Tel que ∀qt ∈ P(U),

H(t, xµ
t , y

µ
t , z

µ
t , qt, p

µ
1(t), Qµ

1(t), pµ
2(t), Qµ

2(t))

≥ H(t, xµ
t , y

µ
t , z

µ
t , µt, p

µ
1(t), Qµ

1(t), pµ
2(t), Qµ

2(t)).
(2.29)

Preuve. : À partir de l’inégalité variationnelle (2.22) et des valeurs de pµ
1(0) et pµ

2(T ) dans

les EDDSPRs (2.28) et (2.29), il s’ensuit que

0 ≤ E[pµ
1(T )x̃T ] + E[pµ

2(0)ỹ0] + E

 ∫ T

0

[ ∫
U
hx(t, ρµ, a)x̃t

+ hy(t, ρµ, a)ỹt + hz(t, ρµ, a)z̃t

]
µt(da)dt


+ E

[ ∫ T

0

∫
U
h(t, ρµ, a)(qt − µt)(da)dt

]
,

Pour tout t ∈ R.

En appliquant maintenant la formule d’Itô, pour calculer (pµ
1(t)x̃t) et (pµ

2(t)ỹt), pour tout

q ∈ R, la dernière inégalité devient

0 ≤ E

 ∫ t

0

[
H(t, xµ

t , y
µ
t , z

µ
t , qt, p

µ
1(t), Qµ

1(t), pµ
2(t), Qµ

2(t))

−H(t, xµ
t , y

µ
t , z

µ
t , µt, p

µ
1(t), Qµ

1(t), pµ
2(t), Qµ

2(t))
]
dt

.
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Soit maintenant µ un contrôle relaxé optimal et soit F un élément arbitraire de la σ-algèbre

Ft, et posons ∑ = qt1F + µt1Ω−F .Il est évident que∑ est un contrôle relaxé admissible .En

appliquant l’inégalité ci-dessus avec ∑, nous abtenons :

0 ≤ E
[
1F{H(t, xµ

t , y
µ
t , z

µ
t , qt, p

µ
1(t), Qµ

1(t), pµ
2(t), Qµ

2(t))

−H(t, xµ
t , y

µ
t , z

µ
t , µt, p

µ
1(t), Qt

1(t), p
µ
2(t), Qµ

2(t))}
]
,

∀F ∈ Ft.

Ce qui implique que :

0 ≤ E
[
{H(t, xµ

t , y
µ
t , z

µ
t ; qt, p

µ
1(t), Qµ

1(t), pµ
2(t), Qµ

2(t)

−H(t, xµ
t , y

µ
t , z

µ
t , µt, p

µ
1(t), Qµ

1(t), pµ
2(t), Qµ

2(t)/Ft}
]
.

La quantité à l’intérieur de l’espérance conditionnelle est mesurable par rapport à Ft et ainsi

l’inégalité (2.29) se déduit immédiatement.
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Chapitre 3

Principe du Maximum Stochastique

Pour un Problème de Contrôle Relaxé

Sensible au Risque

Dans ce chapitre, nous développons le problème de contrôle optimal où le système est

gouverné par une équation différentielle doublement stochastique progressive-rétrograde avec

une fonctionnelle de performance sensible au risque.Pour commencer, nous introduisons le

cadre du cas neutre au risque comme une extension du système de contrôle initial, où une

solution optimale existe.

Nos études établissent d’abord les conditions d’optimalité nécessaires sous la forme d’un prin-

cipe du maximum stochastique sensible au risque, dérivé par des techniques variationnelles

et des arguments de dualité.

Nous complétons suffisantes, qui grantissent qu’un contrôle relaxé admissible atteignant le

maximum de l’Hamiltonien constitue effectivement une stratégie optimale.
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3.1 Formulation du problème

Le cadre mathématique développé dans le Chapitre 2 demeure inchangé. Puisque seule

la fonctionnelle de coût diffère du cas neutre au risque, nous n’en rappelons pas les éléments

déjà introduits et nous présentons directement la formulation du problème de contrôle relaxé

sensible au risque.

3.1.1 Modèle relaxé

Définition3.1: Un contrôle relaxé q est une variable aléatoire de processus q(w, dt, da) défi-

nie sur (Ω,F , (Gt)t≥0,P) à valeurs dans P(U), processus progressivement mesurable par rap-

port à (Gt)t≥0, tel que pour tout t, I[0,T ]qtet Gt-mesurable et E
[

sup
0≤t≤T

∫
U
|a|2qt(da)

]
<∞.

Remarque 3.1: Considérons l’ensemble des contrôles relaxés. Pour chaque q ∈ R, le sys-

tème contrôlé est donné par :



dxq
t =

∫
U b(t, x

q
t , a)qt(da)dt+

∫
U σ(t, xq

t , a)qt(da)dBt,

−dyq
t =

∫
U f(t, xq

t , y
q
t , z

q
t , a)qt(da)dt+

∫
U g(t, x

q
t , y

q
t , z

q
t , a)qt(da)←−−dW t − zq

t dBt,

xq
0 = ζ,

yq
T = η.

(3.1)

Le coût espéré associé à un contrôle relaxé q et défini sous forme de performance sensible au

risque :

J (q) = E
[

exp θ
(
φ(xq

T ) + ψ(yq
0) +

∫ T

0

∫
U
h(t, xq

t , y
q
t , z

q
t , a)qt(da)dt

)]
. (3.2)

Le contrôle µ est le contrôle relaxé optimal s’il satisfait :

J (µ) = inf
q∈R
J (q). (3.3)

Notre objectif est d’établir les conditions d’optimalité nécessaires ainsi que suffisantes pour
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le principe du maximum stochastique relaxé.

Remarque 3.2: Dans le modèle relaxé, l’avantage de P(U) est la convexité, et les coefficients

du système (3.1) sont linéaires par rapport à la variable de contrôle relaxé.

3.2 Processus auxiliaire

Comme nous le savons, il n’existe pas de soluition à un tel problème de contrôle avec

utilité exponentielle ; pour cette raison, nous pouvons introduire le processus auxiliaire ξ, qui

est la solution de l’EDS .

dξq
t =

∫
U
h(t, xq

t , y
q
t , z

q
t , a)qt(da)dt, ξq

0 = 0. (3.4)

Alors notre problème de contrôle {(3.1), (3.2), (3.3)} est équivalent à :





dξq
t =

∫
U h(t, xq

t , y
q
t , z

q
t , a)qt(da)dt,

dxq
t =

∫
U b(t, x

q
t , a)qt(da)dt+

∫
U σ(t, xq

t , a)qt(da)dBt,

−dyq
t =

∫
U f(t, xq

t , y
q
t , z

q
t , a)qt(da)dt+

∫
U g(t, x

q
t , y

q
t , z

q
t , a)qt(da)←−−dW t − zq

t dBt,

ξq
0 = 0, xq

0 = ζ, yq
T = η,

J (q) = E[exp θ(φ(xq
T ) + ψ(yq

0) + ξq
T ]

=: E[Γ(ξT , xT , y0)],

J (µ) = inf
q∈R
J (q).

(3.5)

Nous définissons Aθ
T comme suit :

Aθ
T = exp θΦT ,

Où

ΦT = φ(xq
T ) + ψ(yq

0) +
∫ T

0

∫
U
h(t, xq

t , y
q
t , z

q
t , a)qt(da)dt.

Lemme 3.1: Supposons que les hypothèses (2.1) soient vérifiées, alors la fonction de perte
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sensible au risque est donnée par :

Ξθ = 1
θ

lnE[exp θΦT ]

= E[ΦT ] + θ

2 var[ΦT ] + o(θ2).

Preuve. : Nous avons Ξθ = 1
θ

lnE[exp θΦT ], en utilisant le développement de Taylor des

fonction exp et ln respectivement, nous obtenons :

Ξθ = 1
θ

lnE[exp θΦT ]

= 1
θ

lnE

1 + θΦT + (θΦT )2

2! + o([θΦT ]2)


= 1
θ

ln
1 + E(θΦT ) + E

(θΦT )2

2!

+ E(o([θΦT ]2))


= 1
θ

E(θΦT ) + E

(θΦT )2

2!

+ E(o([θΦT ]2))


− 1
θ

{
E(θΦT ) + E

(
(θΦT )2

2!

)
+ E(o([θΦT ]2))

}2

2
= E[ΦT ] + θ

2 var[ΦT ] + o(θ2),

d’où les résultats.

Notation 3.1: Tout au long de cet chapitre, nous devons utiliser les notations suivantes

pour chaque fonction ϕ ∈ {f, b, σ, g, h, ψ} :

ϕ(t) = ϕ(t, xq
t , y

q
t ; zq

t , a)

ϕµ(t) = ϕ(t, xµ
t , y

µ
t , z

µ
t , a)

Hθ(t) = Hθ

(
t, xµ

t , y
µ
t , z

µ
t , p⃗(t), P⃗ (t), qt

)
H̃θ(t) = H̃θ

(
t, xµ

t , y
µ
t , z

µ
t , p⃗(t), P⃗ (t),Vθ(t), l(t), qt

)
∂Hθ(t) = Hθ

(
t, xq

t , y
q
t , z

q
t , p⃗(t), P⃗ (t), qt

)
−Hθ

(
t, xµ

t , y
µ
t , z

µ
t , p⃗(t), P⃗ (t), µt

)
ϕδ(t) = ∂ϕ

∂δ
(t, xq

t , y
q
t , z

q
t , a), où δ =: x, y, z
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Lemme 3.2: Nous supposons que les hypothèses (H2), (H3) et (H4) sont satisfaites. Alors,

il existe trois paires uniques de processus adaptés à Gt, notées (p1, P1), (p2, P2) et (p3, P3) qui

sont la solution du système suivant :



dp⃗(t) = −


0 0 0∫

U hx(t)qt(da)
∫

U bx(t)qt(da)
∫

U fx(t)qt(da)∫
U hy(t)qt(da) 0

∫
U fy(t)qt(da)




p1(t)

p2(t)

p3(t)

 dt

−


0 0 0

0
∫

U σx(t)qt(da)
∫

U gx(t)qt(da)

0 0
∫

U gy(t)qt(da)




P1(t)

P2(t)

P3(t)

 dt

+


0 0 0

0 0 0

0 0 1




P1(t)

P2(t)

P3(t)


←−−
dW t

−


0 0 0

0 0 0∫
U hz(t)qt(da) 0

∫
U fz(t)qt(da)




p1(t)

p2(t)

p3(t)

 dBt

−


−1 0 0

0 −1 0

0 0
∫

U gx(t)qt(da)




P1(t)

P2(t)

P3(t)

 dBt,




p1(T )

p2(T )

p3(0)

 =


θAθ

T

θφx(xµ
T )Aθ

T

θψy(yµ
0 )Aθ

T

 , (3.6)

où

E
3∑

i=1

 sup
0≤t≤T

|pi(t)|2 +
∫ T

0
|Pi(t)|2dt

 <∞.
Preuve. Considérons le systéme (3.5), Nous posons p1(t)comme le processus adjoint par

42



Chapitre 3. Principe du Maximum Stochastique Pour un Problème de Contrôle Relaxé Sensible au
Risque

rapport à l’EDS (3.4), p2(t) le processus adjoint de l’EDS (3.5), et p3(t) sera le processus

adjoint de la EDDSPR (3.5). Nous avons :



dp1(t) = −Hθ
ξ (t)dt+ P1(t)dBt,

p1(T ) = Γξ(T ) = θAθ
T ,

dp2(t) = −Hθ
x(t)dt+ P2(t)dBt,

p2(T ) = Γx(T ) = θφx(xµ
T )Aθ

T ,

dp3(t) = −Hθ
y (t)dt−Hθ

z (t)dBt + P3(t)
←−−
dW t,

p3(0) = −Γy(0) = −θφy(yµ
0 )Aθ

T ,

(3.7)

avec

J (q) = E[Γ(ξT , xT , y0],

et
Hθ(t) = Hθ

(
t, ξq

t , x
q
t , y

q
t , z

q
t , qt, p⃗(t), P⃗ (t)

)
=
( ∫

U
h(t)qt(da)

)
p1(t) +

( ∫
U
b(t)qt(da)

)
p2(t)

+
( ∫

U
σ(t)qt(da)

)
P2(t) +

( ∫
U
f(t)qt(da)

)
p3(t)

+
( ∫

U
g(t)qt(da)

)
P3(t).

(3.8)

En remplaçant toutes les dérivées de la fonctionnelle Hamiltonienne Hθ par rapport à toutes

leurs composantes ξ, x, y et z, dans les équations adjointes (3.7), nous obtenons :

dp1(t) = P1(t)dBt

dp2(t) = −
[( ∫

U
hx(t)qt(da)

)
p1(t) +

( ∫
U
bx(t)qt(da)

)
p2(t)

+
( ∫

U
σx(t)qt(da)

)
P2(t) +

( ∫
U
fx(t)qt(da)

)
p3(t)

]
dt

−
( ∫

U
gx(t)qt(da)

)
P3(t)dt+ P2(t)dBt

43



Chapitre 3. Principe du Maximum Stochastique Pour un Problème de Contrôle Relaxé Sensible au
Risque

dp3(t) = −
[( ∫

U
hy(t)qt(da)

)
p1(t) +

( ∫
U
fy(t)qt(da)

)
p3(t)

]
dt

−
( ∫

U
gy(t)qt(da)

)
P3(t)dt−

( ∫
U
hz(t)qt(da)

)
p1(t)dBt

−
[( ∫

U
fz(t)qt(da)

)
p3(t) +

( ∫
U
gz(t)qt(da)P3(t)

)]
dBt

+ P3(t)
←−−
dW t.

Ensuite, nous obtenons la forme matricielle suivante :

dp⃗t = −


0 0 0∫

U hx(t)qt(da)
∫

U bx(t)qt(da)
∫

U fxqt(da)∫
U hy(t)qt(da) 0

∫
U fy(t)qt(da)




p1(t)

p2(t)

p3(t)

 dt

−


0 0 0

0
∫

U σx(t)qt(da)
∫

U gx(t)qt(da)

0 0
∫

U gy(t)qt(da)




P1(t)

P2(t)

P3(t)

 dt

+


0 0 0

0 0 0

0 0 1




P1(t)

P2(t)

P3(t)


←−−
dW t −


−1 0 0

0 −1 0

0 0
∫

U gz(t)qt(da)




P1(t)

P2(t)

P3(t)

 dBt

−


0 0 0

0 0 0∫
U hz(t)qt(da) 0

∫
U fz(t)qt(da)




p1(t)

p2(t)

p3(t)

 dBt


p1(T )

p2(T )

p3(0)

 =


θAθ

T

θφx(xµ
T )Aθ

T

−θφy(yµ
0 )Aθ

T

 ,

En utilisant la notation (2.1), nous avons le résultat désiré (3.2).

En utilisant la notation (2.1), le théorème suivant constitue le principe du maximum stochas-

tique pour les équations différentielles doubles progrossives-rétrogrades relaxées et neutres

face au risque .
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Théorème 3.1: Nous supposons que les hypothèses (H1), (H2), (H3) et (H4) sont vérifiées,

et que (ξµ, xµ, yµ, zµ) est une solution optimale de (3.5). Alors, les équations adjointes(3.2)

admettent une solution unique de processus adaptés à Gt,(p1, P1),(p2, P2) et (p3, P3) telle que :

∂Hθ(t) ≥ 0, (3.9)

pour tout q ∈ R, presque partout t ∈ [0, T ], P-presque sûrement, avec Hθ(t) étant l’Hamilto-

nien défini par (3.8).

Preuve. Nous combinons les résultats de J.Yong et Chala en prenant dans [6, définition 2.2,

page 259], γ = 0, k = 0 et l = h, nous obtenons (3.5).

3.2.1 Propriétés des équations adjointes transformées

Nous poursuivons en supposant une transformation des processus (p1, P1), (p2, P2) et

(p3, P3), de telle sorte que nous voulions éliminer p1 et P1 dans (3.2), et obtenir le principe du

maximum stochastique par rapport aux nouveaux processus adjoints notés(p̃1, P̃1), (p̃2, P̃2)

et (p̃3, P̃3), qui sont les équations adjointes associées à notre problème de contrôle initial

{(3.1), (3.2), (3.3)}. Pour cette raison et conformément au système (3.2), nous avons :
dp1(t) = P1(t)dBt,

p1(T ) = θAθ
T .

La solution explicite de cette EDS rétrograde est donnée par :

p1(t) = θE[Aθ
T | Gt] =: θVθ(t)

où : Vθ(t) = E[Aθ
T | Gt], pour tout t ∈ [0, T ].

Nous choisissons la transformation de (p, P ) vers (p̃, P̃ ) avec (p̃, P̃ ) = 1
θVθ (p, P ), alors p̃1(t) =

1
θVθ p1(t) = 1, par conséquent (p̃1(T ), p̃2(T ), p̃3(0)) = (1, φx(xµ

T ),−ψy(yµ
0 )).

Les propriétés suivantes de Vθ sont essentielles pour trouver les propriétés des processus

adjoints transformés.
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Lemme 3.3: Supposons que l’hypothèse (H2), (H3) soit vérifiée. Alors le processus Vθ(t) est

uniformément borné

D’après l’hypothèses (H2), (H3), nous savons que les fonctions h, φ et ψ sont bornées par

C > 0, nous avons :

−(2 + T )Cθ ≤ θ
(
φ(xq

T ) + ψ(yq
0) +

∫ T

0

∫
U
h(t)qt(da)dt

)
≤ (2 + T )Cθ.

En passant à l’exponentielle et à l’espérance conditionnelle par rapport à la filtration (Gt)t≥0,

nous obtenons :

0 < exp[−(2 + T )Cθ] ≤ Vθ(t) ≤ exp[(2 + T )Cθ].

ce qui signifie queVθ est borné.

Lemme 3.4: Le processus Λθ
t est la première composante de la paire de processus adaptés à

Gt (Λθ
t , lt) qui sont la solution de l’EDS rétrograde quadratique relaxée suivante :


dΛθ

t = −
[ ∫

U h(t)qt(da) + θ
2 |l(t)|

2
]
dt+ l(t)dBt,

Λθ
T = φ(xµ

T ) + ψ(yµ
0 ),

(3.10)

si et seulement si le processus Λθ
t vérifie l’expression suivante :

exp(θΛθ
t ) = E

[
exp θ

(
φ(xµ

0) + ψ(yµ
T ) +

∫ T

t

∫
U
h(s)qt(da)ds | Gt

)]
, (3.11)

Où E
[ ∫ T

0 |l(t)|2dt
]
<∞.

Preuve. Nous supposons que l’EDS rétrograde quadratique (3.10), est vraie, alors en appli-

quant la formule d’Itô à exp(θΛθ
t ), nous avons :

d(exp(θΛθ
t )) = θ exp(θΛθ

t )dΛθ
t + θ2

2 | exp(θΛθ
t )l(t)|2dt.
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Ensuite

d(exp(θΛθ
t )) + θ exp(θΛθ

t )
∫

U
h(t)qt(da)dt = θ exp(θΛθ

t )l(t)dBt.

En multipliant les deux côtés de l’expression ci-dessus par exp
(
θ
∫ t

0
∫

U h(s)qs(da)ds
)

, nous

obtenons :
exp

(
θ
∫ t

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

)
× θ exp(θΛθ

t )l(t)dBt

= exp
(
θ
∫ t

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

)
d(exp(θΛθ

t ))

+ exp
(
θ
∫ t

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

)
θ exp(θΛθ

t )
∫

U
h(t)qt(da)dt.

Ensuite

d
(

exp
[
θΛθ

t + θ
∫ t

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

])
= θ exp

(
θΛθ

t + θ
∫ t

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

)
l(t)dBt.

En passant à l’intégrale de t à T , nous trouvons :

exp
(
θΛθ

T + θ
∫ T

0
h(s)qs(da)ds

)
− exp

(
θΛθ

t + θ
∫ t

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

)
=
∫ T

t
exp

(
θΛθ

T + θ
∫ t

0
h(r)qr(da)dr

)
l(s)dBs.

Ensuite, en utilisant la définition de l’espérance conditionnelle sur les deux côtés d’après la

dernière égalité, nous obtenons :

E
[
θ
∫ T

t
exp

(
θΛθ

s + θ
∫ s

0

∫
U
h(r)qr(da)dr

)
l(s)dBs | Gt

]
+ E

[
exp

(
θΛθ

t + θ
∫ t

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

)
| Gt

]
= E

[
exp

(
θΛθ

T + θ
∫ T

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

)
| Gt

]
.

En vertu de la propriété de martingale de l’intégrale d’Itô, et de la mesurabilité par rapport

à la filtration Gt, alors :

E
[

exp
(
θΛθ

T + θ
∫ T

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

)
| Gt

]
= exp

(
θΛθ

t + θ
∫ t

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

)
.
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D’après la définition de la condition terminale de l’EDS rétrograde quadratique (3.10), nous

savons que Λθ
T = φ(xµ

T ) + ψ(yθ
0), alors :

exp(θΛθ
t ) = E

[
exp θ

(
φ(xµ

T ) + ψ(yµ
0 ) +

∫ T

t

∫
U
h(s)qs(da)ds

)
| Gt

]
.

D’où la preuve de (3.11).

D’autre part, nous supposons que (3.11) est vrai, cela signifie que :

exp(θΛθ
t ) = E

[
exp θ

(
φ(xµ

T ) + ψ(yµ
0 ) +

∫ T

t

∫
U
h(s)qs(da)ds

)
| Gt

]
.

Ensuite
exp

(
θΛθ

t + θ
∫ t

0
h(s)qs(da)ds

)
= E

[
exp θ

(
φ(xµ

T ) + ψ(yµ
0 ) +

∫ T

0
h(s)qs(da)ds

)
| Gt

]
= E[Aθ

T | Gt],

Si t = 0,

Vθ(0) = E[Aθ
T | G0] = E[Aθ

T ] = exp(θΛθ
0).

E[Aθ
T | Gt] est une Gt-martingale de carré intégrable. D’après le théorème de représentation des

martingales d’Itô, il existe un unique processus k(t) progressivement mesurable par rapport

à Gt tel que :

E[Aθ
T | Gt] = E[Aθ

T ] +
∫ t

0
k(s)dBs = exp(θΛθ

0) +
∫ t

0
k(s)dBs.

Par conséquent

exp
(
θΛθ

t + θ
∫ t

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

)
− exp(θΛθ

0) =
∫ t

0
k(s)dBs.
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Nous appliquons la formule d’Itô à exp
(
θΛθ

t + θ
∫ t

0
∫

U h(s)qs(da)ds
)

, nous trouvons :

θ exp
(
θΛθ

t + θ
∫ t

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

)[ ∫
U
h(t)qt(da)dt+ dΛθ

t + θ

2d⟨Λ
θ
t ,Λθ

t ⟩
]

= k(t)dBt,

où ⟨·, ·⟩ désigne la variation quadratique.

Ensuite ∫
U
h(t)qt(da)dt+ dΛθ

t + θ

2d⟨Λ
θ
t ,Λθ

t ⟩

= 1
θ

exp
(
− θΛθ

t − θ
∫ t

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

)
k(t)dBt,

(3.12)

Nous supposons :

dΛθ
t = Λθ

1(t)dt+ Λθ
2dWt + Λθ

3(t)dBt, d⟨Λθ
t ,Λθ

t ⟩ = (−|Λθ
2(t)|2 + |Λθ

3(t)|2)dt, (3.13)

En remplaçant (3.13) dans (3.12), nous obtenons l’égalité suivante :

∫
U
h(t)qt(da)dt+ dΛθ

1(t)dt+ dΛθ
2(t)dWt + dΛθ

3(t)dBt + θ

2 |l(t)|
2dt

= l(t)dBt + (−|Λθ
2(t)|2 + |Λθ

3(t)|2)dt

= l(t)dBt.

Quand

· l(t) = 1
θ

exp(−θΛθ
t − θ

∫ t
0
∫

U h(s)qs(da)ds)k(t),

· Λθ
2(t) = 0 , Λθ

3(t) = l(t) et Λθ
1(t) = −(

∫
U h(t)qt(da) + θ

2 |l(t)|
2).

Enfin : 
dΛθ

t = −
( ∫

U h(t)qt(da) + θ
2 |l(t)|

2
)
dt+ l(t)dBt,

Λθ
T = φ(xq

T ) + ψ(yq
0),

D’où la preuve.

Lemme 3.5: Le processus Vθ(t) est une martingale, qui peut être écrite sous la forme expo-
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nentielle suivante :

Vθ(t) = exp
(
θΛθ

t + θ
∫ t

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

)
.

Preuve. Nous avons que :

Vθ(t) = E
[

exp θ
(
φ(xµ

T ) + ψ(yµ
0 ) +

∫ T

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

)
| Gt

]
= exp

(
θ
∫ t

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

)
× E

[
exp θ

(
φ(xµ

T ) + ψ(yµ
0 ) +

∫ T

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

)
| Gt

]
.

D’après le lemme précédent (voir Lemme 3.4), l’équation (3.11) peut-être transformée en :

Vθ(t) = exp(θΛθ
t ) exp

(
θ
∫ t

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

)
= exp

(
θΛθ

t + θ
∫ t

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

)
, 0 ≤ t ≤ T

Alors le lemme est prouvé.

Nous pouvons facilement prouver à partir de (3.10) et de la bronitude de f que

E
[

sup
0≤t≤T

|Λθ
t |2
]
< CT , où CT est une constante positive dépendant uniquement de T .

Le processus (Λθ
t , l(t))t≥0 est l’unique solution de l’EDS rétrograde quadratique relaxée sui-

vante : 
dΛθ

t = −(
∫

u h(t)qt(da) + θ
2 |l(t)|

2)dt+ l(t)dBt,

Λθ
T = φ(xq

T ) + ψ(yq
0).

Où

· l(t) = 1
θ

exp
(
− θΛθ

t − θ
∫ t

0
∫

U h(s)qs(da)ds
)
k(t)

· et E
[ ∫ T

0 |l(t)|2dt <∞
]
.

Lemme 3.6: La martingale Vθ est l’unique solution de l’EDS rétrograde linéaire suivante :


dVθ(t) = θl(t)Vθ(t)dBt,

Vθ(T ) = Aθ
T .
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Par conséquent, pour tout 0 ≤ t ≤ T , le processus Lθ
t défini sur (Ω,F ,Gt,P) est donné par :

Lθ
t := Vθ(t)

Vθ(0) = exp
(
− θ2

2

∫ t

0
|l(s)|2ds+ θ

∫ t

0
|l(s)|dBs

)
, (3.14)

est une Gt-martingale intégrable et uniformément bornée.

Preuve. Nous appliquons la formule d’Itô à Vθ(t) = exp
(
θΛθ

t + θ
∫ t

0
∫

U h(s)qs(da)ds
)

, nous

trouvons :
dVθ(t) = d

(
exp

(
θΛθ

t +
∫ t

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

))
= θ

∫
U
h(s)qs(da) exp

(
θΛθ

t +
∫ t

0
h(s)qs(da)ds

)
dt

+ θ
[(
−
∫

U
h(t)qt(da)dt− θ

2 |l(t)|
2dt+ l(t)dBt

)
× exp

(
θλθ

t +
∫ t

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

)]

+ θ2

2 |l(t)|
2 exp

(
θΛt +

∫ t

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

)
dt

= θl(t)Vθ(t)dBt.

Maintenant, nous voulons prouver (3.14), nous avons d’après Λθ
t = Λθ

0−
∫ θ

0
∫

U h(s)qs(da)ds−
θ
2
∫ t

0 |l(s)|2ds+
∫ t

0 l(s)dBs

Vθ(t) = exp
(
θΛθ

t + θ
∫ t

0

∫
U
h(s)qs(da)ds

)
= exp

(
θΛθ

0 −
θ2

2

∫ t

0
|l(s)|2ds+

∫ t

0
l(s)dBs

)
.

Nous divisons par Vθ(0) tel que Vθ(0) = exp(θΛθ
0), nous obtenons :

Vθ(t)
Vθ(0) = exp

(
− θ2

2

∫ t

0
|l(s)|2ds+ θ

∫ t

0
l(s)dBs

)
=: Lθ

t , 0 ≤ t ≤ T

Lθ
t est appelé mouvement Brownien géométrique, alors Lθ

t est une Gt-martingale uniformé-

ment bornée.
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3.3 Conditions nécessaires d’optimalité

Dans cette section, nous allons énoncer et prouver les conditions d’optimalité nécessaires

pour le système piloté par des EDDSPR découplées avec un contrôle relaxé et une perfor-

mance sensible au risque {(3.1), (3.2), (3.3)}.

Lemme 3.7: Les principales équations adjointes deuxième et troisième ordre sensibles au

risque pour (p̃2, P̃2), (p̃3, P̃3) et (Vθ, l) deviennent :

dp̃2 = −H̃θ
xdt−

(
P̃2(t) + θl(t)p̃2

)
dBθ

t ,

dp̃3 = −H̃θ
y (t)dt− H̃θ

z (t)dBθ
t − P3(t)

←−−
dW t,

p̃2(T ) = φx(xµ
T ),

p̃3(0) = −ψy(yµ
0 ),

(3.15)

avec

H̃θ(t) := H̃θ
(
t, xq

t , y
q
t , z

q
t ,

p̃2(t)

P̃2(t)

 ,
p̃3(t)

P̃3(t)

 ,Vθ(t), l(t), qt

)
(3.16)

=
( ∫

U
h(t)qt(da)

)
p̃1(t) +

( ∫
U
b(t)qt(da)

)
p̃2(t)

+
( ∫

U
σ(t)qt(da)

)
P̃2(t) +

( ∫
U
f(t)qt(da) + θl(t)zt

)
p̃3(t)

+
∫

U
g(t)qt(da)P̃3(t),

(3.17)

et

E
[ 3∑

i=2
sup

0≤t≤T
|p̃i(t)|2 + sup

0≤t≤T
|Vθ(t)|2 +

3∑
i=2

∫ T

0
|P̃i(t)|2dt+

∫ T

0
|l(t)|2dt

]
<∞.

Preuve. Nous appliquons la formule d’Itô à p⃗(t) = θVθ(t)p̃(t), nous obtenons :

dp̃(t) = 1
θVθ(t)(dp⃗(t)− θ(dVθ(t))p̃(t)− θ⟨dVθ(t), dp̃(t)⟩).

Nous supposons que :

dp̃(t) = α(t)dt+ β(t)←−−dW t + γ(t)dBt
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Nous savons que :

dVθ(t) = θl(t)Vθ(t)dBt,

d’où

⟨dVθ(t), dp̃(t)⟩ = θl(t)Vθ(t)γ(t)dt,

Alors :
dp̃(t) = 1

θVθ(t) p⃗(t)− θl(t)p̃(t)dBt − θl(t)γ(t)dt.

Notice que p̃i(t) = 1
θVθ(t)pi(t) et P̃i(t) = 1

θVθ(t)Pi(t), pour chaque i ∈ {1, 2, 3}.

Nous voulons déterminer les coefficients α(t) ∈ R3, β(t) ∈ R3 et γ(t) ∈ R3 tels que :

dp̃(t) = −


0 0 0∫

U hx(t)qt(da)
∫

U bx(t)qt(da)
∫

U fx(t)qt(da)∫
U hyqt(da) 0

∫
U fy(t)qt(da)




p̃1(t)

p̃2(t)

p̃3(t)

 dt

−


0 0 0

0
∫

U σx(t)qt(da)
∫

U gx(t)qt(da)

0 0 0




P̃1(t)

P̃2(t)

P̃3(t)

 dt− θl(t)γ(t)dt

−


P̃1(t) + θl(t)p̃1(t)

P̃2(t) + θl(t)p̃2(t)

H̃θ
z (t)

 dBt −


0

0

P̃3(t)


←−−
dW t

(3.18)

Par identification, nous obtenons :

α(t) = −


0 0 0∫

U hx(t)qt(da)
∫

U bx(t)qt(da) fx(t)qt(da)∫
U hy(t)qt(da) 0

∫
U fy(t)qt(da)




p̃1(t)

p̃2(t)

p̃3(t)

 dt

−


0 0 0

0
∫

U σx(t)qt(da) −
∫

U gx(t)qt(da)

0 0
∫

U gy(t)qt(da)




P̃1(t)

P̃2(t)

P̃3(t)

 dt− θl(t)γ(t)dt,
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et

β(t) = −


0

0

P̃3(t)

 ,

γ(t) = −


P̃1(t) + θl1(t)p̃1(t)

P̃2(t) + θl2(t)p̃2(t)

H̃θ
z (t)

 .

En remplaçant γ(t) par son expression dans dp̃(t), nous obtenons :

dp̃1(t) = γ1(t)[−θl(t)dt+ dBt],

Nous pouvons alors utiliser le théorème de Girsanov(voir Chala et al. [1]) pour affirmer que :


dp̃1(t) = γ1(t)dBθ

t ,

p̃1(T ) = 1,

avec dBθ
t = −θl(t)dt + dBt qui est un Pθ-mouvement Brownien, où dPθ

dP

∣∣∣∣
FB

t

= Lθ
t pour 0 ≤

t ≤ T

Nous remarquons que p̃1(t) est de carré intégrable et EPθ [p̃1(t) | Gt] = 1. Étant donné que

γ1(t) possède une variation quadratique, alors
∫ T

0 |γ1(t)|2dt = 0.

Cela implique que pour presque tout 0 ≤ t ≤ T , γ1(t) = 0. Ainsi, Pθ-p.s et P-p.s, nous

avons :
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dp̃(t) =


dp̃1(t)

dp̃2(t)

dp̃3(t)



= −


0 0 0∫

U hx(t)qt(da)
∫

U bx(t)qt(da)
∫

U fx(t)qt(da)∫
U hyqt(da) 0

∫
U fy(t)qt(da)




p̃1(t)

p̃2(t)

p̃3(t)

 dt

−


0 0 0

0
∫

U σx(t)qt(da)
∫

U gx(t)qt(da)

0 0
∫

U gy(t)qt(da)




P̃1(t)

P̃2(t)

P̃3(t)

 dt+


0

0

P̃3(t)


←−−
dW t

−


P̃1(t) + θl1(t)p̃1(t)

P̃2 + θl2(t)p̃2(t)

H̃θ
z (t)

 dBt,

En suite, nous trouvons :

dp̃2(t) = −
( ∫

U
hx(t)qt(da)p̃1(t) +

∫
U
bx(t)qt(da)p̃2(t) +

∫
U
fx(t)qt(da)p̃3(t)

+
∫

U
σx(t)qt(da)P̃2(t) +

∫
U
gx(t)qt(da)

)
dt+

(
P̃2(t)− θl2(t)p̃2(t)

)
dBθ

t ,

dp̃3(t) = −
( ∫

U
hy(t)qt(da)p̃1(t) +

∫
y
fy(t)qt(da)p̃3(t) +

∫
U
gy(t)qt(da)P̃3(t)

)
dt

−
( ∫

U
hz(t)qt(da)p̃1(t) +

∫
U
fz(t)qt(da)p̃3 +

∫
U
gz(t)qt(da)P̃3(t)

− θl3(t)qt(da)p̃3(t)
)
dBθ

t − P̃3(t)
←−−
dW t,

où H̃θ est défini par (3.16).

Les équations adjointes principales de deuxième et troisième ordre sensibles au risque pour

(p̃2, P̃2), (p̃3, P̃3) et (Vθ, l) deviennent comme dans (3.15).

D’après les hypothèses (H1), (H2), (H3) et (H4), la solution du système (3.15) existe et est

unique.
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Théorème (Conditions nécessaires d’optimalité) 3.2: Nous supposons que les hypo-

thèses (H2), (H3) et (H4) sont satissfaites. Si (xµ, yµ, zµ, µ) est une solution optimale du

problème de contrôle relaxé sensible au risque {(3.1), (3.2), (3.3)}, alors il existe deux paires

uniques de processus Gt-adaptés(p̃2, P̃2), (p̃3, P̃3) et (Vθ, l) qui satisfont (3.15) tels que :

∂H̃θ(t) ≥ 0. (3.19)

Preuve. : Pour tout q ∈ R, presque partout pour 0 ≤ t ≤ T et P-a.s, la relation entre

l’Hamiltonien H̃θ associé à (3.16) et Hθ associé à (3.8) est donnée par :

∂H̃θ
(
t, xq

t , y
q
t , z

q
t ,

p̃2(t)

P̃2(t)

 ,
p̃3(t)

P̃3(t)

 ,Vθ(t), l(t), qt

)

= 1
θVθ(t)∂H

θ(t, ξq
t ; xq

t , y
q
t , z

q
t , p⃗(t), P⃗ (t), qt).

La preuve est achevée.
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Conclusion

Ce mémoire a été conscaré à l’étude du contrôle stochastique relaxé sous un critère de

proformance sensible au risque. Nous avons établi le cadre théorique nécessaire en utilisant

les équations différentielles doublement stochastiquesprogressivement rétrogrades découplées

pour dériver les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité via le Principe du Maximum

Stochastique .Cette analyse a permis de mettre en évidence l’influence directe du paramètre

de sensibilité au risque (θ) sur la caractérisation du contrôle optimal à travers le système

adjoint et la fonction Hamiltonienne.
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Annexe

Annexe

Quelques outils mathématiques :

1. Inégalité de Young : On dit que deux nombres (p, q) > 0 sont conjugués au sens de

Young, si :
1
p

+ 1
q

= 1,

L’inégalité de Young stipule que si p et q sont conjugués et si a, b > 0, alors :

ab ≤ ap

p
+ bq

q
,

avec égalité si et seulement si bq = ap . Par exemple, si p = q = 2, on retrouve

l’inegalité :

2ab ≤ a2 + b2.

2. Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy(BDG) : Il existe une constante C telle

que, pour tout martingale locale continue :

∫ t

0
σ(s, xs)dBs,

nulle en zéro, nous avons :

E
[

sup
0≤t≤T

∫ t

0

∣∣∣∣σ(s, xs)dBs

∣∣∣∣2] ≤ CE
∫ T

0
|σ(s, xs)|2ds,
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Où C est une constante positive.

3. Lemme de Gronwall : Soient T > 0 et f une fonction positive bornée sur [0, T ]. On

suppose qu’il existe des constantes α > 0 et β > 0 telles que pour tout t ∈ [0, T ], on

ait :

f(t) ≤ α + β
∫ t

0
f(s)ds,

Alors

∀t ∈ [0, T ] f(t) ≤ α exp(βt).

4. Inégalité de Cauchy-Schwarz : Soient f et g ∈ ([0, 1],R). Alors :

∫ 1

0
|fg|dµ ≤

( ∫ 1

0
|f |2dµ

) 1
2
( ∫ 1

0
|g|2dµ

) 1
2
.

5. Développement de Taylor avec reste intégral :Soit f : I → R une fonction de

classe Cn+1(n ∈ N) et a, x ∈ I, alors :

f(x+ a) = f(x) + f ′(x)(a) + f ′′(x)
2! (a)2 + · · ·+ f (n)(x)

n! (a)n

+ o(|a|n) +
∫ t

0

f (n+1)(x)
(n+ 1)! (a)n+1dt.

6. Théorème de Girsanov : Soit Lθ
t un mouvement brownien géométrique défini par :

Lθ
t = exp

(∫ t

0
θ(s)dBs −

1
2

∫ t

0
θ2(s)ds

)
,

Si Lθ
t est une martingale uniformément bornée, alors sous la probabilité Q définie par.

dQ

dP
= Lθ

t ,

le processus : dBθ
t = −θ(t)dt+ dBt est un mouvement brownien standard.
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     Ce travail est consacré à l’étude de problème de contrôle optimal 

stochastique pour des systèmes régis par des équations différentielles 

doublement stochastiques progréssivement rétrogrades découplées 

relaxées. Nous établissons le principe du maximum stochastique pour ce 

type de systèmes et dérivons les conditions d’optimalité à travers 

l’analyse de la fonction hamiltonienne stochastique ainsi que des 

équations adjointes associées. En outre, cette analyse nous a permis de 

caractériser la relation précise entre les cadres neutre au risque et 

sensible au risque. 

Mots-clés :Contrôle Optimal Relaxé, Équations Différentielles 

Doublement Stochastiques Progressivement Rétrogrades Découplées, 

Conditions Nécessaires d’Optimalité, Sensibilité au Risque, Neutralité 

au Risque. 

 

 حيث ،دانت أداء حساست نهًخاطز ضًن إطار  الأيثمانعشىائي يسأنت انتحكىا انعًم يتناول هذ   

يزيحت  يضاعفت  تزاجعيت–يىُصف اننظاو انًذروس بىاسطت يعادلاث تفاضهيت عشىائيت تقذّييت

قًنا ببهىرة يبذأ الأيثهيت انعشىائي نهنظاو انخاضع نهذه انبنيت انًزدوجت،  وضعيفت الارتباط

 انعشىائيت واشتقاق انًعادلاث انهايهتىنيتالدالة واستخهصنا انشزوط نلأيثهيت ين خلال تحهيم 

وقد مكّن هذا التحليل من توصيف العلاقة الدقيقة بين الحالة المحايدة .انًزافقت انًزتبطت بها

 .الحالة الحساسة للمخاطر وللمخاطر

انتزاجعيت –انتحكى الأيثم انًزيح، انًعادلاث انتفاضهيت انعشىائيت انتقذّييت :الكلمات المفتاحية

 انعشىائي، انشزوط انضزوريت نلأيثهيت، انحساسيت نهًخاطز، انتحكىانًزيحت ضعيفت الارتباط، 

 . . انحياد عن انًخاطز

 

   This work is based on the study of stochastic optimal control problems 

of systems governed by the types of relaxed uncoupled forward-backward 

doubly stochastic differential equations. We establish  the stochastic 

maximum principle for the kind of systemes and derived the optimality 

conditions through the analysis of the stochastic Hamiltonian function and 

the associated adjoint equations. Furthermore, this analysis enabled us to 

characterize the precise relationship between the risk-neutral and the risk-

sensitive settings.  

    Key words: Relaxed Optimal Control, uncoupled Forward-

Backward doubly Stochastic Differential Equation, Necessary 

Optimality Conditions, Risk-Sensitive, Risk Neutral. 
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