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 ملخص
  .على الدائرة والمستقيم "Korteweg-de Vries"و Hopf ندرس في هذه المذكرة معادلتي

تامة بمفهوم الفي الفصل الأول من هذه المذكرة ندرس باختصار الحساب التفاضلي الشامل على الفضاءات المحدبة محليا و 

Mackeyر ، وفي الفصل الثاني نقدم المعلومات الأساسية الأولية لنظرية زمLie نناقش مفهوم زمر. غير منتهية البعد Lie 

بعد ذلك نبرهن أن زمرة التفاتشاكلات المتناقصة . المعروفة في الهندسة التفاضلية منتظمة  Lieرالمنتظمة والحقيقة القائلة إن كل زم

  .بسرعة إلى التطبيق المطابق منتظمة

والمتمثلة أساسا في  Arnoldنستخدم المقاربة الهندسية لـفي الفصل الثالث ندرس وجود ووحدانية الحل لمعادلتينا حيث 

نبرهن نتيجتين أساسيتين متعلقتين بوجود الخطوط . اعتبار التابع المجهول كسرعة خط جيوديزي على إحدى زمر التفاتشاكلات

  . Cauchy-Lipschitzالجيوديزية باستخدام منوعات بناخية مناسبة والنظرية الكلاسيكية لـ
  

      ."Korteweg-de Vries"معادلة ، Hopfمعادلات التطور، معادلات الخطوط الجيوديزية، معادلة : لفاتحةالكلمات ا

  
ABSTRACT 

 
In this memory, we treat the two partial differential equations of Hopf and of 

"Korteweg-de Vries", on the circle and the line. 
In the first chapter of this memory, we study briefly the global differential calculus 

on the convenient vector spaces (which are complete locally convex vector spaces in the 
sense of Mackey), and in the second, we present the properties of basis of the theory of 
infinite dimensional Lie groups. We discuss the notion of regular Lie groups and the 
fundamental affirmation that says that "all known Lie groups are regular", next we 
demonstrate that the group of all diffeomorphisms which decrease rapidly to the identity, 
is regular. 

In the third chapter, we study the existence and the uniqueness of solution of our 
equations by using Arnold's geometric approach, which consists to consider the unknown 
as the velocity field of a geodesic on "groups of diffeomorphisms" modeled on convenient 
vector spaces. We prove our fundamental results, which concern the existence of the 
geodesics, by using suitable Banach manifolds and the classic theorem of Cauchy-
Lipschitz. 
 

KEY WORDS: Equations of evolution, Equations of geodesics, Equation of Hopf, Equation 
of "Korteweg-de Vries". 
 

RÉSUMÉ 
 

Dans ce mémoire, nous traitons les équations aux dérivées partielles de Hopf et de 
"Korteweg-de Vries" (KdV equation), sur le cercle et sur la droite. 

Dans le premier chapitre de ce mémoire, nous étudions brièvement le calcul 
différentiel global sur les espaces convenables (qui sont par définition des espaces 
localement convexes complets au sens de Mackey) et dans le deuxième, nous présentons 
les propriétés de base de la théorie des groupes de Lie de dimension infinie. Nous 
discutons la notion d'un "groupe de Lie régulier", et l'affirmation fondamentale qui dit que 
"tous les groupes de Lie connus sont réguliers", ensuite nous démontrons que le groupe 
des difféomorphismes à décroissance rapide est régulier. 

Dans le troisième chapitre, nous étudions l'existence et l'unicité de solution de nos 
équations en utilisant l’approche géométrique d’Arnold, qui consiste à considérer 
l'inconnu comme la vélocité d'une géodésique sur des groupes des difféomorphismes 
modelés sur des espaces convenables. Nous démontrons nos résultats fondamentaux, qui 
concernent l'existence des géodésiques, en utilisant des variétés de Banach convenables 
et le théorème classique de Cauchy-Lipschitz. 
 

MOTS-CLÉS: Equations d’évolution, Equations des géodésiques, Equation de Hopf, 
Equation de "Korteweg-de Vries". 



Introduction
Dans ce travail nous étudions l�existence et l�unicité de solution d�équations:

@tu� @t@
2
xu = �3u@xu+ 2@xu@

2
xu+ u@3xu (0.1)

et
@tu� @t@

2
xu = �3u@xu+ 2@xu@

2
xu+ (u� a ) @3xu (0.2)

sur le cercle S1 et sur la droite réelle R, avec a 2 R.
Ces équations s�appellent, selon les terminologies de la physique, "équa-

tions de l�eau peu profonde" "shallow water equations" (pour une discus-
sion détaillée sur leur rôle physique, le lecteur intéressé peut consulter les
références [6], [12] et [16]).
Notre méthode pour résoudre les équations (0.1) et (0.2) est géométrique

et est basée sur l�approche d�Arnold (voir [1], [2], et [3]), qui consiste à
considérer l�inconnu u comme la vélocité d�une géodésique sur une variété
riemannienne convenable de dimension in�nie (voir le chapitre III).
La di¢culté de cette approche vient de la dé�nition des structures dif-

férentielles raisonnables sur les groupes des di¤éomorphismes. Pour le con-
tourner, nous utiliserons le calcul di¤érentiel de "Frölicher-Kriegl" exposé
dans la référence fondamentale [10].
Pendant le vingtième siècle, plusieurs mathématiciens ont essayé de pro-

longer le calcul di¤érentiel de Fréchet sur les espaces et les variétés de Banach
aux espaces fonctionnelles plus généraux comme les espaces localement con-
vexes. L�une des causes de cette généralisation est que les variétés de Banach
ne sont pas convenables pour beaucoup de questions d�analyse globale comme
le montre le résultat suivant cité dans [10]: "tout groupe de Lie de Banach
agissant e¤ectivement sur une variété di¤érentielle compacte est de dimen-
sion �nie". Ceci entraîne, en particulier, qu�il n�existe pas une structure
(di¤érentielle) de Banach raisonnable sur le groupe des di¤éomorphismes
Di¤ (S1).
La di¢culté principale rencontrée par les mathématiciens était la relation

entre une telle dé�nition de la dérivabilité et la continuité. Dans le cas des
espaces normés, nous savons que la dérivabilité au sens de Fréchet implique
évidement la continuité, mais pour construire des dé�nitions raisonnables de
la dérivabilité dans les espaces localement convexes, il faut rejeter cette impli-
cation de notre esprit. L�exemple simple suivant nous donne une explication
directe de ce fait.
Considérons un espace localement convexe E. Pour qu�une dé�nition

de la di¤érentiabilité sur E et son dual topologique E� soit convenable aux
applications sérieuses, il faut que l�application

(x; `) 2 E � E� 7�! ` (x) 2 K =(R ou C)
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soit de classe C1 suivant cette dé�nition. D�autre part, un résultat simple
cité dans [10] montre que l�application précédente peut être continue sauf
dans le cas où l�espace E est normé, et ceci quelle que soit la topologie
localement convexe dé�nie sur E�.
Ce petit phénomène était la motivation originale pour les deux mathé-

maticiens A. Frölicher et A. Kriegl à développer un nouveau calcul di¤érentiel
basé sur la dé�nition d�Hadamard dans leur monographie [10].
Dans le premier chapitre de ce mémoire, nous étudions brièvement ce

calcul sur les espaces localement convexes. Nous présentons trois notions
fondamentales: la C1-topologie, les espaces convenables, et les applications
de classe C1 au sens d�Hadamard.
Nous allons voir que la C1-topologie d�un espace localement convexe est

plus importante, pour les opérations de dérivabilité, de sa propre topologie.
Par exemple, toutes les applications lisses sont continues pour cette topologie,
une a¢rmation qui n�est pas vraie pour les topologies originales.
Les espaces convenables qui constituent le cadre naturel du calcul di¤éren-

tiel de Frölicher-Kriegl, sont par dé�nition des espaces localement convexes
complets au sens de Mackey (M-complets).
La dérivabilité au sens d�Hadamard, qui a été adoptée dans [10], est

simple à formuler, et est équivalente, pour le cas des espaces de Banach, à la
dérivabilité usuelle de Fréchet.
Dans le deuxième chapitre, nous donnons les propriétés de base de la

théorie des groupes de Lie de dimension in�nie modelés sur des espaces
convenables. Nous discutons la notion d�un "groupe de Lie régulier", et
l�a¢rmation fondamentale qui dit que "tous les groupes de Lie connus sont
réguliers".
Nous démontrons que le groupe des di¤éomorphismes à décroissance rapide

Di¤ S (R), qui nous intéresse dans ce travail, est régulier.
Dans le troisième chapitre, nous traitons les deux équations (0.1) et (0.2).
Nous considérons pour la première équation, l�inconnu u comme la véloc-

ité d�une géodésique sur l�un des groupes riemanniens: Di¤ (R), Di¤ (S1),
Di¤ c (R) (groupe des di¤éomorphismes à support compact), Di¤ S (R), et
pour la deuxième, comme la vélocité d�une géodésique sur l�un des groupes
riemanniens de Virasoro-Bott: S1�V BDi¤ (S

1), R�V BDi¤ c (R), S
1�V BDi¤ S (R).

Suivant cette approche qui est due essentiellement à Arnold, nous ramenons
l�étude de l�existence et l�unicité de solution d�équations (0.1) et (0.2) à un
problème d�existence de géodésiques sur des variétés riemannienne de dimen-
sion in�nie modelés sur des espaces convenables.
Par des techniques très largement inspirées des références [7] et [8], nous

démontrons nos résultats fondamentaux "Théorème 3.1" et "Théorème 3.2"
qui concernent l�existence des géodésiques, en utilisant des variétés de Banach

2



convenables et le théorème classique de Cauchy-Lipschitz.
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Notations

EB, espace vectoriel engendré par l�ensemble B

E�, espace des formes linéaires continues sur E

qB, fonction de Minkowski de l�ensemble B:

qB (x) = inf ft > 0 : x 2 tBg ; x 2 E

Lipk (R;E), espace des courbes localement lipschitziennes ainsi que leurs
dérivées jusqu�a l�ordre � k

Ck;1 (I;E), espace des courbes lipschitziennes ainsi que leurs dérivées jusqu�a
l�ordre � k

C1E, espace topologique constitué de E et de sa C1-topologie

`1H (X;E), espace des fonctions f : X ! E bornées sur les ensembles de
H � P (X)

C1(
;F ) = ff : 
! F : f �  2 C1(R;F );8 2 C1(R; 
)g

L(E;F ), espace des applications linéaires bornées de E dans F

C1(fxg �M ;K), espace des germes au voisinage de x

TxM , espace des vecteurs tangents à M au point x

DxM , espace des vecteurs opérationnels tangents à M en x

TM =
S
x2
 fxg � TxM , �bré tangent de M

D
 =
S
x2
 fxg �DxE, �bré tangent opérationnel de M

�M , surjection canonique de DM dans M

X(M) = C1(M ! TM), espace des champs de vecteurs sur M

C1(M ! DM), espace des champs de vecteurs opérationnels

sur M

[X; Y ], crochet de Lie des champs de vecteurs X et Y

FX , �ot locale du champ de vecteurs X

4



��X, image inverse du champ de vecteurs X par �

LX , dérivée de Lie suivant le champ de vecteurs X

�a, translation droite:
�a(x) = xa; x 2 G

a�, translation gauche:

a�(x) = ax; x 2 G

g = TeG, algèbre de Lie du groupe G

�r, dérivée logarithmique droite:

(�rf) (x) (�) = D
�
�f(x)�1

�
(f (x)) (Df (x) (�))

�l, dérivée logarithmique gauche:

(�lf) (x) (�) = D
�
f(x)�1�

�
(f (x)) (Df (x) (�))

�r(x) = D(�x�1)(x), forme droite de Maurer-Cartan

�l(x) = D(x�1�)(x), forme gauche de Maurer-Cartan

Ad, représentation adjointe de G dans L(g; g):

Ad(x) = D(x� � �x�1)(e); x 2 G

ad = D (Ad) (e), représentation adjointe de g dans L(g; g)

S(R), espace de Schwartz

Di¤Cn(R), groupe des di¤éomorphismes de classe Cn de R dans R

Di¤ (R), groupe des di¤éomorphismes de classe C1 de R dans R

Di¤ S(R) =Di¤ (R)
T
(Id+ S(R)), groupe des di¤éomorphismes à décrois-

sance rapide à l�identité

Di¤ (S1), groupe des di¤éomorphismes de classe C1 de S1 dans S1

Hn(R), espace de Sobolev d�exposant n

HCn(R) = Hn(R) \ Cn(R)

Di¤HCn(R) =Di¤Cn(R)
T
(Id+HCn(R))

Cn
b (R), espace des fonctions continues et bornées ainsi que leurs dérivées
jusqu�à l�ordre n

5



CHAPITRE I:

Espaces convenables et variétés de dimension in�nie

Dans ce chapitre qui est basé essentiellement sur la référence [10], nous
allons étudier brièvement le calcul di¤érentiel global sur les espaces conven-
ables. Par la suite, nous allons donner quelques notions fondamentales de la
théorie des variétés lisses de dimension in�nie.

1.1. Espaces convenables

1.1.1. Espaces localement convexes

Rappelons d�abord quelques propriétés élémentaires des ensembles d�un
espace vectoriel et la dé�nition d�un espace vectoriel topologique (EVT).

Dé�nitions. Soit E un espace vectoriel sur le corps K (= R ou C).

1. L�ensemble A � E est dit:

2. (a) convexe si

8x; y 2 A;8t 2 [0; 1] : tx+ (1� t) y 2 A

(b) absolument convexe si

8x; y 2 A;8�; � 2 K : j�j+ j�j � 1 =) �x+ �y 2 A

(c) balancé si

8x 2 A;8� 2 K : j�j � 1 =) �x 2 A

(d) absorbant en x 2 A si pour tout y 2 E, il existe " > 0 telle que

x+ ty 2 A; 0 � t < ":

3. La fonction de Minkowski qA de A est dé�nie par la relation

qA(x) = inf ft > 0 : x 2 tAg ; x 2 E:

4. Une fonction p : E �! [0;1[ est une seminorme sur E si elle véri�e:

(i) p(x+ y) � p(x) + p(y); x; y 2 E:

(ii) p(�x) = j�j p(x); x 2 E; � 2 K:

6



5. Etant donné une topologie T sur E, on dit que E est un espace vectoriel
topologique si les deux applications

(x; y) 2 E � E 7�! x+ y 2 E

(�; x) 2 K� E 7�! �x 2 E

sont continues par rapport à T .

6. Un ensemble A de l�espace vectoriel topologique E est dit borné si pour
tout voisinage ouvert 
 de 0 dans E, il existe " > 0 tel que "A � 
.

On signale que tout ensemble balancé non vide de E contient nécessaire-
ment 0, tout ensemble absolument convexe est convexe et balancé, et si E
est un EVT, tout ouvert est absorbant en tout point.

Proposition 1.1.1. Soient E un EVT et p une seminorme sur E, alors
les a¢rmations suivantes sont équivalentes:

1. p est continue.

2. fx 2 E : p(x) < 1g est un ensemble ouvert de E.

3. 0 2intfx 2 E : p(x) < 1g.

4. 0 2intfx 2 E : p(x) � 1g.

5. p est continue en 0.

6. Il existe une seminorme continue q telle que p � q.

Proposition 1.1.2.

1. Soit A un ensemble convexe et balencé de E tel que E =
S
r>0

rA, alors

qA est une seminorme sur E.

2. Soit B un ensemble absolument convexe. Alors qA est une seminorme
sur EB =Vect(B) (espace engendré par B).

7



Proposition 1.1.3. Soient E un espace vectoriel et P une famille de semi-
normes sur E. On dé�nit la famille T � P(E) comme suit:

 2 T si, et seulement s�il existe pour tout x 2 
 des seminormes

p1; : : : ; pn 2 P et des nombres "1; : : : ; "n > 0 tels que

nT
k=1

fy 2 E : pk(y � x) < "kg � 
:

Alors (E; T ) est un EVT.

Donnons maintenant la dé�nition d�un espace localement convexe (ELC).

Dé�nition. Un espace vectoriel topologique E est dit localement convexe
si sa topologie est dé�nie par une famille des seminormes P véri�ant la
condition T

p2P

fx 2 E : p(x) = 0g = f0g

(cette condition est supposée vraie pour que E soit séparé).

Proposition 1.1.4. Etant donné un espace localement convexe E, les af-
�rmations suivantes sont équivalente:

1. A est borné dans E.

2. Toute seminorme continue sur E est borné sur A.

3. Toute seminorme de la famille P est borné sur A.

4. Quelle que soit ` de E�, l�ensemble `(A) est borné dans K.

La proposition suivante jouera un rôle essentiel dans la suite.

Proposition 1.1.5. Soit E un espace localement convexe et A un en-
semble absolument convexe et borné de E. Alors qA est une norme sur
EA =Vect(A).

1.1.2. C1-Topologie, Espaces convenables

La notion d�une courbe di¤érentiable à valeurs dans un espace vectoriel
topologique est facile et ne pose aucun problème.

8



Dé�nition. Soit E un espace localement convexe et  : R! E une courbe
sur E. Alors  est dite:

1. di¤érentiable sur R si sa dérivée 0(t) = lims!0
(t+s)�(t)

s
existe pour

tout t 2 R.

2. de classe Cn sur R si toutes les dérivées de  d�ordre � n existent et
sont continues.

3. localement lipschitzienne (de Lip0) s�il existe pour tout t0 2 R un nom-

bre � > 0 tel que l�ensemble
n
(t)�(s)

t�s
: t; s 2 ]t0 � �; t0 + �[ ; t 6= s

o
soit

borné dans E.

4. de Lipk si toutes ses dérivées d�ordre � k existent et sont localement
lipschitziennes.

Les implications suivantes sont évidentes:

 2 Cn+1 =)  2 Lipn =)  2 Cn;

 est di¤érentiable =)  2 C = C0:

Lemme 1.1.6. Soit E et F deux espace localement convexes et ` une ap-
plication linéaire et continue de E dans F . Alors ` envoie tout ensemble
borné dans E dans un ensemble borné dans F .

Démonstration. Soit A un ensemble borné dans E. Si 
 est un voisinage
ouvert de 0 dans F , l�ensemble `�1(
) est un voisinage ouvert de 0 dans E,
et comme A est borné dans E, il existe " > 0 tel que "A � `�1(
). D�où
"`(A) � 
, ce qui montre que `(A) est borné dans F .

Lemme 1.1.7. Soit ` une application linéaire et continue de E dans F .
Si  : R! E est une courbe localement lipschitzienne, alors la courbe ` �  :
R! F l�est aussi.

Démonstration. Soit I un intervalle borné dans R. Comme l�ensemble
�
(t)� (s)

t� s
: t; s 2 I; t 6= s

�

est borné dans E et ` est continue, il découle du lemme 1.1.6 que l�ensemble

�
` � (t)� ` � (s)

t� s
: t; s 2 I:t 6= s

�

9



est borné dans F . D�où la courbe ` �  est localement lischitzienne.
Du lemme précédent, on en déduit immédiatement l�implication:

 2 Lipn =) ` �  2 Lipn

où ` est linéaire et continue.
D�autre part, la proposition 1.1.4 donne l�implication inverse suivante:

(8` 2 E� : ` �  2 Lip) =)  2 Lip:

Lemme 1.1.8. Soient E un espace localement convexe et  : R ! E une
courbe. Les deux a¢rmations suivantes sont équivalentes:

1.  2Lip=Lip0

2. Pour tout intervalle borné I � R, il existe un ensemble borné et absolu-
ment convexe B � E tel que  : I ! EB soit une courbe lipschitzienne
dans EB.

Démonstraton. (1) =) (2) Supposons que  2Lip et soit I un intervalle
borné de R. Choisissons un ensemble borné et absolument convexe B � E
tel que

(I) [

�
(t)� (s)

t� s
: t; s 2 I; t 6= s

�
� B:

On a

qB(
(t)� (s)

t� s
) � 1; t; s 2 I; t 6= s;

ou encore
qB((t)� (s)) � jt� sj ; t; s 2 I:

Ceci prouve que la courbe  : I ! EB est lipschitzienne .
(2) =) (1) Soit I un intervalle borné dans R, il existe d�après l�hypothèse

un ensemble borné et absolument convexe B � E tel que la courbe  : I !
EB soit lipschitzienne, i.e:

qB

�
(t)� (s)

t� s

�
� const <1;8t; s 2 I; t 6= s:

Donc on a
(t)� (s)

t� s
2 �B; 8t; s 2 I; t 6= s

pour un � > 0, ce qui prouve que l�ensemble
�
(t)� (s)

t� s
: t; s 2 I; t 6= s

�

est borné dans E.
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Lemme 1.1.9. Soit E un espace localement convexe et  : R ! E une
courbe dans Lip1, alors la courbe ~ dé�nie par la relation

~(t) =
1

t

�
(t)� (0)

t
� 0(0)

�
; t 2 R�

est localement bornée dans R�.

Démonstraton. Pour ` 2 E�, la courbe ` �  est dans Lip1 et l�on a

` � ~(t) =
1

t

�
` � (t)� ` � (0)

t
� (` � )0(0)

�

=
1

t

Z 1

0

((` � )0(t�)� (` � )0(0)) d�; t 6= 0:

Maintenent soit � > 0, comme la courbe (l � )0 est localement lipschitzi-
enne, il existe M� � 0 tel que

j(` � )0(t)� (` � )0(s)j �M� jt� sj ; t; s 2 ]��; �[ :

Par suite il vient

j` � ~(t)j �M�

Z 1

0

�d� =
M�

2
; t 2 ]��; 0[ [ ]0; �[ :

Donc pour tout ` 2 E�, la courbe `� ~ : ]��; 0[[ ]0; �[! K est bornée, ce qui
entraîne que ~ : ]��; 0[ [ ]0; �[ ! E est bornée. Ceci �nit la démonstration
puisque � est arbitraire.

Proposition 1.1.10. Soit E un espace localement convexe et  : R ! E
une courbe. Les deux énoncés suivants sont équivalents:

1.  2Lipk(R;E) (0 � k <1).

2. Pour tout intervalle borné I de R, il existe un ensemble borné et ab-
solument convexe B � E tel que  2 Ck;1(I;EB).

Démonstraton. Nous avons démontré le cas k = 0 dans le lemme 1.1.8.
Traitons donc le cas k = 1.
(2) =) (1) Soit I � R un intervalle borné. Il existe un ensemble borné

et absolument convexe B � E tel que ; 0 : I ! EB soient lipschitziennes
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où 0 désigne la dérivée de  par rapport à qB. Cela signi�e que les deux en-

sembles
n
(t)�(s)

t�s
: t; s 2 I; t 6= s

o
et
n
0(t)�0(s)

t�s
: t; s 2 I; t 6= s

o
sont bornés

dans EB, donc ils sont bornés dans E puisque l�injection EB ,! E est con-
tinue. Comme I est arbitraire, on déduit que  : R! E 2Lip1.
(1) =) (2) Supposons que  2Lip1 et soit I � R un intervalle borné.

Choisissons un ensemble borné et absolument convexe B � E contenant
l�ensemble

(I) [ 0(I) [

�
(t)� (s)

t� s
: t; s 2 I; t 6= s

�

[

�
0(t)� 0(s)

t� s
: t; s 2 I; t 6= s

�

[

�
1

t� s

�
(t)� (s)

t� s
� 0(s)

�
: t; s 2 I; t 6= s

�

On a alors l�inégalité

qB

�
(t)� (s)

t� s
� 0(t)

�
� jt� sj ; t; s 2 I; t 6= s

qui prouve que  est dérivable dans (EB; qB) et que sa dérivée coïncide avec
0 dans I. D�où ( : I ! EB) 2 C

1;1(I;EB).
De même, on démontre le cas k � 2.
Une nette dans un espace localement convexe E est par dé�nition une

famille (x�)�2� � E telle que son ensemble des indices � est muni d�une
relation d�ordre � véri�ant la condition:

8 (i; j) 2 �2;9k 2 �; i; j � k:

Lemme 1.1.11. Soit B un ensemble borné et absolument convexe dans un
espace localement convexe E et (x�) une nette de EB. Les deux a¢rmations
suivantes sont équivalentes:

(1) (x�) converge vers 0 dans EB.

(2) Il existe une nette (��) � R tel que �� ! 0 dans R et

x� 2 ��B; 8�:

(cette convergence est appelée la convergence de Mackey ou semplement
la M-convergence).
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Démonstraton. (1) =) (2) On dé�nit d�abord une nette (y�) par la rela-
tion

y =

� 1
2

x�
qB(x�)

; qB(x�) 6= 0

0; qB(x�) = 0:

Comme

qB(y�) �
1

2
< 1;8�;

il existe pour tout � un t� > 0 tel que qB(y�) � t� < 1 et y� 2 t�B. D�où
x� 2 ��B avec �� = 2t�qB(x�) �! 0.
(2) =) (1) On a

qB(x�) =
����
�� qB(y�) �

����
�� �! 0:

D�où x� �! 0 dans EB.

Une nette (x�) dans un espace localement convexe E est dite de M-Cauchy
s�il existe un ensemble borné B � E et une nette (��;�0) � R convergeant
vers 0 tels que

x� � x�0 2 ��;�0B; 8�; �
0:

On démontre comme dans le lemme précédent que cette condition est
équivalente la condition suivante: il existe un ensemble borné et absolument
convexe B � E tel que (x�) soit de Cauchy dans EB.

Proposition 1.1.12. Soit E un espace localement convexe. Alors les con-
ditions suivantes sont équivalentes:

(1) Toute nette de M-Cauchy dans E est convergente.

(2) Toute suite de M-Cauchy dans E est convergente.

(3) Pour tout ensemble borné, fermé et absolument convexe B � E, l�espace
EB est de Banach.

(4) Pour tout ensemble borné B, il existe un ensemble borné et absolument
convexe ~B contenant B tel que E ~B soit complet.

13



Démonstration. Les implications (1) =) (2) et (3) =) (4) sont triv-
iales.
(2) =) (3) Soit B un ensemble borné, fermé et absolument convexe dans

E et soit (xn) une suite de Cauchy dans EB. Puisque (xn) est une suite de
M-Cauchy dans E, elle converge dans E vers un élément x 2 E. Fixons
maintenant " > 0 et soit N > 0 tel que

8n;m � N : qB(xn � xm) < ":

D�apès la dé�nition de qB, il vient

xn � xm 2 "B; n;m � N:

Donc, en faisant tendre m vers +1 et en utilisant le fait que B est fermé
dans E, on obtient la relation

xn � x 2 "B; n � N

qui montre bien que x 2 EB et que

qB(xn � x) � "; n � N:

D�où xn �! x dans EB.
(4) =) (1) Soit (x�) une nette de M-Cauchy dans E. Il existe donc une

nette (��;�0) � R convergeant vers 0 telle que

x� � x�0 2 ��;�0B; 8�; �
0

où B est un ensemble borné dans E.
Choisissons arbitrairement un �0, d�après (4), on peut supposer que B est

absolument convexe et contient x�0 et que l�espace EB est complet. On a

x� = x�0 + x� � x�0 2 B + ��;�0B � EB

et
qB(x� � x�0) � ��;�0 �! 0:

Il résulte de cette inégalité que (x�) est une nette de Cauchy dans EB, donc
elle converge dans EB vers un élément x 2 EB. Grâce à la continuité de
l�injection EB ,! E, il vient

x� �! x dans E:

Dé�nition. Tout espace localement convexe véri�ant l�une des quatre con-
ditions précédentes est dit "complet au sens de Mackey" ou encore "M-
complet".
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Lemme 1.1.13. On se donne un espace localement convexe E et une suite
(xn) � E telle que, pour tout k 2 N la suite (nk(xn� x)) soit borné dans E.
Alors il existe une courbe  2 C1(R;E) telle que

(0) = x; 

�
1

n

�
= xn; n � 1:

Démonstraton. Soit � 2 C1(R; [0; 1]) une fonction telle que

�(t) =

�
0; si t � 0;
1; si t � 1:

La courbe  dé�nie par la formule

(t) =

8
<
:

x pour t � 0;
xn+1 + (xn � xn+1)�

�
n(n+ 1)

�
t� 1

n+1

��
pour 1

n+1
� t � 1

n
;

x1 pour t � 1;

possède les propriétés désirées.

La proposition suivante montre que toute application linéaire et bornée
de E dans F est lisse (de classe C1) selon un sens que nous préciserons dans
la suite.

Proposition 1.1.14. Soit ` une application linéaire entre deux espaces lo-
calement convexes E et F . Alors les deux conditions suivantes sont équiva-
lentes:

(1) ` est borné.

(2) L�image de toute courbe lisse dans E par ` est une courbe lisse dans
F .

Démonstraton. (1) =) (2) Il su¢t de montrer que ` transfère toute
courbe Lipk(0 � k <1) dans E á une courbe Lipk dans F .
Le cas k = 0 est trivial. Montrons le cas k = 1. Pour t0 2 R et � > 0,

l�ensemble
�

1

t� t0

�
(t)� (t0)

t� t0
� 0(t0)

�
: t 2 ]t0 � �; t0[ [ ]t0; t0 + �[

�

est borné dans E, et ceci grâce au lemme 1.1.9. Par conséquent, l�ensemble
�

1

t� t0

�
` � (t)� ` � (t0)

t� t0
� ` � 0(t0)

�
: t 2 ]t0 � �; t0[ [ ]t0; t0 + �[

�
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est borné dans F . Donc la courbe ` �  est dérivable en t0 et on a

(` � )0(t0) = ` � 0(t0):

De ceci on en déduit que ` �  2Lip1.
Maintenant on utilise la récurrence sur k pour démontrer les cas k � 2.
(2) =) (1) Supposons que ` n�est pas borné, donc il existe au moins un

ensemble borné B � E tel que `(B) ne soit pas borné. Ceci signi�e que nous
pouvons trouver une suite (xn) � B et un élément � 2 F � tels que

j� � `(xn)j � nn+1;8n:

D�autre part, nous pouvons construire selon le lemme 1.1.13 une courbe  2
C1 (R;E) véri�ant:



�
1

n

�
= n�nxn; n � 1:

Comme ` �  2 C1 (R;F ) �Lip(R;F ), l�ensemble
�
` � 

�
1
n

�
: n � 1

	
est

borné dans F . Par conséquent l�ensemble
�
� � ` � 

�
1
n

�
: n � 1

	
est borné

dans K, ce qui contredit le fait que
��� � ` � ( 1

n
)
�� � n pour n � 1.

Nous donnons maintenant la dé�nition de la C1-topologie.

Dé�nition. La C1-Topologie d�un espace vectoriel topologique localement
convexe E est la topologie �nale pour la famille C1(R; E), c�est-à-dire la
topologie la plus �ne rendant continues les courbes lisses de E.

Notons C1E l�espace topologique constitué de l�ensemble E et la C1-
topologie correspondant à la topologie localement convexe de E. Les deux
propositions suivantes donnent des caractérisations concernant les ouverts et
les fermés de C1E.
On se donne une suite des nombres réels � = (�n) telle que �n �! +1,

on dit que (xn) � E est une suite �-convergente vers x 2 E, si (�n(xn � x))
est bornée dans E.

Proposition 1.1.15. Soient E un espace localement convexe et 
 un en-
semble de E. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) Pour toute courbe  2Lip, l�ensemble �1(
) est un ouvert de R.

(2) 
 est un ouvert de C1E ou encore un C1-ouvert de E.

(3) Pour tout x 2 
 et toute suite (xn) �-convergente vers x, il existe
N 2 N tel que xn 2 
 pour n � N .
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(4) Pour tout ensemble borné et absolument convexe B � E, 
 \ EB est
un ouvert de EB.

Démonstration. L�implication (1) =) (2) est triviale.
(2) =) (3) Supposons au contraire qu�il existe un x 2 
 et une suite

(xn) � E tels que (�n(xn�x)) soit bornée dansE et l�ensemble fn 2 N : xn =2 
g
soit in�ni. Dans ce cas, on peut construire deux sous-suites (xnk) � (xn) et
(�nk) � (�n) véri�ant

xnk =2 
; �nk � 2
k;8k:

Pour toute semi-norme continue p sur E et tout m 2 N, on a

p(km(xnk � x)) =
km

�nk
p(�nk(xnk � x))

� Ckm2�k; k � 0:

Donc la suite (km(xnk � x))k2N est bornée dans E quel que soit m. D�après
le lemme 1.1.13, il existe une courbe  2 C1(R; E) telle que (0) = x
et ( 1

k
) = xnk pour k � 1. Mais ceci contredit le fait que �1(
) est un

ensemble ouvert dans R puisque

�
0 2 �1(
);

1
k
=2 �1(
); k � 1:

(3) =) (1) Soit  2Lip(R;E). Si �1(
) n�est pas ouvert dans R, on peut
trouver un t 2 �1(
) et une suite (tn) � R tels que tn =2 

�1(
) et jtn � tj �
1

1+j�nj
pour tout n 2 N. Posons x = (t) et xn = (tn). Puisque la courbe

 est localement lipschitzienne et la suite (tn) est bornée, on a pour tout
semi-norme continue p sur E

p(xn � x) � C jtn � tj �
C

1 + j�nj
; n 2 N:

D�où

p(�n(xn � x)) � C
j�nj

1 + j�nj
� C; n 2 N;

ce qui montre que (xn) est �-convergente vers x. Alors il existe, d�après
l�hypothèse, un N 2 N tel que xn 2 
 si n � N . Ceci contredit le fait que
xn =2 
 quel que soit n.
(3) =) (4) Soit B un ensemble borné et absolument convexe de E et

supposons que 
\EB n�est pas ouvert dans EB. Il existe alors un x 2 
\EB
et une suite (xn) � EB�
 telles que limn!1 qB(xn�x) = 0. Selon le lemme
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1.1.11, on a xn � x 2 "nB avec limn!1 "n = 0. Soit ("nk) � ("n) une
sous-suite véri�ant la condition

j"nk j �
1

1 + j�nj
; k 2 N:

On a, pour toute semi-norme p continue sur E

p(�k(xnk � x)) � C j�kj j"nk j � C; k 2 N:

Donc la suite (�k(xnk � x))k est borné dans E, par suite il existe N 2 N tel
que xnk 2 
 pour k � N , ce qui constitue une contradiction avec le fait que
(xnk) � EB � 
.
(4) =) (3) Soit x 2 
 et soit (xn) une suite de E telle que (�n(xn�x)) soit

borné dans E. Si B est un ensemble borné et absolument convexe contenant
fxg [ f�n(xn � x) : n 2 Ng, on a

qB(xn � x) �
1

j�nj
�! 0:

Donc xn �! x dans EB. Par conséquent, puisque x 2 
 \ EB et l�ensemble

\EB est ouvert dans EB, il existe N � 0 tel que xn 2 
\EB pour n � N .
La démonstration est terminée.

De la proposition précédente, on déduit la

Proposition 1.1.16. Etant donné un espace localement convexe E, les
conditions suivantes sont équivalentes:

(1) L�ensemble A est C1-fermé dans E.

(2) Pour toute suite (xn) � A �-convergente vers x, on a x 2 A.

(3) Pour toute suite (xn) � A M-convergente vers x, on a x 2 A.

(4) Pour toute suite (xn) � A telle que (nk(xn � x)) soit bornée dans E
pour k 2 N, on a x 2 A.

Le théorème suivant concerne la relation entre C1E et E, dont sa dé-
monstration que nous ne donnons pas ici, existe par exemple dans [10] et
[13].
Signalons que nous ne étudierons pas ici l�espace topologique C1E en

détail. Le lecteur intéressé trouvera une étude détaillée de cet espace dans
l�ouvrage [10].
Nous rappelons qu�un espace localement convexe E est dit bornologique

si quel que soit l�espace de Banach F , toute application linéaire et bornée de
E dans F est continue.
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Théorème 1.1.17. Pour tout espace localement convexe E, l�injection canon-
ique C1E ,! E est continue, et si E est bornologique, on a

(i) C1E = E si la fermeture de tout ensemble A � E est constituée des
limites des suites de A, en particulier si E est métrisable.

(ii) C1E = E si E est le dual fort d�un espace de Fréchet-Schwartz.

Théorème 1.1.18. Etant donné un espace localement convexe E, les énon-
cés suivants sont équivalents:

(a) Toute courbe lipschitzienne dans E est localement intégrable au sens de
Riemann.

(b) Pour toute courbe  2 C1(R; E), il existe une courbe ~ 2 C1(R; E)
telle que ~0 = .

(c) Pour tout espace localement convexe F contenant E comme un sous-
espace vectoriel, E est fermé dans C1F .

(d) Pour toute courbe  : R! E telle que

` �  2 C1(R;K);8` 2 E�;

on a  2 C1(R;E).

(e) E est M-complet.

(f) Toute application linéaire et continue d�un espace normé F dans E
admet une extension continue au complété de F .

Démonstration. (a) =) (b) Soit  2 C1(R;E). Il existe une courbe
unique ~ 2 C1(R; Ê) telle que ~0 =  et ~(0) = 0 où Ê dénote la complé-
tion de E. D�autre part, comme  2Lip(R; E), la courbe  est localement
intégrable au sens de Riemann dans E, donc nous pouvons poser

̂(t) =

Z t

0

(s)ds 2 E; t 2 R:

Si ` 2 E�, on écrit, pour tout t 2 R

` � ̂(t) =

Z t

0

` � (s)ds =

Z t

0

` � ~0(s)ds =

Z t

0

(` � ~)0(s)ds = ` � ~(t):
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D�où il vient
~(t) = ̂(t) 2 E; t 2 R:

(b) =) (c) Supposons que E est un sous-espace vectoriel d�un espace
localement convexe F . Soient x 2 F et (xn) � E une suite telle que (nk(xn�
x)) soit borné dans F pour tout k � 0. Selon le lemme 1.1.13, nous pouvons
construire une courbe  2 C1(R; F ) véri�ant

0 2 C1(R; E); (0) = x; 

�
1

n

�
= xn; n � 0:

Soit ~ 2 C1(R;E) telle que ~0 = 0. On a alors  = ~ + C avec C est une
constante de F . Par conséquent

x = x� x1 + x1 = (0)� (1) + x1 = ~(0)� ~(1) + x1 2 E:

Ceci prouve que E est C1-fermé dans F .
(c) =) (e) Soit (xn) une suite de M-Cauchy dans E. Comme (xn) est

de Cauchy dans E, elle est de Cauchy dans l�espace complet Ê (complétion
de E), donc elle converge au sens de Mackey dans Ê vers un x 2 Ê. D�où
x 2 E puisque E est C1-fermé dans Ê.
(e) =) (f) Soit F un espace normé et f : F ! E une application

linéaire et continue. Puisque l�ensemble f(fkxkF � 1g) est borné dans E,
il existe un ensemble borné, fermé et absolument convexe B � E tel que

f(fkxkF � 1g) � B. Soit x 2 F , comme f
�

x
kxkF

�
2 B, on a f(x) 2

kxkF B � EB et qB(f(x)) � kxkF . Ceci prouve que f est continue de F

dans EB, donc elle admet une extension continue á F̂ dans EB car EB est
complet.
(f) =) (a) Soient  2Lip(R;E) et [a; b] � R. Choisissons un ensemble

borné et absolument convexe B � E tel que  2Lip([a; b] ;EB) et notons

{̂ : cEB ! E l�extension continue de l�injection i : EB ! E. Comme  :
[a; b]! cEB est intégrable au sens de Riemann, la courbe  = {̂� : [a; b]! E
est aussi intégrable au sens de Riemann.
(d) =) (c) Supposons que E est un sous-espace vectoriel d�un espace

localement convexe F . Soit x 2 F et soit (xn) � E une suite telle que pour
tout k � 0, la suite (nk(xn � x))n�0 soit bornée dans F . D�après le lemme
1.1.13, il existe au moins une courbe  2 C1(R; F ) telle que

(0) = x; 

�
1

n

�
= xn; (t) 2 E; n � 1; t 6= 0:

Soit ~ la courbe dé�nie par ~(t) = t(t); t 2 R. On a ~ : R ! E et
~ 2 C1(R;F ), alors ` � ~ 2 C1(R;K) pour toute ` 2 F �. Si ` 2 E�, il
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existe ~̀2 F � avec ~̀=E = `, d�où ` � ~ = ~̀� ~ 2 C1(R;K). Cela prouve que
~ 2 C1(R;E) d�après l�hypothèse. Par conséquent x = ~0(0) 2 E, ce qui
montre que E est C1-fermé dans F .
(e) =) (d) Il su¢t de prouver que si  : R! E est une courbe telle que

` �  2Lipk(R;K)(k 2 N) pour toute ` 2 E�, alors  2Lipk(R;E).
Le cas k = 0 est clair grâce à la proposition 1.1.4.
Montrons le cas k = 1. Soit t 2 R, véri�ons que la nette

� 2 ]�1; 0[ [ ]0; 1[ 7�!
(t+ �)� (t)

�

est de M-Cauchy dans E, en e¤et, si ` 2 E�, on a pour tout (j�j ; j�j) 2 ]0; 1[2

����
1

� � �

�
` � (t+ �)� ` � (t)

�
�
` � (t+ �)� ` � (t)

�

�����

=

����
Z 1

0

(` � )0(t+ �s)� (` � )0(t+ �s)

� � �
ds

����

�
1

2
sup

0<j�j;j�j<1

����
(` � )0(t+ �)� (` � )0(t+ �)

�� �

���� ;

ce qui prouve que 1
���

n
(t+�)�(t)

�
� (t+�)�(t)

�

o
est borné dans E selon la

proposition 1.1.4. Donc la limite 0(t) = lim�!0
(t+�)�(t)

�
existe dans E

puisque E est supposé M-complet.
Finalement, une simple récurrence sur k donne les cas k � 2:
La démonstration du théorème est terminée.

Dé�nition. On dit que E est convenable ou encore C1-complet si l�une
des conditions équivalentes dans le théorème 1.1.18 est vraie.

La proposition suivante est facile à véri�er.

Proposition 1.1.19.

(i) Le produit
Q

�2�
E� et la somme directe

L
�2�

E� des espaces conven-
ables E�, � 2 �, sont des espaces convenables.

(ii) La limite inductive stricte des espaces convenables, est un espace con-
venable.
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(iii) Soient E un espace localement convexe, X un ensemble quelconque et
H une famille des sous-ensembles de X contenant les parties �nis de
X. On munit l�espace

`1H (X;E) = ff : X ! E : 8B 2 H; f(B) est borné dans Eg

de la topologie dé�nie par les semi-normes

jf jB;p = sup
x2B

p(f(x)); p 2 P ; B 2 H;

où P désigne la famille des semi-normes continues sur E. Alors si E
est convenable, `1H (X;E) est l�aussi.

La topologie naturelle de l�espace des courbes de classe C1 d�un espace
localement convexe est importante et voici sa dé�nition.

Dé�nition. Etant donné un espace localement convexe E, la topologie na-
turelle de C1(R;E) est dé�nie par les semi-normes

jjk;K;p = sup
t2K

p((k)(t));  2 C1(R;E)

où K est un compact de R, k 2 N et p est une semi-norme continue sur
E, en d�autre terme c�est la topologie initiale pour les applications linéaires
 2 C1(R;E) 7�! (k)

��
K
2 C(K;E), avec k 2 N et K un compact de R.

Proposition 1.1.20. E est convenable si et seulement si C1(R; E) est
convenable.

Démonstration. (=)) Supposons que E est C1-complet et soit `1(R; E)
l�espace des courbes localement bornées de E. Il est clair que l�application

 2 C1(R; E) 7�! f() = ((k))k2N 2
Q
k2N

`1(R; E)

est linéaire, continue et injective. Prouvons que son application inverse f�1 :
f(C1(R;E)) �! C1(R;E) est continue.
Soit  2 C1(R;E) et soit (�) � C1(R;E) une nette telle que f(�) �!

f() dans
Q
k2N

`1(R;E). D�après la dé�nition de la topologie de `1(R;E),

on a pour tout k 2 N, tout compact K � R et toute semi-norme continue p
sur E,

sup
t2K

p
�
(� � )(k)(t)

	
�! 0:

22



Cela nous dit exactement que � �!  dans C1(R; E).
Prouvons maintenant que f(C1(R;E)) est convenable. Il su¢t alors de

prouver que f(C1(R;E)) fermé dans l�espace convenable
Q
k2N

`1(R;E).

Soit (k) �
Q
k2N

`1(R;E) et soit (�) � C1(R;E) une nette telle que

f(�) �! (k) dans
Q
k2N

`1(R;E). On a

8k 2 N; 
(k)
� �! k dans `

1(R;E):

Par suite il vient

8k 2 N;8` 2 E�; (` � �)
(k) �! ` � k dans `

1(R;K):

Alors ` � 0 2 C1(R;K) et (` � 0)
(k) = ` � k pour tout k 2 N et toute

` 2 E�. On utilise maintenant le fait que E est convenable pour conclure
que 0 2 C

1(R;E) et (k) = f(0) 2 f(C
1(R;E)).

L�espaceC1(R;E) est donc convenable puisque il est isomorphe à f(C1(R;E)).
((=) Supposons que C1(R;E) est convenable. Il est facile de voir que

l�application g dé�nie par

g(x)(t) = x; t 2 R; x 2 E:

est un isomorphisme d�espaces vectoriels topologiques de E dans g(E) �
C1(R;E). Véri�ons que g(E) est fermé dans C1(R; E).
Soient (x�) � E et  2 C1(R;E) telles que g(x�) �!  dans C1(R;E).

On a donc x� = g(x�)(t) �! (t) dans E quel que soit t 2 R, ce qui prouve
que (x�) converge dans E vers un x 2 E et que  = g(x) 2 g(E).
On en conclut que g(E) est convenable. Donc E est convenable.

La dé�nition suivante est importante et concerne la notion d�une "fonction
lisse (de classe C1)" que nous adopterons dans ce travail.

Dé�nition (1). Etant donné deux espaces localement convexes E et F ,
et un C1-ouvert 
 de E, on dit que la fonction f : 
 �! F est de classe
C1 (au sens d�Hadamard) si pour toute courbe  2 C1(R; 
), on a f �  2
C1(R;F ).

Dans la suite, nous munirons l�espace C1(
;F ) de la topologie initiale
pour les applications � : C1(
;F ) �! C1(R;F ) avec  2 C1(R; 
).

23



Lemme 1.1.21. Soit E et F deux espaces localement convexes et 
 un
C1-ouvert de E. L�aplication L dé�nie par

L : f 2 C1(
;F ) 7�! L(f) = (�f)2C1(R;
) 2
Q

2C1(R;
)

C1(R;F )

est un isomorphisme d�espaces vectoriels topologiques de C1(
;F ) dans le
sous-espace fermé L(C1(
;F )) de

Q
2C1(R;
)

C1(R;F ):

Démonstration. Il est clair que L est injective; prouvons qu�elle est con-
tinue. Soit (f�) � C1(
;F ) une nette telle que f� �! 0 dans C1(
;F ).
Pour toute  2 C1(R; 
), puisque l�application � est continue de C1(
;F )
dans C1(R;F ), on a f� �  �! 0 dans C1(R;F ), donc L(f�) �! 0 dansQ
2C1(R;
)

C1(R;F ). Cela montre que L est continue.

Prouvons que L�1 est continue. Soit (f� � )2C1(R;
) �! 0 dans L(C1(
;F )).

Si U un voisinage de 0 dans C1(
;F ), il existe des ouverts V1, V2, ...,

VN 2 TC1(R;F ) contenant 0 tels que
NT
k=1

(�k)
�1(Vk) � U , et comme � f� �! 0

dans C1(R;F ) pour toute  2 C1(R; 
), on a

f� 2 (
�
k)
�1(Vk);8� � �k

pour un certain �k (1 � k � N). Par suite il vient

f� 2
NT
k=1

(�k)
�1(Vk) � U;8� � max �k;

ce qui entraîne que f� �! 0 dans C1(
;F ).
Prouvons que L(C1(
;F )) est un sous-espace fermé de

Q
2C1(R;
)

C1(R;F ).

Il su¢t de montrer que:

(f) 2
Q

2C1(R;
)

C1(R;F ) :

(f) 2 L(C1(
;F ))() f � g = f�g;8 2 C
1(R; 
);8g 2 C1(R;R):

L�implication (=)) est évidente.
((=) Soit (f) 2

Q
2C1(R;
)

C1(R;F ) tel que f � g = f�g pour tout

(; g) 2 C1(R; 
) � C1(R;R). Montrons que L(f) = (f) où f est la
fonction dé�nie par la relation

f(x) = fx(0); x 2 
;
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avec x(t) = x, t 2 R.
En e¤et, si t 2 R et  2 C1(R; 
), on pose x = (t) et gx(s) = t pour

s 2 R. On a alors

f � (t) = f(x) = fx(0) = f�gx(0) = f � gx(0) = f(t):

D�où f 2 C1(
;F ) et L(f) = (f).

Corollaire 1.1.22.

(i) La topologie de C1(
;F ) est engendrée par la famille des semi-normes

jf jk;K;p; = sup
t2K

p((f � )(k)(t)); f 2 C1(
;F )

où k 2 N, K est un compact de R,  2 C1(R; 
) et p est une semi-
norme continue sur F .

(ii) Si F est convenable, alors C1(
;F ) est l�aussi.

Le théorème suivant de Boman montre qu�une fonction dé�nie sur un
ouvert 
 � Rn à valeurs dans un espace localement convexe est de classe C1

au sens usuel si, et seulement si elle est de classe C1 au sens de la dé�nition
(1). Une démonstration simple de ce théorème existe dans [10].

Lemme 1.1.23. [Théorème de Boman, 1967] Etant donné un espace
localement convexe E et une application f dé�nie sur un ouvert 
 � U de
R
2 dans E, les a¢rmations suivantes sont équivalentes:

(1) f est de classe C1 au sens de la dé�nition (1).

(2) Toutes les dérivées partialles @�f existent et sont continues.

(3) Toutes les dérivées partialles @�f existent et sont localement bornées.

(4) Toutes les dérivées directionnelles

dk(u;v)f(x; y) =

�
@

@t

�k�����
t=0

(f((x+ tu; y + tv)) ; (x; y) 2 
� U

existent et sont localement bornées.

(5) La courbe f_ dé�nie par la relation

f_(x)(y) = f(x; y); (x; y) 2 
� U;

est de classe C1 de 
 dans C1(U ;E).
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Théorème 1.1.24. Etant donné trois espaces localement convexes E1, E2
et F et deux C1-ouverts 
1 � E1 et 
2 � E2, les deux a¢rmations suiv-
antes sont équivalentes:

(i) f : 
1 � 
2 �! F est de classe C1

(ii) L�application f_ dé�nie par

f_(x1)(x2) = f(x1; x2); (x1; x2) 2 
1 � 
2

est de classe C1 de 
1 dans C
1(
2;F ).

Démonstration. (i)=)(ii) Supposons que f est de classe C1. Pour x1 2

1 et 2 2 C

1(R; 
2), la courbe

(t) = (x1; 2(t)); t 2 R

est dans (R; 
1 � 
2). Donc la fonction

f � (t) = f(x1; 2(t)) = f_(x1) � 2(t); t 2 R

est de classe C1, ce qui est prouve que f_ est dé�nie de 
1 dans C
1(
2;F ).

Soit 1 2 C1(R; 
1), pour prouver que f
_� 1 2 C1 (R;C1(
2;F )), il

faut et il su¢t de prouver que �2 � f
_ � 1 2 C1 (R;C1(R;F )) quelle que

soit 2 2 C1(R; 
2). Mais d�aprés le lemme 1.1.23, 
�
2 � f

_ � 1 est dans
C1 (R;C1(R;F )), si et seulement si, la fonction

(t1; t2) 2 R
2 7�! f(1(t1); 2(t2)) 2 F

est de classe C1.
Cette dernière a¢rmation est vraie puisque pour toute  2 C1(R;R2), on

a (1; 2) �  2 C
1(R;
1 � 
2) et ft 7�! (f � (1; 2) � ) (t)g 2 C1(R;F ),

et cela grâce au fait que f 2 C1(
1 � 
2;F ).
(ii)=)(i) Supposons que f_ 2 C1(
1;C

1(
2;F )) et soient 1 2 C
1(R; 
1)

et 2 2 C1(R; 
2) deux courbes. On a f
_ � 1 2 C1(R;C1(
2;F )), alors

�2 � f
_ � 1 2 C

1(R;C1(R;F )). Maintenant, on applique encore le lemme
1.1.23 pour conclure que la fonction (t1; t2) 2 R

2 7�! f(1(t1); 2(t2)) 2 F
est de classe C1. Donc la courbe t 2 R 7�! f(1(t); 2(t)) 2 F est de classe
C1. Ceci prouve que f 2 C1(
1 � 
2;F ).
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Corollaire 1.1.25. Soit E, F et G trois espaces localement convexes et
soit 
 � E et U � F deux C1-ouverts. Alors les applications suivantes
sont de classe C1:

(1) (f; x) 2 C1(
;F )� 
 7�! f(x) 2 F ,

(2) x 2 E 7�! (y 7�! (x; y)) 2 C1(F ;E � F ),

(3) ^ : f 2 C1(
;C1(U ;G)) 7�! f^ 2 C1(
 � U ;G)) avec f^(x; y) =
f(x)(y)),

(4) _ : f 2 C1(
 � U ;G) 7�! f_ 2 C1(
;C1(U ;G)) avec f_(x)(y) =
f(x; y),

(5) (f; g) 2 C1(F ;G)� C1(
; F ) 7�! f � g 2 C1(
;G),

(6) (f; g) 2 C1(E2;E1)�C
1(F1;F2) 7�! Lg;f 2 C

1(C1(E1;F1);C
1(E2;F2))

avec Lg;f (h) = g � h � f ,

(8)
Q
: (f�) 2

Q
�2�

C1(E�;F�) 7�!
Q
((f�)) 2 C1

�Q
�2�

E�;
Q
�2�

F�

�
avec

(
Q
((f�))) ((x�)) = (f�(x�)) pour (x�) 2

Q
�2�

E�.

Proposition 1.1.26. Soit 
 2 C1(E � R) et f 2 C1(
;F ). Alors
l�ensemble U = fx 2 E : fxg � [0; 1] � 
g est un ouvert de C1E et la fonc-
tion

x 2 U 7�!

Z 1

0

f(x; t)dt 2 F̂

est de classe C1.

Corollaire 1.1.27. Etant donné un espace localement convexe E et une
courbe lisse  sur E, la fonction

(t; s) 7�!

�
(t)�(s)

t�s
; t 6= s

0(t); t = s

est de classe C1 de R2 dans E.
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Démonstration. Il su¢t de remarquer que la fonction

(t; s) 2 R2 7�!

Z 1

0

0(s+ �(t� s))d� 2 Ê

est de classe C1 selon la proposition précédente et que

(t)� (s)

t� s
=

Z 1

0

0 (s+ �(t� s)) d�; t 6= s:

Si E et F sont deux espaces localement convexes, on note L(E;F ) l�espace
des applications linéaires bornées de E dans F . Selon la proposition 1.1.14,
L(E;F ) est un sous-espace vectoriel de C1(E;F ). Donc

L(E;F ) =
T

(�;x;y)2|�E�E

ff 2 C1(E;F ) : fevx + �evy � evx+�yg (f) = 0g

et comme les applications evx : f 2 C1(E;F ) 7�! f(x) 2 F , x 2 E, sont
continues, on conclut que L(E;F ) est fermé dans C1(E;F ).
La démonstration du théorème suivant est directe et se base sur les ré-

sultats 1.1.23, 1.1.24 et 1.1.27.

Théorème 1.1.28. Soit E et F deux espaces localement convexes et 
 un
ouvert de C1E. On dé�nit un opérateur D par

Df(x)(h) =
d

dt
ff(x+ th)g

����
t=0

; x 2 
; f 2 C1(
;F ); h 2 E:

On a:

(a) Pour tout x 2 
 et toute f 2 C1(
;F ), Df(x) 2 L(E;F ).

(b) Pour toute f 2 C1(
;F ), Df 2 C1(
;L(E;F )).

(c) D 2 L (C1(
;F );C1(
;L(E;F )).

(d) Pour tous deux ouverts 
 � C1E et U � C1F , si f 2 C1(
;F ) et
g 2 C1(U ;G), on a g � f 2 C1(
;G) et

D(g � f)(x)(h) = Dg(f(x)) �Df(x)(h); x 2 
; h 2 E:

On �nira ce paragraphe par le résultat suivant (pour la démonstration
voir [10]).
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Théorème 1.1.29. Soient E un espace convenable,  une courbe de E, et
L � E 0. Supposons que la bornologie de E admette une base constituée des
ensembles �(E;L)-fermés. Alors les deux assertions suivantes sont équiva-
lentes:

(i)  2 C1(R;E).

(ii) Il existe des courbe localement bornée k : R �! E telles que pour

toute ` 2 L, ` �  2 C1(R;R) et (` � )(k) = ` � k.

Si E est ré�exif, pour toute famille L � E 0 séparant les points de E, la
bornologie de E admet une base constituée des ensembles �(E;L)-fermés.

Nous rappelons que la bornologie d�un espace localement convexe E est la
topologie (localement convexe) la plus �ne ayant la même famille d�ensembles
bornés de E.

1.2. Variétés de dimension in�nie

1.2.1. Dé�nitions

1) Etant donné un ensemble M , une carte locale de M est par dé�nition
un couple (U;') où ' est une bijection de U �M dans un C1-ouvert '(U)
d�un espace convenable E
.
Si (U;') et (V;  ) sont deux cartes locales de M , l�application  � '�1 :

'(U \ V ) �!  (U \ V ) est appelée changement des cartes.
Une famille des cartes locales (U�; '�) de M est appelée un C1-atlas sur

M si:

(i) M =
S
�

U�,

(ii) Pour tous � et �, '�(U� \ U�) est un C
1-ouvert de E� = EU� et le

changement des cartes '�� = '� �'
�1
� est de classe C1 de '�(U�\U�)

dans '�(U� \ U�).

Une variété de classe C1 est par dé�nition un ensemble M muni d�un
atlas de classe C1.

2) Soit M et N deux variétés de classe C1 et soit (U�; '�) et (V�;  �)
deux atlas deM et N . La famille (U��V�; ('�;  �)) dé�nit un C

1-atlas sur
M �N .

M �N muni de cet atlas est appelé la variété produit de M et N .
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3) Etant donné M une variété di¤érentielle, on dit que N � M est une
sous-variété de M si, pour tout x 2 N , il existe une carte (U;') de M telle
que x 2 U et '(U \N) = '(U) \ FU avec FU est un sous-espace C

1-fermé
de EU .

4) Soit M et N deux variétés de classe C1, une application f : M ! N
est dite de classe C1 si pour tout x 2 M et tout carte locale (V;  ) de N
avec f(x) 2 V , il existe une carte locale (U;') de M telle que f(U) � V et
telle que l�application  � f � '�1 : '(U) �!  (V ) soit de classe C1.

5) La topologie naturelle d�une variété di¤érentielle M est dé�nie comme
suit: 
 2 TM si, et seulement si, pour toute carte locale (U;') de M , on a
'(U \ 
) 2 C1EU . On peut aussi dé�nir cette topologie comme étant la
topologie �nale pour C1(R;M).

6) Etant donné une variété di¤érentielleM et un espace localement convexe
E, la topologie naturelle de C1(M ;E) est par dé�nition la topologie initiale
pour la famille (�)2C1(R;M).
On véri�e (voir la démonstration du lemme 1.1.21) que:

a) TC1(M ;E) est engendrée par la famille des semi-normes:

jf jK;k;p; = sup
t2K

p((f � )(k)(t))

où K est un compact de R, k 2 N,  2 C1(R;M) et p est une semi-
norme continue sur E.

b) TC1(M ;E) est la topologie initiale pour les applications

('�1)� : C1(M ;E) �! C1('(
);E)

où (
; ') est une carte locale de M . En particulier, TC1(M ;E) est en-
gendrée par la famille des semi-normes:

P';p(f) = p
�
('�1)�f

�
; f 2 C1(M ;E)

avec (
; ') est une carte locale de M et p est une semi-norme continue
sur C1('(
);E).

c) L�application

f 2 C1(M ;E) 7�! (�f)2C1(R;M) 2
Q

2C1(R;M)

C1(R;E)
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est un isomorphisme d�espaces vectoriels topologiques de C1(M ;E)
dans son image qui est un sous-espace vectoriel férmé de

Q
2C1(R;M)

C1(R;E).

Donc si E est convenable, C1(M ;E) est aussi convenable.

d) Si N est une autre variété di¤érentielle, l�application f :M �N �! E
est de classe C1 si, et seulement si, l�application f_ dé�nie par

f_(x)(y) = f(x; y); (x; y) 2M �N

est de classe C1 de M dans C1(N ;E).

Le théorème suivant est important. Pour la démonstration voir par ex-
emple [10].

Théorème 1.2.1. Soit E et F deux espaces convenables et M une variété
di¤érentielle. Les deux énoncés suivants sont équivalents pour une application
linéaire L : E �! C1(M ;F ):

(i) L est bornée.

(ii) Pour tout x 2M , l�application v 2 E 7�! L(v)(x) 2 F est bornée.

7) Soient M une variété di¤érentielle et x 2 M . On dé�nit sur l�ensemble
des fonctions f 2 C1(
f ;K), 
f étant un ouvert contenant x, une relation
d�équivalence comme suit: f � g si, et seulement si, il existe un ouvert

 � 
f \ 
g contenant x tel que f j
 = gj
.
La classe de f 2 C1(
f ;K) suivant cette relation s�appelle germe de f

au voisinage de x et on le note germ(f).
Dans la suite, on notera C1 (fxg �M ;K) l�espace des germes au voisi-

nage de x et on le munira de la topologie �nale (localement convexe) pour
les applications

f 2 C1(
;K) 7�! f = germ(f) 2 C1 (fxg �M ;K)

où 
 est un ouvert contenant x.

1.2.2. Fibrés tangents

Soit E un espace convenable.
On appelle vecteur tangent à E au point x 2 E tout couple (x;X) avec

X 2 E.

31



L�espace des vecteurs tangents à E au point x sera noté TxE. On a
évidement

TxE = f(x; 
0(0)) :  2 C1(R;E); (0) = xg :

Tout vecteur tangent (x;X) 2 TxE dé�nit une application linéaire et
continue

Xx : f 2 C
1 (fxg � E;R) 7�! Xx

�
f
�
= Df(x)(X) 2 R

véri�ant la propriété importante

Xx

�
fg
�
= Xx

�
f
�
g(x) + f(x)Xx (g) :

On appelle vecteur opérationnel tangent à E au point x toute dériva-
tion bornée sur C1 (fxg � E;R) ou, de façon équivalente, toute application
linéaire bornée

@ : C1 (fxg � E;R) �! R

véri�ant
@(fg) = @(f)g(x) + f(x)@(g):

Notons DxE l�espace des vecteurs opérationnels tangents á E au point
x. On a toujours l�inclusion TxE � DxE qui devient une égalité si E est de
dimension �nie.
Pour un C1-ouvert 
 contenant x, tout vecteur opérationnel tangent

@ 2 DxE dé�nit une dérivation bornée @
 sur C
1(
;R) par la relation

@
(f) = @(f) avec f 2 C1(
;R).
L�application canonique @ 2 DxE 7�! (@
) 2

Q
x2


L (C1(
;R);R) est

linéaire et injective de DxE dans son image qui est un sous-espace vectoriel
férmé de

Q
x2


L(C1(
;R);R). On dé�nit alors la topologie naturelle de DxE,

qui est M-complète, comme étant la topologie initiale pour cette application.
Tous les espaces DxE sont isomorphes puisque l�application dé�nie de

DxE dans DyE comme suit

(@y)(f) = @x

�
f(�+ y � x)

�
; @x 2 DxE; f 2 C

1 (fyg � E;R)

est un isomorphisme d�espaces vectoriels topologiques.
Notons que, pour tout x 2 E, TxE est un sous-espace vectoriel fermé de

DxE.
Si 
 est un ouvert de C1E, on pose T
 =

S
x2


fxg � E = 
 � E et

D
 =
S
x2



�DxE. T
 et D
 sont appelés, respectivement, "�bré tangent"

et "�bré tangent opérationnel" de 
.
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On munit DE d�une structure d�un espace convenable de la façon suiv-
ante:
Pour x 2 E et @ 2 DxE, on dé�nit une dérivation @x 2 D0E par la

formule
@x
�
f
�
= @

�
f(� � x)

�
; f 2 C1 (f0g � E;R) :

L�application bijective (x; @) 2 DE 7�! (x; @x) 2 E �D0E nous permet de
transférer la structure convenable de E �D0E à DE.
Pour tout C1-ouvert 
 de E, D
 est un C1-ouvert de DE, et ceci

puisque l�application (x; @) 7�! (x; @x) est bijective de D
 dans l�ouvert

�D0E de C1 (E �D0E).
Considérons un autre espace convenable F et soit 
 un ouvert de C1E.

On dé�nit l�application tangente opératinnelle Df(x) : DxE �! Df(x)F de
f 2 C1(
;F ) au point x 2 
 par:

Df(x)(@)(g) = @
�
g � f

�
; g 2 C1(ff(x)g � F ;R); @ 2 DxE.

La proposition suivante est facile à véri�er.

Proposition 1.2.2.

a) Pour tout x 2 
, Df(x)jTxE est l�application tangente usuelle de f .

b) L�application Df : (x; @) 7�! Df(x; @) = (f(x); Df(x)(@)) est de
classe C1 de D
 dans DF et de T
 dans TF .

c) Quel que soit f 2 C1(
;U) et g 2 C1(U;G), on a

D(g � f)(x) = Dg(f(x)) �Df(x); x 2 
;

(règle de la chaîne).

Considérons maintenant une variété di¤érentielle M .
Soit ('� : 
� �! '�(
�) � E�) l�atlas maximal de M . On dé�nit sur

l�ensemble S
�

�
(x; @; �) : x 2 
�; @ 2 D'�(x)E�

	

une relation d�équivalence � de la façon suivante:

(x; @; �) � (y; @0; �)() x = y et D'�� ('�(x)) (@) = @0:

L�ensemble quotient suivant cette relation est appelé "�bré tangent opéra-
tionnel" de M et on le note DM .
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L�application

�M : (x; @; �) 2 DM 7�! �M

�
(x; @; �)

�
= x 2M

est la surjection canonique de DM dans M . Il est évident que, pour tout
ouvert 
 �M , ��1M (
) = D
 � DM .
Pour �, on pose

D'�(x) (�) = @;D'� (�) = ('�(x); D'�(x) (�)) ; � = (x; @; �) 2 D
�:

La famille (D'� : D
� �! D('�(
�))) dé�nit un C1-atlas sur DM car
pour tout (�; �), D'� est une bijection de D
� dans D('�(
�)) � DE�
et D'� � (D'�)

�1 = D'�� est de classe C
1 de D ('�(
� \ 
�)) dans

D
�
'�(
� \ 
�)

�
selon la proposition 1.2.2.

La variété di¤érentielle DM ainsi construite est séparée; de plus, �M 2
C1(DM ;M).
Soit x 2 M . l�ensemble DxM = ��1M (fxg) est appelé "espace tangent

opérationnel" de M au point x. Pour une carte locale (U;') de M telle que
x 2 U , la bijection D'(x) : DxM �! D'(x)EU nous permet de munir DxM
d�une structure d�un espace convenable indépendante de la carte considérée.
En réalité, nous avons muni DM d�une structure d�un �bré vectoriel lisse

sur la variété M .
De même, on construit le �bré tangent TM en considérant la restriction

de la relation d�équivalence précédente sur le sous-ensemble
S
�


��E��f�g.

L�ensemble quotient obtenu de cette façon est, par dé�nition, le �bré tangent
de M qu�on notera TM .
On signale que TM est un "sous-�bré" vectoriel de DM . Dans le cas où

M est de dimension �nie, on a TM = DM .
Pour x 2M , l�ensemble TxM = (�M jTM)

�1 (fxg), qui est un sous-espace
fermé de DxM , s�appelle espace tangent de M en x.
Supposons queN est une autre variété di¤érentielle et soit f 2 C1(M ;N).

On dé�nit l�application tangente opératinnelle de f au point x 2 M par la
formule:

Df(x) = fD (f(x))g�1 �D
�
 � f � '�1

�
('(x)) �D'(x);

où (U;') et (V;  ) sont deux cartes locales autour de x et f(x) avec f(U) � V .
Df(x) est linéaire et bornée deDxM dansDf(x)N et de TxM dans Tf(x)N .

De plus, il n�est pas di¢cile de véri�er que l�application

Df : (x; �) 7�! (f(x); Df(x)(�))
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est de classe C1 de DM dans DN et de TM dans TN .
Dans le cas important où N = K, l�application

(x; �) 2 DM 7�! df(x)(�) = Df(x)(�) 2 K

est appelée "di¤érentielle" de f . Il découle du théorème 1.2.1 que l�application
linéaire

f 2 C1(M ;K) 7�! df(�)(�) 2 C1(DM ;K)

est bornée.
Généralement, si E est un espace convenable, on a

(f 7�! Df(�)(�)) 2 L (C1(M ;E);C1(TM ;E)) :

1.2.3. Champs des vecteurs

Soit M une variété di¤érentielle.
On appelle champ de vecteurs sur M toute application X : M �! TM

véri�ant �M �X = IdM .
De même, on appelle champ de vecteurs opérationnel sur M toute appli-

cation X :M �! DM telle que �M �X = IdM .
L�espace des champs de vecteurs et l�espace des champs de vecteurs opéra-

tionnels sur M seront notés, respectivement, X(M) = C1(M ! TM) et
C1(M ! DM). Ces deux espaces sont, en réalité, des modules sur l�algèbre
C1(M ;R) et la multiplication (f;X) 7! fX est borné (de classe C1).
Si ('� : 
� �! '�(
�) � E�) désigne l�atlas maximal deM , l�application

linéaire

s 2 C1(M ! DM) 7�! (x 2 
� 7�! D'�(x)(s(x)) 2
Q
�

C1(
�;E�)

est injective et fermée, ce qui nous donne une façon naturelle de munir
C1(M ! DM) d�une structure d�un espace convenable. Selon cette dé-
marche, X(M) devient un sous-espace fermé de C1(M ! DM).

Proposition 1.2.3.

a) Soit Der (C1(�;R)) l�espace des familles des dérivations bornées @
 :
C1(
;R) �! C1(
;R) telles que

8
;8U;8(f; g) 2 C1(
;R)� C1(U ;R) :

f = g sur 
 \ U =) @
(f) = @
(g) sur 
 \ U:
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Der(C1(�;R)) est un sous-espace fermé de
Q



L (C1(
;R);C1(
;R))

et l�application X 7�! @X = (@X;
)
 avec

@X;
(f)(x) = Df(x)(X(x)); f 2 C1(
;R); x 2 


est un isomorphisme des espaces convenables de C1(M ! DM) dans
Der(C1(�;R)).

b) Si M est C1-réguliére, il existe un isomorphisme canonique des espaces
convenables de C1(M ! DM) dans l�espace des dérivations bornées
sur C1(M ;R).

SiX et Y sont deux champs de vecteurs opérationnels surM , leur crochet
de Lie est dé�ni par la formule [X; Y ] = X � Y � Y �X. Dans la proposition
suivante nous citons les propriétés remarquables de ce crochet, qui sont facile
à véri�er.

Proposition 1.2.4. L�application

[�; �] : C1(M ! DM)� C1(M ! DM) �! C1(M ! DM)

est bilinéaire et véri�e:

a) [X; Y ] = � [Y;X].

b) [X; [Y; Z]] = [[X; Y ] ; Z] + [Y; [X;Z]] (identité de Jacobi).

c) [fX; Y ] = f [X; Y ]� (Y (f))X.

d) [X; fY ] = f [X; Y ] + (X(f))Y .

e) X; Y 2 X(M) =) [X; Y ] 2 X(M).

Suivant les terminologies adaptées en géométrie di¤érentielle, nous disons
que (C1(M ! DM); [�; �]) est un "algèbre de Lie" et que X(M) est un "sous-
algèbre de Lie" de (C1(M ! DM); [�; �]).
Si F : M �! N est un di¤éomorphisme locale de M dans N , on dé�nit

l�image inverse de Y 2 C1(N ! DN) par F comme suit

F �Y (x) = (DF (x))�1 (Y (F (x))) ; x 2M:
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L�application F � ainsi obtenue est linéaire deC1(N ! DN) dansC1 (M ! DM)
et de C1 (N ! TN) dans C1 (M ! TM). De plus, elle véri�e

F � [X; Y ] = [F �X;F �Y ] ; X; Y 2 C1(N ! DN):

Nous disons dans ce cas que F � est un homomorphisme d�algèbres de Lie.
Soit X 2 X(M). On appelle �ot local de X toute application lisse

FX : 
 � R�M �!M

dé�nit sur un C1-ouvert 
 contenant f0g �M telle que:

1) Pour tout x 2M , ft 2 R : (t; x) 2 
g est un intervalle ouvert de R.

2) Pour tout (t; s; x) 2 R � 
, (t + s; x) est dans 
 si, et seulement si,
(t; FX(s; x)) est dans 
, et on a l�égalité

FX (t+ s; x) = FX (t; FX(s; x)) :

3) FX(0; x) = x; 8x 2M .

4) Pour tout (t; x) 2 
, d
dt
fFX(t; x)g = X (FX(t; x)), c�est-à-dire que

t 7�! FX(t; x)

est une courbe intégrale de X.

Il est bien connu dans la géométrie di¤érentielle que, si M est de dimen-
sion �nie, tout champ de vecteurs admet un �ot local.

Proposition 1.2.5. Soit X 2 X(M) un champ de vecteurs ayant un �ot lo-
cal FX . Alors toute courbe intégrable de X est de la forme (t) = FX(t; (0))
(ce qui montre que X admet un �ot maximal unique) et on a l�égalité

X (FX(t; x)) = D fFX(t; �)g (x) (X(x)) :

Démonstration. Soit  une courbe intégrale de X dé�nie sur un intervalle
J contenant 0. Comme la courbe t 2 J 7�! (�t; (t)) 2 R�M est de classe
C1, l�ensemble ft 2 J : (�t; (t)) 2 
g est un ouvert de R contenant 0. Soit
I la composante connexe de ft 2 J : (�t; (t)) 2 
g telle que 0 2 I.
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Pour tout t 2 I, on peut écrire les égalités

d

dt
fFX(�t; (t))g = �

d

ds
fFX(s; (t))g

����
s=�t

+
d

ds
fFX(�t; (s))g

����
s=t

= �
d

ds
fFX(s� t; (t))g

����
s=0

+D fFX(�t; �)g ((t)) (
0(t))

= �
d

ds
fFX (�t; FX(s; (t)))g

����
s=0

+D fFX(�t; �)g ((t)) (X((t)))

= �D fFX(�t; �)g ((t))

�
d

ds
(FX(s; (t))

����
s=0

�

+D fFX(�t; �)g ((t)) (X((t)))

= 0:

Ainsi donc, la courbe t 2 I 7�! FX(�t; (t)) est constante, ce qui nous
permet de tire la première égalité:

(t) = FX(0; (t)) = FX (t; FX(�t; (t))) = FX (t; (0)) ; t 2 I:

La deuxième égalité se tire directement comme suit:

X (FX(t; x)) =
d

dt
fFX(t; x)g =

d

ds
fFX(t+ s; x)g

����
s=0

=
d

ds
fFX (t; FX(s; x))g

����
s=0

= D fFX(t; �)g (x)

�
d

ds
fFX(s; x)g

����
s=0

�

= D fFX(t; �)g (x) (X (x)) :

1.2.4. Dérivée de Lie

Considérons un champ de vecteurs X 2 X(M) ayant un �ot local FX .
On dé�nit la dérivée de Lie de la fonction f 2 C1(M ;R) suivant X par

la formule LXf =
d
dt

��
t=0
(FX(t; �)

�f). Pour tout (t; x) 2 
, on écrit

d

dt
(f (FX(t; x))) = Df (FX(t; x))

�
d

dt
(FX(t; x))

�

= Df (FX(t; x)) (X (FX(t; x))) = X(f) (FX(t; x)) :

Ainsi donc, d
dt
(FX(t; �)

�f) = FX(t; �)
�X(f) et LXf = X(f).
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De même, on dé�nit la dérivée de Lie du champ de vecteurs opérationnel
Y suivant X par LXY =

d
dt

��
t=0
(FX(t; �)

�Y ).
On va montrer que LXY = [X; Y ]. Pour (t; x) 2 
 on pose y = FX(t; x).

On a alors

d

dt
f(FX(t; �)

�Y ) (x)g =
d

dt
fD (FX(�t; �)) (y) (Y (y))g

=
d

d�

����
�=0

fD (FX(�t; �)) (y) �D (FX(��; �)) (FX(�; y)) (Y (FX(�; y)))g

= D (FX(�t; �)) (y)

 
d

d�

����
�=0

fD (FX(��; �)) (FX(�; y)) (Y (FX(�; y)))g

!
:

Pour déterminer le champ de vecteurs

Z =
d

d�

����
�=0

fD (FX(��; �)) (FX(�; y)) (Y (FX(�; y)))g ;

on procède comme suit: on choisit une fonction f 2 C1(M ;R), puis on écrit

Z(f)(y) =
d

d�

����
�=0

fD (f � FX(��; �)) (F (�; y)) (Y (F (�; y)))g

=
d

d�

����
�=0

fD (f � FX(��; �)) (y) (Y (y))g

+
d

d�

����
�=0

fDf (F (�; y)) (Y (F (�; y)))g

= �D (X(f)) (y) (Y (y)) +
d

d�

����
�=0

fY (f) (F (�; y))g

= �Y (X(f)) (y) +D (Y (f)) (y)

 
d

d�

����
�=0

(F (�; y))

!

= �Y (X(f)) (y) +D(Y (f)) (y) (X (y))

= �Y (X(f)) (y) +X(Y (f)) (y) = [X; Y ] (f) (y) :

Donc Z = [X; Y ]. Par suite, il vient

d

dt
f(FX(t; �)

�Y ) (x)g = D (FX(�t; �)) (y) ([X; Y ] (y)) = (FX(t; �)
� [X; Y ]) (x)

et

LXY (x) =
d

dt
f(FX(t; �)

�Y ) (x)g

����
t=0

= [X; Y ] (x) :

39



1.2.5. Variétés des applications lisses

Les variétés des applications lisses constituent les modèles pratiques des
variétés de dimension in�nie.
Nous allons donner quelques résultats concernant ce type des variétés.

Pour les démonstrations éliminées ici, le lecteur est invité de consulter les
références [10] et [13].
Nous donnons d�abord la dé�nition suivante:

Soit M une variété di¤érentielle. On dit que l�application

� : U � TM �!M

est une addition locale sur M si:

i) (�M ; �) est un di¤éomorphisme de U dans un ouvert de la variété M �
M contenant la diagonale �M = f(x; x) : x 2Mg.

ii) Pour tout x 2M , �(0x) = x.

Rappelons que toute variété paracompacte de dimension �nie admet une
addition locale.

Théorème 1.2.6. Soit M une variété de dimension �nie et N une var-
iété admettant une addition locale. Alors C1(M ;N) est une variété dif-
férentielle modelée sur les espaces convenables C1c (M ! f � (TN)) avec
f 2 C1(M ;N).

Théorème 1.2.7. Soit M1 et M2 deux variétés de dimension �nie et N1
et N2 deux variétés admettant des additions locales. Alors:

i) Si ' : N1 �! N2 est initiale, l�application

f 2 C1(M1;N1) 7�! ' � f 2 C1(M1;N2)

est aussi initiale.

ii) Si ' :M1 �!M2 est �nale et propre, l�application

f 2 C1(M2;N1) 7�! f � ' 2 C1(M1;N1)

est initiale.

Rappelons qu�une application ' :M �! N est dite initiale si

 2 C1(R;M)() ' �  2 C1(R;N);

et elle est dite �nale si pour toute variété P , on a:

f 2 C1(N ;P )() f � ' 2 C1(M ;P ):
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Théorème 1.2.8. Soit M une variété de dimension �nie. Alors:

i) Pour toute variété N admettant une addition locale, l�application

(f; x) 2 C1(M ;N)�M 7�! f(x) 2 N

est de classe C1.

ii) Pour toutes deux variété P et Q avec P est de dimension �nie, l�ensemble
C1prop(P ;M) des applications propres est un ouvert de C1(P ;M) et
l�applications

(f; g) 2 C1(M ;Q)� C1prop(P ;M) 7�! f � g 2 C1(P ;Q)

est de classe C1.

Théorème 1.2.9. Soient P , M et N troix variétés di¤érentielles avec M
est de dimension �nie et N admet une addition locale. Alors pour toute
f_ 2 C1 (P ;C1(M ;N)), la fonction

f : (x; y) 2 P �M 7�! f(x; y) = f_(x)(y) 2 N

est de classe C1.
Supposons que C1(N ;R) sépare les points de N et que l�une des condi-

tions suivantes soit vraie:

i) M est compacte.

ii) N est discrète.

iii) Pour toute f 2 C1(P ;R) et toute  2 C1(R;P ), la courbe f �  est
constante.

Alors pour toute f 2 C1 (P �M ;N), l�application f_ dé�nie par

f_(x)(y) = f(x; y); (x; y) 2 P �M

est de classe C1 de P dans C1 (M ;N).
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CHAPITRE II:

Groupes de Lie de dimension in�nie, Groupe des
di¤éomorphismes à décroissance rapide

Dans ce chapitre, nous donnons les propriétés de base de la théorie des
groupes de Lie de dimension in�nie, et nous développons quelques propriétés
des groupes de Lie réguliers. L�exemple signi�catif pour notre travail est le
groupe régulier des di¤éomophismes à décroissance rapide sur R.
Ce chapitre se base essentiellement sur [1], [3], [10], et [13].

2.1. Groupes de Lie de dimension in�nie

2.1.1. Dé�nition

Un groupe de Lie est, par dé�nition, une variété di¤érentielle G munie
d�une structure d�un groupe telle que les applications � : (x; y) 2 G�G 7�!
xy 2 G et � : x 2 G 7�! x�1 2 G soient de classe C1.
Nous utiliserons dans la suite les notations:

a� : x 2 G 7�! ax 2 G, translation gauche.
�a : x 2 G 7�! xa 2 G, translation droite.

Proposition 2.1.1. Soit G un groupe de Lie. Alors

D�(a; b) (X; Y ) = D�b(a) (X) +D (a�) (b) (Y ) ; X 2 TaG; Y 2 TbG

et

D�(a) = �D (�a�1) (e) �D (a�1�) (a) = �D (a�1�) (e) �D (�a�1) (a);

où e désigne l�élément neutre de G.

Démonstration. On a

�b(x) = �(x; b); a �(x) = �(a; x); x 2 G;

Donc
D(�b)(a)(X) = D�(a; b)(X; 0b); X 2 TaG

et
D(a�)(b)(Y ) = D�(a; b)(0a; Y ); Y 2 TbG:
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D�où la première égalité:

D�(a; b)(X; Y ) = D(�b)(a)(X) +D(a�)(b)(Y ); X 2 TaG; Y 2 TbG:

D�autre part, comme

�(x; �(x)) = �(�(x); x) = e;8x 2 G;

on a pour X 2 TaG

0e = D�(a; �(a))(X;D�(a)(X))

= D(�a�1)(a)(X) +D(a�)(a
�1)(D�(a)(X))

et

0e = D�(�(a); a)(D�(a)(X); X)

= D(�a)(a
�1)(D�(a)(X)) +D(a�1�)(a)(X);

D�où il vient

D�(a)(X) = �
�
D(a�)(a

�1)
��1

(D(�a�1)(a)(X))

= �
�
D(�a)(a

�1)
��1

(D(a�1�)(a)(X))

= �D(a�1�)(e) �D(�a�1)(a)(X)

= �D(�a�1)(e) �D(a�1�)(a)(X):

2.1.2. Algèbre de Lie

Soit G un groupe de Lie. L�espace des champs des vecteurs invariants à
gauche

XL(G) = fX 2 X(G) : (a�)
�X = X;8a 2 Gg

est une sous-algèbre de Lie de X(G), puisque

(a�)
� [X; Y ] = [(a�)

�X; (a�)
� Y ] = [X; Y ] ;8a 2 G

pour tout (X; Y ) 2 XL(G)� XL(G).
Tout champ de vecteurs X 2 XL(G) est écrit sous la forme

X(x) = D (x�) (e) (X(e)) ; x 2 G;

et l�application L : � 2 TeG 7�! L(�) 2 XL(G) avec

L(�)(x) = D (x�) (e) (�) ; x 2 G
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est un isomorphisme d�espaces vectoriels de TeG dans XL(G). Donc nous pou-
vons dé�nir sur TeG un crochet de Lie, noté aussi [�; �], tel que l�isomorphisme
précédent devient un isomorphisme d�algèbres de Lie. Donc

[�; �] = [L(�); L(�)] (e); �; � 2 TeG:

L�algèbre de Lie ainsi construite est nommée algèbre de Lie du groupe G et
sera notée g.
De même, l�espace des champs des vecteurs invariants à droite

XR(G) = fX 2 X(G) : (�a)
�X = X;8a 2 Gg

est une sous-algèbre de Lie de X(G) et l�application R : � 2 TeG 7�! R(�) 2
XR(G) avec

R(�)(x) = D (�x) (e) (�) ; x 2 G

est un isomorphisme d�espaces vectoriels de TeG dans XR(G). Ainsi, nous
pouvons donc munir TeG d�une deuxième structure d�algèbre de Lie. La rela-
tion entre la structure de g et cette structure est déterminée par l�application
�IdTeG : TeG �! TeG, qui est un isomorphisme d�algèbres de Lie entre ces
deux structures.

Proposition 2.1.2. Soit ' : G �! H un homomorphisme de classe C1.
Alors D'(e) est un homomorphisme d�algèbres de Lie de g = TeG dans
h = TeH.

Démonstration. Soit (�; �) 2 g�g. On a pour tout x 2 G,

D'(x) (L(�)(x)) = D'(x) (D (x�) (e) (�)) = D (' � x �) (e) (�)

= D
�
'(x)� � '

�
(e) (�) = D

�
'(x)�

�
(e) (D'(e) (�))

= L (D'(e) (�)) ('(x)) :

Donc,

D'(x) ([L(�); L(�)] (x)) = [L (D'(e) (�)) ; L (D'(e) (�))] ('(x)) :

Par suite, si on prend x = e, on obtient le résultat désiré:

D'(e) ([�; �]) = [D'(e) (�) ; D'(e) (�)] :

2.1.3. Sous-groupes paramétriques

SoitG un groupe de Lie. On appelle sous-groupe paramétrique deG tout
homomorphisme  : (R;+) �! G de classe C1, c�est-à-dire toute courbe
lisse  2 C1(R;G) véri�ant:

(t+ s) = (t)(s); t; s 2 R:
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Lemme 2.1.3. Soit 1 et 2 deux courbes lisses de G et � 2 g telles que

1(0) = 2(0) = e; 01(t) = L(�)(1(t)); 
0
2(t) = R(�)(2(t)); t 2 R:

Alors  = 1 = 2 et  est un sous-groupe paramétrique de G.

Démonstration. On a 1(t)2(�t) = e quel que soit t 2 R puisque

d

dt
(1(t)2(�t)) = D�2(�t) (1(t)) (

0
1(t))�D

�
1(t)�

�
(2(�t)) (

0
2(�t))

= D�2(�t) (1(t)) (L(�) (1(t)))

�D
�
1(t)�

�
(2(�t)) (R(�) (2(�t)))

= D�2(�t) (1(t))
�
D
�
1(t)�

�
(e) (�)

�

�D
�
1(t)�

�
(2(�t))

�
D�2(�t) (e) (�)

�

= D
�
�2(�t) �

�
1(t)�

��
(e) (�)

�D
�
1(t)� � �2(�t)

�
(e) (�)

= 0:

Soit s 2 R. Posons (t) = (1(s))
�1 1(t+ s). On a

0(t) = D
�
(1(s))

�1�
�
(1(t+ s))(01(t+ s))

= D
�
(1(s))

�1�
�
(1(t+ s))

�
D
�
1(t+s)�

�
(e)(�)

�

= D
�
(t)�

�
(e)(�) = L(�)((t)):

Puisque (0) = e, il découle du résultat précédent que

1(t)2(�t) = e = (t)2(�t) = (1(s))
�1 1(t+ s)2(�t); t 2 R:

D�où 1(t+ s) = 1(s)1(t) et 1(t) = 2(t).
La démonstration est ainsi terminée.

Proposition 2.1.4. Soit � 2 g et  2 C1(R;G) avec (0) = e. Les
assertions suivantes sont équivalentes:

(1)  est un sous-groupe paramétrique de G avec 0(0) = �.

(2) (t; x) 2 R�G 7�! x(t) 2 G est le �ot global (unique) de L(�).

(3) (t; x) 2 R�G 7�! (t)x 2 G est le �ot global (unique) de R(�).

(4)  est une courbe intégrale pour chacun des champs des vecteurs L(�)
et R(�).

De plus, il existe une courbe unique passant par le point e et véri�ant
l�une des conditions précédentes.
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Démonstration.

(1) =) (2) Il su¢t de prouver que d
dt
(x(t)) = L(�) (x(t)) quel que soit

(t; x) 2 R�G.
En e¤et, on a

d

dt
(x(t)) =

d

ds

����
s=0

(x(t+ s)) =
d

ds

����
s=0

(x(t)(s))

=
d

ds

����
s=0

�
x(t)�(s)

�
= D

�
x(t)�

�
(e)(�) = L(�) (x(t)) :

(2) =) (3) On utilise l�a¢rmation suivante: Etant donné un champ de
vecteurs X sur G. F��X(t; x) existe si, et seulement si, FX(t; x

�1) existe, et
on a F��X(t; x) = (FX(t; x

�1))
�1
.

Pour X = R(�), on a:

(��R(�)) (x) = D�
�
x�1
� �
R(�)(x�1)

�
= D�

�
x�1
�
(D�x�1 (e) (�))

= D (� � �x�1) (e) (�) = D (x� � �) (e) (�)

= D (x�) (e) �D (�) (e)(�) = �D (x�) (e) (�) = �L(�)(x):

Donc,

�
FR(�)(t; x

�1)
��1

= F�L(�)(t; x) = FL(�)(�t; x) = x(�t) = x ((t))�1 :

Par suite FR(�)(t; x) = (t)x.
De la même façon on prouve l�implication (3) =) (2).
(2) et (3) impliquent évidement (4).
L�implication (4) =) (1) et l�unicité sont des conséquences directes du

lemme 2.1.3.

2.1.4. Application exponentielle

On dit que le groupe de Lie G admet une application exponentielle
s�il existe une application lisse exp : g �! G telle que, pour tout � 2 g,
l�application

t 2 R 7�! exp (t�)

soit un sous-groupe paramétrique deG véri�ant d
dt

��
t=0
(exp (t�)) = �. D�après

la proposition 2.1.4, ce sous-groupe paramétrique est unique s�il existe.
De la proposition 2.1.4, il vient immédiatement que

FL(�)(t; x) = x exp (t�) ; FR(�)(t; x) = exp (t�) x; (t; x; �) 2 R�G� g:
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exp (0) = e et D (exp) (0) = Id puisque pour tout � 2 g,

D (exp) (0)(�) =
d

dt

����
t=0

(exp (t�)) = �:

Soit H un autre groupe de Lie admettant une application exponentielle
et soit ' : G �! H un homomorphisme. Pour tout � 2 g, La courbe

t 2 R 7�! ' (expG(t�)) 2 H

est un sous-groupe paramétrique deH et on a d
dt

��
t=0
(' (expG(t�))) = D'(e)(�).

Ainsi donc, ' (expG(t�)) = expH(tD'(e)(�)) quel que soit t 2 R. En partic-
ulier, ' � expG = expH � (D'(e)).

2.1.5. Représentations adjointes

Soit G un groupe de Lie. La représentation adjointe Ad de G dans
GL(g) � L(g; g) est donnée par Ad(x) = D (x� � �x�1) (e).
L�application tangente ad = D(Ad)(e) : g �!L(g; g) s�appelle représen-

tation adjointe de g dans L(g; g). Remarquons que cette dé�nition a un sens
puisque Ad 2 C1 (G;L(g; g)).
Les formes di¤érentielles

�r(x) = D(�x�1)(x) : TxG �! g

et
�l(x) = D(x�1�)(x) : TxG �! g

sont appelées respectivement "forme droite" et "forme gauche" de Maurer-
Cartan.
Les deux résultats suivants sont classiques (voir [13]).

Proposition 2.1.5. Soit G un groupe de Lie ayant une application expo-
nentielle exp : g �! G. Alors pour tout (X; Y ) 2 g� g, on a

D(exp)(X)(Y ) = D(�expX)(e)

�Z 1

0

Ad (exp(�X)) (Y )d�

�

= D((expX)�)(e)

�Z 1

0

Ad (exp(��X)) (Y )d�

�
:
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Proposition 2.1.6. On a:

1) L(�)(x) = R (Ad(x)(�)) (x); (�; x) 2 g �G.

2) ad(�)(�) = [�; �] ; � 2 g; � 2 g.

3) Pour tout x 2 G et tout (�; �) 2 TxG� g,

D(Ad)(x)(�)(�) = ad � (�r(x)) (�) (Ad(x)(�))

= Ad(x) ((ad � �l(x)(�)) (�)) :

2.1.6. Dérivées logarithmiques

Soit M une variété di¤érentielle et G un groupe de Lie. Pour f 2
C1(M ;G), on dé�nit les formes di¤érentielles �rf et �lf , qui sont appelées
respectivement dérivées logarithmiques droite et gauche de f , par

(�rf) (x)(�) = D
�
�f(x)�1

�
(f(x)) (Df(x)(�)) ;

(�lf) (x)(�) = D
�
f(x)�1

�
�
(f(x)) (Df(x)(�))

où (x; �) 2 TM .

Proposition 2.1.7. Pour toutes fonctions f 2 C1(M ;G) et g 2 C1(M ;G),
on a les formules de Leibniz

�r(fg)(x) = �rf(x) + Ad (f(x)) � �rg(x);

�l(fg)(x) = �lg(x) + Ad
�
g(x)�1

�
� �lf(x); x 2M:

De plus, �rf et �lf véri�ent les équations gauche et droite de Maurer-Cartan:

d (�rf) (x)(�; �)� [�rf(x)(�); �rf(x)(�)] = 0;

d (�lf) (x)(�; �) + [�lf(x)(�); �lf(x)(�)] = 0

où (x; �; �) 2M � TxM � TxM .

2.1.7. Groupes de Lie réguliers

Soit G un groupe de Lie. Pour X 2 C1(I; g) (I étant un intervalle
fermé de R), nous considérons le problème

(1)

(
d

dt
(t) = D(�(t))(e) (X(t)) = R (X(t)) ((t)) ;

(t0) = e

où t0 2 I.
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Proposition 2.1.8.

(a) Pour X 2 C1(I; g) �xé, le problème (1) admet au plus une solution
locale au voisinage de chaque t0 2 I.

(b) Pour X 2 C1(I; g) �xé, si (1) admet une solution locale au voisinage
de chaque t0, elle admet aussi une solution globale (unique) pour chaque
t0.

(c) Pour t0 2 I �xé, si (1) a une solution locale au voisinage de t0 pour
tout X 2 C1(I; g), elle a aussi une solution globale (unique) pour tout
X 2 C1(I; g). De plus, si l�application "X 7�! solution locale" est
lisse, l�application "X 7�! solution globale" est aussi lisse.

(d) Si  est une solution locale de (1) au voisinage de t0 2 I, la courbe
t 7�! �(t) = (t)�1 est une solution locale du problème

(
d�

dt
(t) = D(�(t)�)(e) (�X(t)) = L (�X(t)) (�(t)) ;

�(t0) = e:

Démonstration. Démonstration de (a). Soient 1 : I1 � I �! G et
2 : I2 � I �! G deux solutions de (1). Pour tout t 2 I1 \ I2, on écrit

d

dt

�
1(t)

�12(t)
�
= D

�
1(t)

�1�
�
(2(t))

�
d2
dt
(t)

�

+D
�
�2(t)

� �
1(t)

�1
�� d

dt

�
1(t)

�1
��

= D
�
1(t)

�1� � �2(t)
�
(e) (X(t))

+D
�
�2(t)

� �
1(t)

�1
�
�D� (1(t)) �D

�
�1(t)

�
(e) (X(t)) :

D�où, en utilisant la proposition 2.1.1, il vient:

d

dt

�
1(t)

�12(t)
�
= D

�
1(t)

�1� � �2(t)
�
(e) (X(t))

�D
�
�2(t)

� �
1(t)

�1
�
�D

�
1(t)

�1�
�
(e)

�D
�
�1(t)�1

�
(1(t)) �D

�
�1(t)

�
(e) (X(t))

= 0;

ce qui prouve que 1jI1\I2 = 2jI1\I2.
Démonstration de (b). Il su¢t de prouver l�a¢rmation pour I compact.

Remarquons que, d�après l�hypothèse, si  : I 0 � I �! G est une solution
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locale de (1), la courbe t 2 I 0 7�! (t)x 2 G est une solution locale du
problème

(
d

dt
(t) = D(�(t))(e) (X(t)) = R (X(t)) ((t)) ;

(t0) = x:

Comme I est compact, on peut trouver des nombres s0 < s1 < � � � < sk
tels que I = [s0; sk] et sj+1 2 Ij pour 0 � j < k, où Ij désigne l�intervalle de
dé�nition de la solution locale j : Ij �! G du problème (1) avec t0 = sj.
La courbe  : I �! G dé�nie dans [sj; sj+1] (0 � j < k) par la relation

(t) = j(t)
j�1Q
`=0

j�1�`(sj�`); sj � t � sj+1

est une solution globale de l�équation de (1).
Démonstration de (c). Soit X 2 C1(I; g). On prolonge d�abord X à une

courbe lisse dé�nie sur R tout entier. Pour t1 2 I, soit  une solution locale
du problème (1) où X est remplacé par t 7�! X(t1 � t0 + t). Il est facile
de voir que la courbe t 7�! (t0 � t1 + t) est une solution locale de (1) avec
t0 = t1. D�où, selon (b), le problème (1) a une solution globale.
Pour X 2 C1(R;C1(I; g)), on dé�nit l�application X : R � I �! G

comme suit

(
@X
@t
(k; t) = D(�X(k;t))(e) (X(k)(t)) = R (X(k)(t)) (X(k; t)) ;

X(k; t0) = e:

D�après l�hypothèse, il existe pour tout compact K � R, un voisinage UX;K
de t0 dans I tel que X 2 C1 (K � UX;K ; G). D�ici on procède exactement
comme dans (c) pour prouver que X 2 C

1 (K � I;G).
Démonstration de (d). On a

d�

dt
(t) = D� ((t))

�
d

dt
(t)

�

= �D(�(t)�)(e) �D(�(t)�1)((t)) �D(�(t))(e) (X(t))

= D(�(t)�)(e) (�X(t)) = L (�X(t)) (�(t)) :

Ceci achève la démonstration.

Dé�nition. Le groupe G est dit régulier s�il existe une application lisse

evolr : C
1(R; g) �! C1(R;G)
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telle que

�r � (evolr) (X) = X; evolr (X) (0) = e;8X 2 C1(R; g);

où �r est la dérivée logarithmique droite.

On véri�e facilement que s�il existe une application lisse

evol : C1(R; g) �! C1(R;G)

telle que
�r � (evol) (X) = X; X 2 C1(R; g);

alors G est régulier.
D�après la proposition précédente 2.1.8, evolr est une bijection deC

1(R; g)
dans f 2 C1(R;G) : (0) = eg.
Si G est régulier, la proposition 2.1.8 montre encore que, quelle que soit

X 2 C1(R; g), le problème

(
d

dt
(t) = L (X(t)) ((t)) ;

(0) = e

a une solution unique globale evoll(X) et que l�application

X 2 C1(R; g) 7�! evoll(X) 2 C
1(R;G)

est lisse.
La proposition suivante est facile à véri�er.

Proposition 2.1.9. Soit G un groupe régulier, alors:

1) G admet une application exponentielle donnée par la formule

exp(�) = evolr(�) (1) ; � 2 g:

2) Pour toute (X; f) 2 C1(R; g)� C1(R;R),

evolr(X) � f(t) = evolr(f
0X � f)(t)evolr(X) (f(0)) ; t 2 R

et
evoll(X) � f(t) = evoll(X) (f(0)) evoll(f

0X � f)(t); t 2 R:
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3) Pour tout homomorphisme ' de G dans un autre groupe régulier H,
on a

evolr (D'(e) �X) = ' � evolr(X); evoll (D'(e) �X) = ' � evoll(X):

En utilisant la dernière propriété, on montre qu�un groupe commutatif G
est régulier si, et seulement si, il possède une application exponentielle exp,
et on a dans ce cas la formule

evol(X) (t) = evolr(X) (t) = evoll(X) (t) = exp

�Z t

0

X(s)ds

�
; t 2 R:

On �nit ce paragraphe par l�a¢rmation importante suivante: Tous les
groupes de Lie connus sont réguliers.

2.2. Groupe des di¤éomorphismes à décroissance rapide

Nous donnons d�abord le théorème fondamental suivant (pour la démon-
stration voir par exemple [10]):

Théorème 2.2.1. Soit M une variété di¤érentielle de dimension �nie. Le
groupe des di¤éomorphismes lisses Di¤(M) est une sous-variété ouverte de
C1(M ;M), de plus, il est un groupe de Lie régulier. L�algèbre de Lie de
Di¤(M) est Xc(M) muni du crochet � [�; �].

On note Di¤ S(R) l�ensemble des di¤éomorphismes Id + ' 2Di¤ (R) où
' 2 S(R). Ici S(R) désigne l�espace de Schwartz muni de sa topologie na-
turelle, qui est un espace de Fréchet nucléaire (voir [18]) et ré�exif.
Pour montrer que Di¤ S(R) est un groupe de Lie régulier, nous avons

besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.2.2. Pour toute (f; g) 2 C1(Rq;C)�C1(Rp;Rq) et tout  2 Np,

@ (f � g)

=
X

�2Nq

@�f � g

�
X

�=(�k�)2N
f1;:::;qg�(Np�0)P

�2Np�0
�k�=�kP

�2Np�0;1�k�q
�k��=

!

�!

Q
�2(N�0)p

�
1

�!

� P

1�k�q

�k� Q
1�k�q

�2(N�0)p

(@�gk)
�k�
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Lemme 2.2.3. L�espace C1(R;S(R)) des courbes lisses de S(R) est con-
stitué des fonctions f 2 C1(R2;R) telles que

(�)
�
1 + jxj2

�k=2
j@nt @

m
x f(t; x)j � constk;n;m;K ; t 2 K; x 2 R

où (k; n;m) 2 N3 et K est un compact de R.

Démonstration. Notons E l�espace des fonctions f 2 C1(R2;R) véri�ant
la condition (�).
On a évidement C1(R;S(R)) � E.
Montrons l�inclusion E � C1(R;S(R)). Si f 2 E, nous posons

(t) = 0(t) = f(t; �); k(t) = @kt f(t; �); t 2 R:

Il est clair que, pour tout k 2 N et tout x 2 R, evx �  2 C1(R;R),

(evx � )
(k) = evx � k, et k est localement bornée de R dans S(R). Ainsi

donc, d�après le théorème 1.1.29,  2 C1(R;S(R)).

Théorème 2.2.4. Di¤S(R) est un groupe de Lie régulier qui s�appelle "groupe
des di¤éomophismes à décroissance rapide à l�identité".

Démonstration. Montrons que (Id+') � (Id+ ) est dans Di¤S(R) pour
(Id+ '; Id+  ) 2 Di¤S(R)�Di¤S(R).
On a

(Id+')� (Id+ )(x) = (Id+')(x+ (x)) = x+ (x)+' (x+  (x)) ; x 2 R:

Selon le lemme 2.2.2 et l�estimation

1 + jxj2

1 + jx+  (x)j2
� const <1; x 2 R;

la fonction x 7�! ' (x+  (x)) est dans S(R). D�où

(Id+ ') � (Id+  ) 2 Di¤S(R):

Montrons que (Id + ')�1 2 Di¤S(R) pour Id + ' 2 Di¤S(R). Posons
(Id+ ')�1 = Id+  . On a donc

�'(x) =  (x+ '(x)) ; x 2 R

et

�'(n)(x) =  (n) (x+ '(x)) (1 + '0(x))
n
+

n�1X

j=1

anj(x) 
(j) (x+ '(x))
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avec anj 2 S(R). En utilisant cette relation et l�inégalité

1 + '0(x) � � > 0; x 2 R;

nous véri�ons par une simple récurrence sur l�ordre de la dérivation que les
fonctions x 7�!  (n) (x+ '(x)) (n 2 N) sont bornées. D�où

�
1 + jx+ '(x)j2

�k=2 ��� (n) (x+ '(x))
���

�
1

�n
�
1 + jx+ '(x)j2

�k=2 ��'(n)(x)
��

+
1

�n

n�1X

j=1

�
1 + jx+ '(x)j2

�k=2
janj(x)j

��� (j) (x+ '(x))
���

� constk;n;

ce qui prouve que  2 S(R).
Donc, Di¤S(R) est un sous-groupe de Di¤(R).
Montrons que l�application (f; g) 2Di¤S(R)�Di¤S(R) 7�! f�g 2Di¤S(R)

est lisse. Soient ' et  deux fonctions de C1(R2;R) véri�ant la condition
(�) du lemme 2.2.3. Si �(t; x) = ' (t; x+  (t; x)), on a

@nt @
m
x �(t; x) =

X

0�j�n;1�`�n+m

anmj`(t; x)@
j
t @

`
x' (t; x+  (t; x))

où les fonctions anmj` 2 C
1(R2;R) véri�ent

janmj`(t; x)j � constn;m;K ; t 2 K; x 2 R:

D�où

�
1 + jxj2

�k=2
j@nt @

m
x �(t; x)j

�
�
1 + jxj2

�k=2 X

0�j�n;1�`�n+m

janmj`(t; x)j
��@jt @`x' (t; x+  (t; x))

��

�

�
1 + jxj2

�k=2
�
1 + jx+  (t; x)j2

�k=2
X

0�j�n;1�`�n+m

janmj`(t; x)j

�
�
1 + jx+  (t; x)j2

�k=2 ��@jt @`x' (t; x+  (t; x))
��

� constk;n;m;K

pour (t; x) 2 K �R. Cela prouve que la courbe (Id+ ') � (Id+  ) est dans
C1 (R;Di¤S(R)).
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Montrons que l�application f 2 Di¤S(R) 7�! f�1 2 Di¤S(R) est lisse.
Considérons une courbe (t 7�! Id(�) + '(t; �)) 2 C1 (R;Di¤S(R)) et posons
(Id(�) + '(t; �))�1 = Id(�) +  (t; �). De la relation

' (t; x+  (t; x)) +  (t; x) = 0;

il découle que  2 C1 (R2;R). Ensuite, nous dérivons la relation

�'(t; x) =  (t; x+ '(t; x)) ;

il vient alors

�@nt @
m
x '(t; x) = (1 + @x'(t; x))

m @nt @
m
x  (t; x+ '(t; x))

+
X

0�j�n�1;1�`�n+m

anmj`(t; x)@
j
t @

`
x (t; x+ '(t; x));

avec (t 7�! anmj`(t; �)) 2 C
1 (R;S(R)). De cette formule et l�inégalité

1 + @x'(t; x) � �(K) > 0; t 2 K; x 2 R;

on tire par une simple récurrence sur l�ordre de dérivation les estimations
suivantes

j@nt @
m
x  (t; x+ '(t; x))j � constn;m;K <1; t 2 K; x 2 R:

D�où

�
1 + jx+ '(t; x)j2

�k=2
j@nt @

m
x  (t; x+ '(t; x))j

�
1

�(K)m

 
1 + jx+ '(t; x)j2

1 + jxj2

!k=2 �
1 + jxj2

�k=2
j@nt @

m
x '(t; x)j

+
1

�(K)m

 
1 + jx+ '(t; x)j2

1 + jxj2

!k=2

�

n�1X

j=1

�
1 + jxj2

�k=2
janmj`(t; x)j

��@jt @`x (t; x+ '(t; x))
��

� constk;n;m;K

pour (t; x) 2 K � R, ce qui prouve que (t 7�!  (t; �)) 2 C1 (R;S(R)) et�
t 7�! Id(�) +  (t; �) = (Id(�) + '(t; �))�1

�
2 C1 (R;Di¤S(R)).

Montrons que Di¤S(R) est régulier.
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En connaissant la relation D
�
�g
�
(f) (h) = �g (h) = h � g, la proposition

2.1.8 montre que le groupe Di¤ S(R) est régulier si, et seulement si, quelle
que soit X 2 C1(R;S(R)), le problème

(P)

�
'(0; x) = 0;

@t' (t; x) = X (t; x+ '(t; x))

possède une solution locale ' 2 C1(IX ; Id+ S(R)).
Soit X 2 C1(R;S(R)). D�après le théorème de Cauchy-Lipschitz, le

problème (P) admet une solution locale ' 2 C1(IX � R
n;R). On a

j' (t; x)j �

����
Z t

0

����
@'

@t
(s; x)

���� ds
���� =

����
Z t

0

jX (s; x+ '(s; x))j ds

����
� constK ;

et

�
1 + jxj2

�k=2
j' (t; x)j

�

������

Z t

0

 
1 + jxj2

1 + jx+ '(s; x)j2

!k=2 �
1 + jx+ '(s; x)j2

�k=2
jX (s; x+ '(s; x))j ds

������
� constk;K ;

et ceci pour (t; x) 2 K � R.
De même, en dérivant l�équation du système (P) et en utilisant des argu-

ments analogues, nous obtenons les estimations:

�
1 + jxj2

�k=2
j@nt @

m
x ' (t; x)j � constk;n;m;K ; (t; x) 2 K � R;

qui prouvent que (t 7�! '(t; �)) 2 C1 (R;S(R)).

2.3. Métriques riemanniennes sur les groupes de Lie

Soit G un groupe de Lie et h�; �i un produit scalaire sur g = TeG. On
dé�nit une métrique riemannienne g sur G par:

g(x)(�; �) = h�r(x)(�); �r(x)(�)i ; x 2 G; �; � 2 TxG: (2.1)

La métrique g est invariante à droite, et toute métrique riemannienne in-
variante à droite s�écrit sous la forme précédente pour un produit scalaire
convenable sur g.
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Si  : [a; b] �! G est une courbe de classe C1 (lisse), l�énergie de  par
rapport à la métrique g est donnée par la formule:

E() =
1

2

Z b

a

g ((t))

�
@

@t
(t);

@

@t
(t)

�
dt =

1

2

Z b

a

hu(t); u(t)i dt

où u désigne la vélocité de  dé�nie par

u(t) = �r()(t)(@t) = �(�r)(t)(@t) = �r((t)) (
0(t))

= D
�
�(t)�1

�
((t)) (0(t)) ; t 2 [a; b] :

Supposons que pour tout X 2 g, l�adjoint fad (X)g> de ad(X) par rap-
port à h�; �i existe, et que l�application X 7�! fad (X)g> est bornée, et soit
 une variation lisse. Posons

u(t; s) = (�; s)�(�r)(t)(@t); v(t; s) = (t; �)�(�r)(s)(@s):

En utilisant l�équation droite de Maurer-Cartan (voir proposition 2.1.7) et
l�intégration par parties, on obtient

@

@s
E ((�; s)) = �

Z b

a

�
v(t; s);

@u

@t
(t; s) + fad (u(t; s))g> (u(t; s))

�
dt

D�où l�équation des géodésiques dans G

du

dt
(t) + ad (u(t))>(u(t)) = 0;

qui s�écrit sous la forme simple suivante

@tu+ ad (u)
> (u) = 0; (2.2)

où u(t) = �(�r)(t)(@t).
On suppose maintenant que pour tout x 2 G, l�adjoint fAd (x)g> de

Ad(x) par rapport à h�; �i existe, et que l�application x 7�! fAd (x)g> est
lisse. Si  est une courbe lisse dans G, on pose

J(t) = Ad ((t))> (u(t)) ; u(t) = �(�r)(t)(@t):

On a alors

J 0(t) =
�
Ad ((t))0

	>
(u(t)) +Ad ((t))> (u0(t))

= fD (Ad) ((t)) (0(t))g
>
(u(t)) +Ad ((t))> (u0(t))

= Ad ((t))> � fad (�r((t)) (
0(t)))g

|
(u(t)) +Ad ((t))> (u0(t))

= Ad ((t))> [ad (u(t))| (u(t)) + u0(t)] :

Donc pour que la courbe  soit une géodésique dans G, il faut et il su¢t
que la fonction J soit constante le long de . Autrement dit, l�équation des
géodésiques (2.2) est équivalente à l�équation

J 0 = 0 (2.3)
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Dé�nitions. Soit M une variété di¤érentielle.
X Une connexion linéaire sur M est une application r : X(M)�X(M) �!

X(M) telle que , pour tous X, X 0, Y , Y 0 2 X(M) et f 2 C1(M ;R):

- rX+X0Y = rXY +rX0Y ;

- rX(Y + Y 0) = rXY +rXY
0;

- rfXY = frXY ;

- rX(fY ) = frXY +X(f)Y .

X Pour un champ de vecteurs X 2 X(M) donné, l�application rX :
X(M) �! X(M) est appelée dérivée covariante suivant X associée à la con-
nexion r.

X Etant donné une métrique pseudo-riemannienne g sur M , une con-
nexion r sur M est dite compatible avec la métrique g si

X(g(Y; Z)) = g(rXY; Z) + g(Y;rXZ)

pour tous X, Y , et Z de X(M). Nous disons aussi que r est une connexion
métrique sur M .

X On suppose que M est de dimension �nie et soit g une métrique
pseudo-riemannienne sur M , alors il existe une unique connexion symétrique
sur M compatible avec la métrique g (c�est la propriété fondamentale de la
géométrie riemannienne). On appelle cette connexion la connexion rieman-
nienne ou connexion de Levi-Civita de (M; g) .

Pour déterminer la connexion de Levi-Civita de la métrique (2.1), on va
utiliser l�isomorphisme R : X 2 C1(G; g) �! R(X) 2 X(G) dé�nie par:

R(X)(x) = D(�x)(e)(X(x)); x 2 G;

qui véri�e les deux égalités

[R(X); R(Y )] = R (� [X; Y ] +R(X)(Y )�R(Y )(X)) ;

g (R(X); R(Y )) = hX; Y i :

Proposition 2.3.1. Supposons que pour tout X 2 g, l�adjoint fad (X)g>

de ad(X) par rapport à h�; �i existe, et que l�application X 7�! fad (X)g>

est bornée. Alors la connexion de Levi-Civita r de la métrique (2:1) existe
et est donnée par la relation:

rXY = R(X)(Y ) +
1

2
ad (Y )> (X) +

1

2
ad (X)> (Y )�

1

2
ad (X) (Y ):
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Démonstration. Il est évident que r est une connexion linéaire. r est
sans torsion et compatible avec la métrique (2.1) puisque:

rXY �rYX = � [X; Y ] +R(X)(Y )�R(Y )(X);

et

hrXY; Zi+ hY;rXZi = hR(X)(Y ); Zi+ hY;R(X)(Z)i = R(X) (hY; Zi) ;

quel que soit (X;Y; Z) 2 C1(G; g)3.

Pour X 2 g, on note �(X) l�application linéaire et bornée

Y 2 g 7�! ad(Y )>(X) 2 g:

D�où

rX = R(X) +
1

2
ad(X)> +

1

2
�(X)�

1

2
ad(X); X 2 C1(G; g):

Dans la proposition suivante, nous trouverons quelques règles du calcul.

Proposition 2.3.2.

a) [R(X); ad(Y )] =ad(R(X)(Y )).

b) [R(X); �(Y )] = �(R(X)(Y )).

c)
�
R(X); ad(Y )>

�
=ad(R(X)(Y ))>.

d)
�
ad(X)>; ad(Y )>

�
= �ad([X; Y ])>.

e) Si R(X; Y ) dénote la courbure riemannienne de la métrique (2:1), on
a

R(X; Y ) = [rX ;rY ]�r�[X;Y ]+R(X)(Y )�R(Y )(X)

= �
1

4

�
ad(X) + ad(X)>; ad(Y ) + ad(Y )>

�

+
1

4

�
ad(X)> � ad(X); �(Y )

�
+
1

4

�
�(X); ad(Y )> � ad(Y )

�

+
1

4
[�(X); �(Y )] +

1

2
� ([X; Y ]) :
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Considérons une variation de géodésiques  et posons

u(t; s) = (�; s)�(�r)(t)(@t); v(t; s) = (t; �)�(�r)(s)(@s):

D�après l�équation droite de Maurer-Cartan, on a:

@v=@t = @u=@s+ [u; v] :

D�où

@2u

@t@s
= �

@

@s

n
ad (u)> (u)

o
= �ad (@u=@s)> (u)� ad (u)> (@u=@s)

= �ad (@v=@t+ [v; u])> (u)� ad (u)> (@v=@t+ [v; u])

= �ad (@v=@t)> (u)� ad ([v; u])> (u)� ad (u)> (@v=@t)

�ad (u)> ([v; u])

= ��(u) (@v=@t) +
h
ad (v)> ; ad (u)>

i
(u)� ad (u)> (@v=@t)

�ad (u)> (ad (v) (u)) :

Par suite, il vient

@2v

@t2
=

@2u

@t@s
+ [@u=@t; v] + [u; @v=@t]

=
h
ad (v) + ad (v)> ; ad (u)>

i
(u)� �(u) (@v=@t)

�ad (u)> (@v=@t) + ad (u) (@v=@t) :

Si nous posons

r@tv = @v=@t+
1

2
ad (u)> (v) +

1

2
�(u) (v)�

1

2
ad (u) (v) ;

la dernière équation, qui s�appelle "équation de Jacobi" de la variation ,
prend la forme simple suivante

r@tr@tv +R(v; u)u =
@2v

@t2
�
h
ad (v) + ad (v)> ; ad (u)>

i
(u)

+�(u) (@v=@t) + ad (u)> (@v=@t)� ad (u) (@v=@t)

= 0:
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CHAPITRE III:

Etude de quelques équations aux dérivées partielles

Dans ce chapitre, nous allons étudier les deux équations aux dérivées
partielles suivantes:

@tu� @t@
2
xu = �3u@xu+ 2@xu@

2
xu+ u@3xu (3.1)

et
@tu� @t@

2
xu = �3u@xu+ 2@xu@

2
xu+ (u� a ) @3xu (a 2 R) (3.2)

sur le cercle S1 et sur la droite réelle R en utilisant une approche basée sur
ses origines géométriques.
On signale que l�équation de Hopf (3.1) et l�équation de Korteweg-de Vries

(3.2) sont appelées aussi équations de Camassa-Holm selon [6] et [12].
Les références fondamentales de ce chapitre sont: [1], [2], [3], [7], [8], [9],

[14], [15], [16], [17].

3.1. Propriété géodésique de l�équation (3.1)

D�après le théorème 2.2.1, les algèbres de Lie des groupes Di¤(R) et
Di¤(S1) sont respectivement C1c (R;R)@x et X(S

1) = C1(S1;R)@x munis du
crochet

[h; k] = h0k � hk0:

De plus, le théorème 1.2.6 montre que T (Di¤(R)) =Di¤(R) � C1c (R;R) et
T (Di¤(S1)) =Di¤(S1)� C1(S1;R).
D�autre part, suivant la structure di¤érentielle dé�nie sur le groupe Di¤S(R),

on a T (Di¤S(R)) =Di¤S(R) � S(R), ce qui montre que l�algèbre de Lie de
Di¤S(R) est S(R)@x muni du crochet précédent.
Dans la suite, G désignera l�un des groupes: Di¤(R), Di¤(S1), Di¤S(R),

et on va munir l�algèbre de Lie g de G du produit scalaire

hh; ki =

Z
h(x)k(x)dx+

Z
h0(x)k0(x)dx:

La métrique riemannienne g dé�nie par la relation (2:1) à partir du
produit scalaire h�; �i possède une forme explicite, en e¤et, pour f 2 G et
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(h; k) 2 TfG� TfG, on a

g(f) (h; k) = h�r(f)(h); �r(f)(k)i =


h � f�1; k � f�1

�

=

Z
h
�
f�1(x)

�
k
�
f�1(x)

�
dx+

Z �
h � f�1

�0
(x)
�
k � f�1

�0
(x)dx

=

Z
h(x)k(x) jf 0(x)j dx

+

Z
h0
�
f�1(x)

�
k0
�
f�1(x)

� 1

(f 0 (f�1(x)))2
dx

=

Z
h(x)k(x) jf 0(x)j dx+

Z
h0 (x) k0 (x) jf 0 (x)j

�1
dx

Calculons l�application adjointe ad(h)>. On a

had(h)(k); li = h[h; k] ; li = hh0k � hk0; li

=

Z
fh0(x)k(x)� h(x)k0(x)g l(x)dx

+

Z
fh00(x)k(x)� h(x)k00(x)g l0(x)dx

=

Z
h0(x)k(x)l(x)dx�

Z
h(x)k0(x)l(x)dx

+

Z
h00(x)k(x)l0(x)dx�

Z
h(x)k00(x)l0(x)dx

=

Z
h0(x)k(x)l(x)dx+

Z
k(x) (hl)0 (x)dx

+

Z
h00(x)k(x)l0(x)dx�

Z
k(x) (hl0)

00
(x)dx

=

Z
k(x)

�
h0l + (hl)0 + h00l0 � (hl0)

00�
(x)dx

=

Z
k(x) (2h0l + hl0 � 2h0l00 � hl000) (x)dx

=

Z
k(x)

�
2l@xh+ h@xl � 2@xh@

2
xl � h@3xl

�
(x)dx

D�où ad(h)>(l) = (Id� @2x)
�1
(2l@xh+ h@xl � 2@xh@

2
xl � h@3xl).

L�équation générale (2:2) des géodésiques dansG est exactement l�équation
(3.1) puisque si  : I �! G est une géodésique dans G et si u dénote la véloc-
ité de  dé�nie par:

u(t) = 0(t) � (t)�1; t 2 I
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on a

@tu = �ad(u)> (u)

= �
�
Id� @2x

��1 �
3u@xu� 2@xu@

2
xu� u@3xu

�
;

ou encore
@tu� @t@

2
xu = �3u@xu+ 2@xu@

2
xu+ u@3xu:

Calculons maintenant Ad(h)>. Posons A = Id� @2x. On a



Ad(f)> (h) ; k

�
= hh;Ad(f) (k)i =

Z
A (h) (x)f 0 � f�1(x)k � f�1(x)dx

=

Z
A (h) � f(x)f 0(x)k(x) jf 0(x)j dx

= sgn (f 0)

Z
A (h) � f(x)k(x) (f 0(x))

2
dx

=
D
sgn (f 0)A�1

n
(f 0)

2
A (h) � f

o
; k
E
:

Donc Ad(f)> (h) =sgn(f 0)A�1
�
(f 0)2A (h) � f

	
.

Soit  : I �! G une géodésique dans G. D�après la relation (2.3), les
courbes

J(t) = sgn (@x)A
�1
�
(@x(t))

2A
�
0(t) � (t)�1

�
� (t)

	
; t 2 I

et
~J(t) = (@x(t))

2A
�
0(t) � (t)�1

�
� (t); t 2 I

sont constantes.
On a

~J(t) = (@x(t))
2

�
0(t) � (t)�1 �

@2x
0(t) � (t)�1

(@x(t) � (t)�1)
2

+
(@x

0(t) � (t)�1) (@2x(t) � (t)
�1)

(@x(t) � (t)�1)
3

�
� (t)

= (@x(t))
2

�
0(t)�

@2x
0(t)

(@x(t))
2 +

@x
0(t)@2x(t)

(@x(t))
3

�

= (@x(t))
2 0(t)� @2x

0(t) +
@x

0(t)@2x(t)

@x(t)
:

Par suite,

�
@2x

@x

�0
(t) =

@x(t)@
2
x

0(t)� @x
0(t)@2x(t)

(@x(t))
2 = @x(t)

0(t)�
~J(t)

@x(t)
:
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Ainsi, si t0 2 I, on peut écrire

@2x(t) =
@2x(t0)

@x(t0)
@x(t) + @x(t)

Z t

t0

@x(s)
0(s)ds

� ~J(t0)@x(t)

Z t

t0

ds

@x(s)
: (3.3)

où t 2 I.

3.2. Propriété géodésique de l�équation (3.2)

Sur le produit cartésien Di¤ + (S1)�Di¤ + (S1), où

Di¤ +
�
S1
�
=
�
f 2 Di¤

�
S1
�
: f 0 > 0

	
;

on dé�nit une application lisse � comme suit

� (f; g) =

Z

S1
log
�
(f � g)0 (x)

	 g00(x)
g0(x)

dx =

Z

S1
log ff 0 � g(x)g

g00(x)

g0(x)
dx:

L�ensemble S1�Di¤ + (S1) muni de l�opération intérieure

(x; f) � (y; g) = (xy exp (2�i� (f; g)) ; f � g)

est un groupe de Lie régulier et s�appelle groupe de Virasoro-Bott sur S1

(voir [5]), et on le note S1�V BDi¤ (S
1). L�algèbre de Lie de ce groupe est

R� X (S1) munie du crochet de Lie suivant:

[(a; h) ; (b; k)] = (! (h; k) ; h0k � hk0) ;

! (h; k) =

Z

S1
h0(x)k00(x)dx =

1

2

Z

S1
det

�
h0(x)
h00(x)

k0(x)
k00(x)

�
dx:

De même, l�opération

(x; f) � (y; g) = (x+ y + � (f; g) ; f � g)

dé�nit sur R�Di¤ c (R) (Di¤ c (R) dénote le groupe des di¤éomorphismes à
support compact sur R) une structure d�un groupe de Lie régulier, c�est le
groupe de Virasoro-Bott R�V BDi¤ c (R). Son algèbre de Lie est R�C

1
c (R)

muni du crochet de Lie suivant:

[(a; h) ; (b; k)] = (! (h; k) ; h0k � hk0) ;

! (h; k) =

Z

R

h0(x)k00(x)dx =
1

2

Z

R

det

�
h0(x)
h00(x)

k0(x)
k00(x)

�
dx:
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De façon analogue, on dé�nit le groupe de Virasoro-Bott R�V BDi¤ S (R).
SoitG l�un des groupes: S1�V BDi¤ (S

1), R�V BDi¤ c (R), R�V BDi¤ S (R).
On dé�nit sur l�algèbre de Lie g de G, un produit scalaire h�; �i par la relation

h(a; h) ; (b; k)i = ab+

Z
h(x)k(x)dx+

Z
h0(x)k0(x)dx:

On a

had (a; h) (b; k) ; (c; l)i = h[(a; h) ; (b; k)] ; (c; l)i

= h(! (h; k) ; h0k � hk0) ; (c; l)i

= ! (h; k) c+

Z
k(x) (2h0l + hl0 � 2h0l00 � hl000) (x)dx

= c

Z

R

h0(x)k00(x)dx

+

Z
k(x) (2h0l + hl0 � 2h0l00 � hl000) (x)dx

=

Z
k(x) f2h0l + hl0 � 2h0l00 � hl000 + ch000g (x)dx

Donc

h(b; k) ; ad (a; h)| (c; l)i =

=

Z
k(x) f2h0l + hl0 � 2h0l00 � hl000 + ch000g (x)dx;

et

ad (a; h)| (c; l) =
�
0; A�1 f2h0l + hl0 � 2h0l00 � hl000 + ch000g

�

=
�
0;
�
Id� @2x

��1
f2h0l + hl0 � 2h0l00 � hl000 + ch000g

�
:

Considérons maintenant une géodésique  : I �! G sur le groupe G. Si

u : t 2 I 7�! u(t) = (a(t); v(t)) 2 g

est la vélocité de , on a d�après l�équation (2.2)

@tu = (@ta; @tv) = �ad (u)
| (u)

= �ad f(a; v)g| (a; v)

=
�
0;�

�
Id� @2x

��1 �
3v@xv � 2@xv@

2
xv � v@3xv + a@3xv

	�
:

D�où
�

@ta = 0;

@tv = � (Id� @2x)
�1
f3v@xv � 2@xv@

2
xv � v@3xv + a@3xvg :
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Ainsi, la fonction a est constante et v véri�e l�équation di¤érentielle aux
dérivées partielles

@tv � @t@
2
xv = �3v@xv + 2@xv@

2
xv + v@3xv � a@3xv;

qui est exactement l�équation (3.2).

3.3. Existence des géodésiques

Dans ce paragraphe, nous allons étudier l�existence des géodésiques dans
les groupes des di¤éomorphismes. Le premier résultat est le

Théorème 3.1. Il existe un voisinage ouvert U de (0; Id) dans l�espace
X(S1)�Di¤ (S1) et un nombre réel � > 0 tels que, pour toute (h; f) 2 U , il
existe une géodésique unique  2 C3 (]��; �[ ;Di¤ (S1)) véri�ant (0) = f et
0(0) = h.
Le résultat reste vrai si on remplace Di¤ (S1) par Di¤ S (R) et X(S

1) par
S(R)@x.

Dans la démonstration de ce théorème, on suit essentiellement [7] et [8]
en utilisant l�espace de Banach

HCn(R) = Hn(R) \ Cn(R); k�kHCn = k�kHn + k�kCn
b
;

et l�ensemble Di¤HCn(R) des Cn-di¤éomorphismes Id + h : R �! R avec
h 2 HCn(R). Ici, Hn(R) désigne l�espace de Sobolev classique d�indice n,
et Cn

b (R) l�espace des fonctions f 2 C
n(R), bornées ainsi que leurs dérivées

jusqu�à l�ordre n.
D�après l�inégalité de Sobolev, on a Hn(R) � HCn�1(R) (injection con-

tinue) pour n � 1.

Lemme 3.2. Di¤HCn(R) (n � 1) est un groupe topologique ouvert de la
variété de Banach Id+HCn(R).

Démonstration. Soit (h; f) 2 HC0(R)�Di¤HC1(R). Il est évident que
h � f 2 C0b (R), d�autre part, on a
Z
(h � f(x))2 dx =

Z
(h(y))2

1

f 0 (f�1(y))
dy � k1=f 0k1

Z
(h(y))2 dy <1;

ce qui montre que h � f 2 L2(R). D�où h � f 2 HC0(R).
Maintenant on utilise ce résultat et le lemme 2.2.2 pour prouver que, si

(f; g) 2Di¤HCn(R)�Di¤HCn(R), on a f � g 2Di¤HCn(R).
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Soit f 2Di¤HCn(R). On a f = Id+' et f�1 = Id+ avec ' 2 HCn(R)
et  2 Cn(R;R). D�où

k k1 = sup
x2R

j (x)j = sup
x2R

��' � f�1(x)
�� = sup

y2R
j'(y)j = k'k1 <1

et Z
( (x))2 dx =

Z �
' � f�1(x)

�2
dx =

Z
('(y))2 f 0(y)dy

� kf 0k1

Z
('(y))2 dx <1:

ce qui entraîne que  2 HC0(R).
Aussi, de la relation  = �' � f�1 et le lemme 2.2.2, il découle que

 0; : : : ;  (n) 2 HC0(R):

Donc  2 HCn(R) et f�1 2Di¤HCn(R).
On utilise les mêmes arguments de la démonstration du théorème 2.2.4

pour prouver la continuité des applications f 7�! f�1 et (f; g) 7�! f � g.

Lemme 3.3. Soit l�opérateur di¤érentiel

Ak =

kX

j=0

aj@
j
x; aj 2 R; 0 � k � n 2 N�;

alors l�application

(h; f) 7�! �k(h; f) = Ak
�
h � f�1

�
� f

est de classe C1 de HCn(R)�Di¤HCn(R) dans HCn�k(R).

Démonstration. On a
�0(h; f) = a0h

et

�1(h; f) = a0h+ a1
h0

f 0
:

Il est facile à véri�er que ces deux applications sont de classe C1 et que

D�0(h; f) (�; �) = a0�;

et

D�1(h; f) (�; �) = a0� + a1
�0

f 0
� a1

h0�0

(f 0)2
:

Le cas général résulte du lemme 2.2.2.

On dé�nit les espaces fonctionnelsCn(S1) = Cn(S1;R),Hn(S1;R), Cn(S1;S1)
et Di¤Cn(S1) (n 2 N) par la méthode des cartes locales.
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Démonstration du théorème 3.1. Considérons l�opérateur di¤érentiel
A = Id� @2x. Pour toute fonction h 2 C

n(S1) (n � 3), on a

A (h@xh) = h@xh� @2x (h@xh) = h@xh� 3@xh@
2
xh� h@3xh

= hA (@xh)� 3@xh@
2
xh:

Donc si u est la vélocité d�une géodésique  sur le groupe Di¤ (S1), on peut
écrire les égalités suivantes

@tu = �A�1
�
3u@xu� 2@xu@

2
xu� u@3xu

�

= �A�1
�
2u@xu� 2@xu@

2
xu+ u

�
@xu� @3xu

�	

= �A�1
�
2u@xu� 2@xu@

2
xu+ uA (@xu)

	

= �A�1
�
2u@xu� 2@xu@

2
xu+ A (u@xu) + 3@xu@

2
xu
	

= �u@xu� A�1
�
2@xuAu+ @xu@

2
xu
	
= �u@xu+ A�1B(u);

où B(u) = �2u@xu� @xu@
2
xu.

D�autre part, on a

v(t) = 0(t) = u (t; (t)) = u(t) � (t):

D�où

v0(t) = @tu (t; (t)) + 
0(t)@xu (t; (t))

= @tu (t; (t)) + u (t; (t)) @xu (t; (t))

= A�1B(u) (t; (t)) = A�1B
�
v (t) � (t)�1

	
(t) � (t):

Nous avons obtenu ainsi l�équation pseudo-di¤érentielle

(v0; 0) =
�
A�1B

�
v � �1

�
� ; v

�
:

On véri�e directement que l�application

(h; f) 7�! B
�
h � f�1

�
� f

est de classe C1 de Cn(S1)�Di¤Cn(S1) (n � 2) dans Cn�2(S1). D�autre
part, selon le lemme 3.3, l�application

(h; f) 7�! A�1
�
h � f�1

�
� f

est de classe C1 de Cn�2(S1)�Di¤Cn(S1) dans Cn(S1). Donc les applications

(h; f) 2 Cn(S1)�Di¤Cn(S1) 7�! A�1B
�
h � f�1

�
� f 2 Cn(S1)
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et

(h; f) 2 Cn(S1)�Di¤Cn(S1) 7�!
�
A�1B

�
h � f�1

�
� f; h

�
2 Cn(S1)�Cn(S1)

sont de classe C1.
Le théorème de Cauchy-Lipschitz a¢rme alors qu�il existe un voisinage

ouvert V de (0; Id) dans C3(S1)�Di¤C3(S1) et un � > 0 tels que le problème

(E)

8
<
:

v0(t) = A�1B fv(t) � (t)�1g � (t);
0(t) = v(t);

v(0) = h; (0) = f;

possède une unique solution (v; ) de classe C2 dé�nie sur ]��; �[ quel que
soit (h; f) 2 V , et que l�application

(t; h; f) 2 ]��; �[� V 7�! (v(t; h; f); (t; h; f)) 2 C3(S1)�Di¤C3(S1)

est de classe C1.
De l�égalité 0 = v, il découle que  2 C3 (]��; �[ ;Di¤C3(S1)).
Pour n � 1, on pose Vn = V \ (Cn+3(S1)�Di¤Cn+3(S1)). Notre but est

de prouver que le problème (E) admet une solution et une seule

(vn; n) : ]��; �[ �! Cn+3(S1)�Di¤Cn+3(S1);

quel que soit (h; f) 2 Vn.
Remarquons que l�unicité résulte immédiatement du théorème de Cauchy-

Lipschitz.
Fixons maintenant (h; f) 2 V1. Selon toujours le théorème de Cauchy-

Lipschitz, il existe � > 0 tel que le problème (E) a une solution et une seule

(v1; 1) : ]��; �[ �! C4(S1)�Di¤C4(S1):

Supposons que l�intervalle ]��; �[ est maximal. Puisque V1 � V0 = V et
C4(S1)�Di¤C4(S1) � C3(S1)�Di¤C3(S1), et à cause de l�unicité, on a

(v1(t); 1(t)) = (v0(t); 0(t)) = (v(t); (t)) ; t 2 ]��; �[ \ ]��; �[ : (3.4)

D�où selon la formule (3.3), on a

@2x1(t) = @2x(t) =
@2x(0)

@x(0)
@x(t) + @x(t)

Z t

0

@x(s)
0(s)ds

� ~J(0)@x(t)

Z t

0

ds

@x(s)

=
@2xf

@xf
@x(t) + @x(t)

Z t

0

@x(s)v(s)ds

�
�
(@xf)

2A
�
h � f�1

�
� f
�
@x(t)

Z t

0

ds

@x(s)
(3.5)
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pour t 2 ]��; �[ \ ]��; �[.
On suppose que � < �. Dans ce cas, (3.4) et (3.5) a¢rment que

lim
t!�

1(t) = (�) dans Di¤C3(S1)

et

lim
t!�

@2x1(t) =
@2xf

@xf
@x(�) + @x(�)

Z �

0

@x(s)v(s)ds

�
�
(@xf)

2A
�
h � f�1

�
� f
�
@x(�)

Z �

0

ds

@x(s)

dans C2(S1). Donc (�) 2Di¤C4(S1) et

lim
t!�

1(t) = (�) dans Di¤C4(S1): (3.6)

D�autre part, en dérivant la relation (3.5) par rapport à t, on obtient

@2xv1(t) =
@2xf

@xf
@xv(t) + @xv(t)

Z t

0

@x(s)v(s)ds+ (@x(t))
2 v(t)

�
�
(@xf)

2A
�
h � f�1

�
� f
��

@xv(t)

Z t

0

ds

@x(s)
+ 1

�
:

De cette relation et l�égalité (3.4), il vient:

lim
t!�

v1(t) = v(�) dans C3(S1)

et

lim
t!�

@2xv1(t) =
@2xf

@xf
@xv(�) + @xv(�)

Z �

0

@x(s)v(s)ds+ (@x(�))
2 v(�)

�
�
(@xf)

2A
�
h � f�1

�
� f
��

@xv(�)

Z �

0

ds

@x(s)
+ 1

�

dans C2(S1). D�où v(�) 2 C4(S1) et

lim
t!�

v1(t) = v(�) dans C4(S1): (3.7)

Il est clair que, d�après (3.6), (3.7), et le théorème de Cauchy-Lipschitz,
l�intervalle ]��; �[ n�est pas maximal, ce qui montre que l�hypothèse � < �
est fausse, donc � � �.
On fait la même chose pour prouver les cas n � 2.
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On pose maintenant U = V \ (X(S1)�Di¤ (S1)). Comme l�injection
canonique de X(S1)�Di¤ (S1) dans C3(S1)�Di¤C3(S1) est continue, U est
un ouvert de X(S1)�Di¤ (S1).
Soit (h; f) 2 U . Puisque U � Vn pour tout n 2 N, il existe d�après ce qui

précéde, une géodésique et une seule

(t; x) 2 ]��; �[� S1 7�!  (t; x) 2 S1

telle que
 2 C3

�
]��; �[ ;Di¤Cn

�
S1
��
;8n � 1:

et
(0(0); (0)) = (h; f) :

D�où  2 C3 (]��; �[ ;Di¤ (S1)).
La démonstration du théorème est ainsi terminée.

Le théorème suivant se démontre exactement comme le théorème 3.1.

Théorème 3.2. Il existe un voisinage ouvert U de ((0; 0) ; (1; Id)) dans
l�espace (R� X(S1))� (S1 �V B Di¤ (S

1)) et un nombre réel � > 0 tels que,
pour toute (a; h; x; f) 2 U , il existe une géodésique unique

 2 C3
�
]��; �[ ;S1 �V B Di¤

�
S1
��

véri�ant (0) = (x; f) et 0(0) = (a; h).
Le résultat reste vrai si on remplace S1�V BDi¤ (S

1) par R�V BDi¤ S (R)
et R� X(S1) par R� S(R)@x.
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Conclusion

J�ai pu découvrir, au cours de la préparation de ce mémoire, la
puissance de l�analyse globale. Je pense qu�il sera très intéres-
sant, dans des travaux futurs, de considérer d�autres équations
aux dérivées partielles et d�utiliser l�analyse globale pour régler
quelques problèmes de la physique mathématique.
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