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Nomenclature

Nomenclature:

a : Diffusivité thermique, m2ls

Be : nombre de Bejan

Br: nombre de Brinkman

Cp :Chaleur massique spécifique à pression constante, J/kg.k

Er : Energie interne, J

Q. :Energie cinétique, J

Ec :nombre d'Eckert

f :Forces volumique, N

={,, : Force extérieure, N

g :Accélération de la pesanteur, m/s2

h :Enthalpie, J/kg

,7 : Densité du flux de matière, kg/m3s

K :Coefficient de consistance du fluide d'Ostwald, Pa.s"

L : Espacement des plaques, m

m : masse, kg

r-r :Indice de puissance

n : vecteur unitaire normal

Nç :Production d'entropie dans la direction longitudinale, adimensionnelle

Nr : Production d'entropie due au frottement, adimensionnelle

Ns : Production d'entropie totale, adimensionnelle

Nv: Production d'entropie dans la direction transversale adimensionnelle

P : Pression, Pa

Pç: Puissance calorifique , W

P. : Puissance des forces extérieures, W

Pe : nombre de Peclet

Pr:Nombre de Prandtl

q :Flux de chaleur, Wm2

qs: Chaleur générée par unité de volume, V//m3

{,.: quantité de chaleur conductive, Vy'/m2

Re:Nombre de Reynolds

t: Temps, s

Ànal),se thermodynamique de l'écoulement d'un fluide nom-newtonien



Nomenclature

T : Température, K

T6: Température d'entrée, K

f: Forces surfaciques, N

u :Vitesse longitudinale, m,/s

uo :Vitesse maximale, m/s

U : Vitesse longitudinale adimensionnelle

v :Vitesse transversale m/s

V: Volume,m3

x :Coordonnée longitudinale, m

X: Coordonnée longitudinale adimensionnelle

y :Coordonnée transversale, m

Y : Coordonnée transversale adimensionnelle

p :coefficient d'expansion thermique à préssion constante , K-l

2 :Conductivité thermique,Wm.K

17 : Coordonnée transversale adimensionnelle

Epaisseur du film liquide, m6:

0:

o
p

I

Angle, rad

Taux d' irréversibilitè adimensionnelle

Masse volumique, kg/m3

Contrainte de cisaillement, Pa

r, : Composante de la contrainte visqueuse ,Pa

Amplitude, kg/*3.

: Composante de la contrainte, Pa

Différence de température adimensionnelle'

température adimensionnelle.

oi

e)

o

t d'un fluide nom-newtonien
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lntroduction

Introduction

Dans un grand nombre d'écoulements on a affaire à une surface imperméable. Il s'agit, par

exemple d'un corps rigide autour duquel on désire étudier l'écoulement d'un fluide visqueux. A

cause de I'adhérence du fluide à la paroi, la vitesse de l'écoulement s'annule.

Dans cette étude il s'agit de déterminer la structure des champs dynamique et thermique

pour des fluides non-newtoniens ( pseudo-plastiques et dilatants) en écoulement laminaire à travers

un canal avec deux plaques parallèles horizontales et sur plan incliné avec surface libre et

adiabatique.

Au début, considérons un fluide de température uniforme s'écoulant dans un canal dont les

parois sont soumises à un flux de chaleur constant.

Leur comportement rhéologique est décrit par un modèle dit modéle d'Ostwald.

Le concept de la production de l'entropie revient à Clausius et Kelvin sur les aspects de

I'irréversibilité de la deuxième loi de la therrnodynamique.

Depuis lors les théories basées sur ces concepts se sont développées rapidement. Cependant

la production de I'entropie qui résulte des différences de la température est restée non traité par

thermodynamique classique à qui motive beaucoup de chercheurs pour rlener des analyses de

problèmes d'ingénierie fondamentaux et appliqués basée sur la deuxième loi de la

thermodynamique.

La génération de l'entropie est associée à I'irréversibilité thermodynamique commune à tous

Ies types de processus du transfert de la chaleur. Des sources différentes sont responsables de la

génération d' entropie.

Bejan [1,2] s'est concentré sur les raisons différentes derrière la génération d'entropie dans

f ingénerie thermique appliquée. Lagénérüion d'entropie détruit le travail disponible d'un système'

Analyse thermodynamique de l'écoulement d'un fluide noln-newtoniett
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CHAPITRE I Les équations de Bilan

I-Les Equations de Bilan :

I-1- Equation de continuité :

Soit V(t) un élément de volume et S(t) un élément de surface autour d'une particule fluide,

appelons p la densité volumique du fluide, la masse est donc [3] :

m= loN
v(t)

Supposant qu'a l'intérieur de l'élément de volume V(t) existe une source de matière

d'amplitud e ty égale a la quantité de matière produite ou détruite par unité de temps et par unité

de volume.

Soit J la densité de flux de matière sortant du volume V(t) à travers la surface S(0 due à

d'autres forces thermodynamiques. La variation de la masse total de I'élément de volume V(t)

est donc:

D*- lvav-linds (1.1)Dt ,1,,- ,1,,
fi : la normale sur la surface S ( t )
selon le théorème d'Ostrogradski

o=* = kv- divJldv U.2)Dt .ll
ÿ lt)

la dérivée particulaire de m est :

y = I r** div p n)dv (1 3)
Dt ,J,,,,' ôt

le résultat de soustraction de l'équation (I.2) de l'équation (I.3) est :

| ç!+a»çpn+J)-Y)dv=o
,i,t ot

Par conséquent :

ôP *div(oÿ+J)=Y U.4)
dt

La dernière équation s'appelle l'équation de continuité des fluides en générale ; mais pour le

cas où il n'y aurait pas de source de matière et de flux dus aux forces thermodynamiques, c'est

à dire :

Y=0 , j=6

ô' *a,uoi=o
ôt

Analyse thermodynamique de l'écoulement d'un fluide nom-newtonien



CHAPITRE I Les équations de Bilan

I-2- Equation de la Ouantité du Mouvement :

En vertu de la loi de Newton, une masse soumise à une force extérieure aura une

accélération / , pour une particule fluide de masse p] :

m= T,N
,'(t\

Soumise à un torseur des forces extérieures fl.., on a :

I rrdv= I F,*,dv
V (t) V (t)

le torseur des forces extérieures est la somme des forces volumiques F et forces surfaciques f '

appliquées par le milieu extérieur sur l'élément de volume V(t) donc :

i pFdv=!Prar' + lf na'
v(î) V(t) S(,)

Projetons cette équation sur l'axe OX; :

I pr,ctv=!oF,ar + lr,ds (/'s)
V(î) V(t) S(/)

d'autre part on a :

T,=11, o,

D'oi

I r, dr= Io, n, ar= I *0,
.§(,) s(,) ÿ'(t) " *i

En remplaçant la dernière équation dans l'équation (I.5) il en résulte :

I o , i dv = ! o , * o-L1ar donc :

/(t) ,u<,t OX.,

ô o..pli= pF,+2 (l'6)
xi

oy :les composantes , du tenseur des contraintes.

L'accélération yiest la dérivé particulier de la vitesse V; c'est à dire :

Dm ôv, ôu,
--!- 

-L rt 

-

,'- Dt ôt''t ôxi
Posons

ou=-6a P +tu

où r, : sont les composantes du déviateur

et P : Ia pression statique.

Analyse thermodynamique de l'écoulement d'un fluide nom-newtonien



Les équations de Bilan
CHAPITRE I

considérons que les forces volumiques dérivent d'un potentiel u

Iuk-
'r- - 

àX,
L'équation (I.6) s'écrit sous la forme :

ôv ôv, 0u 1 AP,1ô',:--
ôt '"t ôxt ôr, P ôx, P ôx,

(r.7)

Appelons E l'énergie interne de l'élément de volume V(t), E1 l'énergie interne et E. son

énergie cinétique .La variation de l'énergie totale est la somme des variations de l'énergie

cinétique et l'énergie inteme P] .

D(E,+E.) _ I rDp n * Dll2P ÿ'1 rrn
Dt ,.,r,,' Dt Dt

cette variation de l,énergie totale est la somme des puissances calorifiques et des puissances

des forces extérieures. les puissances calorifiques sont la quantité de chaleur conductive Qcetla

chaleur générée dans le volume V(t) par les sources intemes Si on appelle q., la chaleur générée

par unité de volume, et si on utilise la loi de FOURIER on peut écrire que :

Pr =- ! q,ras+ J Q,dv
.S(,) V(t)

où

4,=-)" grad T

À est la conductivité thermique du fluide et T est la température.

En appliquant le théorème d'Ostrogradski '

L'équation(I.8) devient :

n, = [Qiu(), sradrl+qrlav
v(t\

Les puissances des forces extérieures sont :

p"= [rr nlÿds+ lortav
r'(r )

Comme on a :

I 
DG ln'z12) dv = pr * p,

,,1,, Dt

On a alors :

ç 
p(E 

lv'? lD dv = p<.

,J, Dt

= ifr,r, À sradl')+q,lav * ! , o' t',tlv + 11,,'','', (19)

t,'lt) t'(t) .\(/)

(1.8)

t'(t)

Analyse thermo«lyuanriclue de l'écoulenlent cl'trn fl uide nonl-newtonien



Les équations de Bilan
CHAPITRE I

Pour éliminer le terme d'énergie cinétique de l'équation précédente' on utilise l'équation

de quantité de mouvement (I'6) :

. Du' -' F,.1-u' Dt 
-t ô*,

Multiplions les deux membres Pârvi :

Dv, Uoij
pu, -D, = P r,ÿ,+u, ô1
lntégrons sur le volume V(t), il vient alors que :

,[,, 
o u' * o' = 

n!,,0 
F'v 

' 
dv * 

,!,,u'* 
o'

D'autre part on Peut écrire que :

ô o., ôv, o,, ôv,t uo= u;-o' an
L'équation (I.10) devient alors :

,!,,'*"=,!,,PF'ÿ 
o'. )i,T o'- ,!ï'#'n

Dv, Dv, Dv,v, Dui
On a'.v, Ë *Eu,=5t =-il
L'équation (I.11) peut s'écrire comme suite :

Yr,!,' +o'= ,!,,P 
F'v'" * ,!,,1î 

dv + ,!,î"**
Par injection de l'équation (I'12) dans l'équation (l'9) on obtient :

DE ôv
o fi= div(). gradr)+qr*or-a*,

(1. l 0)

(1. 1 1)

(t.12)

(1. I 3)

Cela est l'équation d'énergie d'une particule fluide'

I- 4-Equation de la chaleur :

D'aprèslathermodynamiqueonsaitquel'enthalpieHestfonctiondelatempératureetdela

pression [3] :

H --H (T,P)

On peut écrire:

pH _(ô H) ,,.fga) ry
Dt \ar ),, Dt \ôP ), ot

f 
qg) 

est Ia chareur spécifique du fluide à pression constanre

lôr ),

(#),=,,

Analyse thermodynamique de l'écoulement d'un fluide nom-newtonien



CHAPITRE I Les équations de Bilan

Pour calculer Ie terme lqgl , on utilise le premier principe de la thermodynamique.
\ôP ),

du=6 Q-P dV

Introduisons l'enthalpie définie par :

H =u+ PV

H on peut écrire:

â Q= dH-V dP

D'autre part l'entropie ds est :

ld âQaù--
T

On combinant ces équations on tire que :

as =!L -y 4!
TT

ds=[rf94) -L]or.rfq{''] dr
lr\ôP)t r) r\ar)t,

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que la fonction s soit une fonction d'état est que :

g[r(pv) -L]"= u [1fe4] l,ôr lilô P ), r )'- ô Plrlar t,,)
Soit en dérivant :

(pv) - -r (pv\ +v
\ô P ), \ôr ),

RemplaçantVpar I d'où:
p

(ur\__l(U) u)4)l* ),,- 
-T 

lô, ),,
Introduisons le coefficient d'expansion thermique à pression constante p définie par :

o=-L(U)' p \ôr),
L'équation (14) devient :

(av\ B

\ar ), p

Et le terme (Y\ sera :

\ôP ),
( a u\ r-rp
l-l =-

\ap ), p

Pour arriver à l'équation de chaleur, on établit d'abord l'équation de l'enthalpie. L'enthalpie est

définie par la relation H = E + Pl p

Analyse thermodynamique de l'écoulement d'un fluide nom-newtonien



CHAPITRE I Les équations de Brlan

D

H =E+Lp

'En utilisant l,équation de continuité en absence de source de matière et de flux dus altx forces

thermodynamiques :

I Do__:_=_ Cltÿ ÿpDt
DH DE DP h,.

alourS O 

-= 
O-+ 1-* f dtv ÿ'DtDtDt

On trouve ainsi l'équation de la chaleur :

pc, #=divQ.@D*r O ff*raivi +q,*",*,

Le système d'équations de bilan s'écrit :

I

I

ff+an(pi)=0
ôv, Av, ôu I AP I ô,,

-=At ''i ôxi Axi P ù, P ù,

p c,#=div(1 s"dr)+r § #. P div v*4's * ", *,

(/.15.a)

(/.1s.à)

(/.15.c)

Analyse thermodynamique de l'écoulement d'un fluide nom-newtonien l0
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('HAPITRE II [-es charnps dynarliqtrcs tt therllllques potrr ics tltrrdos

II.L-Les chamos dvnamiques :

I I. 1. I - Fl uides no n'newtoniens

Dans le cas des fluides non-newtoniens qui obéissent à la loi de puissance ou n.rodèle d'ostwald-

cle-Waele est caractérise par une loi rhéologique à deux paramètres et qui est la suivante [4]:

t/_\

_ _ v( d, \, (1/.1)
'-'ILlar)
K : coefficient de consistance.

n : indice de comPortement.

pour un fluide newtonien c'est à dire n: I , la viscosité apparente pa n'est rien d'autre que

Ia viscosité dynamique p Comme exemples de fluide newtoniens, citons les gaz' I'eau ' et

certains liquides organiques comme les alcools, ou le benzène '

Quand n est différent de l'unité , le fluide est non-newtonien ,de plus, si n < 1, le liquide est appelé

ltseudo-plastique , la viscosité apparente diminue avec l'augmentation du tenseur des taux de

cisaillement .parmi ces fluides on peut citer les solution de caoutchouc , ies solutions de polymères '

les graisses , le napalm et les fluides biologiques ( sang )

Le fluide dilatant est caractérise par n > 1 la viscosité apparente augmente avec

l,augmentation du tenseur des taux de cisaillement . comme exemples de fluides dilatants . citons les

suspensions aqueuses d'oxyde de titane , les solution de farine de mais, de gomme arabique et de

sable .

II. 1.2-Les nombres adimensionnels'

11.1.2.1-Le nombre de Revnolds :

Il représente le rapport entre les forces d'inertie et les forces visqueuses [5] :

Re= P uoL (ll z)

K

Ce nombre caractérise directement l'écoulement en particulier Ia nature du régime (laminaire ou

turbulent ) .

11.1.2.2-Le nombre de Prqndtl :

Il représente le rapport entre la diffusivité de la quantité du mouvement et la diffusivité

thermique[5] :

pr= KCP (/1.3)
).

Il compare les deux phénomènes dissipatifs par diffusion ( conduction thermique et dissipatron par

viscosité ) .

Analyse thermodynamique de l'écoulement d'un fluide nom-newtonien l2



CHAPITRE II Les char.nps clynanriques et therrlriques pour les llurdes

I I. 1.2.3-Le nombre d'Eckert :

Le nombre d'Eckert, Ec qui compare l'énergie cinétique au transfert volumique au transfèrt

volumique d'enthalPie[6] :

,2I Puo
l't=-' 2pCpLT

on fait souvent intervenir des groupements des nombres précédents :

1L1.2.4-Le nombre de Péclet:

défini comme le raPPort [7] :

u^LPe=RexPr- "
a

Le produit de Reynolds et Prandtl

11.1.2.5-Le nombre de Brinkman

[.e nombre de Brinkman qui détermine I'importance relative

conduction du fluide est défini par le produit EcxPr Ul'

II.Z-Le champ thermique :

1L2.L-Défînition de l'entroPie :

entre dissipation visqueuse et 1a

Dans toute transformation, il y a une entropie interne au système considéré qui se crée' Elle

s,ajoute à l,entropie apportée par l'extérieur cela veut dire qu'il y a toujours des phénomènes de

frottement, de diffirsion, que l'on considère comme des pertes d'énergie' En fait' conformément au

premier principe, I'énergie se conserve' Par contre l'entropie totale augmente toujours'

L,entropie est une fonction d'état qui sert à mesurer le degré de désordre d'un système'

Avec cette fonction nous pouvons définir le sens d'une évolution.

Plus on a de variation d'entropie, plus il faut d'énergie pour avoir un échange entre deux

systèmes, c'est à dire avoir une différence de température'

par suit des processus inéversibles de conduction thermique et de frottement interne

i'entropie fluide augmente.

Dans le problème de convection le frottement

contributions au taux de production d'entropie [1,2]

fluide et le transfert thermique ont des

Dans chaque cas l'expression analytique du nombre de production d'entropie G'is) est mise sous une

florme adimensionnelle .

Le taux d,irréversibilité est le rapport de distribution prend à soin le problème ci-dessus

qui est par la définition égale au rapport de production d'entropie due au frottement du fluide Ne

transfert thermique ( N" et N, )

til.4)

(/1.s)

et

du
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CHAPITRE III Formulation et mise en équations du problème

III.I- Description du problème :

Lil,1-1-Ecoulement entre deur plaques parallèle horiZontales :

Le premier cas est l'écoulement laminaire à travers un canal avec deux plaques parallèles

horizontales, séparées d'une distance 2L'

A' l,entrée d'un fluide non - newtonien de température uniforme Ts s'écoulant dans un canal dont

y^
l+L,q

:t-l2L lr, ,
I ---+ÿ

Les hvoothèses simplificatrices :

Les hypothèses simplificatrices sont .'

-Le fluide est incompressible.

-L'écoulement est permanent et établi.

-La température d'entrée du fluide est uniforme.

-Le régime est laminaire.

Conforment aux hypothèses simplifications le système d'équation de bilan s'écrit [8] :

ôu

--uôx

ôP ôr
--+--0ôx ôy

. -ôT A2T.u( vl_=a- ^"' ôx AY'

.)"où a = -:: - est la diffusivité thermique.
PCp

il1.1.1.1-Equation du mouvement :

Equation du mouvement est [9] :

ôP ôr--+--uaxù
/^ \,

, =xl 9l
\Ù)

Analyse thermodynamique de l'écoulement d'un fluide notn-newtonien l5



CHAPITRE III Fonnulation et mise en équations du problème

/ t - r,,\

-ôP *Ll *t Y) l=oôx ry[ \ôy))
al(ar\"1 I dP.tttt_

at,l\at) ) * *
- Conditions uux limites :

f u(y=x1)=g (Adhé'e'ce à ta Paroi)

t (#),=,=o<+ (*)1, ,=,,=o 
(svmétre)

Intégrons deux fois, il vient alors que:

( ,.,r*)
u(Y)=,'[r-1il' 

)

' 0)lr=o =uo(Vitesse maximale)

-n( r dPl, .+Y^=---!!-l - -'^ I L'" n+l\K dx)
il11-1-2- Equation de la chaleur:

ôT ô27
u\l)-=ct- ox oy

/ n+l \I (v\, lar ô27"'l'-l;) I *=' u7\.)
A- Conditions aux limites:

Qrr.l)

(ril.2)

(rrr .3)

a- A L'entrée
T =To (Température uniforme)

b- Sur la paroi
. ôTtI ^ lu=r.= I

lr,=, = o

B- Les variables adimensionnelles
Introduisent les variables adimensionnelles suivantes :

Y_y
L

u çr1=!4ù
uo

u- ox
uot
T_T

@=' ='oqL
"L

(Flux de chaleur)

(Symétrie)

Analyse thermodynamique de l'écoulement d'un fluide nom-newtonien l6



CHAPITRE III Formulation et mise en équations du problème

(t-o\*.)ao=ô'9
(' \"' )ax aY2

ôo 1 a2@

ax= -ur' 
ull'4)

t-Y ,

On utilisons la méthode de séparation des variables et en négligeant les effets d'entrée, cherchons

la solutions sous la forme [10]:

Al'entrée
(ttt.5.a)

Qrr.s.b)

Y=l (til.5.c)

On utilisons la méthode de séparation des variables et en négligeant les effets d'entrée, cherchons

la solution sous la forme [9]:

@(x,I)=@,(x)*o,(r) UII'6)

X=0 ,@=0

Y =o ,9 ;r=, =Q (svmetrie)'av
Sur la paroi

{

ao
-&ôX

I a20
--'-------=-=dn+t ôY'

L-Y ,

avec cr:cste

lntégrons, il vient alors que :

3n+l

Y ' +C

(ril.7)

(rrr.8)

urr.t0)

d, n'
@ (x, Y)= o x +9-Y' -

Qn*l)(3n+l)
Il vient alors que :

2n+1
d 

--
q-

n*7

s(x .y\=2n*r x *Q:*lly, - , !,' -yT +c (tII.g)v\/r " '- n+l " - 2@af;' A*t)(}+t)'
Pour déterminer la constante C, utilisons la température de mélange O définie par

l" r
2L

t,-

Analyse thermodynamique de l'écoulement d'un fluide nom-newtclnien l7



CHAPITRE III Formulation et mise en équations du problème

dS=lx dy=l*LxdY =LxdY
S =2Lxl=2L

f*l
@= " ) gtx-Y\dY

2L LI

1+l
O=r L @( X,Y)dY

pn,,iitirrrt la condition aux limites suivante :

X=0 ,6=0

il vient alors que :

18n2 +8n+7
6(3n+1)(4 n+l)

o(x, n=?:l y*gt!!y'-- -*---;Y'; -::::::1:n+l"'z(n+t)' (r+1)(3n+t)^ 6(3n+1)(4n+1)

uil.11)

(rrr.12)

(ilt.13)

(rrr.14)

ill. 1. 1.3 - Production d' entropie
Production d'entropie est [9,10,1 l,l2) :

,,, = +[ (#)' . (i)' ). i]É,I
Sc: est la production d'entropie par unité de volume

La production d'entropie adimensionnelle est

" *2
N r= L4S,, , en remplaçant par les variables adimensionnelle on obtient L2,13)

q

n, _ 1 (ao)' .(ao)', nr( au\'
1v,= 

R., pt læ ) 
.[æ] . 

CI [.ar)

où Re=PuoL pr=KC,', Br='îK d a=+
K ). qL lTo

sont les valeurs de Reynolds , Prandtl , Brinkman et la différence de température adimensionnelle .

III. 1. 2. 3 -Productio n d' entropie

N.,=N,.+N,+ly',..

a-Production d'entropie dans la direction longitudinale :

n, - I (zn+t\',','- 
R., pr, I n +l J

b-Production d'entropie dans la direction transversale :

' Iz+l n+l )

Analyse thermodynamique de l'écoulement d'un fluide nonr-newtonien l8



CHAPITRE III Formulation et mise en équations du problème

c-Production d'entropie due au frottement :

* = !t(t:)\' ,,,,' Ç)[, )

_d-Production d'entrooie totale :

,. =_l_ (zn+r\' *(zn+t y _ n ,Tl' * +(n+t\' r,r,'u't-R.'Pltr.r,l 'In+1 ' n+l ' ) o( n )

e-Taux d' iruéversibilite:

Le taux d'irréversibilité est le rapport de production d'entropie due au frottement du fluide Np et du

transfert thermique ( Ns et Ny ) [14] :

o= N"
N.. + N,

Letransfertthermiquedominepour0< o s l etlefrottementdufluidedominequando> 1.

pour O = i le transfert thermique et le frottement du fluide ont la même contribution pour se

produire d'entropie.

f- nombre de Beian :

Le nombre de Bejan qui est le rapport de la génération d'entropie du au transfert thermique à la

génération totale d'entropie [15] :

Be =N'* 
N'

N.

le nombre de Bejan s'étend de 0 à I [1,2] .

En conséquence, Be : 1 est la limite à la quelle de transfert de chaleur I'irréversibilité est dominée,

B:0 inversé la limite de la quelle I'irréversibilité est dominée par des effets de frottement du fluide'

III.1.2-: Ecoulement sur ^tqn incline avec surface libre et adiabatioue

Le deuxième cas est l'écoulement laminaire d'un fluide non -newtonien d'épaisseur ô ruisselant sur

un plan incline avec une surface libre et adiabatique

1

1+O

urr.ts)

urr.t6)

9il.lv

Surface libre

Analyse thermodynamique de l'écoulement d'un fluide nom-newtonien lg



CHAPITRE III Formulation et mise en équations du problème

L e s hv p ot h ès es s imp lificatrices

Les hypothèses simplificatrices sont :

-Le fluide est incompressible.

-L'écoulement est permanent et établi.

-Le régime est laminaire.

-La température d'entrée du fluide est uniforme.

-La surface est libre et adiabatique.

-Le système d'équation s'écrit :

ôtt _n
ôx
ôra+p gsin 0 =0
oy

..ôT A2TulY)-;-= a ^ 2Ox Oy

1-2-1- Equation du mouvement :

L'équation du mouvement est :

!*ogsind=o
dy

7 \/l

r =KI gYl
\aY)

.*,1(#)'].,,sine =o

dl(du\1" I

,rllrr))*TPgsind=o
-Les conditions aux limites sont :

Sur le plan incliné

ÿ=0, ,(ylr=o)=0(Adhérence à la paroi )

Sur la surface libre

ÿ= 6, 
fflr=r=o 

(sur face libre )

p gsin9 
^t-=U

K

_ p gsin9 
O,

K

(111. r 8)

d ( du\"_l_t
dv ldv )

d( !!\' =
\aY )

Analyse thermodynamique de l'écoulement d'un fluide nom-newtonien 20



CHAPITRE III Formulation et mise en équations du problème

Intégrons deux foies, il vient alors que :

L \+l uil ts),,(y)=r,1,-[,-î] 
It\/1

U (Y\, 
= o = uo (vites s e max imale)

n (t ' ^ti^ttr
"'=fr1;Pgsino)6'

111.1.2.2-Eouation de la chaleur
..ôT A2T

u ( v\-=A---------
Ay'

| .n+rl
,^lr-[r-L'l " l{=r{ uu.2o)'l [ â) l0x ôy'LJ
A -Les conditions aux limites sont :
a-A I'entrée :

x=0 T=To (TemPératureuniforme)

b-Sur le plan incline :

^ ôTt
-1?ly=o = Q @lux de chaleur imposé)

oy'
c- sur la surface adiabatique

{1,,=, = o (Surface adiabatique)
ôY t'-"

B -L e s v ar iab les adimensio nnell es

En introduisent les variables adimensionnelles suivantes:

*_v,6

u (Y)=u(Y)
uo

v- ox
^)uo ô-

g=r -To
qô
T

L'équation de la chaleur devient alors:

[,-r'-,Ë)#=#
1 ô2@

ô x vg-,7)* ô't'
ao (rrr.21)

Analyse thermodynamique de l'écoulement d'un fluide nom-newtonien 2l



CHAPITRE III Formulation et mise en équatiotts du problème

{;

L,

-0

-0

,@= 0

ôOr .
t-l-- lr=o =-ldry 'l

AOr ^

'Ary l'r=r =u

(ltt.22.a)

utt.22.b)

(ltt.22.c)

Ies effets d'entrée,

-1

En utilisant la méthode de séparation des variables et en négligeant

cherchons la solutions sous la forme :

o(x,ry)=@, (x)* @,Qt)

ô@

ôx
1 ô20

0 = cste

Intégrons, il vient alors que :

2n + I
u n+l

o(x .r\=Zn*l x *7 2n+1 ,, -?!*l 
n' ' 

t'*'

-\--"' n+t 2 n+r' n+i'-O;lW;lo-rt)' +c

pour déterminer la constante C utilisons la température de mélange6 définie par.'

1"o=;J",r,rt)ds

.S=â xl=ô
dS =lxdy=lx6 xdrT =6 xdrl

lvÂ ro=ï I otx,rt)drr
A

O= I @(X,r7)dr7

En utilisant la condition aux limites suivante :

X=0 ,6=0

il vient alors que :

27 n3 +26n2 +9n+7
L--

3(n+r)(3n+1)(4 n+l)

(rrr.23)

(ilt.24)

(rrr.2s)

(rrr.26)

(rrr.27)

1

ô

I

g(x.r\= 2r*l x+!4!n, -zn*=l q-- \-- )'' t ntl 2 nll n*l (3n+t)(n +t )

2n
3n+l

(1-n) ' +
27 n3 +26n2 +9n +1

(rrr.28)

(rrr.2e)

Analyse thermodynamique de l'écoulement d'un fluide nom-newtonien
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CHAPITRE III Formulation et mise en équations du problème

I I L 1. 2. 3 -Prod uctio n d' entropie

'"=#[( x)'.(i)').+w\ (trr.30)

(rrr .31)

(ilt.32)

se , Production d 'entropie par unité de volume

La production d'entropie adimensionnelle est :

" ^2
^, - 

I lo c
lv.,- ^ u...) / (,

q-

N", est la production d 'entropie totale, en remplaçant par les variables adimensionnelle on obtient

n, _ l (ao)' (ao)',nr(u\'
Ns = *.1; tæ,l .[A] . r [t.]
où

p.e=PuoL pr=K?,' , Br=ü ! er a=+
K )' ' qL 2To

sont les valeurs de Reynolds , Prandtl , Brinkman et la différence de température adimensionnelle '

N, = N.+ N, + N,,

a- Production d'entropie dans la direction lonqitudinale :

^, - 1 f99.)'.'( 
Re2 pr2 \aX )

À/ t (zr+t\'"'-il,pl(.,.,l
b- Production d'entroùie düns la direction transversale :

I ;2

N,, = [991' \ôrt )

r, =l:I (rr -t). #t, - r,-')
[ /,+l

r , =4(n *')' (, -,r )',"' f)\ m )'
d- Production d'entropie totale :

n,- I (zn+l)'.f2n+l ,-,. - 2n+r )2

",-R.,pr,I r.i] .[ 
^-,,rr-D+- - 

t'-ù " 
)

.*(+)'{,-,)'''
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Résultats et interprétation

IV.l-Premier cas

lV.1.1.1.l-Influence de la nature du fluide

Les profils adimensionnels de vitesse u sont tracés en fonction de Ia distance

verticaleadimensionnelleYsurlafigure(IV.1),pourdifférentesvaleursden.

pour les fluides pseudo-plastiques ( n < 1 ) , les profils de vitesse sont plats prés de la

ligne centrale.

Pour un Fluide newtonien (n = 1 ), le profil est parabolique'

Pour n > 1 (fluides dilatants ) les profils sont encore parabolique dans la forme mais

tendent vers une allure linéaire'

1,0

0,8

0,6

U
0,4

0,2

0,0

- 
n=0.2

- - - n=0.4
" " ' n=1.0
-'-" n=l.2
-"-" n=1.4

1,00,80,60,40,20,0

I V. 1. 1. 1 -Dj;1rib utio n

Fis IV.l : Profik de vitesse

@e l'écoulement d'un fluide nom-newtonlen
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Chapitre IV Résultats et interprétation

I V. 1. 1. 2 -D istrib utio n des temp ér at ures

lV.1.1.2.1-Influence de la nature du fluide

Les Figures (IV.2-IV.3) illustrent les profils adimensionnels de la température. Les

températures augmentent avec l'augmentation de l'indice de comportement.

o

0,6

0 ,4

0,2

0,0
0

,l
X = 0.2 .:t/'./." r

.,/'" ,',

-..-- n = 1 .o /,i' /
.2.' /./

-.-.- n = 'l , u.' /,/-.--- n = 1 .2...7:',
-..--- n = 1 ,:4' z/./' //

,-a"::?
*,*n1'lÿ

1,0

Fis IV. 2 : variation de La température

Y

Fig IV 3 : variation de La température

,8,o,4,2,0

2,0

1 ,6

1 ,2

0,8

0,4

0,0
0 ,0,8,6,4,2,0
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Chapitre IV Résultats et interprétation

1V.1.1.2. 2-Influence de la distance axiale :

Sur les figures (IV.4-IV.5-IV.6-IV.7-IV.8) la température est minimum à la ligne

centrale et est maximale sur la paroi quelle que soit la valeur de X.

Pour tous les valeurs de X, les profils de température sont presque parallèles l'une à

l'autre.

Quelle que soit la valeur de n, les profils de températures augmentent le long de la

distance axiale à cause du chauffage continue des parois.

1,5

1,2

0,9

0,6

0,3

0,0
0

---.- x = 0 .6

,0 0 ,2 0 ,4 ,6 ,8 1,0
Y

Fis IV. 4: Profils de tempéroture

= 0 .2
--- x = 0 .4
----- x = 0 .6

.0 ,2 0.4 0,6 ,8 1.0
Y

Fis IV. 5: Prolils de température

1 ,8

1,5

I ,2

0,9

0,6

0,3

0,0
0
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2 ,1

1,8

1,5

I ,2

0,9

0,6

0,3

0,0
0

2 ,1

1,8

1,5

1,2

oO,g

0,6

0,3

0,0
0

,0 0,2 0,4 0,6 0,8

Fis VI. 6 : Profils de température

,0 0,2 0,4 0,6 0,8

1,0

1,0

2 ,0

't ,6

1,2

0,8

0 ,4

0,0
0

Fis W. 7 :Prolils de température

n = 1 .4

0,2 0,4 0,6 0,8
Y

Fie IV.8 :Profils de température

,0

Analyse thermodynamique de l'écoulement d'un fluide nom-newtonien

1,0

28



Chapitre IV Résultats et interprétation

transversale

1V.1.1.3.1- Influence de la nature du fluide

Dans tous les cas, aucune entropie ne se produit à la ligne centrale du canal. A la

paroi Ny est le même quelle que soit les valeur de n.

Le Nv augmente avec I'augmentation de l'indice de comportement, ce qui veut dire

que les fluides dilatants produisent plus d'entropie par conduction dans la direction

transversale.

1,0

0,8
"ür'..r/

-.-'- n = 1 .0 .4 1

-.. -.. n = 1 .2 ,ÿ' r",
---'n =1.4 1,7,:/

:i' .//, .,
,!' 'i,t

./

",ÿ

0

0

0,2

0,0
0

,6

,4

,0,8,6,4,2,0

Y

Fie IV. 9 :Production d'entropie dans la direction transversale
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Chapitre IV
Résultats et i nterprétation

I

Les figures (IV'10-IV.l l)montrent les variations de production d,entropie due aux
frottements en fonction de l'indice de comportement et pour deux valeurs du groupe
Br/O.

Les fluides pseudo-plastiques produisent

fluides dilatants à cause de l,existence

transversale.

D'autre part en augmentant le groupe

frottements est plus importante.
7

6

5

4
N

F

3

2

1

0
0

35

30

25

20

15

10

5

0

Brl C)=t.0

- 
n=0.2

- - - n=0.4"'.- n=1.0
-'-'- n=1 .2
-"-'- n=1.4

'J;.à'::.;;

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Y

plus d'entropie due aux frottements que les

du gradient de vitesse dans la direction

Br/O, la production d'entropie due aux

N.
È

Brla=o.z

= 0 .2
--- n = 0 .4.-.-- n = 1 .0
-.-.-n=1.2
--.-.. n = 1 .4

.--æ-=-:-4,
-,2.t;.;-:;.li
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Chapitre IV Résultats et interprétation

1V.1.1.4.2- Influence du nombre de Brinkman

La f,rgure (IV.l2 ) montre la distribution du Np en fonction de Y pour differentes

valeurs du groupe Br/O . Aucune entropie Np ne se produit à la ligne centrale du

canal pour toutes les valeurs du groupe Br/O.

Prés de la paroi la production d'entropie augmente considérable avec l'augmentation

du groupe Br/O.

NF

35

30

25

20

15

10

5

0
0

Fig 1V.12 : Production d'entropie due au frottement
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Chapitre IV Résultats et interprétation

IV. 1. 1.S-Distribution de lu oroduction d'entrooie totale

1V.1.1.5.L-Influence de la nature du fluide

Les variations de la production d'entropie totale sont représentés sur la figure (1V.13).

Dans tous les cas, aucune entropie ne se produit à la ligne centrale du canal.

Elles augmentent à proximité de la paroi.

La production d'entropie totale est plus importante pour les fluides pseudo plastiques

que pour les fluides dilatants.

N.o

2

R e = 2 0 0 0,P r= 10,8 tlo =0.2

-- 0 .2
- - - n = 0 .4
..-.- n = 1 .0
-.-.-n=1.2
-..-.- n = 1 .4

'*t";;/.ii

-'r:E*

FisIV. I 3 : Production d'entropie totale

0
0
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Chapitre IV Résultats et interprétation

1V.1.1.5.2-Influence du nombre de Revnolds et de Prandtl

Les figures (IV.14-IV.15-IV.6-IV.l7 ) montre la distribution du N5 en fonction de Y

pour différents valeurs du nombre de Reynolds et de Prandtl .

L'augmentation du nombre de réduit la production d'entropie, car le terme lié à la

conduction est inversement proportionnelle au carré du nombre de Reynolds.

,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

10

NS

0
0

Ns

Fis IV. 14: Production d'entropie totale

n=1 4,P
Re
Re
Re
Re

r= 1 0 ,B rlo =0.2

=10
=10
=10
=20

0
00

J

...,,.
-r''

0
0 ,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Fis IV. 15 : Production d'entrooie totale

t/
I
/

rloB

0
0
0

10= 0 .2,P r=

-ft9=--- R e =..--. R e =

----- R e =

=10
=10
=10
--20

-<

n

0
0

'r'/
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NS

10

I

o

4

2

0
0

n = 0.2,R e = 1 0 0 0,B rla --0.2

_Pr=0.1
--- P r= 1 0
--... P r= 1 0 0

---.- P r= 1 0 0 0

,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Fig IV. 16 : Production d'entropie totale

n = 1.4,R e = 10 0 0,8 rla --0.2

-Pr=0.1--- P r= 1 0
...-- P r= 1 0 0

----- P r= 1 o o o -.-''''''

,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Y

Fie |V.17: Production d'entropie totale

tr
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2

1

0
0
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Chapitre IV llisu ltats et i nterprétation

lV.1.1.S.3-Influence du nombre de Brinkman

Les figures (IV.I8-1V.19) montre la distribution du Ns en fonctiorr de Y pour

différentes valeurs du groupe Br/Q de allant 0.2 à 1.0 et pour n variant de 0.2 à 1.4.

Aucune entropie ne se produit à la ligne centrale du canal pour toutes les valeurs du

groupe Br/O.

La production d'entropie augmente avec l'augmentation dr-r groupe Br/Q.
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Chapitre IV Résultats et interprétation

[V.1.1.6-Distribution du nombre de Beian

1V.1.1.6.1-Influence de la nature du fluide

La figure (IV.20) montre les variations du nombre de Bejan pour différentes valeurs

de n.

Le nombre de Bejan diminue du milieu du canal à la paroi pour les fluides pseudo-

plastiques. Mais pour les fluides dilatants, ils augmentent pour atteindre un maximum

puis diminue en allant vers la paroi.
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Chapitre IV Résultats et interprétation

1V.1.1.6.2-Influence du nombre de Revnolds de Prandtl

Les figures (IY.zl-lV .22-IY .23-IY .24 ) montrent l'influence des nombre de Reynolds

et de Prandtl sur les valeur de Bejan. Quand Reynolds ou Prandtl augmentent, les

valeurs de Bejan diminuent
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Chapitre IV Résultats et interprétation
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Chapitre IV Résultats et interprétation

[V.1.1.6.3-Influence du nombre de Brinckman

L'influence du groupe Br/O sur le nombre de Bejan est représentée sur les figures

(IV.25-IV.26). L'augmentation du groupe Br/O réduit le nombre de Bejan,ce qui

suggère que l'irréversibilité due aux frottements est plus importante que celle liée au

transfert de chaleur.
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Chapitre IV Résultats et interprétation

1V.1.1.7.1- Influence de la nature de fluide

Pour les fluides pseudo-plastiques,le taux d'irréversibilité (D est plus grand pour les

fluides pseudo-plastiques prés de la paroi, cependant pour les fluides dilatants, le taux

d'irréversibilité est plus important prés de la ligne du milieu.

Dans tout les cas, le taux d'irréversibilité augmente avec l'augmentation de n.
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Fie W. 27 : Variation du taux d'irréversibilité
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Chapitre IV Résultats et interprétation

La deuxième loi de la thermodynamique est appliquée à la convection forcée des

fluides non newtoniens en écoulement laminaire à travers un canal avec deux plaques

parallèles horizontales dont les parois sont soumises à un flux de chaleur constant.

Les expressions générales du taux de production d'entropie, le faux d'irréversibilité

et le nombre de Bejan, sont constituées de trois parties. La première partie est liée à

la conduction axiale et qui est inversement proportionnel au carré du nombre de

Peclet. La deuxième partie est liée au transfert thermique normal à l'axe et est

proportionnelle à la distance normale et la troisième partie est lié au frottement du

fluide, et est proportionnelle au nombre de Bricnkman et l'inverse de la différence de

température adimensionnelle.

Dans beaucoup de situations pratiques, le terme axial de conduction est négligeable

par rapport aux autres parties intervenant dans l'expression de la production

d'entropie.

Le groupe Br/Q affecte de manière significative le taux de production d'entropie qui

augmente avec l'augmentation du produit Br/O.
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Chapitre IV Résultats et interprétation

b- Deuxième cus

IV.2- Analvse des résultats

IV. 2. I -Distribution des vitesses

1V.2.1.l-Influence de la nature du fluide

Les profils adimensionnels de vitesse U sont tracés en fonction de la distance

verticale adimensionnelle 11 sur la figure (1V.28), pour differentes valeurs de n.

Pour les fluides pseudo-plastiques ( n < I ) les profils de vitesse sont plats prés de la

ligne de surface libre.

Pour un Fluide newtonien (n = I ),le profil est parabolique.

Pour n > 1 (fluides dilatants ) les profils sont encore parabolique dans la forme mais

tendent vers une allure linéaire.
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Chapitre IV Résultats et interprétation

IV. 2. 1. 2-Distrib ution des températures

1V.2.1.2.1-Influence de la nsture de fluide

Les Figures (IV.29-IV.30) illustrent les profils adimensionnels de la température.

Les températures augmentent avec l'augmentation de I'indice de comportement.
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Chapitre IV Résu ltats et interprétation

1V.2.1.2.2- Influence de la distance axiale

Sur les figure(IV.3l-IV.32-IV.33-IV.34-IV.35) la température est minimum à la ligne

de surface libre et adiabatique et est maximale sur la plan incline quelle que soit la

valeur de X.

Pour tous les valeurs de X, les profils de température sont presque parallèles l'une à

l'autre.
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Chapitre IV Résultats et interprétation
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Chapitre IV Résu ltats et interprétation

lV.2.1.3- Distribution de production d'entrooie dans la direction

transversale

1V.2.1.3.1-Influence de la nature de fluide

Dans tous les cas, aucune entropie ne se produit à la ligne de surface libre et

adiabatique.

Sur le plan incline Ny

Le Nv augmente avec I'augmentation de l'indice de comportement, ce qui veut dire

que les fluides dilatants produisent plus d'entropie par conduction dans la direction

transversale.
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Chapitre IV Résultats et interprétation

1V.2.1.4-Distribution de oroduction d'entropie due au frottement'

1V.2.1.4.1- Influence de la nuture de fluide

Les figures (1V.37-IV.38) montrent les variations de production d'entropie due aux

frottements en fonction de l'indice de comportement et pour deux valeurs du groupe

Br/Q.

Les fluides pseudo-plastiques produisent plus d'entropie due aux frottements que les

fluides dilatants à cause de I'existence du gradient de vitesse dans la direction

transversale.

D'autre part en augmentant le groupe Br/O,la production d'entropie due aux

frottements est plus imPortante.
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FigIV. 37 : Production d'entropie due au frottement
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Résultats et interprétation

1V.2.1.4.2- Influence du nombre de Brinkman

La figure (IV.39-IV.40) montre la distribution du Np en fonction de q à differentes

valeurs de groupe paramètres Br/Ç) s',étendant de 0.2 à 1.0. Aucune entropie Np ne

se produit à la ligne de surface libre et adiabatique pour toutes les valeurs du groupe

Br/Q.

Prés du plan incline la production d'entropie augmente avec l'augmentation du

groupe Br/O.
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Chapitre IV
Résultats et interprétation

I
Les variations de la production d'entropie totale sont représentés sur la figure (lV.4l).
Dans tous les cas, aucune entropie ne se produit à la surface libre et adiabatique.
Elles augmentent à proximité de le plan incline.

La production d'entropie totale est plus importante pour les fluides pseudo plastiques
que pour les fluides dilatants.
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Chapitre IV Résultats et interprétation

1V.2.1.5.2-Influence du nombre de Revnolds et Prandtl

Les figures (|Y.42-1Y.43-IV.44-1V.45) montre la distribution du Ns en fonction de

pour différents valeurs du nombre de Reynolds et de Prandtl.

L'augmentation du nombre de réduit la production d'entropie, car le terme lié à

conduction est inversement proportionnel au carré de nombre de Reynolds.
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Chapitre IV Résultats et interPrétation

1V.2.1.S.3-Influence du nombre de Brinkman

Les figures (IV.46-IY.47) montre Ia distribution du Ns en fonction de 11 pour

differentes valeurs du groupe Br/C), allant de 0.2 à 1.0 et pour n variant de 0'2 à 1'4

Aucune entropie ne se produit à de la surface libre et adiabatique pour toutes les

valeurs du groupe Br/O.

La production d'entropie augmente avec l'augmentation du gloupe Br/O.
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Chapitre IV Résultats et interPrétation

1V.2.1.6-Distribution du nombre de Beian

1V.2.1.6.1-Influence de la nature de fluide

La figure (IV.48) montre les variations du nombre de Bejan pour différente valettr

den.

Le nombre de Bejan diminue du milieu du plan incline pour les fluides pseudo-

plastiques. Mais pour les fluides dilatants, ils augmentent pour atteindre un maximum

puis diminue en allant vers le plan incline'
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Chapitre IV Résultats et interPrétation

1V.2.1.6.2-Influence du nombre de Revnolds et Prandtl

Les figures (1V.49-1V.50-N.51-IV.52) montrent. l'influence du nombre de Reynolds

et de Prandtl sur la valeur de Bejan.

Quand Reynolds ou Prandtl augmentent, les valeurs de Bejan diminuent.
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Chapitre IV Résultats et interprétation

1V.2.1.6.3-Influence du nombre de Brinkman

L'influence du groupe Br/O sur le nombre de Bejan est représentée sur les figures

(1V.53-IV.54). L'augmentation du groupe Br/0 réduit le nombre de Bejan, ce qui

suggère que I'irréversibilité due aux frottements est plus importante que celle liée au

transfert de chaleur.
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Chapitre IV Résultats et interPrétation

1V.2. 1.7- Distribution du laux d' iruéversibilité

1V.2.1.7.1- Influence de la nature de fluide

Pour les fluides pseudo-plastiques,le taux d'irréversibilité O est plus grand pour les

fluides pseudo-plastiques prés un plan incliné, cependant pour les fluides dilatants, le

taux l'irréversibilité est plus important prés de la surface libre et adiabatique.

Dans tous les cas, le taux d'irréversibilité diminue avec I'augmentation de n.
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\ \ ----'. n = 1 .4

'1..ï..'-:;-,r.-N

0
0

n

FisIV 55 : Variation du taux d'irréversibilité
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Résultats et interprétation

Conclusion de deuxième cas

La deuxième loi de la thermodynamique est appliquée à la convection forcée des

fluides non newtoniens en écoulement laminaire sur un plan incliné dont la paroi est

soumise à un flux de chaleur constant.

l'expression générale du taux de production d'entropie, Ie rapport de

distribution d'irréversibilité et le nombre de Bejan, sont constituée de trois parties.

La première partie est liée à la conduction axiale et qui est inversement

proportionnel au carré du nombre de Peclet. La deuxième partie est liée au transfert

thermique normal à l'axe et est proportionnelle à la distance normale et la surface

libre et adiabatique n'y a pas d'échange de chaleur avec l'extérieur et la troisième

partie est liée au frottement du fluide, et est proportionnelle au nombre de Brinkman

et I'inverse de la différence de température dimensionnelle.

Dans beaucoup de situations pratiques, le terme axial de conduction est

négligeable par rapport à d'autres parties intervenant dans l'expression de la

production d' entropie.

Le groupe Br/Q affecte de manière significative le taux de production

d'entropie le taux de production d'entropie qui augmente avec l'augmentation du

groupe Br/O.
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Conclusion

La deuxième loi de la thermodynamique s'est appliquée à la convection forcée à

I'intérieur d'un canal fait de deux plaques parallèles horizontales, et sur un plan

incliné .

Au cours de l'étude, la complexité des phénomènes mis en jeu nous conduit à adopter

un certain nombre d'hypothèses simplificatrices. L'expression générale du nombre de

génération d'entropie et du nombre de Bejan est dérivée analytiquement pour chaque

cas.

La première partie est liée à la conduction axiale et qui est inversent proportionnelle

au carré du nombre de Peclet. La deuxième partie est liée au transfert thermique

normal à axe et est proportionnelle à la distance normale du fluide, et est

proportionnelle au nombre de Brinkman et I'inverse de la différence de température

adimensionnelle .
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