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0.1 Liste des symboles

µ : La viscosité dynamique.

λ : La viscosité de dilatation.

cp : Chaleur massique du fluide.

k : Conduction thermique du fluide.

q : Source de chaleur interne.

Φ : Fonction de dissipation visqueuse.

ρ : La densité.

(x1, x2, x3) : Système de coordonnées cartésien.

(u1, u2, u3) : Composantes physique de vitesse.¡
U1, U2

¢
: Composantes contravariantes de vitesse.

T : La température.

p : La pression.

τ ij : Le taux de déformation.

eij : Le taux de déformation linéaire.

(r, θ, z) : Système de coordonnées cylindriques.¡
ξ1, ξ2

¢
: Système de coordonnées curvilignes.

Re : Nombre de Reynolds.

Pe : Nombre de Péclet.

Gr : Nombre de Grashof.

Pr : Nombre de Prandtl .

Γiik : Symbole de Christoffel.
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η : Tenseur de Levy-chivita.

Ω : Domaine physique.

bΩ : Domaine de transformation.

Kij : Volume de contrôle cadrilataire.

bKij : Volume de contrôle rectangulaire.

t : Le temps.

CDS : (Centred Differencing Scheme).

WUDS : (Weighted Upstream Differencing Scheme).

UDC : (Upstream Differencing Scheme).

αp : Coefficient de relaxation pour p.

αu1 : Coefficient de relaxation pour u1.

αu2 : Coefficient de relaxation pour u2.

u∗1, u∗2 : Vitesses initiales.

U 1∗, U 2∗ : Vitesses contravariantes initiales.

p∗, T ∗ : Pression et température initiales.

p0 : Corrections de pression.

u01, u02 : Corrections des composantes de la vitesse.
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0.3 Introduction générale

Dans la plupart des sciences physiques, la mécanique des fluides à été fortement

marqué ces trente dernières années par le développement considérable des méthodes de réso-

lution numérique. Aujourd’hui, elle a pris le nom de la Mécanique des Fluides Numérique.

Dans ce cadre, nous étudions la dynamique des fluides dans une cavité ouverte chauffée

qui est un sujet très intéressant et qui a attiré beaucoup d’attention avec ses applications

pratiques (Huberson [7], Michele [8], Souhail [13] et Sylvain [14]).

Comme application, on prendra une cavité ouverte dans R3 représentée par la

cheminée solaire qui est un nouveau développement technique utilisé pour produire de

l’énergie électrique à partir de l’énergie solaire. L’air admis dans la cavité est chauffé

par le rayonnement solaire pour obtenir un écoulement donnant naissance à une énergie

cinétique. Celle-ci est transformée en énergie mécanique, et ensuite en énergie électrique

(Aurelio dos Bernardes [1], Bernardes & Weinrebe [2] et Huang & Wang [5]). En procédant

à une amélioration du rendement global de cette technique, il nous est apparu essentiel de

considérer une géométrie curviligne pour donner à l’écoulement une allure plus naturelle.

Dans ce travail, nous nous intéressons à l’étude d’un écoulement compressible dans

une cavité ouverte, qui est modélisée mathématiquement par des équations de base de la

mécanique des fluides, représenté par l’équation de continuité, les équations de mouvement

et l’équation d’énergie.

Ici nous cherchons à trouver les composantes de vitesse, la pression et la tempéra-

ture de l’écoulement sur un nombre fini de points du domaine d’étude, sous des conditions

aux limites imposées sur les bords. Pour cette raison, le domaine est discrétisé et remplacé
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par un maillage structuré et composé d’un nombre fini de mailles élémentaires. La méthode

de volumes finis à été utilisée dans la discrétisation, où on obtient les équations approxima-

tives qui prennent des propriétés constantes sur chaque élément de maillage, qui est appelé

volume de contrôle. Une formulation implicite est utilisée pour la discrétisation des termes

temporels.

Différents schémas numériques tels que : schéma centré CDS, schéma décentré aval

UDS et schéma décentré aval avec fonction de poids WUDS, sont utilisés dans l’approxi-

mation numérique. Pour les conditions aux limites, nous utilisons les volumes fictifs sur les

frontières du domaine d’étude.

Dans la discrétisation, on utilise deux types de maillages : maillage décalé pour

évaluer le champ de vitesse, et maillage principal centré pour évaluer la pression et la

température. L’algorithme SIPMLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equation)

est utilisé pour la résolution des équations discrètes (Patankar [10]).

Le système linéaire représenté par une matrice de 9 diagonales est résolue par

l’algorithme TDMA (TriDiagonal-Matrix Algorithm) qui consiste à effectuer un balayage

du domaine de calcul ligne par ligne ou colonne par colonne.

Le travail présenté dans ce mémoire se compose de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous nous intéressons à la modélisation d’un écoulement

compressible dans une cavité ouverte curviligne chauffée, qui est représenté par des relations

mathématiques entre les vitesses d’écoulement (u1, u2, u3) la pression p et la température T .

Ces relations sont données par les équations de Navier-Stokes ; ces dernières sont déduites

des principes de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie.
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Après la transformation en coordonnées cylindriques, on applique la condition

d’axisymétrique
µ
∂(...)

∂θ
= 0

¶
pour préciser notre étude sur un plan dans R2. Les équations

résultantes sont transformées ensuite en coordonnées curvilignes à cause de la géométrie

imposée de la cavité pour ainsi pouvoir poser de manière exacte les conditions aux limites.

Les équations ainsi obtenues sont écrites sous forme adimensionnelle pour pouvoir être

résolues pour différentes conditions.

Le deuxième chapitre est consacré à l’analyse numérique d’un écoulement com-

pressible dans une cavité ouverte curviligne, les équations gouvernants ce type d’écoulement

sont écrites en forme générale de variable φ. Le problème mathématique est de trouver

u = (u1, u2), p et T définis sur un domaine borné de R2, qui vérifient le système d’équations

écrit en coordonnées généralisées avec des conditions aux limites posées sur les frontières du

domaine d’étude (Bernardes [1]). La méthode de volumes finis choisi dans notre travail est

largement décrite par Patankar [10], qui consiste à discrétiser le domaine de l’écoulement

en une multitude de volumes élémentaires (volumes de contrôles, cellules), et l’ équation

générale est intégrée sur chaque volume de contrôle pour obtenir des équations qui sont

appelées les équations discrétisées.

Cette méthode est basée sur le principe de conservation de variable φ sur chaque

volume de contrôle. La résolution des équations discrétisées générales est faite par l’algo-

rithme SIMPLE qui présente une procédure itérative de résolution des équations discrétisées

d’une manière itérative jusqu’à convergence.

Dans ce type de problème, le maillage défini sur le domaine d’étude est un maillage

curviligne. Le schéma correspond à ce type du maillage est appelé schéma à 9 points ( a
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9-points scheme) ou schéma de VF9, dans ce schéma le système linéaire résultant est plus

compliqué que le schéma utilisé un maillage cartésien.

Le troisième chapitre contient la description de l’algorithme SIMPLE qui est utilisé

pour la résolution numérique du système des équations discrétisées générales. Cet algorithme

commence par la résolution des équations de mouvement pour obtenir les deux composantes

de la vitesse u1 et u2, qui sont utilisées pour résoudre l’équation de correction pression-

vitesse, puis la résolution de l’équation de l’énergie.

Ce chapitre contient aussi les résultats numériques obtenus pour une géométrie

curviligne, en utilisant le code de calcul écrit en langage Fortran. Pour étudier l’infuence de

cette géométrie, les résultats obtenus pour le profil de vitesse sont comparés aux autres ré-

sultats pour une géométrie cartésienne. Ainsi ces résultats sont validés par une comparaison

numérique avec des résultats obtenus par l’utilisation du code commercial Fluent.
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Chapitre 1

MODELISATION D’UN

ÉCOULEMENT CURVILIGNE

1.1 Introduction

L’écoulement des fluides dans une cavité ouverte chauffée est caractérisé par un

système d’équations différentielles qui expriment la modélisation mathématique de ce prob-

lème physique.

Dans ce paragraphe, nous donnons les équations fondamentales de la mécanique

des fluides représentées par les équations de Navier-Stokes.

Ces équations sont données dans un repère cartésien à trois dimensions. Á cause

de l’existence de la condition d’axisymétrique
µ
∂ (...)

∂θ
= 0

¶
, l’étude de l’écoulement de

nature axisymétrique est réduite dans un plan R2, après la transformation des équations en

coordonnées cylindriques.
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Les équations résultantes sont transformées en coordonnées curvilignes pour pou-

voir poser de manière exacte les conditions aux limites et obtenir des résultats de meilleure

qualité.

1.2 Définition du problème

La géométrie de la cavité est représentée dans la figure 1.1. Il s’agit de deux

cavités ouvertes cylindriques, superposées l’une sur l’autre, représentés par la cheminée

et le collecteur pour la cheminée solaire, ce qui nous conduit à choisir les coordonnées

cylindriques (r, θ, z) qui sont les plus convenables pour ce type de cavités.

            La sortie 

z

r θ  
L’entrée 

Figure 1.1 : Domaine d’étude dans R3.

L’étude de la dynamique des fluides est basée sur trois principes fondamentaux

qui sont : le principe de conservation de la masse, le principe de conservation de la quantité

de mouvement et le principe de conservation de l’énergie.
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Ceux-ci permettent d’établir des relations entre des variables qui dans le cas général

sont la masse volumique ρ, la température du fluide T , les trois composantes de la vitesse

(u1, u2, u3) et la pression p.

Ces variables sont toutes fonctions des coordonnées de l’espace et du temps.

1.3 Equation de continuité

L’équation de continuité doit traduire le principe de conservation de la masse. Elle

s’écrit dans un repère cartésien sous la forme (Verteeg & Wmalalase [15]) :

∂ρ

∂t
+ div

³
ρ
−→
V
´
= 0 (1.1)

avec
−→
V = (u1, u2, u3) : vecteur vitesse.

1.4 Les équations de mouvement

Nous allons considérer le mouvement d’un fluide compressible et visqueux. Les trois

équations de mouvement sont écrites sous la forme suivante (Verteeg & Wmalalase [15]) :

∂(ρui)

∂t
+

∂(ρuiuj)

∂xj
= − ∂p

∂xi
+

∂τ ij
∂xj

+ ρ
∂U

∂xi
i = 1, 2, 3 (1.2)

Les τ ij sont appelées les fonctions de taux de déformation locale.

ρ
−−−→
grad U sont des forces volumiques, où U = (0, 0,−g)

Dans le cas où l’écoulement est tridimensionnel, le taux de déformation est composé

de taux déformation linéaire et taux de déformation volumique.

Le taux de déformation linéaire est à 9 composantes dans le cas tridimensionnel
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et sont notées par :

eij =
1

2

µ
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

¶
i, j = 1, 2, 3

La déformation volumique est donnée par :

∂ui
∂xi

= div
−→
V

Les 9 composantes des forces de viscosité sont :

τ ii = 2µ
∂ui
∂xi

+ λ div
−→
V i = 1, 2, 3

τ ij = µ

µ
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

¶
i, j = 1, 2, 3 et i 6= j

où :

µ : La viscosité dynamique.

λ : La viscosité de dilatation.

En substituant ces équations dans l’équation (1.2), nous obtenons :

∂(ρui)

∂t
+

∂(ρuiuj)

∂xj
= − ∂p

∂xi
− ρ

∂U

∂xj
+

∂

∂xj

·
µ

µ
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

¶
+ δjiλdiv

−→
V

¸
i = 1, 2, 3 (1.3)

1.5 Equation d’énergie

L’équation d’énergie traduit le principe de conservation de l’énergie et est écrite

sous la forme suivante (Verteeg & Wmalalase [15]) :

∂ (ρT )

∂t
+

∂ (ρu1T )

∂x
+

∂ (ρu2T )

∂y
+

∂ (ρu3T )

∂z
= div

µ
k

cp

−−→
gradT

¶
+ q +Φ (1.4)

où :
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cp : Chaleur massique du fluide

k : Conduction thermique du fluide.

q : Source de chaleur interne

Φ : Fonction de dissipation visqueuse

1.6 Hypothèses de calcul

Les hypothèses considérées dans ces formulations sont basées sur

(Aurelio dos Bernardes [1]) :

L’approximation de Boussinesq (ρ = ρ0 [1− β (T − T0)]) .

Fluide Newtonien (comportement linéaire de la viscosité dynamique)

L’absence de la chaleur (q = 0).

La non efficacité de la radiation solaire.

La non dissipation visqueuse (Φ = 0) .

Les équations (1.3) et (1.4) deviennent :

∂(ρui)

∂t
+

∂(ρuiuj)

∂xj
= − ∂p

∂xi
+ div

³
µ
−−→
grad ui

´
− ρ

∂U

∂xi
i = 1, 2, 3 (1.5)

∂ (ρT )

∂t
+

∂ (ρujT )

∂xj
= div

µ
k

cp

−−→
gradT

¶
(1.6)

Les équations (1.1), (1.5) et (1.6) se résument sous la forme :

∂(ρφ)

∂t
+

∂(ρφuj)

∂xj
= Pφ + div

³
Γφ
−−→
grad φ

´
+ Sφ

Le tableau suivant donne les expressions des termes φ,Γφ, Pφ et Sφ selon l’équation consid-

érée :
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Equation de φ Γφ Pφ Sφ

continuité 1 0 0 0

mouvement suivant x1 u1 µ − ∂p

∂x1
0

mouvement suivant x2 u2 µ − ∂p

∂x2
0

mouvement suivant x3 u3 µ − ∂p

∂x3
−ρg

énérgie T
k

cP
0 0

Tableau 1 : Valeurs de φ,Γφ, Pφ et Sφ pour l’équation
de la forme générale en coordonnées cartésiennes.

Pour étudier l’écoulement autour d’un axe de symétrie −→oz, il suffit d’étudier l’écoulement

dans un plan variant par rotation par rapport à l’axe −→oz. Pour cela, il faut transformer les

équations de base en coordonnées cylindriques, appliquer la condition de symétrie
µ
∂ (...)

∂θ
= 0

¶
,

Les équations obtenues sont dans le plan d’étude (o r z).

La géométrie de domaine de calcul devient une géométrie symétrique comme in-

diquée sur la figure 1.2. Elle sera amélioré en une autre géométrie curviligne de point de vue

de l’écoulement pour éviter les pertes de charge dues aux écoulements secondaires. Pour

cela les équations écrites en coordonnées cylindriques sont transformées en coordonnées

curvilignes.

 

a) Domaine cartésien                b) Domaine curviligne              

Figure 1.2 : Types de domaine d’étude.
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1.7 Système de coordonnées

1.7.1 Matrice de passage

Désignons par
¡
ζ1, ζ2, ζ3

¢
notre système de coordonnées curvilignes de la base

covariante (−→u 1,−→u 2,−→u 3), et par
¡
ξ1, ξ2, ξ3

¢
un autre système de coordonnées curvilignes

de la base covariante (−→e 1,−→e 2,−→e 3) , la transformation de système
¡
ζi
¢
au système

¡
ξi
¢
est

caractérisée par la matrice de passage de la base (−→u 1,−→u 2,−→u 3) à la base (−→e 1,−→e 2,−→e 3) dont

les composantes sont (Settou [11]) :

αmi =
∂ζm

∂ξi

Les composantes covariantes (gij)ξ du tenseur métrique dans le système
¡
ξi
¢
s’obtiennent à

partir des composantes covariantes (gmn)ζ du tenseur métrique dans le système
¡
ζi
¢
par la

formule :

(gij)ξ = αmi α
n
j (gmn)ζ

cette équation traduit l’invariance de la norme d’un vecteur quelconque par rapport au

choix du système de coordonnées (Settou [11]).

Sachant que la longueur d’un élément de vecteur
−→
dp , s’écrit :

¯̄̄−→
dp
¯̄̄
= dS2 =

µ
∂xi

∂ςm
dςm

¶µ
∂xi

∂ςn
dςn
¶

= dςmdςn
∂xi

∂ςm
∂xi

∂ςn

= dςmdςn (gmn)ς
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Les composantes du tenseur métrique (gnm)ζ sont données par :

(gnm)ζ =


1 0 0

0 r2 0

0 0 1


Notons que le système cylindrique ζ est un système orthogonal, alors toutes les (gnm)ζ où

n 6= m sont nulles, ainsi les composantes (gij)ξ s’écrivent, compte tenue de la symétrie de

révolution
µ
∂ (...)

∂ ξ2
= 0

¶
sous la forme :

(gij)ξ =


g11 0 g13

0 g22 0

g31 0 g33


avec 

g11 =
³
rξ1
´2
+
³
zξ1
´2

g13 = rξ1 .rξ3 + zξ1 .zξ3

g22 = r 2

g31 = g31

g33 =
³
rξ3
´2
+
³
zξ3
´2

Les composantes covariantes du tenseur métrique
¡
gij
¢
ξ
se déduisent des composantes co-

variantes (gij)ζ par la relation :

gimg
mj =


1 si i = j

o si i 6= j

On peut écrire cette relation sous une forme matricielle :

gij = gji =
cof

¡
gij
¢

|gpq| =
cof (gij)

g
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1.7.2 Opérateurs usuels dans un repère curviligne

Avant d’écrire les équations dans un système de coordonnées curvilignes, il faut

donner les expressions de tous les opérateurs utilisés en coordonnées curvilignes (Settou

[11]).

Dérivée covariante ou gradient d’une fonction scalaire

Considérons une fonction scalaire φ (M), la variation de φ due à la variation deM³
δ
−→
M = δξi−→e i

´
peut s’écrire :

φ (M + δM)− φ (M) =
∂φ

∂ξi
d ξi = δ

−→
M.
−→∇φ

Où le vecteur
−→∇φ définis par ses composantes est appelé le gradient de φ :

−→∇φ = ∂φ

∂ξi
−→e i = ∇iφ

−→e i (1.7)

L’opérateur ∇i appliqué à un scalaire représente la dérivation partielle par rapport à ξi :µ
∂ (...)

∂ ξi

¶

Divergence de
−→
V

Aux termes de calcul tensoriel, la variation de
−→
V est obtenue par la contraction

du tenseur
−→∇.−→V , on peut écrire :

−→∇.−→V = ∇kV
k =

∂V k

∂ξk
+ ΓkklV

l (1.8)

Or on peut montrer que l’opérateur de contraction de l’indice haut avec l’un des indices bas

appliquée au symbole de Christoffel donne :

Γiik =
1√
g

∂
√
g

∂ξk
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L’équation (1.8) devient :

−→∇.−→V =
∂V k

∂ξk
+

1√
g

∂
√
g

∂ξk
V k =

1√
g

∂
¡√

gV k
¢

∂ζk
(1.9)

Rotationnel de
−→
V

En désignant par
−→
Ω le rotationnel de

−→
V :

−→
Ω =

−→∇ ×−→V

En calcul tensoriel, le vecteur rotationnel
−→
Ω est appelé vecteur adjoint

−→
V obtenu par le

produit contracté du tenseur de Levy-chivita η avec le tenseur
−→∇.−→V :

−→
Ω = η

³−→∇ −→V ´
Il vient :

Ωk =

µ
1√
g

¶ijk

[∇iVj −∇jVi] =

µ
1√
g

¶ijk ·∂Vj
∂ξi
− ΓlijVl −

∂Vi

∂ξj
− ΓlijVl

¸
=

µ
1√
g

¶ijk ·∂Vj
∂ξi
− ∂Vi

∂ξj

¸
(1.10)

Il faut noter que
³
gilΓjlm − gjlΓilm

´
n’est pas nul en générale (Settou [11]).

Produit scalaire

Le produit scalaire de deux vecteurs peut s’écrire de façon différente à l’aide de

leurs composantes contravariantes :

−→
U .
−→
V = Ui

−→e i.V j−→ej = UiV
j

= U i−→ei .Vj−→e j = U iVj

= Ui
−→e iVj

−→e j = UiVjg
ij

= U i−→eiV j−→e j = U iV jgij
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Rappelons que

−→e i.−→e j = δij ,
−→e i.
−→e j = gij ,

−→e i.−→e j = gij

Transformation de terme div
³
ρφ
−→
V
´

On applique la relation (1.9) sur ρφ
−→
V , on obtient :

div
³
ρφ
−→
V
´
=

1√
g

∂
¡√

gρφV k
¢

∂ξk
(1.11)

Transformation de terme div
³
Γφ
−−→
grad φ

´
On a :

div
³
Γφ
−−→
gradφ

´
=
−−→
grad

³
Γφ
´−−→
grad (φ) + Γφ∆φ

Pour calculer ∆
−→
V , on utilise la relation vectorielle suivante :

∆
−→
V = −∇×

³
∇×−→V

´
+∇

³
∇.−→V

´
D’après la relation de rot

−→
V et de

³
∇.−→V

´
, en déduit que :

∆
−→
V =

(
gii

∂

∂ξi

Ã
1√
g

∂
¡√

gV l
¢

∂ξl

!
− 1√

g

·
∂

∂ξj

½
1√
g

µ
∂Vj

∂ξi
− ∂Vi

∂ξj

¶
gkk

¾
− ∂

∂ξk

½
1√
g

µ
∂Vi

∂ξk
− ∂Vk

∂ξi

¶
gjj

¾¸¾
−→e i (1.12)

Convenons que si i représente 1, 2 ou 3, alors j représente 2, 3 ou 1 et k représente

3, 1 ou 2.
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1.7.3 Coordonnées cylindriques et forme adimensionnelle des équations

Les composantes du tenseur métrique, résultants de la transformation de coordon-

nées cartésiens (x1, x2, x3) en coordonnées cylindriques (r, θ, z), sont données par :

(gmn)ξ =


1 0 0

0 r2 0

0 0 1

 =⇒ (gmn)ξ =


1 0 0

0 1
r2

0

0 0 1


avec J = r et g = r2

¡
J =
√
g
¢
.

Composantes de vitesse dans l’espace physique

On suppose que (ur, uθ, uz) sont les coordonnées de la vitesse dans la base
−→ur,−→uθ,−→uz,

alors

u2r = ur
−→ur ur −→ur = V 1−→e 1.V1−→e 1 = V 1V1 = V 1V 1g11 = V1V1g

11 =
¡
V 1
¢2

(uθ)
2 = uθ

−→uθ uθ −→uθ = V 2−→e 2V2−→e 2 = V 2V2 = V 2V 2g22 = V2V2g
22 =

¡
V 2
¢2
r2 =

(V2)
2

r2

alors ur = V 1 = V1, uθ = V 2r = V2
r , et de même uz = V 3 = V3

Et on peut trouver aussi −→e r =
−→e 1,−→e θ =

−→e 2 et −→e z =
−→e 3

Calcul de div
³
Γφ
−−→
gradφ

´
On à

−−→
grad

³
Γφ
´−−→
gradφ =

µ
∂Γφ

∂ξi
−→e i

¶µ
∂φ

∂ξj
−→e j

¶
= gij

∂Γφ

∂ξi
∂φ

∂ξj
(1.13)

Nous substituons gij d’après l’expression de la matrice de tenseur métrique dans l’équation

précédente, on obtient :

−−→
grad

³
Γφ
´ −−→

grad φ =
∂Γφ

∂r

∂φ

∂r
+
1

r

∂Γφ

∂θ

∂φ

∂θ
+

∂Γφ

∂z

∂φ

∂z
. (1.14)
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Pour calculer le terme div
³
Γφ
−−→
gradφ

´
, on utilise les relations (1.12) et (1.22), alors :

- suivant la direction −→e r, nous avons :

div
³
µ
−−→
grad u1

´
=
−−→
grad µ

−−→
grad u1 + µ ∆

−→
V

=
1

r

∂

∂r

µ
µ r

∂u1
∂r

¶
+
1

r

∂

∂θ

µ
µ
1

r

∂u1
∂θ

¶
+

∂

∂z

µ
µ
∂u1
∂z

¶
− µ u1

r2
− 2 µ

r2
∂u2
∂θ

- suivant la direction −→e θ, nous avons :

div
³
µ
−−→
grad u2

´
=
−−→
grad µ

−−→
grad u2 + µ ∆

−→
V

=
1

r

∂

∂r

µ
µ r

∂u2
∂r

¶
+
1

r

∂

∂θ

µ
µ
1

r

∂u2
∂θ

¶
+

∂

∂z

µ
µ
∂u2
∂z

¶
− µ u2

r2
− 2 µ

r2
∂u1
∂θ

- suivant la direction −→e z, nous avons :

div
³
Γφ
−−→
grad u3

´
=
−−→
grad µ

−−→
grad u3 + µ ∆

−→
V

=
1

r

∂

∂r

µ
µ r

∂u3
∂r

¶
+
1

r

∂

∂θ

µ
µ
1

r

∂u3
∂θ

¶
+

∂

∂z

µ
µ
∂u3
∂z

¶

Alors l’équation générale de la tranformation en coordonnées cylindriques est :

∂ (ρφ)

∂t
+
1

r

∂ (rρu1φ)

∂r
+
1

r

∂ (ρu2φ)

∂θ
+

∂ (ρu3φ)

∂z

= Pφ +
1

r

∂

∂r

µ
Γφr

∂φ

∂r

¶
+
1

r

∂

∂θ

µ
Γφ
1

r

∂φ

∂θ

¶
+

∂

∂z

µ
Γφ

∂φ

∂z

¶
+ Sφ . (1.15)

Le tableau suivant donne les expressions de termes φ,Γφ, Pφ et Sφ selons l’équation consid-

érée :
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Equation de φ Γφ Pφ Sφ

continuité 1 0 0 0

mouvement suivant r u1 µ −∂p
∂r

−2µu1
r2
− 2µ

r2
∂u2
∂θ

mouvement suivant θ u2 µ −1
r

∂p

∂θ
−2µu2

r2
+
2µ

r2
∂u1
∂θ

mouvement suivant z u3 µ −∂p
∂z

−ρg
énérgie T k

cp
0 0

Tableau 2 : Valeurs de φ,Γφ, Pφet Sφpour l’équation
de la forme générale en coordonnées cylindriques.

L’équation (1.15) avec la condition d’axisymétrie
µ
∂ (...)

∂θ
= 0

¶
devient :

∂ (ρφ)

∂t
+
1

r

∂ (rρu1φ)

∂r
+

∂ (ρu3φ)

∂z
= Pφ +

1

r

∂

∂r

µ
rΓφ

∂φ

∂r

¶
+

∂

∂z

µ
rΓφ

∂φ

∂z

¶
+ Sφ (1.16)

Le tableau suivant donne l’expression de terme φ,Γφ, Pφ et Sφ selon l’équation considérée :

Equation φ Γφ Pφ Sφ

continuité 1 0 0 0

mouvement suivant r u1 µ −∂p
∂r

−2µu1
r2

mouvement suivant z u3 µ −∂p
∂z

−ρg
énérgie T

k

cP
0 0

Tableau 3 : Valeurs de φ,Γφ, Pφet Sφ pour
l’équation de la forme générale dans le plan (orz) .

Dans la suite en remplaçant u3 par u2.

Le terme source S φ dans l’équation de mouvement suivant la direction z résulte

de la variation de densité, obtenu de l’approximation de Boussinesq. Cette approximation

considère un écoulement incompressible dans tout le système, excepté pour le terme de force
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de flottabilité dans le flux vertical. Pour déterminer l’expression mathématique de la force

de flottabilité, nous utilisons l’expression donnant la densité :

ρ = ρ0 [1− β (T − T0)]

où ρ0 la densité de fluide dans la température T0.

Avec p = p0− p0 , alors l’équation de mouvement suivant la direction z devient :

∂ (ρu2)

∂t
+
1

r

∂ (rρu1u2)

∂r
+
∂ (ρu2u2)

∂z
= −∂p

0

∂z
+
1

r

∂

∂r

µ
rµ

∂u2
∂r

¶
+

∂

∂z

µ
µ
∂u2
∂z

¶
+gρ0β (T − T0)

Forme adimensionnelle des équations

Les études expérimentales d’un flux sont souvent portées en modèles, et les résul-

tats sont présentés sous une forme adimensionnelle. La même approche peut être considérée

dans l’étude numérique. Un autre avantage majeur des formulations adimensionnelles est

qu’elles permetant de diminuer les nombres sans dimensions. L’équation gouvernante peut

être transformée à la forme adimensionnelle par l’utilisation de normalisations adéquates.

Par exemple : la vitesse peut être normalisée par une vitesse de référence v0, les coordon-

nées peuvent être normalisées par une longueur de référence L0, le temps par un temps

de référence t0 = L0/v0, la pression par ρ0 v20 et la température par une température de

référence T1 − T0 (Padet [9]) .

Les variables adimensionnelles :

r+ =
r

L0
, z+ =

z

L0
, t+ =

t

t0
, u+ =

u

v0
, v+ =

v

v0
, T + =

T − T0
T1 − T0

, p + =
p

ρ0v
2
0

ρ+ =
ρ

ρ0
, µ+ =

µ

µ0

L’équation de continuité s’écrit sous une forme adimensionnelle comme suit (Padet
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[9]) :

∂ρ

∂t
+
1

r

∂ (ρr u1)

∂r
+

∂ (ρ u2)

∂z
= 0. (1.17)

Equation de mouvement suivant r :

∂ (ρ u1)

∂t
+
1

r

∂ (r ρ u1 u1)

∂r
+

∂ (ρ u2 u1)

∂z

= −∂p
∂r
+
1

Re

·
1

r

∂

∂r

µ
µ r

∂u1
∂r

¶
+

∂

∂z

µ
µ
∂u1
∂z

¶
− 2 µ u1

r

¸
(1.18)

Equation de mouvement suivant la direction z :

∂ (ρ u2)

∂t
+
1

r

∂ (r ρ u2 u1)

∂r
+

∂ (ρ u2 u2)

∂z

= −∂p
∂r
+
1

Re

·
1

r

∂

∂r

µ
µ r

∂u2
∂r

¶
+

∂

∂z

µ
µ
∂u2
∂z

¶¸
+

Gr.

Re2
T (1.19)

Equation d’énergie :

∂ (ρT )

∂t
+
1

r

∂ (rρu1T )

∂r
+

∂ (ρu2T )

∂z
=

1

Pe

·
1

r

∂

∂r

µ
r
∂T

∂r

¶
+

∂

∂z

µ
∂T

∂z

¶¸
(1.20)

où

- Re =
L0ρ0v0
µ0

: nombre de Reynolds.

- Pr =
µ
0
/ρ0

k/ρ0cp
=

ν0
a
: nombre de Prandtl .

- Re .Pr = Pe : nombre de Péclet.

- Gr =
L30 ρ

2
0 g β ∆T

µ20
: nombre de Grashof.

1.8 Transformation en coordonnées curvilignes

On pose ξ1 et ξ2 les coordonnées curvilignes représentées par les lignes de courant

et les équipotentielles de l’écoulement.
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Le jacobien de transformation est donné par :

J =


∂ξ1

∂r

∂ξ1

∂z
∂ξ2

∂r

∂ξ2

∂z

 = ξ1rξ
2
z − ξ2rξ

1
z =

³
rξ1zξ2 − rξ2zξ1

´−1
.

On peut montrer que :

∂ξ1

∂r
= J

∂z

∂ξ2
,

∂ξ1

∂z
= −J ∂r

∂ξ2
,

∂ξ2

∂r
= J

∂z

∂ξ1
,

∂ξ2

∂z
= J

∂r

∂ξ1
. (1.21)

Les composantes du tenseur métrique sont données par :

α =

µ
∂r

∂ξ2

¶2
+

µ
∂z

∂ξ2

¶2
= r2

ξ2
+ z2

ξ2

γ = r2
ξ1
+ z2

ξ1
β = rξ1rξ2 + zξ1zξ2 (1.22)

gij =

 α β

β γ


Les composantes covariantes de la vitesse sont données par :

V 1 =
∂ξ1

∂r
u1 +

∂ξ1

∂z
u2 = J

³
zξ2u1 − rξ2u2

´
= J U1

V 2 =
∂ξ2

∂r
u1 +

∂ξ2

∂z
u2 = J

³
rξ1u2 − zξ1u1

´
= J U2

Où :

U1 = zξ2u1 − rξ2u2 , U2 = rξ1u1 − zξ1u2

Nous utilisons la relation (1.11) pour obtenir :

1

r

∂ (rρu1φ)

∂r
+
1

r

∂ (rρu2φ)

∂z
= J

1

r

∂ (ρrφ1/JV1)

∂ξ1
+ J

1

r

∂ (ρrφ1/JV2)

∂ξ2
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On utilise les relations (1.21) et (1.22) pour obtenir la relation suivante :

1

r

∂

∂r

µ
Γφr

∂φ

∂r

¶
+
1

r

∂

∂z

µ
Γφr

∂φ

∂z

¶
=

1

r

∂

∂ξ1

µ
Γφr((ξ1r)

2 + (ξ1z)
2)

∂φ

∂ξ1
+ Γφr(ξ2zξ

1
z + ξ2rξ

1
r)

∂φ

∂ξ2

¶
+
1

r

∂

∂ξ1

µ
Γφr(ξ1zξ

2
z + ξ2rξ

1
r)

∂φ

∂ξ1
+ Γφr((ξ2r)

2 + (ξ2z)
2)

∂φ

∂ξ2

¶
=

J

r

∂

∂ξ1

µ
ΓφrJα

∂φ

∂ξ1
− Γφrβ ∂φ

∂ξ2

¶
+

J

r

∂

∂ξ2

µ
ΓφrJγ

∂φ

∂ξ2
− Γφrβ ∂φ

∂ξ1

¶
.

Nous divisons par J aprés la substitue dans l’équation (1.12), qui devient sous la forme :

1

J

∂ (ρφ)

∂t
+
1

r

∂
¡
ρrφU1

¢
∂ξ1

+
1

r

∂
¡
ρrφU2

¢
∂ξ2

= −Pφ +
1

r

∂

∂ξ1

µ
ΓφrJα

∂φ

∂ξ1
− ΓφrJβ ∂φ

∂ξ2

¶
+
1

r

∂

∂ξ2

µ
ΓφrJγ

∂φ

∂ξ2
− ΓφrJβ ∂φ

∂ξ1

¶
+ Sφ (1.23)

le tableau suivant donne l’expression de terme φ,Γφ, Pφet Sφ selon l’équation considérée :

L’équation de φ Γφ Pφ Sφ

continuité 1 0 0 0

mouvement suivant ξ1 u1 µ −
µ
rξ1

∂P

∂ξ1
− rξ2

∂P

∂ξ2

¶
−2 u1

J r2

mouvement suivant ξ2 u2 µ −
µ
rξ1

∂P

∂ξ1
− rξ2

∂P

∂ξ2

¶
− ρ

J

énergie T
k

Cp
0 0

Taleau 4 : Valeurs de φ,Γφ, Pφet Sφ pour l’équation
de la forme générale en coordonnées curvilignes.
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1.9 Conditions aux limites

Les conditions aux limites imposées aux frontières de la cavité ouverte sont des

conditions dynamiques représentées par les vitesses u1 et u2 et des conditions thermiques

représentées par la température T .

Ces conditions expriment les conditions aux limites de type Neumann et Dirichlet,

sont posées sur une géométrie cartésienne de directions r et z.

La géométrie et les conditions aux limites sont indiquées sur la figure 1.3 :
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Figure 1.3 : Domaine d’étude et conditions aux limites.
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Chapitre 2

METHODE DE VOLUMES FINIS

2.1 Introduction

L’équation générale représente un système d’équations différentielles non linéaires

définis sur un domaine rectangulaire borné de R2, avec des conditions aux limites de type

de Neumann et Dirichlet homogènes et non homogènes.

Pour trouver les valeurs des vitesses u1 et u2, de la température T et de la pression

p, pour un nombre fini de points dans le domaine d’étude, nous utilisons une discrétisation

par la méthode de volumes finis.

Comme toute méthode de discrétisation, on cherche à approcher la solution d’un

système d’équations aux dérivées partielles, pour cela, on se donne : un ensemble fini de

sous domaines K appelés cellules ou volumes de contrôle.

Dans ce chapitre, nous donnons la procédure d’utilisation de la méthode de volumes

finis, pour obtenir les équations discrètes, qui sont écrites sous forme matricielle, et résolues

par une méthode itérative.
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2.2 Position du problème mathématique

Le système d’équations obtenu précédemment est défini sur bΩ× (0, T ), le domaine
bΩ = [0, L1]× [0, L2] ⊂ R2. Où bΩ est le domaine de transformation de Ω par une application
ϕ ( c1-difféomorphisme), Ω s’appelle le domaine physique et bΩ s’appelle le domaine logique
ou de référence, (voir la figure 2.1)

r 

z 
1ξ  

2ξ  

2ξ  

1ξ  

 Domaine de transformation                Domaine physique 

2Γ

1Γ  

5Γ 4Γ

3Γ

Figure 2.1 : Transaformation du domaine.

Le problème est de trouver u = (u1, u2) , p et T définis sur bΩ×(0, T ) . Les frontières
de bΩ sont divisées en cinq parties, pour simplifier la distribution des conditions aux limites,
où ∂bΩ = 5∪

i=1
Γi .

Le problème peut être écrit sous la forme suivante :
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(P )



1

J
(ρφ)t +

1

r

∂

∂ξ1
¡
rρφU1

¢
+
1

r

∂

∂ξ2
¡
rρφU2

¢
= Pφ

+
1

r

∂

∂ξ1

µ
JrρΓφα

∂φ

∂ξ1
− JrρΓφβ

∂φ

∂ξ2

¶
1

r

∂

∂ξ2

µ
JrρΓφγ

∂φ

∂ξ2
− JrρΓφβ

∂φ

∂ξ1

¶
+ Sφ

u = (u1, u2) = (u 0, 0) T = T0 sur Γ1

u = (0, 0) T = Tc sur Γ2

∂u1
∂z

=
∂u2
∂z

=
∂T

∂z
= 0 sur Γ3

u1 = 0,
∂u2
∂r

= 0 et
∂T

∂r
= 0 sur Γ4

u1 = 0 et u2 = 0 T = Tsl sur Γ5

2.3 Discrétisation du domaine d’étude

Pour calculer la solution approchée du problème (P ), on a besoin de discrétiser

le domaine d’étude bΩ par un maillage rectangulaire, construit par des cellules n bKi

oN
i=1
.

N représente le nombre de nœuds du maillage. Les volumes bKi sont alors obtenus par la

transformation de cellules Ki par l’application ϕ (voir la figure 2.2 ).

Figure 2.2 : Transformation de la cellule K en bK.
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Définition 1 ( maillage rectangulaire admissible)

Soit τh une rectangulation du domaine bΩ à l’aide de quadrilatères convexes bKi de

diamétre ≤ h. Donc, cela signifie que : si bK1 et bK2 sont deux éléments quelconques mais

distincts de τh, on aurait :

bK1 ∩ bK2 =


soit ∅.

soit un sommet commun.

soit un coté commun.

Dans cette dernière éventualité, les volumes bK1et bK2 seront dits adjacents.

La figure 2.3 donne un exemple de situation interdite, puisque l’intersection de

bK1et bK2 n’est pas un coté de bK1. Si en l’occurrence de cette condition est satisfaite, le

maillage est dit admissible.

1

∧

K  

2

∧

K  

Figure 2.3 : Situation interdite.

2.4 Maillage rectangulaire utilisé

τ =
³ bKij

´
i=1,...,N1;j=1,...,N2

est un maillage admissible de bΩ = [0, L1] × [0, L2], si

les hypothèses suivantes sont satisfaites :

Hypothèses :

soit N1 ∈ N∗, N2 ∈ N∗, h1, ...., hN1 > 0, k1, ...., kN2 > 0 tel que
P

hi = L1,P
kj = L2
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et soit ho = 0, hN1+1 = 0, k0 = 0, kN2+1 = 0.

pour i = 1, ......, N1, soit ξ11
2

= 0, ξ1
i+ 1

2

= ξ1
i−1

2

+ hi ( alors ξ1
N1+

1
2

= L1)

pour j = 1, ......N2, soit ξ21
2

= 0, ξ2
j+1

2

= ξ2
j− 1

2

+ kj ( alors ξ2
N2+

1
2

= L2) et

bKij =
h
ξ1
i−1

2

, ξ1
i+ 1

2

i
×
h
ξ2
j−1

2

, ξ2
j+ 1

2

i
soit

¡
ξ1i
¢
i=0,...,N1+1

et
¡
ξ2j
¢
j=0,...,N2+1

tel que

ξ1
i− 1

2

< ξ1i < ξ1
i+1

2

pour i = 1, ....,N1, ξ10 = 0, ξ
1
N1+1 = 1

ξ2
j− 1

2

< ξ2j < ξ2
j+ 1

2

pour j = 1, ....,N2, ξ20 = 0, ξ
2
N2+1 = 1

et soit
¡
ξij
¢
=
¡
ξ1i , ξ

2
j

¢
pour i = 1, ...,N1; j = 1, ..., N2, ensemble de centres des

volumes de contrôle (Eymard, Thierry Galouëtand Raphaèle Herbin [6]).

Cette définition signifie que nous avons un maillage de volumes finis admissible.

2.5 Principe de la méthode

La méthode de volumes finis est souvent appelé méthode des éléments finis dis-

continue puisque l’équation originale est multipliée par la fonction caractéristique de telle

cellule bK, qui est définie par 1 bK (ξ) = 1 si ξ ∈ bK, 1 bK (ξ) = 0 si ξ /∈ bK, et l’inconnue discrète

peut être considérer comme une combinaison linéaire de fonctions de ce type.

Donc, la méthode de volumes finis est basée sur le principe de conservation de la

variable générale φ sur chaque volume élémentaire.

La solution approchée obtenue par cette méthode est une fonction constante par

morceaux.

L’équation générale du problème (P ) est intégrée sur chaque volume de contrôle,

pour obtenir l’équation discrète qui contient les valeurs de φ dans le domaine d’étude.
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Le principe de la méthode de volumes finis apparaît ici par application au prob-

lème de convection-diffusion non linéaire de la variable générale φ écrit en coordonnées

généralisées en deux dimensions.

L’équation générale est divisée en quatre parties, pour simplifier le calcul dans la

discrétisation :



1

J
(ρφ)t| {z }
(3)

+
1

r

∂

∂ξ1
¡
rρφU1

¢
+
1

r

∂

∂ξ2
¡
rρφU2

¢
| {z }

(1)

=

+
1

r

∂

∂ξ1

µ
JrρΓφα

∂φ

∂ξ1
− JrρΓφβ

∂φ

∂ξ2

¶
+
1

r

∂

∂ξ2

µ
JrρΓφγ

∂φ

∂ξ2
− JrρΓφβ

∂φ

∂ξ1

¶
| {z }

(2)

+Pφ + Sφ| {z }
(4)

(2.1)

Définition 2 (discrétisation temporelle de (0, T ))

Une discrétisation du temps de (0, T ) est donnée par une valeur naturelle N et une

suite de valeurs réels (tn)n∈[0,N+1] avec t
0 = 0 , le pas du temps est définis par δt = tn+1−tn,

pour n ∈ [0, N ] (Eymard, Thierry Galouët and Raphaèle Herbin [6]).

2.6 Schéma

Pour bKij un volume de contrôle d’un maillage admissible, on construit une solution

φ approchée constante par morçeaux sur bΩ× (0, T ) , donnée par :
(n+1)δtZ
nδt

Z
bKij

φd ξdt =

(n+1)δtZ
nδt

φijdt où φij est la valeur de φ sur bKij .

Pour calculer l’intégrale, il doit utilisé φ au temps nδt ou (n+ 1) δt, ou alterna-

tivement, une combinaison de φ en nδt et en (n+ 1) δt. On peut généraliser l’approche par
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un parametre de poid f , l’intégrale de φij sur [nδt, (n+ 1) δt] est donné par :

(n+1)δtZ
nδt

φijdt = f φ
(n+1)δt
ij + (1− f)φnδtij 0 ≤ f ≤ 1.

Suivant les valeurs de f nous avons les types de schémas suivants :

- Si f = 0 le schéma est dit explicite.

- Si f = 1 le schéma est dit implicite.

- Si f = 0.5 le schéma est dit de Crank-Nicolson.

2.7 Discrétisation des équations

2.7.1 Discription du schéma volumes finis

Si on cherche à discrétiser les équations sur deux dimensions avec la méthode de

volumes finis, on recouvre le domaine d’étude bΩ par des éléments rectangulaires avec le
maillage τ .

L’opérateur de Laplace ∆, peut être représenté comme :

∆p = ∇.∇p = ∂2p

(∂ξi)2
= (p,i),i .

∆p = p,ii.

Le théorème de Gauss-Ostrogradsky pour une fonction φ ∈ C2 et bKij ∈ τ , donne :

Z
bKij

∇φdξ =
Z

φ

∂ bKij

n bKij
dγ (ξ) =

X
σ∈ε bK

Z
∂ bKij

φ (ξ, t)n bKij ,σ
dγ (ξ) .

où :

dγ est la mesure de Lebesgue sur ∂ bKij .
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ε bKij
l’ensemble des sommets inclus dans ∂ bKij .

Pour σ ∈ ∂ bKij , n bKij ,σ
le vecteur normal sur σ dirigé vers l’extérieur de bKij .

De même on trouve que (Smirnov [12]) :

Z
bKij

∆φ dξ =

Z
∂ bKij

∇φ n bKij ,σ
dγ (ξ) =

X
σ∈ε bKij

Z
σ

∇φ.n bKij ,σ
dγ (ξ) .

2.7.2 Discrétisation spatiale

Une partie d’un réseau du maillage bidimensionnel est indiquée sur la figure 2.4,

une cellule bKij est représentée par son centre (i, j) , les points (i+ 1, j) et (i− 1, j) sont

les centres du cellules qui représentent (Est et Ouest) de volume bKij suivant la direction

ξ1, (i, j + 1) et (i, j − 1) sont les centres de cellules aux voisinages de bKij qui représentent

(Nord et Sud) suivant la direction ξ2.

)1,1( −+ ji

),1( ji +

)1,1( ++ ji)1,( +ji)1,1( +− ji

),( ji),1( ji −

)1,1( −− ji )1,( −ji

ew

s

n

Figure 2.4 : Volume de contrôle sur un domaine bidimensionnel.

Discrétisation du terme de convection

On fait l’intégration de terme (1), après la multiplication de l’équation (2.1) par

r, sur un volume de contrôle quelconque représenté par bKij .
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Par l’application du théorème de Gauss-Ostrogradsky, on obtient :

(n+1)δtZ
n δt

Z
bKij

Ã
∂
¡
rρφU1

¢
∂ξ1

+
∂
¡
rρφU2

¢
∂ξ2

!
dξ1dξ2dt

=

(n+1)δtZ
nδt

i, j+1/2Z
i, j−1/2

³£
rρφU1

¤i+1/2, j
i−1/2, j

´
dξ2dt+

n(t+δt)Z
nt

i+1/2, jZ
i−1/2, j

³£
rρφU2

¤i, j+1/2
i, j−1/2

´
dξ1dt

=
³£
rρφU1

¤
i+1/2, j

− £rρφU1¤
i−1/2, j

´
∆ξ2δt+³£

rρφU2
¤
i, j+1/2

− £rρφU2¤
i, j−1/2

´
∆ξ1δt

=

·
o
M i+1/2, jφi+1/2, j −

o
M i−1/2, jφi−1/2, j +

o
M i, j+1/2φi, j+1/2 −

o
M i, j−1/2φi, j−1/2

¸
δt

avec :

o
M i+1/2, j =

¡
rρU1

¢
i+1/2, j

∆ξ2 (2.2)

o
M i−1/2, j =

¡
rρU1

¢
i−1/2, j ∆ξ

2 (2.3)

o
M i, j+1/2 =

¡
rρU2

¢
i, j+1/2

∆ξ1 (2.4)

o
M i, j−1/2 =

¡
rρU2

¢
i, j−1/2 ∆ξ

1 (2.5)

Discrétisation du terme de diffusion

Le terme de diffusion est représenté par :

∂

∂ξ1

µ
rJΓφα

∂φ

∂ξ1
− rJΓφβ

∂φ

∂ξ2

¶
+

∂

∂ξ2

µ
rJΓφγ

∂φ

∂ξ2
− rJΓφβ

∂φ

∂ξ1

¶
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On va intégrer (2) sur un volume de contrôle. Commençons par la première partie :

(n+1)δtZ
nδt

Z
bKij

∂

∂ξ1

µ
rJΓφα

∂φ

∂ξ1
− rJΓφβ

∂φ

∂ξ2

¶
dξ1dξ2dt

=

(n+1)δtZ
nδt

i, j+1/2Z
i, j−1/2

Ã·
rJΓφα

∂φ

∂ξ1

¸i+1/2, j
i−1/2, j

−
·
rJΓφβ

∂φ

∂ξ2

¸i+1/2, j
i−1/2, j

!
dξ2dt

=

(³
rJΓφα

´
i+1/2, j

µ
∂φ

∂ξ1

¶
i+1/2, j

−
³
rJΓφα

´
i−1/2, j

µ
∂φ

∂ξ1

¶
i−1/2, j

−
³
rJΓφβ

´
i+1/2, j

µ
∂φ

∂ξ2

¶
i+1/2, j

+
³
rJΓφβ

´
i−1/2, j

µ
∂φ

∂ξ2

¶
i−1/2, j

)
∆ξ2δt

De même pour la deuxième partie :

(n+1)δtZ
nδt

Z
bK

∂

∂ξ2

µ
rJΓφγ

∂φ

∂ξ2
− rJΓφβ

∂φ

∂ξ1

¶
dξ1dξ2dt

=

(³
rJΓφγ

´
i+1/2, j

µ
∂φ

∂ξ2

¶
i+1/2, j

−
³
rJΓφγ

´
i−1/2, j

µ
∂φ

∂ξ2

¶
i−1/2, j

−
³
rJΓφβ

´
i+1/2, j

µ
∂φ

∂ξ1

¶
i+1/2, j

+
³
rJΓφβ

´
i−1/2, j

µ
∂φ

∂ξ1

¶
i−1/2, j

)
∆ξ1δt

Discrétisation temporelle

On fait l’intégration du terme
r

J

∂ (ρφ)

∂t
sur le volume de contrôle bKij :

(n+1)δtZ
nδt

i+1/2, jZ
i−1/2, j

i, j+1/2Z
i, j−1/2

r

J

∂ (ρφ)

∂t
dξ1dξ2dt

=

"µ
r

J

∂ (ρφ)

∂t

¶(n+1)δt
−
µ
r

J

∂ (ρφ)

∂t

¶nδt
#
∆ξ1∆ξ2

= M
(n+1)δt
i,j φ

(n+1)δt
i,j −M nδt

i,j φ
nδt
i,j

On remplace φ (n+1)δt
i,j ,M

(n+1)δt
i,j , φ nδt

i,j etM
nδt
i,j respectivement par φi,j , Mi,j , φ

0
i,j etM

0
i,j .

φ0i,j et M
0
i,j désignent les valeurs de φ et M à l’instant précédent.
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M 0
i,j =

µ
rρ0

J

¶
i,j

∆ξ1∆ξ2, Mi,j =
³rρ
J

´
i,j
∆ξ1∆ξ2

Terme source

Au même titre que le terme de convection, le terme source est calculé par différence

centré de second ordre :
(n+1)δtZ
nδt

Z
bKij

³
Sφ + Pφ

´
dξ1dξ2dt

Suivant la direction ξ1 :

(n+1)δtZ
nδt

Z
bKij

·µ
zξ2

∂p

∂ξ1
− zξ1

∂p

∂ξ2

¶
− 2µ u1

Jr

¸
dξ1dξ2dt

=

(n+1)δtZ
nδt

i,j+1/2Z
i,j−1/2

µh
zξ2p

i
i+1/2,j

−
h
zξ2p

i
i−1/2,j

¶
dξ2dt

−
(n+1)δtZ
nδt

i+1/2,jZ
i−1/2,j

µh
zξ1p

i
i,j+1/2

−
h
zξ1p

i
i,j−1/2

¶
dξ1dt− 2

³µ u1
Jr

´
i,j
∆ξ1∆ξ2δt

=

·
zξ2
¡
pi+1/2,j − pi−1/2,j

¢
∆ξ2 − zξ1

¡
pi,j+1/2 − pi,j−1/2

¢
∆ξ1 − 2

³µ u1
Jr

´
i,j
∆ξ1∆ξ2

¸
δt

=

"
zξ2
¡
pi+1/2,j − pi−1/2,j

¢
∆ξ1

− zξ1
¡
pi,j+1/2 − pi,j−1/2

¢
∆ξ2

− 2
³µu
Jr

´
i,j

#
∆ξ1∆ξ2δt

Suivant la direction ξ2 :

n(t+δt)Z
nδt

Z
bKij

·µ
rξ1

∂p

∂ξ1
− rξ2

∂p

∂ξ2

¶
+

gρ0β (T − T0)

J

¸
dξ1dξ2dt

=

"
rξ1
¡
pi+1/2,j − pi−1/2,j

¢
∆ξ2

− rξ2
¡
pi,j+1/2 − pi,j−1/2

¢
∆ξ1

+
gρ0β (T − T0)

Ji,j

#
∆ξ1∆ξ2δt
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On peut trouver :

pi+1/2,j − pi−1/2,j =
pi+1, j − pi−1, j

2

pi,j+1/2 − pi,j−1/2 =
pi, j+1 − pi, j−1

2

Pour estimer les valeurs de φ et ses dérivées sur les faces de volumes de contrôles, nous

utilisons les définitions suivantes [16] :

φi+1/2, j =

µ
1

2
+ αi+1/2, j

¶
φi, j +

µ
1

2
− αi+1/2, j

¶
φi+1, j (2.6)

φi−1/2, j =

µ
1

2
+ αi−1/2, j

¶
φi−1, j +

µ
1

2
− αi−1/2, j

¶
φi, j (2.7)

φi, j+1/2 =

µ
1

2
+ αi, j+1/2

¶
φi, j +

µ
1

2
− αi, j+1/2

¶
φi, j+1 (2.8)

φi, j−1/2 =

µ
1

2
+ αi, j−1/2

¶
φi, j−1 +

µ
1

2
− αi, j−1/2

¶
φi, j (2.9)

Les dérivées de φ qui sont résultées de terme de flux diffusif sont données par :

∂φ

∂ξ1

¯̄̄̄
i+1/2, j

= βi+1/2, j
φi+1, j − φi, j

∆ξ1
(2.10)

∂φ

∂ξ1

¯̄̄̄
i−1/2, j

= βi−1/2, j
φi, j − φi−1, j

∆ξ1
(2.11)

∂φ

∂ξ2

¯̄̄̄
i, j+1/2

= βi, j+1/2
φi, j+1 − φi, j

∆ξ2
(2.12)

∂φ

∂ξ2

¯̄̄̄
i, j−1/2

= βi, j−1/2
φi, j − φi, j−1

∆ξ2
(2.13)

Les autres dérivées de φ sont calculées par la différence finie comme suit [16] :
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∂φ

∂ξ2

¯̄̄̄
i+1/2, j

=
φi+1,j+1 + φi,j+1 − φi+1,j−1 − φi,j−1

4∆ξ2

∂φ

∂ξ2

¯̄̄̄
i−1/2, j

=
φi−1,j+1 + φi,j+1 − φi−1,j−1 − φi,j−1

4∆ξ2

∂φ

∂ξ1

¯̄̄̄
i, j+1/2

=
φi+1,j+1 − φi+1,j

4∆ξ1
− φi−1,j+1 − φi−1, j

4∆ξ1

∂φ

∂ξ1

¯̄̄̄
i, j−1/2

=
φi+1,j + φi+1, j−1 − φi−1, j − φi−1, j−1

4∆ξ1

Le paramètre αi varie entre -0.5 et 0.5 , et la valeur de βi varie entre 0 et 1.

Les termes de pression sont evalués par les différences finis, et donnés par :

L [P u1 ]i, j =

·
pi+1,j − pi−1,j

2∆ξ1

³
zξ2
´
i, j
− pi, j+1 − pi, j−1

2∆ξ2

³
zξ1
´
i, j

¸
(2.14)

L [P u2 ]i, j =

·
pi, j+1 − pi, j−1

2∆ξ2

³
rξ1
´
i, j
− pi+1, j − pi−1, j

2∆ξ1

³
rξ2
´
i, j

¸
(2.15)

et les termes de L
³bSφ

´
sont :

L
³bS u1

´
= −2

³µ u1
Jr

´
i, j

L
³bS u2

´
=

ρ0.g.β (Ti, j − T0)

Ji, j

Schéma implicite

Le schéma utilisé est un schéma implicite, Dans ce cas on prend les valeurs de

φ dans le terme (1), le terme (2) et le terme (4) à l’instant (n+ 1) δt, alors l’équation de

transformation générale s’écrit sous la forme suivante :

Ai, jφ
n+1
i, j = Ai+1, jφ

n+1
i+1, j +Ai−1, jφn+1i−1, j +Ai,j+1φ

n+1
i,j+1 +Ai,j−1φn+1i,j−1 +Ai+1,j+1φ

n+1
i+1,j+1

+Ai−1,j+1φn+1i−1,j+1 +Ai+1,j−1φn+1i+1,j−1 +Ai−1,j−1φn+1i−1,j−1 +Bi,j (2.16)
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Où les coefficients sont donnés par :

Ai, j =
X

ANB +
Mi, j

δt

Ai+1, j =

(
−

o
M i+1/2, j

µ
1

2
− αi+1/2, j

¶
+

¡
D1β

¢
i+1/2, j

∆ξ1
− (D4)i, j+1/2

4∆ξ1
+
(D4)i, j−1/2
4∆ξ1

)

Ai−1, j =

(
o
M i−1/2, j

µ
1

2
+ αi−1/2, j

¶
+

¡
D1β

¢
i−1/2, j
∆ξ1

− (D4)i, j−1/2
4∆ξ1

+
(D4)i, j+1/2

4∆ξ1

)

Ai, j+1 =

(
−

o
M i, j+1/2

µ
1

2
− αi, j+1/2

¶
+

¡
D3β

¢
i, j+1/2

∆ξ2
− (D2)i+1/2, j

4∆ξ2
+
(D2)i−1/2, j
4∆ξ2

)

Ai, j−1 =

(
o
M i, j−1/2

µ
1

2
+ αi, j−1/2

¶
+

¡
D3β

¢
i, j−1/2
∆ξ2

− (D2)i−1/2, j
4∆ξ2

+
(D2)i+1/2, j

4∆ξ2

)

Ai+1, j+1 = −
(
(D2)i+1/2, j

4∆ξ2
+
(D4)i, j+1/2

4∆ξ1

)

Ai+1, j−1 =

(
(D2)i+1/2, j

4∆ξ2
+
(D4)i, j−1/2
4∆ξ1

)

Ai−1, j+1 =

(
(D2)i−1/2, j
4∆ξ2

+
(D4)i, j+1/2

4∆ξ1

)

Ai−1, j−1 = −
(
(D2)i−1/2, j
4∆ξ2

+
(D4)i, j−1/2
4∆ξ1

)

Bi,j = −rL
³bSφ + bPφ

´
∆ξ1∆ξ2 +

M0
ijφ

0
ij

δt

Où :

D1 = r J αΓφ∆ξ2

D2 = r J βΓφ∆ξ2

D3 = r J αΓφ∆ξ1

D4 = r J βΓφ∆ξ1
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2.7.3 Fonctions d’interpolation

On observe que les équations (2.6) à (2.12) sont utilisées comme des fonctions

d’interpolation linéaire, et la variation de αi et βi resulte des différentes schémas :

- CDS (Centred Differencing Scheme).

- UDS (Upstream Differencing Scheme).

- WUDS (Weighted Upstream Differencing Scheme).

Schéma CDS (Centred Differencing Scheme)

Dans le schéma aux différences centrées on utilise une interpolation linéaire à la

frontière en considérant que pour un point situé sur la face de volume de contrôle, la valeur

de φ sur ce point est égale à la moyenne entre les valeurs de φ sur les deux points adjacents.

Dans ce schéma les paramètres αi et βi sont données par :

αi = 0

βi = 1

Schéma UDC (Upstream Differencing Scheme)

Les fonctions d’interpolations ont les propriétés suivantes :

φi−1/2, j = φi−1, j , φi+1/2, j = φi+1, j si U1 > 0 (2.17)

φi−1/2, j = φi, j , φi+1/2, j = φi+1, j si U1 < 0 (2.18)

φi, j−1/2 = φi, j−1 , φi, j+1/2 = φi, j si U2 > 0 (2.19)

φi, j−1/2 = φi, j , φi, j+1/2 = φi, j+1 si U1 < 0 (2.20)
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La comparaison entre les équations (2.17)-(2.18) et (2.6)-(2.9) donne :

αi = 0.5 si U1 > 0, αi = −0.5 si U1 < 0

αi = 0.5 si U2 > 0, αi = −0.5 si U2 < 0

et βi = 1

Schéma WUDC (Weighted Upstream Differencing Scheme)

Dans le schéma de WUDS, les coefficients αi et βi conservent l’équilibre entre la

diffusion et la convection, ces coefficients dépendent du nombre de Peclet, reliant le flux

convectif et diffusif.

les expressions de αi et βi sont données par les équations (2.21) et (2.22) qui

sont basées sur le schéma expenentiel, qui utilise la fonction d’interpolation obtenue de la

solution exacte du problème adimensionnel convection / diffusion, avec :

αi =
Pe2

10 + 2 Pe2
(2.21)

βi =
1 + 0.005 Pe2

1 + 0.05 Pe2
(2.22)

où i représente la face concernée pour l’interpolation [16].

2.8 Résolution du système linéaire

La résolution des équations discrètes dans le cas bidimensionnel peut être faite par

la méthode standard élimination de Gauss. Puisque dans ce cas particulier, la forme des

équations discrètes est simple.
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Dans d’autre cas, la résolution des équations discrètes utilise la méthode de bal-

ayage ligne par ligne ou colonne par colonne, appelée algorithme de Thomas ou TDMA

(TriDiagonal-Matrix Algorithm).

La désignation TDMA exprime que les coefficients de la matrice sont nuls sauf

dans trois diagonales de la matrice (Patankar [10]).

L’équation discréte obtenue, est donnée par :

Ai, jφi, j = Ai+1, jφi+1, j +Ai−1, jφi−1, j +Ai,j+1φi,j+1 +Ai,j−1φi,j−1 +Ai+1,j+1φi+1,j+1

+Ai−1,j+1φi−1,j+1 +Ai+1,j−1φi+1,j−1 +Ai−1,j−1φi−1,j−1 +Bi,j (2.23)

Cette équation représente un système creux, et peut être reécrite sous forme ma-

tricielle représentée par une matrice creuse à 9 diagonales de la forme :
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L’équation (2.23) est écrite sous une forme plus commode pour ces procédures,

données par :

amφm + bmφm+1 + cmφm−1 = dm (2.24)
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Pour m = 1, ...., N, cette équation exprime une relation entre la variable φm et les

variables adjacentes φm+1 et φm−1.

Pour apparaître les conditions aux limites on prend :

c1 = 0 et bN = 0

Le système tridiagonal est représenté par la forme matricielle suivante :



a1 b1

c2 a2 .b2

. . .

. . .

cN−1 aN−1 bN−1

cN aN





φ1

φ2

.

.

.

φN



=



d1

d2

.

.

.

dN


Cherchons une équation de récurrence entre φm et φm+1. Sous la forme suivante :

φm = Pmφm+1 +Qm (2.25)

qui permet de balayer les lignes dans un sens.

La détermination des coefficients Pm etQm, dépend de la détermination des valeurs

de Pm−1 et Qm−1, d’après l’équation (2.25), on a :

φm−1 = Pm−1φm +Qm−1 (2.26)

Substituant l’équation (2.26) dans l’équation (2.24), et comparerons le résultat avec l’équa-
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tion (2.25). Nous avons trouvé les expressions suivantes pour les coefficients Pm et Qm :

Pm =
−bm

am + cmPm−1
(2.27)

Qm =
dm − cmQm−1
dm + cmPm−1

(2.28)

Les équations (2.27) et (2.28) sont des relations qui permettent, après la connaissance de

P1 et Q1, de déterminer toutes les valeurs de Pm et Qm. Alors le problème (2.23), se résout

en commençant par la face ouest et en terminant par la face est, tel que :

am = Ai, j bm = −Ai+1,j cm = −Ai−1,j (2.29)

dm = Ai,j+1φi,j+1 +Ai,j−1φi,j−1 +Ai+1,j+1φi+1,j+1 +

Ai−1,j+1φi−1,j+1 +Ai+1,j−1φi+1,j−1 +Ai−1,j−1φi−1,j−1 +Bi j (2.30)

Quand le balayage est fait sur les colonnes, les coefficients sont donnés par :

am = Ai, j bm = −Ai,j+1 cm = −Ai,j−1 (2.31)

dm = Ai+1,jφi+1,j +Ai−1,jφi−1,j +Ai+1,j+1φi+1,j+1 +

Ai−1,j+1φi−1,j+1 +Ai+1,j−1φi+1,j−1 +Ai−1,j−1φi−1,j−1 +Bi j (2.32)

La détermination de P1 et Q1 dépend de la détermination du coefficient c1, qui est nul sur

les volumes fictifs de la face ouest du domaine du calcul, dans le cas de calcul ligne par ligne

où les volumes fictifs de la face sud, dans le cas de calcul colonne par colonne, d’aprés les

équations (2.27) et (2.28), nous avons :

P1 = − b1
a1
; Q1 =

d1
a1

(2.33)

Pour les éléments volumes définisant les frontières, est et nord, l’équation approximative ne

dépend pas de la variable à droite et la variable au-dessus, respectivement. Par conséquent,
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bm est donné par l’équation (2.29) et (2.31), qui sont nuls, L’équation (2.25) donne :

φN = QN (2.34)

Où N indique les volumes de frontière à l’est dans le cas calcul ligne par ligne, et les

volumes de frontière nord dans le cas de calcul colonne par colonne.

2.8.1 Critères d’arrêt dans TDMA

L’algorithme de la méthode TDMA, utilise deux critères d’arrêt. Le premier est

un critère de la convergence, dans lequel le reste du système linéaire à résoudre est comparé

avec une valeur prédéfinie de la tolérance. Si le reste est plus petit que la tolérance, le critère

de l’arrêt est atteint.

Le reste mentionné ci-dessus est donné par :

RES =
i=NX
i=1

h
Ai, jφi, j −

X¡
AnbiφNBI

¢−Bi

i
. (2.35)

Le deuxième critère d’arrêt est un nombre maxmum d’itérations , si le critère de

la convergence n’est pas atteint dans un certain nombre d’itérations, le deuxième critère

d’arrêt est atteint.

2.9 Discrétisation des conditions aux limites

La procédure pour l’application des conditions aux bords faite par l’utilisation des

volumes fictifs est que ces volumes ne représentent pas une partie du domaine physique,

mais peut être interpréter comme des volumes internes, pour faciliter la discrétisation de

l’équation générale de conservation (Bernardes, Weinrebe[2]).
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La figure 2.5, donne une simple présentation des conditions aux limites.

L'entrée  La sortie  

Paroi supérieure   

Paroi 
inférieure  

Paroi de 
symétrie 

i = 1 
j = 1 

j = nj 

i = ni 

Figure 2.5 : Types des conditions aux limites.

Condition d’entrée :

Á l’entrée du domaine physique, la variable générale φ est donnée par une valeur

fixe φfix. Donc tous les coefficients Aij sont nuls, et nous avons : φ1,j = φfix

Condition de sortie :

La condition de sortie du domaine de calcul est donnée par
∂u1
∂z

=
∂u2
∂z

=
∂T

∂z
, la

discrétisation de ces conditions donne : φni,j = φni−1,j .

Condition de paroi :

Dans notre problème, nous avons deux parois : la paroi supérieure et la paroi

inférieure.

Sur la paroi supérieure, on a : φi,nj = 0

Sur la paroi inférieure, on a : φi,1 = 0

Condition de symétrie :

La condition de symétrie est posée sur une partie de la paroi inférieure. la discréti-

sation de cette condition est donnée par : φi,1 = φi,2.
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Remarque 3

1- Dans notre cas, le maillage défini sur Ω (le domaine physique) est un maillage

quadrilatère, qui est appelé schéma à 9-points ( a 9-points scheme ou VF9 scheme). les deux

inconvénients de cette méthode sont :

- Le schéma à 9 points exige beaucoup plus d’opérations dans les calculs.

- La matrice résultante est non symétrique dans tous le cas .

La démonstration de la convergence de ce schéma est entravée par le manque de

consistance de l’opérateur adjoint discret. Ainsi, l’estimation de l’erreur est difficile, puisque

le flux numérique à l’interface K /L ne peut pas être écrit sous forme τK/L (uK − uL) avec

τK/L > 0. Notons que la condition présedente est imposée pour quelques géométries du

maillage (voir Eymard, Thierry Galouët and Raphaèle Herbin [6]).

2- La comparaison avec des autres techniques de discrétisation :

La méthode de volumes finis prend une différente forme de la méthode de dif-

férences finies ou la méthode des éléments finis, sur ces méthodes classiques (voir Ciarlet

P.G [3] et Ciarlet [4] ).

Le principe de la méthode de différences finies est de donner un nombre de points

de discrétisation définis par le maillage, pour écrire l’équation discrète à chaque nœud du

maillage. Dans chaque nœud du maillage les dérivées de l’inconnu sont remplacées par la

différence finie en utilisant les developements en série de Taylor. La méthode de différences

finies devient difficile pour les équations de coefficients discontinus. Avec la méthode des

volumes finis les coefficients discontinus ne représentent aucun problème.

Notons que, la méthode de volumes finis souvent appelée " schémas de différences
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finies" ou "schémas de différences centrées" . Dans la méthode de volumes finis, l’approche

de différences finies peut être utilisée pour l’approximation de flux sur les bords de volumes

des contrôles .

La méthode des éléments finis est basée sur la formulation variationnelle, qui est

écrite pour le problème discrèt et le problème continu. Cette méthode peut être plus précise

que la méthode des volumes finis, si l’ordre de polynômes est plus élevé. Mais elle exige

des fonctions adéquates qui sont spécifiques pour chaque problème industriel (voir Eymard,

Thierry Galouët and Raphaèle Herbin [6]).
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Chapitre 3

ALGORITHME DE

RESOLUTION ET RESULTATS

NUMERIQUES

3.1 Introduction

L’équation générale de discrétisation obtenue dans le dernier chapitre représente

un système de quatre équations, ces équations sont résolues par l’utilisation d’un algorithme

qui prent la forme d’une procédure itérative qui commence par la résolution ses équations

de mouvement sur deux maillages décalés et permet d’obtenir les composantes ded vitesses

u1 et u2 qui sont utilisées pour résoudre l’équation de pression-vitesse, puis la résolution

de l’équation de variable générale resté (T ) sur le maillage principal. Cet algorithme connu

par SIMPLE.
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Les résultats numériques obtenus pour une géométrie curviligne en utilisant le code

de calcul écrit en langage Fortran.

Enfin, les résultats numériques obtenus pour les profils de vitesse sont donnés sous

forme de graphes.

Concernant les schémas numériques et le nombre de Reynolds influencent sur les

résidus de champ de chaque composante de la vitesse.

Pour optimiser le maillage, nous avons exécuté notre programme en faisant varier

le nombre des nœuds du maillage.

3.2 Algorithme SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-

Linked Equation )

Si l’on veut éviter de résoudre des équations couplées, il faut avoir recours à un

processus itératif, ce qui permet d’appliquer à chacune des deux composantes de vitesse le

même algorithme de résolution.

Ce processus itératif suppose que l’on se donne un champ de pression estimé p∗ et

ainsi on peut en déduire un champ de vitesse correspondant, dans ces conditions le champ

de vitesse −→u ∗ = (u∗2, u∗1) peut ne pas satisfaire l’équation de conservation de la masse.

Il faut donc trouver un algorithme qui permet de modifier p∗ et par conséquent

−→u ∗ de manière à ce que l’équation de continuité soit satisfaite (Patankar [10]).

Ceci est l’objet du présent algorithme. Le calcul des champs de vitesse et de pres-

sion se fait à l’aide des équations de quantités des mouvement et de continuité discrétisées

sur un maillage dont le choix soit convenable pour la bonne marche de l’algorithme.
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3.2.1 Calcul de champ de vitesses

L’algorithme SIMPLE est basé sur l’utilisation d’un champ de pression estimé

pour pouvoir déterminer une première approche du champ de vitesse ; il est à noter qu’il

ne faut pas introduire les gradients de pression dans le terme B durant la discrétisation des

équations de quantité de mouvement (Patankar [10]).

Afin de rendre possible l’application de l’algorithme, il est nécessaire de ne pas

discrétiser les champs de vitesse et de pression sur la même grille. Ainsi, nous allons décrire

les deux réseaux de points de leur utilisation pour mieux discrétiser les différentes équations

aux dérivées partielles gouvernant le problème physique.

Le choix de grille favorise d’une part les propriétés de conservation en passant d’un

volume de contrôle à un autre, et facilite d’autre part la résolution numérique du système

d’équations et le traitement des conditions aux limites. Des deux grilles différentes sont

donc définies de la manière suivante :

- Une grille dite principale pour le calcul des variables T et p.

- Une grille dite décalée pour évaluer les champs de vitesse u1 et u2 dont les noeuds

sont localisés à mi-distance de ceux de la grille principale (figure 3.1).

Chaque composante de vecteur de vitesse u1 ou u2 est seulement décalée dans sa

propre direction (Patankar [10]).
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),( ji  

)1,1( +− ji  

),1( ji −  

)1,( −ji)1,1( −− ji  )1,1( −+ ji

)1,1( ++ ji

),1( ji +

)1,( +ji

),( ji  ),1( ji +),1( ji−

)1,( −ji  )1,1( −− ji )1,1( −+ ji

)1,1( ++ ji)1,( +ji  )1,1( +− ji

a) Volume de contrôle pour 
l'équation de mouvement  
suivant 1ξ  

p 
T 

1U
 

2U
 

b) Volume de contrôle pour  
l'équation de mouvement 
suivant 2ξ  

c) Volume de contrôle pour 
l’équation de continuité et de 
l’énergie  

Figure 3.1 : Types des maillages utilisés :
a) décalé Est
b) décalé Nord
c) principal

Dans le cas de deux maillages, les principes de conservation restent à verifier et les approx-

imations doivent être choisies de telle façon que les expressions algébriques puissent mieux

représenter la variable en question.

Supposons maintenant que nous connaissions un champ de pression p∗, défini aux

points différents de réseau. Dans l’algorithme SIMPLE, les équations de correction de
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pression sont obtenues à partir des équations de quantité de mouvement. On introduit à

l’équation (2.16) les termes de pression L (P u1)∆ξ1∆ξ2, et φ = u1 résultant de l’équation de

mouvement suivant la direction ξ1. de même pour la direction ξ2, on introduit à l’équation

(2.16) les termes de pression L (P u2)∆ξ1∆ξ2, et φ = u2 qui résultant à son tour de

l’équation de mouvement suivant la direction ξ2. On néglige les termes dont les volumes ne

sont pas sur les frontières du volume considéré bK, on obtient :
(Ai,j)u1

³
(u1)i,j

´
u1
= (Ai+1, j)u1

³
(u1)i+1, j

´
u1
+ (Ai−1, j)u1

³
(u1)i−1, j

´
u1

+(Ai, j+1)u1

³
(u1)i, j+1

´
u1
+ (Ai, j−1)u1

³
(u1)i, j−1

´
u1

−L [P u1 ]∆ξ1∆ξ2 +Bi j
u1 (3.1)

(Ai,j)u2

³
(u2)i,j

´
u2
= (Ai+1, j)u2

³
(u2)i+1, j

´
u2
+ (Ai−1, j)u2

³
(u2)i−1, j

´
u2

+(Ai, j+1)u2

³
(u2)i, j+1

´
u2
+ (Ai, j−1)u2

³
(u2)i, j−1

´
u2

−L [P u2 ]∆ξ1∆ξ2 +Bi j
u2 (3.2)

Où :

Bi j
u1 = −2

³µ u1
Jr

´
i, j
+

¡
M 0 u01

¢
i, j

δt
(3.3)

Bi j
u2 =

¡
M 0u02

¢
i, j

δt
+

gρ0β

Ji, j
(Ti, j − T0) (3.4)

Ces deux équations sont obtenues de la discrétisation des équations de mouvement sur les

grilles décalées qui sont montrées sur la figure 3.1. Les termes L [P u1 ]i ,j et L [P
u2 ]i ,j sont

définis dans (2.14), (2.15).

Les composantes de champ de vitesse intermédiaire calculées à partir d’un champ

de pression estimé p∗ seront notées u∗1 et u∗2, ces valeurs ne vérifient pas l’équation de
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continuité.

(Ai,j)u1

³
(u1)

∗
i,j

´
u1
= (Ai+1, j)u1

³
(u1)

∗
i+1, j

´
u1
+ (Ai−1, j)u1

³
(u1)

∗
i−1, j

´
u1

+(Ai, j+1)u1

³
(u1)

∗
i, j+1

´
u1
+ (Ai, j−1)u1

³
(u1)

∗
i, j−1

´
u1

−L [P u1 ]∗∆ξ1∆ξ2 +B u1
i j (3.5)

(Ai,j)u2

³
(u2)

∗
i,j

´
u2
= (Ai+1, j)u2

³
(u2)

∗
i+1, j

´
u2
+ (Ai−1, j)u2

³
(u2)

∗
i−1, j

´
u2

+(Ai, j+1)u2

³
(u2)

∗
i, j+1

´
u2
+ (Ai, j−1)u2

³
(u2)

∗
i, j−1

´
u2

−L [P u2 ]∗∆ξ1∆ξ2 +Bi j
u2 (3.6)

Equations de correction de vitesse et de pression

On définit la correction de pression p0 comme étant la différence entre la pression

correcte p et la pression estimée p∗ :

p = p∗ + p
0
. (3.7)

La soustraction des équations (3.5) et (3.6) des équations (3.1) et (3.2) respectivement

donne :

(Ai,j)u1

³
(u1)i,j − (u1)∗i,j

´
=

X
Anb ((u1)nb − (u1)∗nb)− L [P u1 ]0∆ξ1∆ξ2 (3.8)

(Ai,j)u2

³
(u2)i,j − (u2)∗i,j

´
=

X
Anb ((u2)nb − (u2)∗nb)− L [P u2 ]0∆ξ1∆ξ2 (3.9)

En négligeant les termes
P

Anb ((φ)nb − (φ)∗nb) dans les deux équations précé-

dentes, ce qui représente le principe de l’algorithme SIMPLE, on obtient les équations
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de correction de vitesses suivantes :

(u1)i,j = (u1)
∗
i,j −

L [P 0 u1 ]
(Ai,j)u1

∆ξ1∆ξ2

(u2)i,j = (u2)
∗
i,j −

L [P 0 u2 ]
(Ai,j)u2

∆ξ1∆ξ2

alors les équations de correction de vitesses deviennent :

(u1)i,j = (u1)
∗
i,j − d u1

i,j

·
p0i+1,j − p0i−1,j

2∆ξ1
zξ2 −

p0i,j+1 − p0i,j−1
2∆ξ2

zξ1

¸
∆ξ1∆ξ2 (3.10)

(u2)i,j = (u2)
∗
i,j − d u2

i,j

·
−p

0
i+1,j − p0i−1,j
2∆ξ1

rξ2 +
p0i,j+1 − p0i,j−1

2∆ξ2
rξ1

¸
∆ξ1∆ξ2 (3.11)

où :

dφi,j =

·
1

(Ai,j)φ

¸
i,j

Maintenant, on cherche à trouver une équation qui permet la détermination de p0,

pour pouvoir la remplacer dans les équations (3.10) et (3.11). Les vitesses originales u1 et

u2 vérifient l’équation de conservation de la masse. Au début de cette procédure, on écrit

les équations (3.10) et (3.11) sur les interfaces de volumes de contrôle [16] :

-Faces Est :

(u1)i+1/2 ,j = (u1)
∗
i+1/2 ,j − d u1

i+1/2 ,j

·
p0i+1, j − p0i, j

∆ξ1

³
zξ2
´
i+1/2 ,j

¸
∆ξ1∆ξ2 (3.12)

(u2)i+1/2 ,j = (u2)
∗
i+1/2 ,j − d u2

i+1/2 ,j

·
p0i+1, j − p0i, j

∆ξ1

³
rξ2
´
i+1/2 ,j

¸
∆ξ1∆ξ2 (3.13)

-Faces Ouest :

(u1)i−1/2 ,j = (u1)
∗
i−1/2 ,j − d u1

i−1/2 ,j

·
p0i, j − p0i−1, j

∆ξ1

³
zξ2
´
i−1/2 ,j

¸
∆ξ1∆ξ2 (3.14)

(u2)i−1/2 ,j = (u2)
∗
i−1/2 ,j − d u2

i−1/2 ,j

·
p0i, j − p0i−1, j

∆ξ1

³
rξ2
´
i−1/2 ,j

¸
∆ξ1∆ξ2 (3.15)
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-Faces Nord :

(u1)i , j+1/2 = (u1)
∗
i , j+1/2 − d u1

i , j+1/2

·
p0i ,j+1 − p0i, j

∆ξ2

³
zξ1
´
i , j+1/2

¸
∆ξ1∆ξ2 (3.16)

(u2)i , j+1/2 = (u2)
∗
i , j+1/2 − d u2

i , j+1/2

·
p0i ,j+1 − p0i, j

∆ξ2

³
rξ1
´
i , j+1/2

¸
∆ξ1∆ξ2 (3.17)

-Faces Sud :

(u1)i , j−1/2 = (u1)
∗
i , j−1/2 + d u1

i , j−1/2

·
p0i, j − p0i ,j−1

∆ξ2

³
zξ1
´
i , j−1/2

¸
∆ξ1∆ξ2 (3.18)

(u2)i , j−1/2 = (u2)
∗
i , j−1/2 + d u2

i , j−1/2

·
p0i, j − p0i ,j−1

∆ξ2

³
rξ1
´
i , j−1/2

¸
∆ξ1∆ξ2 (3.19)

Où :

d u1
i+1/2 , j

=
d u1

i+1,j + d u1
i,j

2
(3.20)

d u1
i−1/2 , j =

d u1
i−1,j + d u1

i,j

2
(3.21)

d u2
i , j+1/2 =

d u2
i,j+1 + d u2

i,j

2
(3.22)

d u2
i , j−1/2 =

d u2
i,j−1 + d u2

i,j

2
(3.23)

Pour obtenir l’équation de correction de la pression, la correction de vitesses contravariantes

reste à déterminer où les vitesse contravariantes sont données par :

U1 = zξ2u1 − rξ2u2 , U2 = rξ1u1 − zξ1u2 (3.24)



62

alors les équations (3.12) à (3.19) sont substituées dans les équations (3.24) et donnent :

U1i+1/2 , j =

½
u∗1 − d u1

i +1/2, j

·
p0i+1, j − p0i, j

∆ξ1

³
zξ2
´
i+1/2 , j

¸
∆ξ1∆ξ2

¾
zξ2 −½

u∗2 − d u1
i+1/2 , j

·
p0i+1, j − p0i, j

∆ξ1

³
rξ2
´
i+1/2 , j

¸
∆ξ1∆ξ2

¾
rξ2 (3.25)

U1i −1/2, j =

½
u∗1 − d u1

i −1/2, j

·
p0i, j − p0i−1, j

∆ξ1

³
zξ2
´
i −1/2, j

¸
∆ξ1∆ξ2

¾
zξ2 −½

u∗2 − d u1
i −1/2, j

·
p0i, j − p0i−1, j

∆ξ1

³
rξ2
´
i −1/2, j

¸
∆ξ1∆ξ2

¾
rξ2 (3.26)

U2i, j+1/2 =

½
u∗1 − d u2

i, j+1/2

·
p0i+1, j − p0i, j

∆ξ2

³
zξ1
´
i, j+1/2

¸
∆ξ1∆ξ2

¾
rξ1 −½

u∗2 − d u2
i, j+1/2

·
p0i+1, j − p0i, j

∆ξ2

³
rξ1
´
i, j+1/2

¸
∆ξ1∆ξ2

¾
zξ1 (3.27)

U2i, j−1/2 =

½
u∗1 + d u2

i, j−1/2

·
p0i, j − p0i−1, j

∆ξ2

³
zξ1
´
i, j−1/2

¸
∆ξ1∆ξ2

¾
rξ1 −½

u∗2 + d u2
i, j−1/2

·
p0i,j − p0i−1, j
∆ξ2

³
rξ1
´
i, j−1/2

¸
∆ξ1∆ξ2

¾
zξ1 (3.28)

aprés la simplification des équations (3.25) à (3.28), les équations de correction de vitesses

contravariantes seront comme suit :

U1i+1/2 , j = U1∗i+1/2 , j − αi+1/2 , j d
u1
i+1/2 , j

·
p0i+1, j − p0i, j

∆ξ1

¸
∆ξ1∆ξ2 (3.29)

U1i−1/2 , j = U1∗i−1/2 , j − αi−1/2 , j d
u1
i−1/2 , j

·
p0i, j − p0i−1, j

∆ξ1

¸
∆ξ1∆ξ2 (3.30)

U2i , j+1/2 = U2∗i , j+1/2 − γi , j+1/2 d
u2
i , j+1/2

·
p0i, j+1 − p0i, j

∆ξ2

¸
∆ξ1∆ξ2 (3.31)

U2i , j−1/2 = U2∗i , j−1/2 − γi , j−1/2 d
u2
i , j−1/2

·
p0i, j − p0i, j−1

∆ξ2

¸
∆ξ1∆ξ2 (3.32)

tels que α et γ sont les composantes du tenseur métrique données dans l’équation

(1.22).
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3.2.2 Equation de correction de pression

Il est nécessaire de revenir à l’équation de continuité, pour construire l’équation de

correction de pression en supposant que la densité ne dépend pas directement de la pression.

L’équation de continuité est donnée par :

r
∂ρ

∂t
+

∂
¡
rρU1

¢
∂ξ1

+
∂
¡
rρU2

¢
∂ξ2

= 0 (3.33)

On fait la discrétisation de cette équation sur le même volume de contrôle qui est employé

pour la discrétisation de l’équation de la variable générale φ .

Alors l’équation discrète devient :

ri,j

³
ρi,j − ρ0i,j

´
∆t

∆ξ1∆ξ2 +
h¡
rρU1

¢
i+1/2 , j

− ¡rρU1¢
i−1/2 , j

i
∆ξ2

+
h¡
rρU2

¢
i , j+1/2

− ¡rρU2¢
i , j−1/2

i
∆ξ1 = 0 (3.34)

En substituant les équations (3.29)-(3.32) dans la dernière équation, on obtient une équation

en p
0
qui prend la forme suivante :

Ai,j p
0
i,j +Ai+1,j p

0
i+1, j +Ai−1, j p0i−1, j +Ai, j+1p

0
i, j+1 +Ai, j−1p0i, j−1 = B 0

i,j (3.35)

tels que les coefficients Ai,j sont donnés par :

Ai+1,j = (rραd u1)i+1/2, j
¡
∆ξ2

¢2
(3.36)

Ai−1,j = (rραd u1)i−1/2, j
¡
∆ξ2

¢2
(3.37)

Ai, j+1 = (rργd u2)i, j+1/2
¡
∆ξ1

¢2
(3.38)

Ai, j−1 = (rργd u2)i, j−1/2
¡
∆ξ1

¢2
(3.39)

B 0
i, j =

¡
r
¡
ρ− ρ0

¢¢
i, j

.

∆t

¡
∆ξ1∆ξ2

¢
+
h¡
ρrU1∗

¢
i+1/2, j

− ¡ρrU2∗¢
i−1/2, j

i
∆ξ2

+
h¡
ρrU1∗

¢
i, j+1/2

− ¡ρrU2∗¢
i, j−1/2

i
∆ξ1 (3.40)
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Bi, j représente la source masse par le champ de vitesse
¡
U1∗, U2∗

¢
et que les correc-

tions successives de la pression doivent être anéanties. Si, au cours de la résolution numérique

du système d’équation, la valeur de ce terme devient assez faible comme l’équation générale

en φ, l’équation de correction de la pression sera résolue itérativement à l’aide de la méth-

ode de balayage. Mais pour cette équation, le coefficient Ai, j est identiquement égale à la

somme des coefficients voisins (Am) (m = (i+ 1, j), (i− 1, j), (i, j + 1) ou (i, j − 1)) .

Finalement, on obtient la correction de pression p0 d’aprés la résolution de (3.35).

Les vitesses contrariantes U1i+1/2, j , U
1
i−1/2, j , U

2
i, j+1/2 et U2i, j−1/2 sont corrigées par les

équations (3.29) à (3.32), les vitesses cartésiennes dans les centres des volumes de contrôle

peuvent être corrigées par deux méthodes [16] :

La premiére consiste à corriger (u1)i, j et (u2)i, j directement par les équations

(3.10) et (3.11).

La deuxième consiste à calculer les vitesses contravariantes dans les centres des

volumes de contrôle aprés la correction par les équations (3.29)-(3.32), comme suit [16] :

U 1
i, j =

U1i+1/2 , j + U1i−1/2 , j
2

U 2
i, j =

U2i , j−1/2 + U2i , j+1/2

2

U 1
i, j : la vitesse contravariante normale à ξ

1 constante sur le centre de volume de

contrôle.

U 2
i, j : la vitesse contravariante normale à ξ

2 constante sur le centre de volume de

contrôle.

Une fois les composantes contravariantes de la vitesse sont déterminées. nous pou-
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vons calculer les vitesses cartèsiennes comme suit :

(u1)i, j = J
³
U1i, j rξ1 + U2i, j rξ2

´
(3.41)

(u2)i, j = J
³
U2i, j zξ2 + U1i, j zξ1

´
(3.42)

Algorithme 4

1- Lire la définition du maillage, les conditions aux frontières et construire les grilles

pricipale et décalée pour l’équation de la correction de pression et les deux équations de

mouvement.

2- Donner un champ de pression estimé p∗.

3- Calculer les composantes intermédiaires de la vitesse u∗1 et u∗2 aux nœuds de leurs

grilles décalées par la résolution des équations de conservation de quantité de mouvement

(3.1) et(3.2).

4- Résoudre l’équation de correction de la pression (3.35), qui donne la correction

de pression p
0
nécessaire pour corriger le champ de vitesse (u1, u2) afin de satisfaire l’équation

de continuité.

5- Calculer le champ de pression p en additionnant p
0
à p∗.

6- Calculer les composantes de vitesse u1 et u2 à l’aide des équations de correction

de la vitesse (3.10) et (3.11) directement ou par (3.41) et (3.42), aprés la correction de

U1i+1/2, j , U
1
i−1/2, j , U

2
i, j+1/2 et U

2
i, j−1/2 par les équations (3.29)-(3.32).

7- Résoudre l’équation discrète pour la température ou pour une autre variable

φ si elle influence le champ de l’écoulement par l’intermédiaire des termes sources et des

propriétés physique du fluide.
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8- Poser p∗ = p et reprendre l’exécution à l’étape 2 en répétant toute la procédure

jusqu’a ce que la condition de convergence soit remplie [16] (voir la figure 3.2).



67

 
D EB U T

E tape 1 : R ésoudre L es équations de m ouvem ent  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 21*

2
*

,,2,

21*
1

*
,,1

*
,

22

22

11

11

ξξ

ξξ

∆∆++=

∆∆++=

∑
∑

uu
ijmujijiuji

uu
ijmujijiuji

PLBuAuA

PLBuAuA

      E tape 2 : R ésoudre l’équation de pression  
     

E tape 3 : C orrection de pression et  v itesses  
contrariantes  puis calcul des vitesses physiques  

( ) ( )
( ) ( )jijiji

jijiji

jijijiji

UzUzJu

UrUrJu
UetUUUdecalcul

ppp

,
2

,
1

,2

,
2

,
1

,1

2/1,
2

2/1,
2

,2/1
1

,2/1
1

*

12

21

,,
'

ξξ

ξξ

+=

+=

+=

−+−+

 

E tape 4 : R ésoudre l’équation d’énergie               

jijiji

jijijijijijijiji

jijijijijijijiji

BTA

TATATATA

TATATATA

++

+++

+++=

−−−−

−+−++−+−++++−−

++−−++

1,11,1

1,11,11,11,11,11,11,1,

1,1,,1,1,1,1,,

*
21 ,,, Tpuu

T 

C onvergence 

O ui
Stop  

N on 

*
2

*
1 , uu

p ' 

TTpp

uuuu

==

==
**

2
*

21
*

1

,

,

**
2

*
1

* ,, Tetuup In itialisation de variables : 

''', ijmmji BpApA += ∑ 

Figure 3.2 : Algorithme SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equation)



68

3.3 Technique de sous-relaxation

L’équation (3.35) représente la discrétisation de l’équation de continuité utilisée

pour calculer la correction de pression p0. Le terme B 0
i,j dans cette équation construit

les deux valeurs incorrectes de vitesse u∗1 et u∗2. La résolution de l’équation (3.35) donne

la correction de pression p0, qui est obtenue dans tous les points. Puisque le champ de

correction de pression est connu, le champ de pression peut être obtenu par la formule

(3.7). Les composantes de la vitesse u∗1 et u∗2 sont corrigées par (3.41) et (3.42). Le termeP
Anb

¡
φi, j − φ∗i, j

¢
tend vers zéro au moment de la convergence, puisque la correction

de pression et la correction de vitesse sont nulles (p = p∗, u1 = u∗1 et u2 = u∗2) (Verteeg &

Wmalalase [15]).

L’algorithme de correction de pression peut diverger. Pour éviter cette divergence,

on utilise la technique de sous-rlaxation avec un nouveau champ de pression p, obtenu par :

p = p∗ + αpp
0

où αp le facteur de sous-relaxation doit être choisi entre 0 et 1.

u∗1 et u∗2 sont obtenues de :

u1 = αu1u1 + (1− αu1)u
(k−1)
1 (3.43)

u2 = αu2u2 + (1− αu2)u
(k−1)
2 (3.44)

où αu1 et αu2 sont les facteurs de sous-relaxation des valeurs entre 0 et 1. u
(k−1)
1 et u(k−1)2 qui

représentent les valeurs des composantes de la vitesse obtenues dans l’itération précédente.
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De sorte qu’on peut écrire :

Ai,j

αu1
(u1)i,j =

X
(Ai,j)u1 (u

∗
1)i,j +Bu1+

·
(1− αu1)

Ai,j

αu1

¸
u
(k−1)
1 (3.45)

Ai,j

αu2
(u2)i,j =

X
(Ai,j)u2 (u

∗
2)i,j +Bu2+

·
(1− αu2)

Ai,j

αu2

¸
u
(k−1)
2 (3.46)

La correction de pression est aussi effectuée par la sous-relaxation de vitesse. Les

termes d φ
i,j seront modifiés et deviennent :

d u1
i , j =

Ai,j αu1
(Ai,j)u1

, d u1
i+1 , j =

Ai+1,j αu1
(Ai+1,j)u1

, d u2
i , j =

Ai,j αu2
(Ai,j)u2

et d u2
i , j+1 =

Ai,j+1 αu2
(Ai,j+1)u2

Remarque 5

1- Le mot semi-implicite dans le nom SIMPLE a été utilisé pour exprimer la

négligence de terme
P

Anb ((φ)nb − (φ)∗nb). Ce terme représente une influence indirecte ou

implicite de correction de la pression sur la vitesse ; les corrections de la pression sur les

bords peuvent influer sur les corrections de vitesses adjacentes, et déduisent une correction

de la vitesse sur les points considérés. On ne prend pas en considération cette influence

suivant un schéma implicite partiellement (Patankar [10]).

La négligence de tout terme peut être inacceptable, si la solution finale ne serait

pas une solution vraie des formes discrètes des équations de mouvement et l’équation de

continuité. Donc on déduit que la solution finale donnée par SIMPLE ne contient pas une

erreur résultant de la négligence du terme
P

Anb ((φ)nb − (φ)∗nb).

Dans la solution finale donnée par SIMPLE, on obtient un champ de pression

correspondant au champ de vitesse précédent (u∗1, u∗2) qui satisfait l’équation de continuité.

La construction de l’équation de p0 devient indépendante de la correction de la solution

finale.
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2- Le terme source B 0
i, j dans l’équation de correction de pression est un indicateur

de convergence. Les itérations continuent, si la valeur de B 0
i, j n’est pas suffisamment petite.

3- On pose p0 = 0 initialement sur tous les nœuds du maillage et aussi nulle

sur les frontières du domaine de calcul comme verification des conditions aux limites.

3.4 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons les résultats numériques obtenus dans le cas de

la géométrie curviligne de la cavité. La figure 3.3 représente le domaine d’étude schématisant

le problème étudié, et les conditions aux limites appliquées sont données comme suit :
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Figure 3.3 : Les conditions aux limites imposées sur les frontières du domaine de calcul.
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Pour évaluer les capacités du code de calcul, nous avons choisi de déterminer

l’écoulement dans une cavité définie par les quantités géométriques suivantes : la hauteur

de la cavité H = 2 m, le rayon maximal R = 1 m et le rayon R0 = 0.02 m, comme nous

pouvons la visualiser sur la figure 3.4.

 R0 = 0.02 m 

R0 = 0.02 m 

R = 1 m 
r = 0.11m 

H = 2 m 

Figure 3.4 : Dimensions de la cavité.

3.4.1 Types de maillages utilisés

Les résultats obtenus à partir du code de calcul sont donnés sous des formes adi-

mensionnelles. Nous nous intéressons à donner les différents résultats dans la zone de jonc-

tion pour l’intérêt qu’elle présente dans la déformation de l’écoulement. La figure 3.5 donne

une partie du maillage dans cette zone.Ce maillage se construit par les lignes de courant et
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les équipotentielles de l’écoulement étudié.

 

Figure 3.5 : Maillage global curviligne avec la zone de jonction.

Dans le cas de la géométrie cartésienne, nous sommes obligés de recouvrir tout

le domaine [0, L1]× [0, L2] par un maillage rectangulaire plus raffiné sur la zone de calcul,

comme indiqué sur la figure suivante :
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Figure 3.6 : Maillage global cartésien avec la zone de jonction.

Les figures 3.7 et 3.8 représentent les profils de vitesse dans la zone de jonction

curviligne, pour deux maillages avec des nombres différents de nœuds données respective-

ment par 22× 20 et 22× 40 dans la zone de jonction. L’écoulement est caractérisé par un

nombre de Reynolds égal à 100. Ces résultats sont donnés aprés 1000 itérations :
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Figure 3.7 : Profil de vitesse pour 22× 40 nœuds dans la zone de jonction.

V 4
0.7 4 07 66
0.6 7 36 13
0.6 0 64 6
0.5 3 93 07
0.4 7 21 54
0.4 0 5
0.3 3 78 47
0.2 7 06 94
0.2 0 35 41
0.1 3 63 88
0.0 6 92 35
0.0 0 20 81 8 7

- 0 .0 6 50 71 2
- 0 .1 3 22 24
- 0 .1 9 93 77

Figure 3.8 : Profil de vitesse pour 22× 20 nœuds dans la zone de jonction.
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Sur la figure 3.9, nous présentons le profil de vitesse en dehors de la zone de

jonction, et ceci pour donner une vue générale sur la distribution du champ de vitesses dans

la totalité du domaine de calcul.

Figure 3.9 : Champ de vitesse dans le domaine d’étude.

3.4.2 Comparaison entre notre code et le code Fluent pour les profils de

vitesse

Une comparaison entre les profils de vitesse obtenus par notre code et le code

Fluent est faite sur la même configuration géométrique et pour le même nombre de nœuds

avec deux valeurs du nombre de Reynolds ( Re = 10 et Re = 100). L’écoulement choisi sera

testé pour la géométrie curviligne au niveau de la jonction ( voir les figures 3.10, 3.11). Nous

remarquons une parfaite correspondance des champs de vitesse dans la cheminée, par contre

les profils de vitesse semblent trés différents au niveau de la partie amont du collecteur que

ce soit pour la vérification des conditions aux limites et pour les intensités des composantes
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de la vitesse.
 

V 4
0 . 1 4 3 5 5 7
0 . 1 2 6 7 5 6
0 . 1 0 9 9 5 4
0 . 0 9 3 1 5 2 8
0 . 0 7 6 3 5 1 2
0 . 0 5 9 5 4 9 7
0 . 0 4 2 7 4 8 1
0 . 0 2 5 9 4 6 6
0 . 0 0 9 1 4 5 0 6

- 0 . 0 0 7 6 5 6 4 7
- 0 . 0 2 4 4 5 8
- 0 . 0 4 1 2 5 9 5
- 0 . 0 5 8 0 6 1 1
- 0 . 0 7 4 8 6 2 6
- 0 . 0 9 1 6 6 4 2

a x ia l- v e lo c ity
0 . 1 5 3 5 7 5
0 . 1 4 3 2 9
0 . 1 3 3 0 0 4
0 . 1 2 2 7 1 9
0 . 1 1 2 4 3 3
0 . 1 0 2 1 4 7
0 . 0 9 1 8 6 1 8
0 . 0 8 1 5 7 6 2
0 . 0 7 1 2 9 0 6
0 . 0 6 1 0 0 5
0 . 0 5 0 7 1 9 4
0 . 0 4 0 4 3 3 8
0 . 0 3 0 1 4 8 2
0 . 0 1 9 8 6 2 6
0 . 0 0 9 5 7 6 9 6

N o s  r é s u l ta ts   R é s u l ta ts   d e  F lu e n t

Figure 3.10 : Comparaison des profils de vitesse avecRe = 10.

 
V 4

0 . 7 4 0 7 6 6
0 . 6 7 3 6 1 3
0 . 6 0 6 4 6
0 . 5 3 9 3 0 7
0 . 4 7 2 1 5 4
0 . 4 0 5
0 . 3 3 7 8 4 7
0 . 2 7 0 6 9 4
0 . 2 0 3 5 4 1
0 . 1 3 6 3 8 8
0 . 0 6 9 2 3 5
0 . 0 0 2 0 8 1 8 7

- 0 . 0 6 5 0 7 1 2
- 0 . 1 3 2 2 2 4
- 0 . 1 9 9 3 7 7

a x ia l - v e lo c ity
1 . 3 4 9 9 2
1 . 2 5 9 5 8
1 . 1 6 9 2 5
1 . 0 7 8 9 2
0 . 9 8 8 5 8 2
0 . 8 9 8 2 4 9
0 . 8 0 7 9 1 5
0 . 7 1 7 5 8 2
0 . 6 2 7 2 4 8
0 . 5 3 6 9 1 5
0 . 4 4 6 5 8 1
0 . 3 5 6 2 4 7
0 . 2 6 5 9 1 4
0 . 1 7 5 5 8
0 . 0 8 5 2 4 6 8

R é s u l t a t s   d e  F l u e n t N o s  r é s u l t a t s   

Figure 3.11 : Comparaison des profils de vitesse avec Re = 100.
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3.4.3 Optimisation du maillage

Nous avons essayé d’optimiser le maillage en variant le nombre de nœuds pour le

même cas d’écoulement tout en observant la qualité des résultats, et ceci en respectant les

conditions de convergence pour un nombre d’itérations de 1000.

Pour cela, nous avons testé le programme sur cinq valeurs de nombre de nœuds

et nous avons obtenu le graphe suivant qui donne la variation du résidu global en fonction

du nombre d’itérations et ceci pour cinq configurations de maillages différentes. Le résidu

global est défini comme étant la valeur maximale des résidus de chaque équation.

 

0 2 0 0 4 0 0 6 0 0 8 0 0 1 0 0 0

0 , 0

0 , 2

0 , 4

0 , 6

0 , 8

1 , 0

ré
s

id
u

 g
lo

b
a

l

N o m b r e  d ' i t é r a t i o n s

 1 2 0  ×  2 2  n o e u d s   
 1 5 0  ×  2 2  n o e u d s
 2 0 0  ×  2 2  n o e u d s
 2 5 0  ×  2 2  n o e u d s
 2 7 0  ×  2 2  n o e u d s

Figure 3.12 : Influence du nombre de nœuds du maillage sur la résidu global.

Nous allons choisir dans la suite de notre travail la maillage (200 × 22) nœuds,

parce qu’il présente une bonne qualité de résultats et un nombre de nœuds moyen.
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3.4.4 Influence de la géométrie de la cavité

Pour la comparaison entre les deux cavités, nous utilisons le même nombre de

nœuds pour les deux cavités pour un nombre de Reynolds 100, comme on peut la voir sur

la figure 3.13 :

  

Cavité curviligne Cavité cartésienne 

Figure 3.13 : Différence entre les profils de vitesse sur les deux types du maillage.

La zone de recirculation dans le cas cartésien est indiqué sur la figure précédente.

On remarque que le temps de calcul pour le cas du domaine cartésien est plus grand que

le cas curviligne. Puisque, dans le premier cas la matrice inversée à chaque itération est

de dimension 10000 × 10000, mais pour le domaine curviligne la matrice inversée est de

dimension 4400 × 4400, et ceci pour le même nombre de nœuds sur le domaine de calcul

(200× 22).
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3.4.5 Temps de calcul

Pour une machine de fréquence d’horloge 3.00 GHz, on obtient un temps global de

calcul de 113.062 CPU pour 1000 itérations, soit une vitesse l’éxécution de 0.1903× 10− 4

CPU par nœud par itération.

3.4.6 Influence du nombre de Reynolds sur le profil de vitesse

Pour les conditions aux limites imposées sur la frontière du domaine de calcul, les

résultats de profil de la vitesse sont variables selon la valeur de nombre de Reynolds. Avec

un nombre fixe de nœuds sur la zone de calcul, l’infuence de ce nombre sur le profil de

vitesse pour le cas du maillage curviligne, est indiqué sur la figure 3.14 :
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V 4
0.143557
0.126756
0.109954
0.0931528
0.0763512
0.0595497
0.0427481
0.0259466
0.00914506

- 0.00765647
- 0.024458
- 0.0412595
- 0.0580611
- 0.0748626
- 0.0916642

V 4
0.740766
0.673613
0.60646
0.539307
0.472154
0.405
0.337847
0.270694
0.203541
0.136388
0.069235
0.00208187

- 0.0650712
- 0.132224
- 0.199377

V 4
1 . 4 3 5 3
1 . 2 7 3 9 1
1 . 1 1 2 5 1
0 . 9 5 1 1 1 8
0 . 7 8 9 7 2 3
0 . 6 2 8 3 2 8
0 . 4 6 6 9 3 3
0 . 3 0 5 5 3 8
0 . 1 4 4 1 4 3

- 0 . 0 1 7 2 5 2
- 0 . 1 7 8 6 4 7
- 0 . 3 4 0 0 4 2
- 0 . 5 0 1 4 3 7
- 0 . 6 6 2 8 3 2
- 0 . 8 2 4 2 2 7

Figure 3.14 : Influence du nombre de Reynolds sur le profil de vitesse.

La vitesse à l’entrée du domaine de calcul est calculé à partir de la valeur du

nombre de Reynolds. Pour un nombre de Reynolds égale à 10 , 100 ou 1000 la vitesse à

l’entrée sera respectivement de 10−3 , 10−2 ou 10−1
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3.4.7 Influence du schéma numérique sur les résidus de la vitesse

Le schémas numérique décentré WUDS est plus convenable que le schéma centré

CDS pour ce type de problème [?] [1].

Dans le schéma WUDS, les coefficiens αi et βi sont données respectivement par :

αi =
Pe2

10 + 2 Pe2
, βi =

1 + 0.005 Pe2

1 + 0.05 Pe2

Pour le schéma centré CDS, les coefficiens αi et βi sont données respectivement

par :

αi = 0 , βi = 1

Nous représentons sur les figures 3.15, 3.16 les résidus des composantes de la vitesse

après la résolution des équations de mouvement en fonction du nombre d’itérations, pour un

maillage de 270× 22 nœuds et un écoulement caractérisé par un nombre de Reynolds égal

à 1000. Les résultats suivants représentent l’évolution des résidus des deux composantes de

la vitesse, montrent que le schéma décentré demande un nombre d’itérations moindre que

le schéma centré pour assurer la même qualité de résultats.
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Figure 3.15 : Influence du schéma numérique sur le résidu de la vitesse u1.

 

Figure 3.16 : Influence du schéma numérique sur le résidu de la vitesse u2.
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3.4.8 Influence du nombre de Reynolds sur la convergence

Avec le schéma décentré WUDS, nous suivons l’évolution de résidus de vitesses u1

et u2, aux cours d’itérations, on obtient une bonne qualité de résultats quand le nombre de

Reynolds est plus élevé. Les figures 3.17 et 3.18 présentent l’évolution des résidu en fonction

du nombre d’itérations et montre une bonne convergence pour les différents nombre de

Reynolds choisis.

Figure 3.17 : Influence du nombre de Reynolds sur les résidus de la vitesse u1.
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Nombre d'itération 

Figure 3.18 : Influence du nombre de Reynolds sur les résidus de la vitesse u2.

3.4.9 Estimation d’erreur

Pour le résidu global calculé par la relation (2.35), on donne ci-dessous les nombre

d’itérations correspond la convergence selon les nombre de nœuds du maillage avec Re =

1000, par l’utilisation de schéma décentré de WUDS.

Nombre de cellules 80× 20 120× 22 150× 22 200× 22 270× 22
Nombre d’itérations 2606 1767 1669 1518 1432
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons donné une des méthodes numériques utilisées pour la

résolution des équations de bilan dans la mécanique des fluides, cette méthode représentée

par la méthode de volumes finis, qui est la plus utilisée pour la résolution de problème de

l’écoulement des fluides.

Nous avons choisi ici le problème de l’écoulement d’un fluide compressible dans

une cavité ouverte chauffée, qui est modélisée mathématiquement par les équations de base

de la mécanique des fluides représentées par : l’équation de continuité, les équations de

mouvement et l’équation d’énergie.

La géométrie cylindrique de la cavité dans R3 et le type axisymètrie de l’écoulement

permettent de transformer les équations en coordonnées cylindriques ceci en appliquant la

condition d’axisymètrie
µ
∂ (...)

∂θ
= 0

¶
pour obtenir un problème défini dans le plan (orz).

Le domaine d’étude est choisi avec des frontières curvilignes pour améliorer l’adaptation

de l’écoulement dans la zone de jonction. Les résultats numériques sont donnés sur un

demi-plan puisque l’écoulement étudié est symétrique par rapport à l’axe −→oz.

La discrétisation de l’équation générale écrite en coordonnées curvilignes de deux

dimensions donne un système d’équations discrétisées plus compliqué que le système résul-

tant de la discrétisation des équations écrites en coordonnées cartésiennes ou cylindriques où

nous avons expliqué comment résoudre les équations discrétisées par l’algorithme SIMPLE

modifié pour le type de géométrie complexe.

Ce type de géométrie crée un type de schéma qui s’appelle le schéma à 9 points ou

VF9 et qui donne une forme plus compliquée du système linéaire difficile à étudier. Dans
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la discrétisation, on utilise deux types des approximations numériques représentés par : le

schémas centré de CDS et le schémas décentré de WUDS qui donne une convergence plus

rapide que le premier.

Les résultats numériques obtenus montrent que la géométrie curviligne donne des

bon résultats que la géométrie cartésienne, la différence entre les deux cavités représentée

par l’influence de la forme de zone de jonction dans les deux types de maillage sur le profil

de vitesse.

Pour optimiser le maillage nous avons exécuté notre programme pour différents

nombres de nœuds recouvrant la zone de jonction tout en gardant fixe le maillage dans

l’entrée et la sortie du domaine. Le maillage défini pour un nombre de noeuds 40× 22 dans

la zone de jonction représente le maillage optimal.

Pour compléter ce travail nous proposons d’introduire un modèle de turbulence

telque le modèle à deux équations k−ε pour pouvoir étudier les écoulements à forts nombres

de Reynolds. Nous proposons aussi d’incorporer dans le système d’équations proposé la

résolution de l’équation d’énergie pour pouvoir étudier l’influence des conditions aux limites

thermiques sur l’ensemble de l’écoulement.

En ce qui concerne le système d’échange d’énergie proposé dans l’application de

la cheminée solaire, nous suggérons d’introduire un système de production électrique en

introduisant une turbine munie d’un distributeur au niveau de la jonction curviligne en

amont de la cheminée.
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Résumé  

 
      Ce travail est centré autour de l'analyse numérique de schémas volumes finis pour un 
modèle d'écoulement d'un fluide compressible à travers  une cavité ouverte curviligne. 
      Les équations de bilan sont transformées en coordonnées cylindriques puis en 
coordonnées curvilignes à cause de la géométrie imposée de la cavité. 
      Les équations discrètes obtenues par la méthode de volumes finis sont résolues par 
l'utilisation de l'algorithme SIMPLE.  
      Deux méthodes de discrétisation sont utilisées : le schémas centré CDS et le schémas 
décentré WUDS. 
      Les résultats numériques obtenus par notre programme sont comparés avec ceux issus de 
l’utilisation du  logiciel Fluent. 
Mots Clés : cavité ouverte, équations de bilan, coordonnées curvilignes, méthode de 
volumes finis, SIMPLE. 
 
 

 ملخص
 

 قابل للضغط داخل تجويف  جريان سائل  المنتهية لدراسة الحجوم حول التحليل العددي لطريقة   رآزناعملفي هذا ال     
.ننحمفتوح م  
  لمجال  الموضوع  الشكل  حسب  المنحنية  الإحداثياتي ف ثم    الاسطوانية  الإحداثيات    في   آتبت  التوازن  معادلات
  .الدراسة

   ي ــــــــ خوارزم الـ باستعم  تحل الحجوم المنتهية   طريقة  عليها  باستعمال المتحصل المتقطعة  عادلات الم
         و غير الممرآز           التقريب الممرآز:   للتقريب طريقتينستعملنااي التقطيع ف

                                  فلونتالـــــــ عليها باستعممتحصلال  بالنتائج العددية  قورنتلعددية التي تحصلنا عليهاالنتائج ا
                                                                                                             

 الكلمات المفتاحية : تجويف مفتوح ، معادلات التوازن، الإحداثيات المنحنية، طريقة الحجوم المنتهية،
 

 
 
Abstract  

 
     This work is based on the numerical analysis of finite volume scheme for one model to 
dispose of compressible fluid in an open curvilinear cavity.  
     The transport equations are transformed in cylindrical coordinate then in curvilinear 
coordinates.                   
     The discretization equations obtained by the finite volume method are resolved by the 
SIMPLE algorithm. 
     There are two methods we have dealt with in the discretization : centered scheme CDS 
and the decentered scheme WUDS. 
     Our results are compared to those by Fluent software.  
Keywords : open cavity, the transport equations, curvilinear coordinates, finite volume 
method, SIMPLE.         
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