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0.1 Liste des symboles

(x1, 22, 23)

(Ul, uz, U3)

(r,0,2)

%
ik

: La viscosité dynamique.

: La viscosité de dilatation.

: Chaleur massique du fluide.

: Conduction thermique du fluide.

: Source de chaleur interne.

: Fonction de dissipation visqueuse.
: La densité.

: Systéme de coordonnées cartésien.
: Composantes physique de vitesse.
: Composantes contravariantes de vitesse.
: La température.

: La pression.

: Le taux de déformation.

: Le taux de déformation linéaire.

: Systéme de coordonnées cylindriques.

: Systéme de coordonnées curvilignes.
: Nombre de Reynolds.
: Nombre de Péclet.

: Nombre de Grashof.

: Nombre de Prandtl .

: Symbole de Christoffel.



CDS
WUDS

UDC

Oty
Qlyy

* *
Uy, Ug

Ul*,U 2%

p* T*

Uy, Uy

: Tenseur de Levy-chivita.

: Domaine physique.

: Domaine de transformation.

: Volume de controéle cadrilataire.

: Volume de contréle rectangulaire.
: Le temps.

: (Centred Differencing Scheme).

: (Weighted Upstream Differencing Scheme).
: (Upstream Differencing Scheme).
: Coeflicient de relaxation pour p.

: Coefficient de relaxation pour ;.
: Coefficient de relaxation pour us.
: Vitesses initiales.

: Vitesses contravariantes initiales.
: Pression et température initiales.
: Corrections de pression.

: Corrections des composantes de la vitesse.
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0.3 Introduction générale

Dans la plupart des sciences physiques, la mécanique des fluides & été fortement
marqué ces trente derniéres années par le développement considérable des méthodes de réso-
lution numérique. Aujourd’hui, elle a pris le nom de la Mécanique des Fluides Numérique.
Dans ce cadre, nous étudions la dynamique des fluides dans une cavité ouverte chauffée
qui est un sujet trés intéressant et qui a attiré beaucoup d’attention avec ses applications

pratiques (Huberson [7], Michele [8], Souhail [13] et Sylvain [14]).

Comme application, on prendra une cavité ouverte dans R?® représentée par la
cheminée solaire qui est un nouveau développement technique utilisé pour produire de
I’énergie électrique & partir de 1’énergie solaire. L’air admis dans la cavité est chauffé
par le rayonnement solaire pour obtenir un écoulement donnant naissance & une énergie
cinétique. Celle-ci est transformée en énergie mécanique, et ensuite en énergie électrique
(Aurelio dos Bernardes [1], Bernardes & Weinrebe [2] et Huang & Wang [5]). En procédant
a une amélioration du rendement global de cette technique, il nous est apparu essentiel de
considérer une géométrie curviligne pour donner & I’écoulement une allure plus naturelle.

Dans ce travail, nous nous intéressons a I’étude d’un écoulement compressible dans
une cavité ouverte, qui est modélisée mathématiquement par des équations de base de la
mécanique des fluides, représenté par I’équation de continuité, les équations de mouvement
et I’équation d’énergie.

Ici nous cherchons a trouver les composantes de vitesse, la pression et la tempéra-
ture de ’écoulement sur un nombre fini de points du domaine d’étude, sous des conditions

aux limites imposées sur les bords. Pour cette raison, le domaine est discrétisé et remplacé



par un maillage structuré et composé d’un nombre fini de mailles élémentaires. La méthode
de volumes finis & été utilisée dans la discrétisation, ou on obtient les équations approxima-
tives qui prennent des propriétés constantes sur chaque élément de maillage, qui est appelé
volume de controle. Une formulation implicite est utilisée pour la discrétisation des termes
temporels.

Différents schémas numériques tels que : schéma centré CDS, schéma décentré aval
UDS et schéma décentré aval avec fonction de poids WUDS, sont utilisés dans 1’approxi-
mation numérique. Pour les conditions aux limites, nous utilisons les volumes fictifs sur les
frontiéres du domaine d’étude.

Dans la discrétisation, on utilise deux types de maillages : maillage décalé pour
évaluer le champ de vitesse, et maillage principal centré pour évaluer la pression et la
température. L’algorithme SIPMLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equation)
est utilisé pour la résolution des équations discrétes (Patankar [10]).

Le systéme linéaire représenté par une matrice de 9 diagonales est résolue par
Palgorithme TDMA (TriDiagonal-Matrix Algorithm) qui consiste a effectuer un balayage
du domaine de calcul ligne par ligne ou colonne par colonne.

Le travail présenté dans ce mémoire se compose de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous nous intéressons a la modélisation d’un écoulement
compressible dans une cavité ouverte curviligne chauffée, qui est représenté par des relations
mathématiques entre les vitesses d’écoulement (u1, ug, usz) la pression p et la température 7.
Ces relations sont données par les équations de Navier-Stokes; ces derniéres sont déduites

des principes de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de I’énergie.
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Apres la transformation en coordonnées cylindriques, on applique la condition

oL..)
00

d’axisymétrique ( = 0) pour préciser notre étude sur un plan dans R2. Les équations
résultantes sont transformées ensuite en coordonnées curvilignes & cause de la géométrie
imposée de la cavité pour ainsi pouvoir poser de maniére exacte les conditions aux limites.
Les équations ainsi obtenues sont écrites sous forme adimensionnelle pour pouvoir étre
résolues pour différentes conditions.

Le deuxiéme chapitre est consacré a ’analyse numérique d’un écoulement com-
pressible dans une cavité ouverte curviligne, les équations gouvernants ce type d’écoulement
sont écrites en forme générale de variable ¢. Le probléme mathématique est de trouver
u = (u1,us), p et T définis sur un domaine borné de R?, qui vérifient le systéme d’équations
écrit en coordonnées généralisées avec des conditions aux limites posées sur les frontiéres du
domaine d’é¢tude (Bernardes [1]). La méthode de volumes finis choisi dans notre travail est
largement décrite par Patankar [10], qui consiste a discrétiser le domaine de I’écoulement
en une multitude de volumes élémentaires (volumes de controles, cellules), et I’ équation

générale est intégrée sur chaque volume de controle pour obtenir des équations qui sont

appelées les équations discrétisées.

Cette méthode est basée sur le principe de conservation de variable ¢ sur chaque
volume de controle. La résolution des équations discrétisées générales est faite par I'algo-
rithme SIMPLE qui présente une procédure itérative de résolution des équations discrétisées
d’une maniére itérative jusqu’a convergence.

Dans ce type de probléme, le maillage défini sur le domaine d’étude est un maillage

curviligne. Le schéma correspond a ce type du maillage est appelé schéma a 9 points ( a
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9-points scheme) ou schéma de VF9, dans ce schéma le systéme linéaire résultant est plus
compliqué que le schéma utilisé un maillage cartésien.

Le troisiéme chapitre contient la description de I’algorithme SIMPLE qui est utilisé
pour la résolution numérique du systéme des équations discrétisées générales. Cet algorithme
commence par la résolution des équations de mouvement pour obtenir les deux composantes
de la vitesse u; et ug, qui sont utilisées pour résoudre 1’équation de correction pression-
vitesse, puis la résolution de I’équation de 1’énergie.

Ce chapitre contient aussi les résultats numériques obtenus pour une géométrie
curviligne, en utilisant le code de calcul écrit en langage Fortran. Pour étudier 'infuence de
cette géomeétrie, les résultats obtenus pour le profil de vitesse sont comparés aux autres ré-
sultats pour une géométrie cartésienne. Ainsi ces résultats sont validés par une comparaison

numérique avec des résultats obtenus par 'utilisation du code commercial Fluent.
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Chapitre 1

MODELISATION D’UN

ECOULEMENT CURVILIGNE

1.1 Introduction

L’écoulement des fluides dans une cavité ouverte chauffée est caractérisé par un
systéme d’équations différentielles qui expriment la modélisation mathématique de ce prob-
léme physique.

Dans ce paragraphe, nous donnons les équations fondamentales de la mécanique
des fluides représentées par les équations de Navier-Stokes.

Ces équations sont données dans un repére cartésien a trois dimensions. A cause

(...

0 O) , ’étude de I’écoulement de

de l'existence de la condition d’axisymétrique (
nature axisymeétrique est réduite dans un plan R2, aprés la transformation des équations en

coordonnées cylindriques.
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Les équations résultantes sont transformées en coordonnées curvilignes pour pou-
voir poser de maniére exacte les conditions aux limites et obtenir des résultats de meilleure

qualité.

1.2 Deéfinition du probléme

La géométrie de la cavité est représentée dans la figure 1.1. Il s’agit de deux
cavités ouvertes cylindriques, superposées 'une sur ’autre, représentés par la cheminée
et le collecteur pour la cheminée solaire, ce qui nous conduit a choisir les coordonnées

cylindriques (7,0, z) qui sont les plus convenables pour ce type de cavités.

La sortie <=,

Figure 1.1 : Domaine d’étude dans R3.

L’étude de la dynamique des fluides est basée sur trois principes fondamentaux
qui sont : le principe de conservation de la masse, le principe de conservation de la quantité

de mouvement et le principe de conservation de I’énergie.
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Ceux-ci permettent d’établir des relations entre des variables qui dans le cas général
sont la masse volumique p, la température du fluide 7', les trois composantes de la vitesse
(u1,ug,us3) et la pression p.

Ces variables sont toutes fonctions des coordonnées de I'espace et du temps.

1.3 Equation de continuité

L’équation de continuité doit traduire le principe de conservation de la masse. Elle

s’écrit dans un repére cartésien sous la forme (Verteeg & Wmalalase [15]) :

% + div (,01_/)) =0 (1.1)

N
avec V = (uq,ug,us) : vecteur vitesse.

1.4 Les équations de mouvement

Nous allons considérer le mouvement d’un fluide compressible et visqueux. Les trois

équations de mouvement sont écrites sous la forme suivante (Verteeg & Wmalalase [15]) :

d(pui) n Ipuiuj) — Op | Oy ou
ot Dx; ox; " Ox; 0w

i=1,2,3 (1.2)

Les 7;; sont appelées les fonctions de taux de déformation locale.
. ‘
p grad U sont des forces volumiques, ou U = (0,0, —g)
Dans le cas o ’écoulement est tridimensionnel, le taux de déformation est composé
de taux déformation linéaire et taux de déformation volumique.

Le taux de déformation linéaire est & 9 composantes dans le cas tridimensionnel
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et sont notées par :

1 8uz 8uj .
=1 j=1,2,3
€ 2<83:j+8:c¢> "

La déformation volumique est donnée par :

8ui

-
7, =divV

Les 9 composantes des forces de viscosité sont :

Ou;
Ti = e+ Adiv V i=1,2,3
8$i
Ou; Oy o L,
Tij = M(az‘i‘azj) 27]217273et7’7é]
7 A

ou :
u : La viscosité dynamique.
A : La viscosité de dilatation.

En substituant ces équations dans I’équation (1.2), nous obtenons :

at gz, 0w, "oz, " 0s

813]' + 81‘1'

1.5 Equation d’énergie

L’équation d’énergie traduit le principe de conservation de 1’énergie et est écrite

sous la forme suivante (Verteeg & Wmalalase [15]) :

9 (pT) n O(puT) | O(puaT) | O(pusT) _ .. < k

drl o 14
ot oz Jy 0z Cpgra > tat (14)

ou :
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Cp Chaleur massique du fluide

k : Conduction thermique du fluide.
q : Source de chaleur interne

P :  Fonction de dissipation visqueuse

1.6 Hypothéses de calcul

Les hypothéses considérées dans ces formulations sont basées sur
(Aurelio dos Bernardes [1]) :

L’approximation de Boussinesq (p = pg [1 — 8(T —T1p)]) -

Fluide Newtonien (comportement linéaire de la viscosité dynamique)
L’absence de la chaleur (¢ = 0).

La non efficacité de la radiation solaire.

La non dissipation visqueuse (® =0) .

Les équations (1.3) et (1.4) deviennent :

Olpui)  Opuiny) i=1,2,3  (1.5)

Op . — oUu
= o + div (,u grad u,) —ry

ot 8:Cj T;
a(pT)  O(puT) . [ k—
oL + oz, = dwv o gradT (1.6)

Les équations (1.1), (1.5) et (1.6) se résument sous la forme :

d(pg) a(ﬂ¢uj)_ b . 6 T é
o + oz, =P —i—dw(F grad¢>+S

Le tableau suivant donne les expressions des termes ¢, I'?, P? et S? selon I’équation consid-

érée :
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Equation de 10) re | p? S¢
continuité 1 0 0 0
. dp
mouvement suivant 1 | u; | p ——— | 0
0x1
. dp
mouvement suivant xa | us | p — |0
0xo
. Ip
mouvement suivant x3 | uz | p —— | —pg
. Oxs
énérgie T — |0 0
cp

Tableau 1 : Valeurs de ¢,I'?, P? et S? pour I’équation
de la forme générale en coordonnées cartésiennes.

Pour étudier 1’écoulement autour d’un axe de symétrie oz, il suffit d’étudier 1’écoulement
dans un plan variant par rotation par rapport a ’axe 0z. Pour cela, il faut transformer les
équations de base en coordonnées cylindriques, appliquer la condition de symétrie (% = O) ,
Les équations obtenues sont dans le plan d’étude (o r z).

La géométrie de domaine de calcul devient une géométrie symétrique comme in-
diquée sur la figure 1.2. Elle sera amélioré en une autre géométrie curviligne de point de vue
de I'écoulement pour éviter les pertes de charge dues aux écoulements secondaires. Pour

cela les équations écrites en coordonnées cylindriques sont transformées en coordonnées

curvilignes.

a) Domaine cartésien b) Domaine curviligne

Figure 1.2 : Types de domaine d’étude.
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1.7 Systéme de coordonnées

1.7.1 Matrice de passage

Désignons par (CI,CQ,C?’) notre systéme de coordonnées curvilignes de la base
covariante (W1, w2, U3), et par (51,52,53) un autre systéme de coordonnées curvilignes
de la base covariante (€1, €2, €3), la transformation de systéme (C’) au systéme (52) est
caractérisée par la matrice de passage de la base (1, W2, w3) ala base (€1, €2, €3) dont

les composantes sont (Settou [11]) :

m_ 9"
o, = g
o€

Les composantes covariantes (g;;) ¢ du tenseur métrique dans le systéme (§’) s’obtiennent a
partir des composantes covariantes (gmn)C du tenseur métrique dans le systéme (CZ) par la

formule :
(gij)g = a;na;z (gmn)c
cette équation traduit l'invariance de la norme d’un vecteur quelconque par rapport au
choix du systéme de coordonnées (Settou [11]).
- .
Sachant que la longueur d’un élément de vecteur dp , s’écrit :

ol = as?= (9% gom) (2% yon
dp| = as <8gmdg ><8§nd§>

g™ O™

= d§m d§n (gmn)g

_ dg‘mdgn



Les composantes du tenseur métrique (gnm,) ¢ sont données par :

(gnm)g =10

19

Notons que le systéme cylindrique ¢ est un systéme orthogonal, alors toutes les (gnm) ¢ ou

n # m sont nulles, ainsi les composantes (913‘)5 s’écrivent, compte tenue de la symétrie de

a(...)

révolution ( 5 &2 = 0) sous la forme :

gin O
(gij)g = 0 go2
gs1 O
avec
2 2
g11 = <r£1) + <Z§1)
913 = Tg1.Tg3 + Ze1.2¢3
gog =T 2
g31 = g31
2 2
[ o3 = (r0) + ()

g13

0

933

Les composantes covariantes du tenseur métrique (g”) ¢ 5@ déduisent des composantes co-

variantes (gi;), par la relation :

Gimg™ =
(0]

si Q=]

st

L7 ]

On peut écrire cette relation sous une forme matricielle :

|9pq|

_ cof (gi5)
g
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1.7.2 Opérateurs usuels dans un repére curviligne

Avant d’écrire les équations dans un systéme de coordonnées curvilignes, il faut

donner les expressions de tous les opérateurs utilisés en coordonnées curvilignes (Settou

11)).

Dérivée covariante ou gradient d’une fonction scalaire

Considérons une fonction scalaire ¢ (M), la variation de ¢ due a la variation de M
— ,
<6M = 551?1-) peut s’écrire :

& (M + M) — ¢ (M) = S—?id £ =MVo

N
Ou le vecteur V¢ définis par ses composantes est appelé le gradient de ¢ :

96 _;
— €

Vo= e

=Vpe’ (1.7)
L’opérateur V; appliqué a un scalaire représente la dérivation partielle par rapport a &° :
0 ¢

.
Divergence de V

N
Aux termes de calcul tensoriel, la variation de V' est obtenue par la contraction

- — L.
du tenseur V.V, on peut écrire :

k
V.V =V, vk = a@% + TRV (1.8)

Or on peut montrer que 'opérateur de contraction de I'indice haut avec I'un des indices bas

appliquée au symbole de Christoffel donne :

ik \/§ aé.k
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L’équation (1.8) devient :

o o i 0 0 (y/gV*
vv- ! \@V’f:i(\[—g) (1.9)

o /g o¢k N
_
Rotationnel de V
— —

En désignant par €2 le rotationnel de V' :

— - =

Q=VxV

— .. —
En calcul tensoriel, le vecteur rotationnel €2 est appelé vecteur adjoint V' obtenu par le

- —
produit contracté du tenseur de Levy-chivita n avec le tenseur V.V :

T-4(F7)
11 vient :
1\ Wk 1 \“*rov, Vi
QF = (= ViV, = V,Vi] = [ — J_rly, - —=-1Ly
<\/§) Vi = ViVl <\/§) [68 I g
ijk : g
_ <i> PV?_W%] (1.10)
VI o5t og?

Il faut noter que g“Fj — ¢7'T% ) n’est pas nul en générale (Settou [11]).
ilm Im

Produit scalaire

Le produit scalaire de deux vecteurs peut s’écrire de facon différente a 1’aide de
leurs composantes contravariantes :
UV = Ue.vig =UVI
= U'e.V;el =U";
= Ue iVj?j = Uingij

= U'gVie;=UVig;
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Rappelons que

—>i—>_5i — = i _
€ .€e;= 5 €i.€5 =405, € .€° =g

Transformation de terme div (pqﬂ_/))

On applique la relation (1.9) sur pdﬂ_/) , on obtient :

1.9 (\/gpoV")

N (1.11)

div (pqﬁ?) =
—_—
Transformation de terme div (F¢ grad gb)

On a :

div (F¢gmdqﬁ) = grad <F¢> grad (¢) + T?A¢
Pour calculer AX_/, on utilise la relation vectorielle suivante :
AV = -V x (Vx?) +V(V.‘_/>)
D’apreés la relation de rotV et de (V.Y_/), en déduit que :
— 0 (1 0(/gV L [o (1 [ov, oV
AV = 9'oa _(Lz) G {_ﬂ'{_< T j)gkk}
st \ Vg o€ VI 10§ LVg \oag" 0§
1 % —
_ik {_ <3V]; — aVk) gjj}:|} €; (1.12)
og" Lvg \og®  oa¢'

Convenons que si i représente 1,2 ou 3, alors j représente 2,3 ou 1 et k représente

3,1 ou 2.
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1.7.3 Coordonnées cylindriques et forme adimensionnelle des équations

Les composantes du tenseur métrique, résultants de la transformation de coordon-

nées cartésiens (x1,z2,x3) en coordonnées cylindriques (r, 0, z), sont données par :

1 0 0 1 0 0

(Gmn)e=10 2 0| =06")e=10 & 0
3 § o)

0 0 1 0 0 1

avec J =71 et g =12 (J:\/ﬁ).

Composantes de vitesse dans ’espace physique

/ . — — —
On suppose que (u,, ug, u;) sont les coordonnées de la vitesse dans la base u,, ug, uz,

alors
W o= g = V@ LVIE = VIV = VIVig = Vgt = (V1)
2 — = 2— ;=2 2 21,2 22 2\2 2 (V2)2
(ug)” = uglgugug=V>erVa€” =VVo=VV3g =Vlag™ = (V?) r* = 2
alors u, = V=V, ug = V3r = %, et de méme u, = V3 = V3
Et on peut trouver aussi e, = ?1, Cp=—¢€qect €,= €3
—
Calcul de div (F¢g7’ad¢>
On a
SN - ¢ . ) . OT¢®
grad <F¢> grade = <8 ¢ l) (8—¢.? 7> = g”6 . % (1.13)
¢ o¢’ o¢' o¢’

Nous substituons ¢g* d’apres I’expression de la matrice de tenseur métrique dans I’équation

précédente, on obtient :

ar? 9y 10I°d¢ OT? 9

d (1¢ d o= 1.14
gra ( )gm o= ar Tro0 08 0z 0: (1.14)
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Pour calculer le terme div <I‘¢ graqu) , on utilise les relations (1.12) et (1.22), alors :

- suivant la direction €', nous avons :

JEEEEEEN _ _ —

div (,u grad ul) = grad pgradu; +pu AV
_ 1o, 0umy 1O 1omN 0 [ du pun 2 pOup
~ ror \*or o0 \'r a9 9. \M' oz r2 r2 90

- suivant la direction € g, nous avons :

— _ — —
div (,u grad u2) = grad pgrad ug+pu AV
_ 1o, Qu) 10 [ 10us) O Oup)) puz 2pous
~ror\"ar ) " rae \Mre0 ) T oz o2 2 1 00
- suivant la direction € ., nous avons :

. b _— — —
div <F grad U3> = grad p grad us+pu AV
_ Lo (0w 10 [ 10us) 0 [ Ous
- rar \Mar o0 \'r 00 9. \""az

Alors I’équation générale de la tranformation en coordonnées cylindriques est :

9 (po) O(rpur¢) 10 (puag) 0 (puse)
ot +7“ o Ty a0 | o

() ) ()
= P?4 - a( 5 )t ag (195 )+ o (1952 ) +57 . (11)

Le tableau suivant donne les expressions de termes ¢, I'?, P? et S¢ selons ’équation consid-

érée :
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Equation de ¢ | I?| P? SP

continuité 1 {0 |0 0
19} 2 210

mouvement suivant r | u; | p _f)—p —# — _'L;%

T T I
t suivant 0 10p 2uue 2 0ug

mouvement suivan u | p | ——= | — ez

r 00 r2 r2 00
. dp
mouvement suivant z | us | p 5, —pg
énérgie T é 0 0

Tableau 2 : Valeurs de ¢, I'?, P%et S®pour 1’équation
de la forme générale en coordonnées cylindriques.

L’équation (1.15) avec la condition d’axisymétrie <% = O> devient :
d(pp)  10(rpurg)  O(pusg) ¢, 10 609 9 » 09 ®
ot i or * oz Pr r or T or + 0z T 0z +57 (L16)

Le tableau suivant donne I’expression de terme ¢,I'?, P? et S? selon I’équation considérée :

Equation ¢ | T? | P? SP
continuité 1 0 |0 0
] dp 21
mouvement suivant r | uy | p - | =
gr r2
mouvement suivant z | ug | u _(’?_p —pg
k

énérgie T |1 —10 0

cp

Tableau 3 : Valeurs de ¢, I'?, P?et S pour
l’équation de la forme générale dans le plan (orz).

Dans la suite en remplacant ug par us.
Le terme source S ¢ dans 1’équation de mouvement suivant la direction z résulte
de la variation de densité, obtenu de I’approximation de Boussinesq. Cette approximation

considére un écoulement incompressible dans tout le systéme, excepté pour le terme de force
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de flottabilité dans le flux vertical. Pour déterminer I’expression mathématique de la force

de flottabilité, nous utilisons I’expression donnant la densité :

p=rpoll —pB(T—To)

ol py la densité de fluide dans la température Tp.

Avec p = p/ — pg , alors ’équation de mouvement suivant la direction z devient :

0z

d(puz) 10 (rpurug) 0 (pugug) ~ 9p' 10 Oug 0 Oug B
a v o o 9z ror 15y ) Torol (T =To)

v o)

Forme adimensionnelle des équations

Les études expérimentales d’un flux sont souvent portées en modeéles, et les résul-
tats sont présentés sous une forme adimensionnelle. La méme approche peut étre considérée
dans I’étude numérique. Un autre avantage majeur des formulations adimensionnelles est
qu’elles permetant de diminuer les nombres sans dimensions. L’équation gouvernante peut
étre transformée a la forme adimensionnelle par 1'utilisation de normalisations adéquates.
Par exemple : la vitesse peut étre normalisée par une vitesse de référence vy, les coordon-
nées peuvent étre normalisées par une longueur de référence Lg, le temps par un temps
de référence to = Lo/vop, la pression par p v% et la température par une température de
référence Th — Ty (Padet [9]) .

Les variables adimensionnelles :

t T — 1T
L DLy S AL o 0 p+— p2
Lo Lo to v v Ty —Tj PV
p o
pt = = pt==
Po Ko

L’équation de continuité s’écrit sous une forme adimensionnelle comme suit (Padet
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[9]) :
Op 10(prw)  O(puz) _
o Tt =0, (1.17)
Equation de mouvement suivant 7 :
O(pm) 100 purw)  Dlpusw)
ot r or 0z
Op 1 [10 ouq 0 ouq 2 1 ug
e e R e R (1.18)
Equation de mouvement suivant la direction z :
O ) , 10(r s vam)  D(p s )
ot 7“ 0z
B 8p 1 [10 Ousy 0 Oug Gr.
N R r or (M 87’>+8z <,u 0z )] +Re2T (1.19)
Equation d’énergie :
d(pT)  10(rpuiT) O(pu) 1 [10 ( OT o (0T
ot 7 o ez Pelror\Uar) 02 \25 (1.20)
ou
Lopovo
- Re = M— : nombre de Reynolds.
0
-Pr= MO—/pO -, nombre de Prandtl .
k/pocy a

- Re.Pr = Pe : nombre de Péclet.
LY p§ g B AT

-Gr =
I

: nombre de Grashof.

1.8 Transformation en coordonnées curvilignes

On pose &! et €2 les coordonnées curvilignes représentées par les lignes de courant

et les équipotentielles de ’écoulement.



Le jacobien de transformation est donné par :

¢t a¢t
- A —1
_ _ ¢le2 2¢1 _
J — % % — 57‘52 _57,52 - (7”512&2 - T§22§1> .
or 0z
On peut montrer que :
o _ ;0. 08 _jor 08 0 o _ jor
or a2 7 9z T2 T o Toagt T 9z T oagl

Les composantes du tenseur métrique sont données par :

ar\? 9z\* 9
o = 8_52 + 8_52 :T§2+Z§2

Y= 7“2-1 + 2521 B = 7“51?”52 + 2512‘52

a
9ij =

B v

Les composantes covariantes de la vitesse sont données par :

1 1

vl = %Ul + %UQ =J (z§2u1 — T§2UQ> =JU!
o€? &2

V? = 8_57“”1 + a—iuQ =J (7"&11@ — z£1u1> =J U?

Ul = ZeaUy — T2l U? = TelUl — Zg1Up

Nous utilisons la relation (1.11) pour obtenir :

10 (rpui9) +15(7’PU2¢) Jla(f’Wl/JVl)

10(pro1/JVa)
T or T 0z

r 851 r 852

28

(1.21)

(1.22)



On utilise les relations (1.21) et (1.22) pour obtenir la relation suivante :

war (7r5) + 1 (1)
= %6% <F¢r<<5i>2 +(£2) >6§i + D0 (E26 + €¢) a§>
o er (o€l + e 25 + 1o (€ + €) 55 )
= g (reregg v )+ S (g

e

9¢
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)

Nous divisons par J aprés la substitue dans ’équation (1.12), qui devient sous la forme :

10 (pp) 10 (preUt) 10 (proU?)

J ot r of o 9e
s, 10 & 0o & 8¢>
= P g <r rlage —TrIis
190 (1o,7,99 1o 3¢) ¢
+ r 082 <F rJy 852 —T%r JB@& +5

(1.23)

le tableau suivant donne I’expression de terme ¢, I'?, P?et S? selon I’équation considérée :

L’équation de o | T? | P? SP
continuité 1 0 0 0
mouvement suivant £ | uy | p | — <7~ éla_P — 28_P> e
get & ¢ J r?
mouvement suivant £2 | ug | pu | — <7« gla_P — 28_P> _P
) 861 3 852 J
énergie T Up 0 0

Taleau 4 : Valeurs de ¢,I'?, P?et S¢ pour I’équation
de la forme générale en coordonnées curvilignes.
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1.9 Conditions aux limites

Les conditions aux limites imposées aux frontiéres de la cavité ouverte sont des
conditions dynamiques représentées par les vitesses u; et ue et des conditions thermiques
représentées par la température 7.

Ces conditions expriment les conditions aux limites de type Neumann et Dirichlet,
sont posées sur une géomeétrie cartésienne de directions r et z.

La géométrie et les conditions aux limites sont indiquées sur la figure 1.3 :

Sortie
Ou, ou, orT 0
0z 0z 0z
1
i
z
L. -
U= s Ou
T 1 2 _
u,=0 | or
7 =0 I oT
Nord I or
|
u, =0 !
0 I L'axe de
Uy I symétrie
U, = u, r =T. / :
Entrée u, =0 i
=T
! u, = 0
“, = 0 Sud
T = T

Figure 1.3 : Domaine d’étude et conditions aux limites.
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Chapitre 2

METHODE DE VOLUMES FINIS

2.1 Introduction

L’équation générale représente un systéme d’équations différentielles non linéaires
définis sur un domaine rectangulaire borné de R?, avec des conditions aux limites de type
de Neumann et Dirichlet homogénes et non homogénes.

Pour trouver les valeurs des vitesses u; et us, de la température T' et de la pression
p, pour un nombre fini de points dans le domaine d’étude, nous utilisons une discrétisation
par la méthode de volumes finis.

Comme toute méthode de discrétisation, on cherche & approcher la solution d’un
systéme d’équations aux dérivées partielles, pour cela, on se donne : un ensemble fini de
sous domaines K appelés cellules ou volumes de controle.

Dans ce chapitre, nous donnons la procédure d’utilisation de la méthode de volumes
finis, pour obtenir les équations discrétes, qui sont écrites sous forme matricielle, et résolues

par une méthode itérative.
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2.2 Position du probléme mathématique

Le systéme d’équations obtenu précédemment est défini sur Q x (0,T), le domaine
Q = [0, L1] x [0, Ly] € R2. Ou Q est le domaine de transformation de Q par une application
¢ ( c!-diffeomorphisme), Q s’appelle le domaine physique et 0 s’appelle le domaine logique

ou de référence, (voir la figure 2.1)

§2

I

o
NAN

T, r

v

4

Domaine de transformation Domaine physique

Figure 2.1 : Transaformation du domaine.

Le probléme est de trouver u = (u1,ug), pet T définis sur Qx (0,T) . Les frontiéres
de Q sont divisées en cinq parties, pour simplifier la distribution des conditions aux limites,
N 5
ound)= UIy.
i=1

Le probléme peut étre écrit sous la forme suivante :
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1 10 10
= (p9), + e (rogU") + == (rppU?) = P?

7"852
10 0¢p foler
-z Py _ oy Tl
+7“8§1 (JT,OF a8§1 Jrpl’ 58§2>
10 0¢ foler
-2 b 2 Yt ¢
Y (erF 7852 Jrpl’ ﬁ@é) +5
(P) u:(ul,u2):(u 0,0) T:TO sur Fl
u=(0,0) T="1T. sur Iy
Ou _ Quy _ 0T _ sur T
0z 0z 0z 3
. 8UQ N orT N
ul—O,W—Oet 87“70 sur I'y

up =0 et uo=0 T =Ty sur I's

2.3 Discrétisation du domaine d’étude

Pour calculer la solution approchée du probléme (P), on a besoin de discrétiser
~ ~\N

le domaine d’étude €2 par un maillage rectangulaire, construit par des cellules {Kz} .
1=

N représente le nombre de nceuds du maillage. Les volumes IA(Z sont alors obtenus par la

transformation de cellules K; par 'application ¢ (voir la figure 2.2 ).

Figure 2.2 : Transformation de la cellule K en K.



34

Définition 1 ( maillage rectangulaire admissible)

Soit 75, une rectangulation du domaine Q a l'aide de quadrilatéres convexes IAQ de
diamétre < h. Donc, cela signifie que : si 1?1 et IA(Q sont deux éléments quelconques mais
distincts de 7p, on aurait :
soit @.

Ki1N Ky =14 soit un sommet commun.

soit un coté commun.
Dans cette derniére éventualité, les volumes K 1et IA(Q seront dits adjacents.
La figure 2.3 donne un exemple de situation interdite, puisque l'intersection de

I?let IA(Q n’est pas un coté de IA(l. Si en 'occurrence de cette condition est satisfaite, le

maillage est dit admissible.

Figure 2.3 : Situation interdite.

2.4 Maillage rectangulaire utilisé

T = (I?U> est un maillage admissible de Q) = [0, L1] x [0, Lo}, si
i=1,0.0, N13j=1,...,No
les hypotheéses suivantes sont satisfaites :
Hypotheéses :
soit Ny € N*,Ny € N*, hy,...hn, > 0, k1,.....;kn, > 0 tel que th = Lq,

> kj= Lo
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et soit h, = 0, hN1+1 =0, kg =0, k‘N2+1 =0.
pour i =1,...... , N1, soit 51% =0, §3+% = 5117% + h; (alors £}V1+% =1L)

pour 7 = 1,...... No, soit 521 =0, &2 1 = &2
2 Jt3

1
i=3

+k;  ( alors 6?\@-}-% = L9) et
Ry =[ghyp ei] <[54

soit (g%)izo,...,N1+1 et (gg)jzo,.,.,Nngl tel que

&

_1
2

<€l < §;+% pour i =1,...., N1, = 0,&x, 41 = 1
2 2 2 ‘ 2 2
fj_% <& < §j+% pour j =1,....,No, {5 = 0,88,41 = 1
et soit (§ij) = (§},§?) pour ¢ =1,...,Ny; j=1,..., No, ensemble de centres des
volumes de controle (Eymard, Thierry Galouétand Raphacle Herbin [6]).

Cette définition signifie que nous avons un maillage de volumes finis admissible.

2.5 Principe de la méthode

La méthode de volumes finis est souvent appelé méthode des éléments finis dis-
continue puisque I’équation originale est multipliée par la fonction caractéristique de telle
cellule IA(, qui est définie par 15 (§) =1si§ € I?, 1(6) =0si¢ ¢ [?, et 'inconnue discrete
peut étre considérer comme une combinaison linéaire de fonctions de ce type.

Donc, la méthode de volumes finis est basée sur le principe de conservation de la
variable générale ¢ sur chaque volume élémentaire.

La solution approchée obtenue par cette méthode est une fonction constante par
morceaux.

L’équation générale du probléme (P ) est intégrée sur chaque volume de controle,

pour obtenir I’équation discréte qui contient les valeurs de ¢ dans le domaine d’étude.
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Le principe de la méthode de volumes finis apparait ici par application au prob-
léme de convection-diffusion non linéaire de la variable générale ¢ écrit en coordonnées

généralisées en deux dimensions
L’équation générale est divisée en quatre parties, pour simplifier le calcul dans la

discrétisation :
1 10 10
7 (p9), + r ot (rpoU") + e (rpgU?) =
~—
®) (M)
1 9¢ ¢ 9¢
—— (Jrprfa=—= —J —— ( Jrpy==% — Jrpl'?f—
T o < rprt e = I 5852)+ 9 < g e 6851 (2.1)
@
+P? 4 5°
L (4)
Définition 2 (discrétisation temporelle de (0,7 ))
Une discrétisation du temps de (0,7 ) est donnée par une valeur naturelle N et une
suite de valeurs réels (¢") €[0,N+1] AVec t® = 0, le pas du temps est définis par 6t = t"+1 —¢",

pour n € [0, N] (Eymard, Thierry Galouét and Raphaele Herbin [6])

2.6 Schéma

Pour K;; un volume de controle d’un maillage admissible, on construit une solution

¢ approchée constante par morgeaux sur € x (0,7"), donnée par

(n+1)§ (n+1)5t
/ ¢;;dt - ou ¢;; est la valeur de ¢ sur Kj;

/ / od Edt = /

ndt Kij
Pour calculer l'intégrale, il doit utilisé ¢ au temps ndt ou (n + 1) ¢, ou alterna-

tivement, une combinaison de ¢ en ndt et en (n + 1) 0t. On peut généraliser ’approche par
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un parametre de poid f , I'intégrale de ¢;; sur [ndt, (n + 1) ¢] est donné par :

(n+1)dt
byt = f o + (1= f) ot 0< f<1.

not

Suivant les valeurs de f nous avons les types de schémas suivants :
- Si f =0 le schéma est dit explicite.
- Si f =1 le schéma est dit implicite.

- Si f = 0.5 le schéma est dit de Crank-Nicolson.

2.7 Discrétisation des équations

2.7.1 Discription du schéma volumes finis

Si on cherche & discrétiser les équations sur deux dimensions avec la méthode de
volumes finis, on recouvre le domaine d’étude €2 par des éléments rectangulaires avec le
maillage 7.

L’opérateur de Laplace A, peut étre représenté comme :

82
Ap=V.Vp = (68’2;2 =), -
Ap = Pii-

Le théoréme de Gauss-Ostrogradsky pour une fonction ¢ € Cs et IA(ij € 7, donne :
[voic= [ong av© =% [oomg v .
Kij ok TSROk,

ou :

dy est la mesure de Lebesgue sur 8[?,~j.
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€. l'ensemble des sommets inclus dans 9Kj;.
ij
Pour o € 0K;j, ng _ le vecteur normal sur o dirigé vers 'extérieur de Kj;.
17
De méme on trouve que (Smirnov [12]) :

[avde= [Vong €)= 3 [Vong v,
Ki

~ gEER
0K Kij o

2.7.2 Discrétisation spatiale

Une partie d’un réseau du maillage bidimensionnel est indiquée sur la figure 2.4,
une cellule I?ij est représentée par son centre (i, j) , les points (i +1,7) et (¢ — 1,7) sont
les centres du cellules qui représentent (Est et Ouest) de volume I?ij suivant la direction
I (4,7 4+ 1) et (i,7 — 1) sont les centres de cellules aux voisinages de IAQj qui représentent

(Nord et Sud) suivant la direction &£2.

3 . o
(i=1,j+1) (i, j+1) (i+1,/7+1)

. w e .
@(i-1,)) ) (i+1,))

L ® ..
@i-1,j-1) (i, j—-1) (i+1,j-1)

Figure 2.4 : Volume de controle sur un domaine bidimensionnel.

Discrétisation du terme de convection

On fait l'intégration de terme (1), aprés la multiplication de ’équation (2.1) par

r, sur un volume de contrdle quelconque représenté par K;;.
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Par 'application du théoréme de Gauss-Ostrogradsky, on obtient :

(n+1)4 ¢U1 ( ¢U2)
TP TP 1 2
//( v ” )dgdfdt

n ot f{z
(n+1)ét i, j+1/2 n(t+dt) i+1/2, j
171+1/2, 5 2 i, j+1/2
= [ [ () agas [ [ (o)) dta
nst i, j—1/2 nt  i—1/2,j

= ([TP¢U1]¢+1/2, i [Tp(/ﬁUlL;l/z, j) AE?5t +
<[TP¢U2]@', j+1/2 [Tpd)UQ]L j71/2> Agtot

o

(0] (0] (0]
= [Mi+1/2, iGit1y2,j — Mic1y2, j@i1y2, 5+ My jr1/29i, 172 — M, j-1/29;, j—l/Z} ot

avec

]\041‘+1/2, i = (TﬂUl)Hl/Z ; AE? (2.2)
]\04%'—1/24 = (TpUl)ifl/Z,j Ag? (2.3)
]\04@ gz = (rpU?%); 412 AL (2.4)
]\(Zfi, =12 = (TPU2)¢,J>1/2 Ag! (2:5)

Discrétisation du terme de diffusion

Le terme de diffusion est représenté par :

0 [ ro, 00 ¢a¢> < 0 00 ¢a¢)
gt (rmaggs —rart )+ g (g -
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On va intégrer (2) sur un volume de controle. Commencons par la premiére partie :

(n+1)dt

@ 9¢ @ d¢ 1742
/ / 1<7~JF — —rJI?B 2>d§d§dt

ndt K

(n+1)8t 4, j+1/2

96 i+1/2, 5 96 i+1/2, j
— ¢t _ e Bl 2
- / / ([mr aagl} [TJF 5852} dedt

i—1/2, j i~1/2, j
nét i, j—1/2 =127 =123

9 0
_ {(T’JI@O()H_I/Z ) (3—;1)&1/27 T <7’JF¢O‘>Z-—1/27 i (0—;1) A

i—1/2, j
D¢ ¢
— (rgr?® 99 JT? - AE25t
<T B>z‘+1/2,j (852)¢+1/2,j " <T B>i‘1/2’j (352>¢1/2,J} ‘

De méme pour la deuxiéme partie :

(n+1)dt

as%_ ¢3¢> 102
//052( - T oe2 Jrﬁé e dedn

D¢ ¢
- JT?¢ <—> — (rJr? <—>
{(T 7)¢+1/2, Jj 652 i+1/2, (T 7)1’—1/2, J 852 i—1/2, j

9 9¢
_(yT? i ¢ Py '
(mr B>i+1/27j <8£1>i+1/2,j ! <TJF /B)H/“ (351>i—1/27j} ne

Discrétisation temporelle

I : 0 ~
On fait 'intégration du terme r (p?) sur le volume de controle Kj; :

J ot

(n+1)dt i+1/2, j 4, j+1/2

/ / / %a g"m detde2d

nét  i—1/2,j i, j—1/2

- r 9 (pg) (nt1)ot 79 (pd) "ot 1A g2
N [(J ot ) J ot AGAL
(n+1)6t (n+1)dt ms nd
i Pig Fa

On remplace ¢ (n+1)6t M n+1 ot qﬁ not e M ”5t respectivement par ¢, ;, M j, ¢Z] et JW0

j et My, 0 ; désignent les valeurs de ¢ et M a l'instant précédent.
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o _ (TP 1A ¢2 (P 1A ¢2

MZ-J_(—)%A{Ag, M <J>mA§A§

Terme source

Au méme titre que le terme de convection, le terme source est calculé par différence

centré de second ordre :

(n+1)6t
/ / (S¢ + P¢) et de2dt
not f(ij

Suivant la direction &1 :

(n+1)ét
Ip op pour] o
not f(i].
(n+1)dt 4,j+1/2

-/ /QWLH/QJ— o], )t
n i,j—1/2

(”+1)5tjz'+1/2,j

S (S O PYSCTS O
wst i—1/2,j

= [Z§2 (pi+1/2,j _pi—1/2,j) A€2 — el (pz‘,j+1/2 - pz‘,j—l/z) Afl -2 (%)” AflAfﬂ ot

AETAE?5t

BEE (pi+1/27j - pi—1/2,j) R (pi7j+1/2 _pivj—l/Q) _9 (ﬂ)
— Aé’l A€2 Jr %,

Suivant la direction &2 :

n(t+5t) ( |
dp Jp gpoB (T —To 1542
/ / [(rfla_é_rgzé_@>+# de dg“dt
not fQj

AETAE26t

| re Piryas —picayag) e (Pigrye —Pijoap) A C )
INZ A¢! Jij




On peut trouver :

Piv1/2,5

Pij+1/2

—Di-1/2,5

— Pij—1/2

—Di-1,j
2
— Pi, j-1
2

Pi+1, 5

Di, j+1
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Pour estimer les valeurs de ¢ et ses dérivées sur les faces de volumes de controles, nous

utilisons les définitions suivantes [16] :

Piv1/2, j
Pi—1/2, j
Pi, j4+1/2

o j—1/2

Les dérivées de ¢ qui sont résultées de terme de flux diffusif sont données par :

Les autres dérivées de ¢ sont calculées par la différence finie comme suit [16] :

99

o€T

99

€T

9¢

¢

9¢

o

< +al+l/2 J ¢z,] + <_ - a1+1/2 ]> ¢z+1 j

)
(braeun Yo
|

Ti-1/2, j) i, j

< +0, jr1/2 ) 9, ( -, g+1/2> b5, j+1

1 1 _
<§ +a;, j—1/2> @i, j—1 + <§ - j—1/2> bi,

i+1/2, j

—1/2, 5

i, j+1/2

i, j—1/2

3 Gi1,5— i
Bit1/2, j

At
— Gi j— Gi1,
Bi—1/2, j’JTllj
@i, j+1 —
AgE?

- Gi j— Pi, i1
ﬂz‘,j—1/2 JA§2 .

d)i, J

Bi, j+1/2

(2.10)
(2.11)
(2.12)

(2.13)
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99 P11 T Pie1 — P11 — P
o¢* i+1/2, j B ANE?

99 iyt i i1~ G
0|, 1/2, 5 B ANE?

9¢ P =iy Picrgar — Picn
T 4A¢! 4A¢1

0¢ Qi1 TP o1 — P, D, 1
O, i1/ B 4AE!

Le parameétre @; varie entre -0.5 et 0.5 , et la valeur de BZ varie entre 0 et 1.

Les termes de pression sont evalués par les différences finis, et donnés par :

u | Pit+1,j —DPi—1,5 Pi, j+1 — DPi, j—1
Lpp™),, = [—mgl (zgz)i7 Y (zgl)a J] (2.14)
) _ | P+l —Pi -1 _ Dit1,5 —Pi-1,
L[P"], , [—2A£2 <r£1)i’j v <r£2)i7 J (2.15)
et les termes de L (§¢> sont :
aw o nug
L<S ) N 2<J7’>i,j
p(§w) = wel@u T
Ji, j

Schéma implicite

Le schéma utilisé est un schéma implicite, Dans ce cas on prend les valeurs de
¢ dans le terme (1), le terme (2) et le terme (4) a linstant (n + 1) d¢, alors I’équation de

transformation générale s’écrit sous la forme suivante :

+1 __ +1 +1 +1 +1 +1
A 007 = Ai, i+ Aier, 0y Aijndl o+ A9l T Akl
] +1, 7 y J J+ 2J +1,7+

’,

A1 070 e A0+ im0 + By (2.16)
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Ou les coefficients sont donnés par :

M
Al . — % J
s J 6t _
o 1 (D15)1‘+1/2 . (Da); jy1yp | (Da); 5
Ajr + = DM N A J i j+1/ i j—1/2
+1, 3 { i+1/2, 5 (2 al+1/27]> + A§1 4A§1 + 4A£1
(Dlﬁ)z‘ 12,5 (Da); 1/2 (Da);
. P — _ ’ > J— 7]"!‘1/2
dicn g = { R +% V2 J) AT T TaAd ANET
(D?ﬁ)‘ i+1/2 (D2)‘+1 . (D2), j
. _ i, i+1/2, 1—1/2,
Ai7 Jj+1 = { i, J+1/2 - ai, j+1/2> + A£2j - 4A£2 ’ + 4A€2 ’
(D3B)' 12 (D2)iqy0;  (Da); j
Al‘ B _ 1 + 3 4 i, j—1/ _ 1—1/2, 5 i+1/2, 5
(D2), 1/2, (Da);. j41
Aij1,j41 = — { 4552/ Iy 4&? /2
(DQ)i—H 2,7 (D4)i i—1/2
Aip1,j-1 = { 4A§2/ J 4 4A721 /
(D2)¢—1 2,7 (D4)i j+1/2
Aic1,j41 = { 4A§2/ L+ 4Aél /
(D2)i—1/2 j (D4)i ji—1/2
Aic1,j-1 = — { IAE L+ 4A21
o | Do 1A ¢2 M} Qj
L= _ury
B rL (504 P?) Agtagt+ —=
Ou:

Dy = rJal'?A&?
Dy = 71 J BI?AE?
D3 = rJal'PA¢!

Dy = rJBrYAg
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On observe que les équations (2.6) a (2.12) sont utilisées comme des fonctions

d’interpolation linéaire, et la variation de @; et BZ resulte des différentes schémas :

- CDS (Centred Differencing Scheme).
- UDS (Upstream Differencing Scheme).

- WUDS (Weighted Upstream Differencing Scheme).

Schéma CDS (Centred Differencing Scheme)

Dans le schéma aux différences centrées on utilise une interpolation linéaire a la

frontiére en considérant que pour un point situé sur la face de volume de controle, la valeur

de ¢ sur ce point est égale a la moyenne entre les valeurs de ¢ sur les deux points adjacents.

Dans ce schéma les parametres @; et [, sont données par :

Schéma UDC (Upstream Differencing Scheme)

Les fonctions d’interpolations ont les propriétés suivantes :

: 1
Gic1y2,5 = Gic1,js Pivij2, ;= Pig1,; st U >0
: 1
¢z’—1/2, i = %i ¢z+1/2, ;= ¢ip1,; st U <0
: 2
bi,j—1/2 = i j-1, i jy12=0i; st U >0

. 1
®i, j—1/2 Gi,j» Gi,jrr2 =% j41 st U <0

(2.17)
(2.18)
(2.19)

(2.20)
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La comparaison entre les équations (2.17)-(2.18) et (2.6)-(2.9) donne :

@ = 05 si Ul>0 @w=-05 si U'<0
@ = 05 si U?>0, @=-05 si U?*<0

Schéma WUDC (Weighted Upstream Differencing Scheme)

Dans le schéma de WUDS, les coefficients @; et 3; conservent ’équilibre entre la
diffusion et la convection, ces coefficients dépendent du nombre de Peclet, reliant le flux
convectif et diffusif.

les expressions de @; et (; sont données par les équations (2.21) et (2.22) qui
sont basées sur le schéma expenentiel, qui utilise la fonction d’interpolation obtenue de la

solution exacte du probléme adimensionnel convection / diffusion, avec :

Pe?

%= Trape (2.21)
- 1+ 0.005 Pe?

= 2.22
fi 1+ 0.05 Pe? ( )

ol i représente la face concernée pour l'interpolation [16].

2.8 Reésolution du systéme linéaire

La résolution des équations discrétes dans le cas bidimensionnel peut étre faite par
la méthode standard élimination de Gauss. Puisque dans ce cas particulier, la forme des

équations discrétes est simple.
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Dans d’autre cas, la résolution des équations discrétes utilise la méthode de bal-
ayage ligne par ligne ou colonne par colonne, appelée algorithme de Thomas ou TDMA
(TriDiagonal-Matrix Algorithm).

La désignation TDMA exprime que les coefficients de la matrice sont nuls sauf
dans trois diagonales de la matrice (Patankar [10]).

L’équation discréte obtenue, est donnée par :

Ai, i j = Ait1, jGirn, j + Aic1, jOim, j + Aiji1@i it Aijo10 1+ Ait1 11041 541
+Aic1 41051 i1 + Aiv1j—10i415-1 + Aic1 10151 + Bij (2.23)

Cette équation représente un systéme creux, et peut étre reécrite sous forme ma-

tricielle représentée par une matrice creuse a 9 diagonales de la forme :

L’équation (2.23) est écrite sous une forme plus commode pour ces procédures,

données par :

P, + b1 + CmP 1 = dm (2.24)
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Pour m =1, ...., N, cette équation exprime une relation entre la variable ¢,,, et les
variables adjacentes ¢, 1 et ¢, 1.

Pour apparaitre les conditions aux limites on prend :

c1=0 et by=0

Le systéme tridiagonal est représenté par la forme matricielle suivante :

ar b ¢1 di

c2 az by o do

cN—1 an—1 bn—1

cN an dn dn

Cherchons une équation de récurrence entre ¢, et ¢,,, ;. Sous la forme suivante :

b = Prndmy1 + Om (2.25)

qui permet de balayer les lignes dans un sens.
La détermination des coefficients Py, et Q,,,, dépend de la détermination des valeurs

de Pp,—1 et Qp—1, d’apres équation (2.25), on a :

P—1 = Pm-1¢m, + Qm-1 (2.26)

Substituant I’équation (2.26) dans 1’équation (2.24), et comparerons le résultat avec I’équa-



49

tion (2.25). Nous avons trouvé les expressions suivantes pour les coefficients P, et Q. :

—b,,
P, = ——— 2.2
am + cm P ( 7)
dm — cmQm—1
= G em@me1 2.98
@ dpm + ey Pr—1 ( )

Les équations (2.27) et (2.28) sont des relations qui permettent, aprés la connaissance de
Py et @1, de déterminer toutes les valeurs de Py, et @Q;,. Alors le probléme (2.23), se résout

en commencant par la face ouest et en terminant par la face est, tel que :

Ay, = Az’, i bm = _Ai+1,j Cm — _Ai—l,j (2.29)
dn = Aijr1®; 01+ Aij10i o1 + Aiv1jr10i01 j41 +

Aic1j110i1 541+ Ait1j-10i1j—1 T Aicj—191 51+ Bij (2.30)
Quand le balayage est fait sur les colonnes, les coefficients sont donnés par :

Ay = Ai, j bm == _Ai,j+1 Cm — —A¢7j,1 (2.31)
dm = Aiy1j0i1 5+ Aic1,i0i-1; + Aiv1,j11Pi1 j1 T

Aicrjr1di1 i+ Aitj—10i4 -1 H Aicj1d o+ By (2.32)

La détermination de P; et ()1 dépend de la détermination du coefficient ¢, qui est nul sur
les volumes fictifs de la face ouest du domaine du calcul, dans le cas de calcul ligne par ligne
ou les volumes fictifs de la face sud, dans le cas de calcul colonne par colonne, d’aprés les

équations (2.27) et (2.28), nous avons :

b d
_ Q1 = 4

P1: )
ai ai

(2.33)

Pour les éléments volumes définisant les frontiéres, est et nord, ’équation approximative ne

dépend pas de la variable a droite et la variable au-dessus, respectivement. Par conséquent,
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b, est donné par I’équation (2.29) et (2.31), qui sont nuls, L’équation (2.25) donne :

N = QN (2.34)

Ou N indique les volumes de frontiére a l’est dans le cas calcul ligne par ligne, et les

volumes de frontiére nord dans le cas de calcul colonne par colonne.
2.8.1 Critéres d’arrét dans TDMA

L’algorithme de la méthode TDMA, utilise deux critéres d’arrét. Le premier est
un critére de la convergence, dans lequel le reste du systéme linéaire a résoudre est comparé
avec une valeur prédéfinie de la tolérance. Si le reste est plus petit que la tolérance, le critére
de larrét est atteint.

Le reste mentionné ci-dessus est donné par :

i=N
i=1
Le deuxiéme critére d’arrét est un nombre maxmum d’itérations , si le critére de

la convergence n’est pas atteint dans un certain nombre d’itérations, le deuxiéme critére

d’arrét est atteint.

2.9 Discrétisation des conditions aux limites

La procédure pour I'application des conditions aux bords faite par 1'utilisation des
volumes fictifs est que ces volumes ne représentent pas une partie du domaine physique,
mais peut étre interpréter comme des volumes internes, pour faciliter la discrétisation de

I’équation générale de conservation (Bernardes, Weinrebe[2]).
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La figure 2.5, donne une simple présentation des conditions aux limites.

Paroi supérieure

J=nj
L'entrée La sortie
i=1 Paroi Paroi de i=ni
j=1 inférieure symétrie

Figure 2.5 : Types des conditions aux limites.

Condition d’entrée :

A Dentrée du domaine physique, la variable générale ¢ est donnée par une valeur
fixe ¢ 4;,. Donc tous les coefficients A;; sont nuls, et nous avons : ¢ ; = ¢,

Condition de sortie :

La condition de sortie du domaine de calcul est donnée par % = % = a—T, la

0z 0z 0z

discrétisation de ces conditions donne : ¢,,; ; = @pi_1 ;-

Condition de paroi :

Dans notre probléme, nous avons deux parois : la paroi supérieure et la paroi
inférieure.

Sur la paroi supérieure, on a : ¢;,,; =0

Sur la paroi inférieure, on a : ¢;; =0

Condition de symétrie :

La condition de symétrie est posée sur une partie de la paroi inférieure. la discréti-

sation de cette condition est donnée par : ¢; 1 = ¢; 5.
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Remarque 3

1- Dans notre cas, le maillage défini sur © (le domaine physique) est un maillage
quadrilateére, qui est appelé schéma a 9-points ( a 9-points scheme ou VF9 scheme). les deux
inconvénients de cette méthode sont :

- Le schéma & 9 points exige beaucoup plus d’opérations dans les calculs.

- La matrice résultante est non symétrique dans tous le cas .

La démonstration de la convergence de ce schéma est entravée par le manque de
consistance de 'opérateur adjoint discret. Ainsi, ’estimation de I'erreur est difficile, puisque
le flux numérique & I'interface K /L ne peut pas étre écrit sous forme 7x /1, (ux — uz) avec
T/ > 0. Notons que la condition présedente est imposée pour quelques géométries du
maillage (voir Eymard, Thierry Galouét and Raphae¢le Herbin [6]).

2- La comparaison avec des autres techniques de discrétisation :

La méthode de volumes finis prend une différente forme de la méthode de dif-
férences finies ou la méthode des éléments finis, sur ces méthodes classiques (voir Ciarlet
P.G [3] et Ciarlet [4] ).

Le principe de la méthode de différences finies est de donner un nombre de points
de discrétisation définis par le maillage, pour écrire ’équation discréte & chaque nceud du
maillage. Dans chaque noeud du maillage les dérivées de 'inconnu sont remplacées par la
différence finie en utilisant les developements en série de Taylor. La méthode de différences
finies devient difficile pour les équations de coefficients discontinus. Avec la méthode des
volumes finis les coefficients discontinus ne représentent aucun probléme.

Notons que, la méthode de volumes finis souvent appelée " schémas de différences
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finies" ou "schémas de différences centrées" . Dans la méthode de volumes finis, I’approche
de différences finies peut étre utilisée pour I'approximation de flux sur les bords de volumes
des controles .

La méthode des éléments finis est basée sur la formulation variationnelle, qui est
écrite pour le probléme discrét et le probléme continu. Cette méthode peut étre plus précise
que la méthode des volumes finis, si 'ordre de polynomes est plus élevé. Mais elle exige
des fonctions adéquates qui sont spécifiques pour chaque probléme industriel (voir Eymard,

Thierry Galouét and Raphac¢le Herbin [6]).
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Chapitre 3

ALGORITHME DE
RESOLUTION ET RESULTATS

NUMERIQUES

3.1 Introduction

L’équation générale de discrétisation obtenue dans le dernier chapitre représente
un systéme de quatre équations, ces équations sont résolues par I'utilisation d’un algorithme
qui prent la forme d’une procédure itérative qui commence par la résolution ses équations
de mouvement sur deux maillages décalés et permet d’obtenir les composantes ded vitesses
u1 et ug qui sont utilisées pour résoudre 1’équation de pression-vitesse, puis la résolution
de l’équation de variable générale resté (T") sur le maillage principal. Cet algorithme connu

par SIMPLE.
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Les résultats numériques obtenus pour une géométrie curviligne en utilisant le code
de calcul écrit en langage Fortran.

Enfin, les résultats numériques obtenus pour les profils de vitesse sont donnés sous
forme de graphes.

Concernant les schémas numériques et le nombre de Reynolds influencent sur les
résidus de champ de chaque composante de la vitesse.

Pour optimiser le maillage, nous avons exécuté notre programme en faisant varier

le nombre des nceuds du maillage.

3.2 Algorithme SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-

Linked Equation )

Si 'on veut éviter de résoudre des équations couplées, il faut avoir recours a un
processus itératif, ce qui permet d’appliquer a chacune des deux composantes de vitesse le
méme algorithme de résolution.

Ce processus itératif suppose que 1’on se donne un champ de pression estimé p* et
ainsi on peut en déduire un champ de vitesse correspondant, dans ces conditions le champ
de vitesse ©* = (ud,u}) peut ne pas satisfaire I’équation de conservation de la masse.

Il faut donc trouver un algorithme qui permet de modifier p* et par conséquent
uw* de maniére & ce que 1’équation de continuité soit satisfaite (Patankar [10]).

Ceci est 'objet du présent algorithme. Le calcul des champs de vitesse et de pres-
sion se fait a ’aide des équations de quantités des mouvement et de continuité discrétisées

sur un maillage dont le choix soit convenable pour la bonne marche de ’algorithme.
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3.2.1 Calcul de champ de vitesses

L’algorithme SIMPLE est basé sur 1'utilisation d’'un champ de pression estimé
pour pouvoir déterminer une premiére approche du champ de vitesse; il est & noter qu’il
ne faut pas introduire les gradients de pression dans le terme B durant la discrétisation des
équations de quantité de mouvement (Patankar [10]).

Afin de rendre possible I'application de ’algorithme, il est nécessaire de ne pas
discrétiser les champs de vitesse et de pression sur la méme grille. Ainsi, nous allons décrire
les deux réseaux de points de leur utilisation pour mieux discrétiser les différentes équations
aux dérivées partielles gouvernant le probléme physique.

Le choix de grille favorise d’une part les propriétés de conservation en passant d’un
volume de controle & un autre, et facilite d’autre part la résolution numérique du systéme
d’équations et le traitement des conditions aux limites. Des deux grilles différentes sont
donc définies de la maniére suivante :

- Une grille dite principale pour le calcul des variables T et p.

- Une grille dite décalée pour évaluer les champs de vitesse u; et us dont les noeuds
sont localisés a mi-distance de ceux de la grille principale (figure 3.1).

Chaque composante de vecteur de vitesse uj ou us est seulement décalée dans sa

propre direction (Patankar [10]).
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T

i—1,j+1 i, j+1 (+1,j+1) . iy
¢ Y V¢ ’e ) L > . (~Lj+D @Jj+D @+1j+1)
o L]
1 nr G, j i
(=17 (i, & *415 /) i-Lj) Y (i+1,/)
L] L]
° Y — o
G-Lj-D | GJj-D (i+1,j-1) . . .
(@-1Lj-D @,j-1 (i+1,j-1)
a) Volume de contrdle pour N
I'équation de mouvement b) Volgme de contrdle pour
. ) I'équation de mouvement
suivant & ; )
suivant &
| !
______ R R
v
i TE H
1 L L
| T
______ i_-_—_--U --E-------

¢) Volume de contréle pour
I’équation de continuité et de
I’énergie

Figure 3.1 : Types des maillages utilisés :
a) décalé Est

b) décalé Nord

¢) principal

Dans le cas de deux maillages, les principes de conservation restent & verifier et les approx-
imations doivent étre choisies de telle fagon que les expressions algébriques puissent mieux
représenter la variable en question.

Supposons maintenant que nous connaissions un champ de pression p*, défini aux

points différents de réseau. Dans l'algorithme SIMPLE, les équations de correction de
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pression sont obtenues a partir des équations de quantité de mouvement. On introduit a
I’équation (2.16) les termes de pression L (P “1) ALAE2, et ¢ = uy résultant de Péquation de
mouvement suivant la direction £!. de méme pour la direction €2, on introduit a ’équation
(2.16) les termes de pression L (P “2) AE'AE2, et ¢ = up qui résultant a son tour de
'équation de mouvement suivant la direction £2. On néglige les termes dont les volumes ne

sont pas sur les frontiéres du volume considéré K, on obtient :

(Aij)us ((m)i,j)m = (Ai+1, j)y, ((ul)i+1,j) + (Ai1, j)y, ((ul)i—l,j>

ul u1

+ (A, j+1)y, ((m)i, j+1)u1 + (Ai, j-1), <(u1)i,j71>

ui

—~L[P"“]AEAE +B; ;™ (3.1)

(Aij)us <(u2)i,j>u2 = (Ait1, j)., ((u2)i+1,j) + (Ai-1, j), ((u2)H,j>

u u2

+ (Ai, j+1)y, ((U2)i, j+1)u2 + (Aj, j—1),,, <(u2)z‘, j—l)

u2
—L[P“] A¢'AE 4 B; ; ™ (3.2)
Ou
MOy,
©oul ( 14, 4
B, ;" = -2 2 .
J ( Jr >z’,j+ ot (3.3)
(M Oug). ) B
B = v 9002 4
j 5 + Jm( ,i —To) (3.4)

Ces deux équations sont obtenues de la discrétisation des équations de mouvement sur les

grilles décalées qui sont montrées sur la figure 3.1. Les termes L [P "1,

j et L[P 2], . sont

deéfinis dans (2.14), (2.15).
Les composantes de champ de vitesse intermédiaire calculées a partir d’'un champ

de pression estimé p* seront notées u] et uj, ces valeurs ne vérifient pas I’équation de
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continuité.

(Ai,j)ul ((m)fj)ul = (Az'+1, j)ul ((ul);k+1,j)u1 + (Aifl, j)ul ((Ul);ll, j>ul

+(Ai j11),, ((ul)f jﬂ)ul + (4i, j-1)y, ((ul);k j&)ul

“L[P U] AEAL £ B Y (3.5)

(Aighus (02)7;) = (Aisr, 2y ()51, 5) +(Ai1,5),, ((02)71,;)

u2 u2 “
+(Ai, j11)y, ((’U/Q);k j+1)U2 + (Ai, j-1),,, <(u2);k j71>u2

—L[P "]  A&'AE + B; ; 2 (3.6)

Equations de correction de vitesse et de pression

On définit la correction de pression p’ comme étant la différence entre la pression

correcte p et la pression estimée p* :
p=p"+p. (3.7)

La soustraction des équations (3.5) et (3.6) des équations (3.1) et (3.2) respectivement

donne :
(Aij)us ((ul)z‘,j - (u1)f,j> = ) Aw (W), — (wa)yy) — LIP "] ALTAE (3.8)
(Aij)us ((u2)i,j - (u2)f,j> = ) Aw ((u2),, — (u2)y,) — LIP "2 AL'AE® (3.9)

En négligeant les termes Y Ay ((¢),, — (¢),) dans les deux équations précé-

dentes, ce qui représente le principe de l'algorithme SIMPLE, on obtient les équations
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de correction de vitesses suivantes :

(Ul)z,j = (ul):]_ff[fj—;:]

() = ()], ~ T ACAE

AETAE?

alors les équations de correction de vitesses deviennent :

p’.l._p’.l. p/“l_p/"l
* + ), ) ), + W
(w);; = (w)i;—dj [—z ;Aglz Lrp — == 2A52” Zsl} ALAE (3.10)
/ / / /
% p 17. —Z)_l7 p.7. 1 —p7_1
(u2)z’,j = (u2)z’,j —d Zj [_ i+ ;Aglz JTEQ + ”+2A§2” Ql} A§1A§2 (3.11)

ou :

%~ ]
.3)¢ 145
Maintenant, on cherche a trouver une équation qui permet la détermination de p/,
pour pouvoir la remplacer dans les équations (3.10) et (3.11). Les vitesses originales u; et
uo vérifient I’équation de conservation de la masse. Au début de cette procédure, on écrit

les équations (3.10) et (3.11) sur les interfaces de volumes de controle [16] :

-Faces Est :
Piv1 j —Di
o * u 1+1, 7 1, ] 1 2
(ul)i+1/2 J (Ul)i+1/2 i d Hl_l/g R [—Afl <Z§2)i+1/2 ,j] ATAE" (3.12)
_ x u Pis1,j ~ Vi, 1A 2
(uz)i+1/2 g (u2)i+1/2 N d ij1/2 J [ Afl (7“52)”1/2 J A§TAE" (3.13)

-Faces Ouest :

(ur)im1yp ; = (W)iiyye ;= a3

(U2)i71/2 g (U2):71/2 g d ?31/2 J



-Faces Nord :
(1), jp12 = (u1);, g1 —d ! j+1/2 {%
(u2); jpe = (W2)7 joap—di% ) [%
-Faces Sud :
= * u Pi j ~Pij
()i jorye = @7 a4 di [A—SQ
(W) jore = (Wi e+ {m%g’jl
Ou :
d ?Jld/z i d ;‘11’3;_ d Z;
d ?h/g i a ?_117j2+ d ?;
4% = ’ Ziﬂ; i
A jp = : %_1; &
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1 2
(zgl)i | j+1/2} AELAE? (3.16)

1 2
<1“51>i ’jH/J AE'AE (3.17)

<z§1>i | jm} AELAE? (3.18)

<r£1>i ,11/2} AELAE? (3.19)

(3.20)
(3.21)
(3.22)

(3.23)

Pour obtenir I’équation de correction de la pression, la correction de vitesses contravariantes

reste & déterminer ol les vitesse contravariantes sont données par :

Ul == 2:5211,1 - ?”5211,2 s U2 = r51u1 - Zgl’LLQ

(3.24)
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alors les équations (3.12) a (3.19) sont substituées dans les équations (3.24) et donnent :

1 _
Uiti2,5 =

1
Ui -1/2,5 —

2
Ui, j+1/2 —

2
Ui, j—1/2 =

* u -p;Jrl’ ] _p;’ ] -

{u1 —di, i—glj (252)Z+1/2 j A§1A§2} e

W (Pir i —Piy (T ) _ AETAE by (3.25)

2 i+1/2, j Agt & i+1/2, j ¢ ‘
i} " (D5, — Pi-1, ]

{m —d ¢1_1/2, j W <z£2)7, —1/2, j A£1A£2} e
* u -p;, ‘_p;* , J ]

{u2 —d; s jTllj <r€2>z ~1/2, j A£1A€2} e (320
x _gu Piy1,j — P,

{ul —d i,2j+1/2 - AJ£2 = (Z£1>'L ]+1/2:| £1A£2} rﬁl -
* d u2 -M A lA 2 3.27
. D5, —Pg—l, LAg2

{ul +d ?;,2J'*1/2 . AfZ - (Z£1>7, ]—1/2:| 5 Af 71,51 a
. u _p;,j - p;‘—l, j 1A¢2

{u2 +d Z»,Qj_l/g A—§2 <T§1>1‘7 j—1/2 ALAL K (3.28)

aprés la simplification des équations (3.25) a (3.28), les équations de correction de vitesses

contravariantes seront comme suit :

1
Uit1/2, j
1
2
U, jv1/2

2
Ui,j—l/Q

1%
= Ul j—aicie, 5 d
Uz — d
= Y j+172 = Vi, j+1/2

2%
= U Li=1/2 — Vi, 5-1/2 d

1x . . ui
= Ui+1/2 T Qg2 d i+1/2 , j

u
i,j+1/2

u2
i,j—1/2

u1l

% ACAE? (329)
% ACAC (3.30)
% ASAE (331)
%;—;al AgAg (332)

tels que « et v sont les composantes du tenseur métrique données dans I’équation

(1.22).
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3.2.2 Equation de correction de pression

Il est nécessaire de revenir a I’équation de continuité, pour construire I’équation de
correction de pression en supposant que la densité ne dépend pas directement de la pression.

L’équation de continuité est donnée par :

dp O (rpUY) 0 (rpU?)
T’E + 861 + 852

=0 (3.33)

On fait la discrétisation de cette équation sur le méme volume de contréle qui est employé
pour la discrétisation de ’équation de la variable générale ¢ .

Alors ’équation discréte devient :

Tij (Pm‘ - ng)
At

+ [(er2)i itija T (er2)i 7 j—1/2} At =0 (3.34)

AETAE + [(TpUl)z'H/z i (TpUl)z'A/z ,j} Ag?

En substituant les équations (3.29)-(3.32) dans la derniére équation, on obtient une équation

en p qui prend la forme suivante :
Aij Dij+ Aivrj Pipr, j+ Aic1, i Dica, j + Aijapi 1+ Ai joapi jo1=Bi;  (3.35)

tels que les coefficients A; ; sont donnés par :

Aipry = (rpad ™), ;5 (AE)° (3.36)
Aicry = (rpad ™)y, ; (AE2)? (3.37)
A = (rpyd ™), o5 (A1) (3.38)
Aija = (rpyd ™), ;4 (AEY)° (3.39)
Bl - (r (p —AZO))M- (ASAE) + [(prUl*)iJrl/Zj (U, j] A¢?

+ [(prUl*)i’ j+1/2 (prU2*)i, j—1/2} Ag! (3.40)
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B;, j représente la source masse par le champ de vitesse (Ul*, U 2*) et que les correc-
tions successives de la pression doivent étre anéanties. Si, au cours de la résolution numérique
du systéme d’équation, la valeur de ce terme devient assez faible comme ’équation générale
en ¢, ’équation de correction de la pression sera résolue itérativement & l’aide de la méth-
ode de balayage. Mais pour cette équation, le coefficient A; ; est identiquement égale a la
somme des coefficients voisins (A,,) (m = (i +1, j), (¢ —1, ), (4, j+1)ou (s, j—1)).

Finalement, on obtient la correction de pression p’ d’aprés la résolution de (3.35).
Les vitesses contrariantes UilJrl /2, Uz.l_1 /2, > Uf’ i1/ et UZ% i1/ sont corrigées par les
équations (3.29) a (3.32), les vitesses cartésiennes dans les centres des volumes de controle
peuvent étre corrigées par deux méthodes [16] :

La premiére consiste & corriger (u1); ; et (ug); ; directement par les équations
(3.10) et (3.11).

La deuxiéme consiste a calculer les vitesses contravariantes dans les centres des

volumes de controle aprés la correction par les équations (3.29)-(3.32), comme suit [16] :

1 1
) Uiig it Uiy
2 2
2 Ui,j71/2+Ui,j+1/2
Uij = 5

U 11 ; ¢+ la vitesse contravariante normale a § ! constante sur le centre de volume de

controle.
U 12 ; + la vitesse contravariante normale & €2 constante sur le centre de volume de

controle.

Une fois les composantes contravariantes de la vitesse sont déterminées. nous pou-
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vons calculer les vitesses cartésiennes comme suit :

Algorithme 4

1- Lire la définition du maillage, les conditions aux frontiéres et construire les grilles
pricipale et décalée pour I’équation de la correction de pression et les deux équations de
mouvement.

2- Donner un champ de pression estimé p*.

3- Calculer les composantes intermédiaires de la vitesse u] et u3 aux noeuds de leurs
grilles décalées par la résolution des équations de conservation de quantité de mouvement
(3.1) et(3.2).

4- Résoudre 1’équation de correction de la pression (3.35), qui donne la correction
de pression p’ nécessaire pour corriger le champ de vitesse (u1, ug) afin de satisfaire I’équation
de continuité.

5- Calculer le champ de pression p en additionnant p" & p*.

6- Calculer les composantes de vitesse u; et ug a ’aide des équations de correction
de la vitesse (3.10) et (3.11) directement ou par (3.41) et (3.42), aprés la correction de

Ul U}

it1/2, 7 U? et U2 j—1/2 Par les équations (3.29)-(3.32).

—1/2, j° Vi, j+1/2 i,
7- Résoudre I'équation discréte pour la température ou pour une autre variable

¢ si elle influence le champ de I’écoulement par l'intermédiaire des termes sources et des

propriétés physique du fluide.
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8- Poser p* = p et reprendre I'exécution a ’étape 2 en répétant toute la procédure

jusqu’a ce que la condition de convergence soit remplie [16] (voir la figure 3.2).
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DEBUT

Initialisation de variables : p , u, ,u, et T "

»
>

A 4
Etape 1 : Résoudre Les équations de mouvement

() ), =3 (), ), + 8, o+ e hetags
(A, @)y =3 (), ), + 8, 4 2 herae?

* *
u, ,u,

A
Etape 2 : Résoudre I’équation de pression
A, p'=> 4,p', +B,
, P

A
Etape 3 : Correction de pression et vitesses
contrariantes puis calcul des vitesses physiques

p=p +p'

caleul de U'ivir2,;,U icir2,;,U i a2 et Ui join2
1 2

(ul)i,j = J(rg'U it rgzU i'/)
1 2

(u2)i,j = J(Zg_zU ij + Zg”U i,j)

*
ula uZa pa T

A 4
Etape 4 : Résoudre I’équation d’énergie
Ai,jTi,j = Ai+1,jTi+1,j + Ai—l,jTi—l,j + Ai,j+1Ti,j+1 +
Ai,j—lT + A[+1,j+1Ti+1.j+1 + Ai—l,jHTi—l,jH + Ai+1,j—1Ti+1,j—1
+ A,

i,j-1
171,/71T + Bi/‘

i-1,j-1

T

Non
Convergence

Oui

Figure 3.2 : Algorithme SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equation)
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3.3 Technique de sous-relaxation

L’équation (3.35) représente la discrétisation de I’équation de continuité utilisée
pour calculer la correction de pression p’. Le terme B ;] dans cette équation construit
les deux valeurs incorrectes de vitesse uj et uj. La résolution de I’équation (3.35) donne
la correction de pression p’, qui est obtenue dans tous les points. Puisque le champ de
correction de pression est connu, le champ de pression peut étre obtenu par la formule
(3.7). Les composantes de la vitesse u} et u} sont corrigées par (3.41) et (3.42). Le terme
ST Ay (qbi, ;=i j) tend vers zéro au moment de la convergence, puisque la correction
de pression et la correction de vitesse sont nulles (p = p*, u; = uj et ug = u3) (Verteeg &
Wmalalase [15]).

L’algorithme de correction de pression peut diverger. Pour éviter cette divergence,

on utilise la technique de sous-rlaxation avec un nouveau champ de pression p, obtenu par :
p=p"+app

ol oy, le facteur de sous-relaxation doit étre choisi entre 0 et 1.

u] et u3 sont obtenues de :

up = ayul+ (1—ay) ugk_l) (3.43)

U = o2+ (1 — ayy,) uékil) (3.44)

. . (k—1) (k—1) .
ol oy, et oy, sont les facteurs de sous-relaxation des valeurs entre 0 et 1. u; et u, qui

représentent les valeurs des composantes de la vitesse obtenues dans I'itération précédente.
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De sorte qu’on peut écrire :

A;j . A;j b
L)y = 3 (), (i) B 00w 52 (aas)
Ul u1
Aij _ m . By | Aij | (k-1) 3.46
o, (u2);; = Z( id)uy (U2);; + B2+ | (1 — o) s Us (3.46)

La correction de pression est aussi effectuée par la sous-relaxation de vitesse. Les

termes d ?j seront modifiés et deviennent :
9.

gu o Aigow W A1y O gun _ Aij O - Aij1 Quy
i iAoy i, T Ty Y T Ty TS ey e
J (Aw) J (AHLJ) J (Am) J (Aerl)

u1 u1 ug u2

Remarque 5

1- Le mot semi-implicite dans le nom SIMPLE a été utilisé pour exprimer la
négligence de terme Y App, ((¢),, — (6).,). Ce terme représente une influence indirecte ou
implicite de correction de la pression sur la vitesse; les corrections de la pression sur les
bords peuvent influer sur les corrections de vitesses adjacentes, et déduisent une correction
de la vitesse sur les points considérés. On ne prend pas en considération cette influence
suivant un schéma implicite partiellement (Patankar [10]).

La négligence de tout terme peut étre inacceptable, si la solution finale ne serait
pas une solution vraie des formes discrétes des équations de mouvement et I’équation de
continuité. Donc on déduit que la solution finale donnée par SIMPLE ne contient pas une
erreur résultant de la négligence du terme Y Ay ((6),,, — (@)5p)-

Dans la solution finale donnée par SIMPLE, on obtient un champ de pression
correspondant au champ de vitesse précédent (uf, ud) qui satisfait I’équation de continuité.

La construction de ’équation de p’ devient indépendante de la correction de la solution

finale.
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2- Le terme source B, j dans I’équation de correction de pression est un indicateur
de convergence. Les itérations continuent, si la valeur de B} j n’est pas suffisamment petite.
3- On pose p’ = 0 initialement sur tous les noeuds du maillage et aussi nulle

sur les frontiéres du domaine de calcul comme verification des conditions aux limites.

3.4 Reésultats numériques

Dans cette section, nous présentons les résultats numériques obtenus dans le cas de
la géométrie curviligne de la cavité. La figure 3.3 représente le domaine d’étude schématisant

le probléme étudié, et les conditions aux limites appliquées sont données comme suit :

Sortie

ou, OQu, 0T
0z 0z 0z

u,=

|

|

i

u,=0 :

T, =0 i
Nord : or

|

|

|

|

|

|

I L'axe de
! symétrie

Entrée u, =

Sud

Figure 3.3 : Les conditions aux limites imposées sur les frontiéres du domaine de calcul.
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Pour évaluer les capacités du code de calcul, nous avons choisi de déterminer
I’écoulement dans une cavité définie par les quantités géométriques suivantes : la hauteur
de la cavité H = 2 m, le rayon maximal R = 1 m et le rayon Ry = 0.02 m, comme nous

pouvons la visualiser sur la figure 3.4.

Ro=0.02m
- ) <
A
H=2m
Rp=0.02m ¢ — N
< 5> :r=0.11m

Figure 3.4 : Dimensions de la cavité.

3.4.1 Types de maillages utilisés

Les résultats obtenus & partir du code de calcul sont donnés sous des formes adi-
mensionnelles. Nous nous intéressons & donner les différents résultats dans la zone de jonc-
tion pour l'intérét qu’elle présente dans la déformation de ’écoulement. La figure 3.5 donne

une partie du maillage dans cette zone.Ce maillage se construit par les lignes de courant et
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les équipotentielles de ’écoulement étudié.

Figure 3.5 : Maillage global curviligne avec la zone de jonction.

Dans le cas de la géométrie cartésienne, nous sommes obligés de recouvrir tout
le domaine [0, L] x [0, L2] par un maillage rectangulaire plus raffiné sur la zone de calcul,

comme indiqué sur la figure suivante :
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Figure 3.6 : Maillage global cartésien avec la zone de jonction.

Les figures 3.7 et 3.8 représentent les profils de vitesse dans la zone de jonction

curviligne, pour deux maillages avec des nombres différents de nceuds données respective-

ment par 22 X 20 et 22 x 40 dans la zone de jonction. L’écoulement est caractérisé par un

nombre de Reynolds égal & 100. Ces résultats sont donnés aprés 1000 itérations :



)
0.967431 i
0885167
0.802903
0720532 i
0638375
0555111 il I
0473847
0.391582
s meimt
0.227054 ST (L
014479 i
00625262 [T T
00197379 ittt
-0.10z2002 ) R T
0184266 . LT Tt

-f.l'fffH” 1“.‘“‘,'.\

firy 1

g
:”'r"? F;;” |"""‘1.\\|I\\\“\
apg Ot \\n\\\\

Figure 3.7 : Profil de vitesse pour 22 x 40 noeuds dans la zone de jonction.

va OCAEEL T
0.740766
0.673613 1t
0.60646
0.539307
0.472154 AR ReR EARARRAN
o405 | 0 B A
0.337847
0.270694
0.203541
0.136388
0.069235
0.00208187
-0.0650712
-0.132224
-0.199377

Figure 3.8 : Profil de vitesse pour 22 x 20 nceuds dans la zone de jonction.
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Sur la figure 3.9, nous présentons le profil de vitesse en dehors de la zone de
jonction, et ceci pour donner une vue générale sur la distribution du champ de vitesses dans

la totalité du domaine de calcul.

it
0. 740766
D.E67ZE12 L
0 .G0G 6
0539307
0472154
0405
0337 847
0270694
0.z20z54H
01236322 LUl
0069235
000203137
-0.0650712
-0.132224
-0 199377

Figure 3.9 : Champ de vitesse dans le domaine d’étude.

3.4.2 Comparaison entre notre code et le code Fluent pour les profils de

vitesse

Une comparaison entre les profils de vitesse obtenus par notre code et le code
Fluent est faite sur la méme configuration géométrique et pour le méme nombre de nceuds
avec deux valeurs du nombre de Reynolds ( Re = 10 et Re = 100). L’écoulement choisi sera
testé pour la géomeétrie curviligne au niveau de la jonction ( voir les figures 3.10, 3.11). Nous
remarquons une parfaite correspondance des champs de vitesse dans la cheminée, par contre
les profils de vitesse semblent trés différents au niveau de la partie amont du collecteur que

ce soit pour la vérification des conditions aux limites et pour les intensités des composantes



de la vitesse.

[CR-N-N-N-N-N-N-N-}

.00914506

.024458

.0412595
.0580611
.0748626
.0916642

va
143557
126756
109954
0931528
0763512
0595497
0427481
0259466

00765647

T
i

i axial-velocity
153575
14329
133004
122719
112433
102147
.0918618
.0815762
.0712906
.061005
.0507194
.0404338
.0301482
.0198626
00957696

Oo0co0oO0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO

Nos résultats

Résultats de Fluent

Figure 3.10 : Comparaison des profils de vitesse avec Re = 10.

Va4 axial-velocity
0.740766 1.34992
0.673613 1.25958
0.60646 1.16925
0.539307 1.07892
0.472154 0.988582
0.405 0.898249
0.337847 0.807915
0.270694 0.717582
0.203541 0.627248
0.136388 0.536915
0.069235 0.446581
0.00208187 0.356247
-0.0650712 0.265914
-0.132224 0.17558
-0.199377 0.0852468

~\\\
! \\\\ o
1 ' \\\
N N - N
. .
Nos résultats Résultats de Fluent

Figure 3.11 : Comparaison des profils de vitesse avec Re = 100.
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3.4.3 Optimisation du maillage

Nous avons essayé d’optimiser le maillage en variant le nombre de noeuds pour le
meéme cas d’écoulement tout en observant la qualité des résultats, et ceci en respectant les
conditions de convergence pour un nombre d’itérations de 1000.

Pour cela, nous avons testé le programme sur cing valeurs de nombre de nceuds
et nous avons obtenu le graphe suivant qui donne la variation du résidu global en fonction
du nombre d’itérations et ceci pour cing configurations de maillages différentes. Le résidu

global est défini comme étant la valeur maximale des résidus de chaque équation.

10 — 120 x 22 noeuds

’ =150 x 22 noeuds
- i 200 x 22 noeuds
g 0.8 7 —250 x 22 noeuds
o 1 270 x 22 noeuds
0 0,6 —
s i |
s ‘
= 0,4 — |
7]
“© 4

0,2 —

J
0,0 —

T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Nombre d'itérations

Figure 3.12 : Influence du nombre de nceuds du maillage sur la résidu global.

Nous allons choisir dans la suite de notre travail la maillage (200 x 22) nceuds,

parce qu’il présente une bonne qualité de résultats et un nombre de nocuds moyen.
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3.4.4 Influence de la géométrie de la cavité

Pour la comparaison entre les deux cavités, nous utilisons le méme nombre de
nceuds pour les deux cavités pour un nombre de Reynolds 100, comme on peut la voir sur

la figure 3.13 :

1
P — /,////////‘ Jul
NS
- /:f;if/////i N =
—_— P B
——— P

T

Cavité curviligne Cavité cartésienne

Figure 3.13 : Différence entre les profils de vitesse sur les deux types du maillage.

La zone de recirculation dans le cas cartésien est indiqué sur la figure précédente.
On remarque que le temps de calcul pour le cas du domaine cartésien est plus grand que
le cas curviligne. Puisque, dans le premier cas la matrice inversée & chaque itération est
de dimension 10000 x 10000, mais pour le domaine curviligne la matrice inversée est de

dimension 4400 x 4400, et ceci pour le méme nombre de noeuds sur le domaine de calcul

(200 x 22).
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3.4.5 Temps de calcul

Pour une machine de fréquence d’horloge 3.00 GHz, on obtient un temps global de
calcul de 113.062 CPU pour 1000 itérations, soit une vitesse I’éxécution de 0.1903 x 10~ *

CPU par nceud par itération.

3.4.6 Influence du nombre de Reynolds sur le profil de vitesse

Pour les conditions aux limites imposées sur la frontiére du domaine de calcul, les
résultats de profil de la vitesse sont variables selon la valeur de nombre de Reynolds. Avec
un nombre fixe de nceuds sur la zone de calcul, I'infuence de ce nombre sur le profil de

vitesse pour le cas du maillage curviligne, est indiqué sur la figure 3.14 :



Va4 s va Hmw
0.143557 0.740766 |
0.126756 0.673613
0.109954 R 0.60646 Hmm’m
0.0931528 0.539307
.0763512 0.472154
PP P i
0.0427481 0.337847
0.0259466 S 0.270694 it
0.00914506 0.203541 il
-0.00765647 B 0.136388 -
-0.024458 0.069235 Il
-0.0412595 0.00208187 o
-0.0580611 RIS -0.0650712 s‘fffmm
.0.0748626 - -0.132224 S
-0.0916642 M, -0.199377 ‘Mﬁmm

i
,,,f fm

Va4
1.4353
1.27391
1.11251
0.951118
0.789723
0.628328
0.466933
0.305538
0.144143
-0.017252
-0.178647
-0.340042
-0.501437
-0.662832
-0.824227
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Figure 3.14 : Influence du nombre de Reynolds sur le profil de vitesse.

La vitesse a l'entrée du domaine de calcul est calculé & partir de la valeur du
nombre de Reynolds. Pour un nombre de Reynolds égale & 10 , 100 ou 1000 la vitesse a

I'entrée sera respectivement de 1073, 1072 ou 10~}
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3.4.7 Influence du schéma numérique sur les résidus de la vitesse

Le schémas numérique décentré WUDS est plus convenable que le schéma centré
CDS pour ce type de probléme [?] [1].

Dans le schéma WUDS, les coefficiens @; et [3; sont données respectivement par :

Pe? —  140.005 Pe?

YT 1052 pe? B = 1+ 0.05 Pe?

Pour le schéma centré CDS, les coefficiens @; et (; sont données respectivement
par :

Nous représentons sur les figures 3.15, 3.16 les résidus des composantes de la vitesse
apres la résolution des équations de mouvement en fonction du nombre d’itérations, pour un
maillage de 270 x 22 nceuds et un écoulement caractérisé par un nombre de Reynolds égal
4 1000. Les résultats suivants représentent 1’évolution des résidus des deux composantes de
la vitesse, montrent que le schéma décentré demande un nombre d’itérations moindre que

le schéma centré pour assurer la méme qualité de résultats.
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Figure 3.15 : Influence du schéma numérique sur le résidu de la vitesse u;.
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Figure 3.16 : Influence du schéma numérique sur le résidu de la vitesse us.
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3.4.8 Influence du nombre de Reynolds sur la convergence

Avec le schéma décentré WUDS, nous suivons I’évolution de résidus de vitesses u;
et ug, aux cours d’itérations, on obtient une bonne qualité de résultats quand le nombre de
Reynolds est plus élevé. Les figures 3.17 et 3.18 présentent ’évolution des résidu en fonction
du nombre d’itérations et montre une bonne convergence pour les différents nombre de

Reynolds choisis.

Re=10

1
.
I

residu de la vitesse u
[u]
1

MNombre ditérations

Figure 3.17 : Influence du nombre de Reynolds sur les résidus de la vitesse u;.
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Figure 3.18 : Influence du nombre de Reynolds sur les résidus de la vitesse us.

3.4.9 Estimation d’erreur

Pour le résidu global calculé par la relation (2.35), on donne ci-dessous les nombre
d’itérations correspond la convergence selon les nombre de nceuds du maillage avec Re =

1000, par I'utilisation de schéma décentré de WUDS.

Nombre de cellules | 80 x 20 | 120 x 22 | 150 x 22 | 200 x 22 | 270 x 22
Nombre d’itérations 2606 1767 1669 1518 1432
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons donné une des méthodes numériques utilisées pour la
résolution des équations de bilan dans la mécanique des fluides, cette méthode représentée
par la méthode de volumes finis, qui est la plus utilisée pour la résolution de probléme de
I’écoulement des fluides.

Nous avons choisi ici le probléme de ’écoulement d’un fluide compressible dans
une cavité ouverte chauffée, qui est modélisée mathématiquement par les équations de base
de la mécanique des fluides représentées par : I’équation de continuité, les équations de
mouvement et I’équation d’énergie.

La géométrie cylindrique de la cavité dans R? et le type axisymeétrie de 1’écoulement
permettent de transformer les équations en coordonnées cylindriques ceci en appliquant la
condition d’axisymeétrie (% = O> pour obtenir un probléme défini dans le plan (orz).
Le domaine d’étude est choisi avec des frontiéres curvilignes pour améliorer 1’adaptation

de I'écoulement dans la zone de jonction. Les résultats numériques sont donnés sur un

demi-plan puisque I’écoulement étudié est symétrique par rapport a I'axe 0Z.

La discrétisation de I’équation générale écrite en coordonnées curvilignes de deux
dimensions donne un systéme d’équations discrétisées plus compliqué que le systéme résul-
tant de la discrétisation des équations écrites en coordonnées cartésiennes ou cylindriques ou
nous avons expliqué comment résoudre les équations discrétisées par ’algorithme SIMPLE
modifié pour le type de géométrie complexe.

Ce type de géométrie crée un type de schéma qui s’appelle le schéma a 9 points ou

VF9 et qui donne une forme plus compliquée du systéme linéaire difficile & étudier. Dans



86

la discrétisation, on utilise deux types des approximations numériques représentés par : le
schémas centré de CDS et le schémas décentré de WUDS qui donne une convergence plus
rapide que le premier.

Les résultats numériques obtenus montrent que la géométrie curviligne donne des
bon résultats que la géométrie cartésienne, la différence entre les deux cavités représentée
par l'influence de la forme de zone de jonction dans les deux types de maillage sur le profil
de vitesse.

Pour optimiser le maillage nous avons exécuté notre programme pour différents
nombres de nceuds recouvrant la zone de jonction tout en gardant fixe le maillage dans
Pentrée et la sortie du domaine. Le maillage défini pour un nombre de noeuds 40 x 22 dans
la zone de jonction représente le maillage optimal.

Pour compléter ce travail nous proposons d’introduire un modeéle de turbulence

telque le modele a deux équations k—e pour pouvoir étudier les écoulements & forts nombres
de Reynolds. Nous proposons aussi d’incorporer dans le systéme d’équations proposé la
résolution de I’équation d’énergie pour pouvoir étudier I'influence des conditions aux limites
thermiques sur I’ensemble de 1’écoulement.

En ce qui concerne le systéme d’échange d’énergie proposé dans ’application de
la cheminée solaire, nous suggérons d’introduire un systéme de production électrique en
introduisant une turbine munie d’un distributeur au niveau de la jonction curviligne en

amont de la cheminée.
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Résumé

Ce travail est centré autour de l'analyse numérique de schémas volumes finis pour un
modele d'écoulement d'un fluide compressible a travers une cavité ouverte curviligne.

Les équations de bilan sont transformées en coordonnées cylindriques puis en
coordonnées curvilignes a cause de la géométrie imposée de la cavité.

Les équations discrétes obtenues par la méthode de volumes finis sont résolues par
l'utilisation de l'algorithme SIMPLE.

Deux méthodes de discrétisation sont utilisées : le schémas centré CDS et le schémas
décentré¢ WUDS.

Les résultats numériques obtenus par notre programme sont comparés avec ceux issus de
I’utilisation du logiciel Fluent.
Mots Clés : cavité ouverte, équations de bilan, coordonnées curvilignes, méthode de
volumes finis, SIMPLE.

oadla

o at Jals Taaiall QB il (s Al Bgiall agaal) &l ganall Jilail) Jga U3 Jaall 138 3
(e e
Jlaal § pnsall JSE) Crn dgiaiadl ClRY) 8 Lkl cliisaYl oS ol eVl
A,

SIMPLE 4} jsa Jissiuly Ja3 Augiial asaall 2k Jlesinly Lode (anial deliiad sl

Fluent gl U el Ll Jomniall danal ilially i) o Ll Uloaat 3l duasal) il

SIMPLE (i gidl o sanll 48yl cdyimiad) clilaay) o)) sill ¥ alaa ¢ 7 gibe Cay sat 1 dpalidal) cilalsl)

Abstract

This work is based on the numerical analysis of finite volume scheme for one model to
dispose of compressible fluid in an open curvilinear cavity.

The transport equations are transformed in cylindrical coordinate then in curvilinear
coordinates.

The discretization equations obtained by the finite volume method are resolved by the
SIMPLE algorithm.

There are two methods we have dealt with in the discretization : centered scheme CDS
and the decentered scheme WUDS.

Our results are compared to those by Fluent software.
Keywords : open cavity, the transport equations, curvilinear coordinates, finite volume
method, SIMPLE.





