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Notations et conventions

Dans toute la suite de ce mémoire, nous utiliserons les notations suivante :

1) Dans toute la suite de ce mémoire, nous utiliserons des lettres grecques, «, 3,7, ...,
pour des indices prenant leurs valeurs dans 'ensemble {1,2} | des lettres latines, i, j, k, ...,
pour des indices prenant leurs valeurs dans I'ensemble {1,2,3}.

2) Nous adoptons la convention de sommation sur les indices répétés haut et bas, par
exemple :

i =3 i a =2 ‘

uv' = 35T v, UV = 3o U

3) Pour la dérivation par rapport & une variable nous utiliserons la notation : wu,, = 2%

dzo
4) En vue de faire I'écriture des équations plus simple et plus compacte, nous nous
servons, par fois, de la notation alternée comme dans [9], [11] et [23], ainsi on écrit :
Al A2

V= (v1,09,03), T = () = (71,72) et A= (N\op) = , OU Ao = Aoy.
B Ao Az

5) a : le déterminant de la matrice (a.5) = det (ang) = a1a22 — (a12)*.

@, : base covariante du plan tangent.

@ : base contravariante du plan tangent.

@5 : vecteur unitaire normal au plan tangent.

a:g> : normale unitaire & la surface moyenne déformée.

cg‘) . “transformée” du vecteur @ 3 aprés déformation.

(op : premiére forme fondamentale (a5 = Ay = @ o @ ).

a®® : premiére forme fondamentale (a*® = a%* = 7. 7@).

bap, b3, b7 ¢ second forme fondamentale.

'3 : symboles de Christoffel.

v



Notations et conventions

Vgla = Vga — ry 5Uys dérivation covariante a partir d’une dérivation usuelle.
— : convergence faible.

ds : élément de longueur.

dS : élément de surface.

E3; E? : espaces euclidiens.

e, : vecteurs du repére orthonormé fixe de E®.

coordonnées curvilignes de la suface.

: coordonnée normale.
: domaine (ouvert connexe borné de R?, d > 2) de référence.

g
1%
Q
Q : fermeture de €.

I' = 09) : frontiére de ).

I'y : partie encastrée de I'.

I'; : partie libre de I'.

S, S : surface moyenne de la coque.
M : point courant de la coque.

Ty ¢ le plan tangent & S en M.

$ : carte définissant la surface moyenne.

P : la projection orthogonale du point M sur la surface moyenne non déformée.
ﬁ : champ de déplacement de la coque tridimensionnelle.

7 : champ de déplacement de la surface moyenne.

u; : composantes covariantes de .

6, : composantes de la rotation de la normale as

E : module de Young.

v : coefficient de Poisson.

a®? : le tenseur d’élasticité de la coque.

a(.,.) : forme bilinéaire usuelle.

RM ()

a : forme bilinéaire associée au modéle linéaire de Naghdi.

a’(.,.) : forme bilinéaire associée au modele linéaire de Koiter.
V . espace de Hilbert des fonctions admissibles.

V}, = espace de Hilbert approché de V.



Notations et conventions

VEM : espace des déplacements admissibles pour le modéle linéaire de Naghdi.

VE : espace des déplacements admissibles pour le modeéle linéaire de Koiter.

f(.) : forme linéaire (énergie potentielle des charges extérieures).

Y. : composantes covariantes du tenseur de changement de courbure de la surface
moyenne.

A, : composantes covariantes du tenseur de déformations membranaires.

®,, : composantes covariantes du tenseur de cisaillement transverse.

75, » une famille de triangulations de 2 indéxée par (la taille du maillage) h

K, T : triangle courant.

hx = diam(K) : diametre du triangle K.

h = maxge,, diam(K).

pr : larondeur du triangle K (p; = sup {diam(8);  boule de R?, 8 C K}).

P;. : espace des polynémes de deux variables 1, x5 & coefficients réels et de degré globale
inférieur ou égal a k.

7y, I, : opérateure d’interpolation linéaire.

P(T) : espace des polynomes définis sur le triangle 7' de deux variables a coefficients
réels et de degré global inférieur ou égal a k.

C%() : espace des fonctions définies et continues sur Q.

C%(Q) : espace des fonctions holdériennes d’ordre « sur €, c’est & dire l’espace des
fonctions f continues sur €2 telles que

o @) = 1)

o < +00.
ryeq T — |

C™(Q) : espace des fonctions f € C™(Q) telles que

D'f e C*(Q), Vj, |j| <m.

vi



Introduction générale

Les équations aux dérivées partielles décrivent un grand nombre de phénoménes dans notre
environnement, surtout dans les domaines de la physique et de la mécanique.

Dans la plupart des cas, il n’est pas possible d’en trouver des solutions analytiques c’est
a dire que le calcul explicite de la solution exacte de ce genre d’équations est souvent hors
d’étre atteint. C’est pourquoi, d’'une maniére générale, le probléme exacte est approché par
un probléme discret qui peut étre résolu par les méthodes numériques.

Avec le progrés des performances des ordinateurs et le développement des méthodes
numeériques (surtout les méthodes des éléments finis qui sont apparrues dans les années
1950-1955 pour I'approximation des problémes, posé en mécanique des milieux continues,
développés par des ingénieurs puis étudier par des mathématiciens), la simulation numérique
est devenue pour l'ingénieur un outil plus souple, plus facile a réaliser et plus économique
que la simulation expérimentale et tend de plus en plus a s’y substituer.

On s’intéresse ici & étudier les problémes des coques élastiques minces par les méthodes
des éléments finis en sachant qu’il existe d’autres méthodes numériques pour approcher les
solutions des équations aux dérivées partielles comme la méthode des différences finies et la
méthode des volumes finies, ...ect.

Dans la littérature mécanique : une coque mince est une structure tridimensionnelle
caractérisée par une épaisseur trés petite par raport aux autres dimensions caractéristiques,
si nous supposons que ¢ est le rapport de 1’épaisseur a une autre caractéristique de la coque
on doit avoir : € < %min([q, Ls) ou Ly, Ly sont les autres dimensions caractéristiques.
Ce type de stucture apparait fréquemment dans des constructions courantes (ponts, toits

de batiments, ...) dans la conception industrielle (turbines, pieces mécaniques, carrosseries
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d’automobiles;...) et méme dans le monde vivant (artéres, branches,...). De fait, celles ci
sont des stuctures légeres qui répondent d’une maniére efficace aux efforts qu’elles subissent,
princialement grace a la courbure de leur surfaces.

Dans le milieu industriel, ’objectif principal est d’obtenir une structure la plus mince
et la plus robuste (rigide) possible pour utiliser un minimum de matériau dans sa construc-
tion, tandis que par exemple, en biomécanique la modélisation et simulation numérique du
couplage fluide\structure mince peut apporter de I'information pour le traitement de divers
pathologie, comme les anévrismes(!).

Afin de simuler numériquement le comportement de ces structures minces, il est impor-
tant de formuler des méthodes d’éléments finis qui soient robustes vis-a vis au verrouillage
numérique, mais c’est quoi le verrouillage numérique ?

Pour en donner ici une idée générale on peut dire que le verrouillage numérique est un
phénomeéne indésirable ou une pathologie qui se produit lorsqu’on cherche & approximer la
solution u® d’une formulation variationnelle par une méthode d’éléments finis, on dit alors
qu’il y’a verrouillage numérique quand les estimations d’erreur optimales, que I'on peut
démontrer pour un schéma d’approximation donné a ¢ fixé, dégénérent, lorsque 'on fait
tendre ¢ vers zéro. Dans la section §1.4 on va donner une définition mathématique claire et
précise de ce phénomeéne.

Pour donner un sens a ce terme dans le cas des structures minces, on peut affirmer que
la signification communément admise semble étre [’incapacité des champs de déplacements
discrétisés o représenter une classe particuliére de déplacements que la formulation tend
& favoriser. Pour les coques, cette classe se compose des déplacements pour les quels la
normale & la surface moyenne reste normale aprés la déformation (hypothese de Kirchhoff-
Love), et la métrique de la surface moyenne elle-méme reste inchangée (espace des flexions
purs on I'appelle aussi espace des déplacements innextensionnels).

D’autre part il faut noter que le verrouillage numérique est I'une des difficutés majeures

dans la formulation d’éléments finis robustes pour I’analyse numérique des structures minces,

(Un anévrisme ou anévrysme est une dilatation localisée de la paroi d’une artére aboutissant a la
formation d’une poche de taille variable, communiquant avec ’artére au moyen d’une zone rétrécie que I'on

nomme le collet. Sa forme habituelle est celle d’un sac, son diamétre pouvant atteindre plusieurs centimétres.
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mais ce phénomeéne concerne aussi les formulations incompressibles de la mécanique des
milieux continus en particulier.

Des nombreux travaux ont été réaliser dans la recherche de remédes contre cette patholo-
gie. Les méthodes mixtes - dont les fondements théoriques ont été établis par Babuska (1973)
et Brezzi (1974)- constituent un outil efficace pour la conception et ’analyse rigoureuse des
méthodes numériques qui échappent au verrouillage, en particulier dans la mécanique des
fluides incompressibles et les modéles de plaques (voir [17]).

Pour les coques la situation est radicalement différente :

malgré que ce phénomeéne a préoccupé les ingénieurs dépuis plusieurs décennies il semble
qu’il n’a pas encore -modulo quelques années, puisque nous ne somme pas au courant de ce
qui passe au niveau du domaine de recherche - trouvé de solution “définitive”.

La présence de coefficients géométriques variables (notament les courbures) dans les
formulations des coques rend impraticable la technique classique de démonstration de la
condition inf-sup : le lemme de Fortin.

Le but de ce mémoire est essentiellement d’exposer quelques résultats importants choisis
parmis un trés grand nombre de recherches : on donne une condition nécessaire et suffisante
pour le remede de cette pathologie pour les coques minces et deux exemples de méthodes
d’éléments finis échappentes au verrouillage; 1'une concernant les problémes d’arches qui
n’utilise pas les méthodes mixtes (voir [7]) et Pautre concerne les coques minces qui utilise
une formulation mixte similaire & celle de Arnold et Brezzi (voir [9]) et une condition inf-sup
relaxée proposée dans [23].

Donc dans le premier chapitre on va exposer trés rapidement les grandes lignes des
méthodes des éléments finis et les méthodes mixtes puis on va présenter le phénomeéne
de verrouillage dans un cadre abstrait de problemes elliptiques qui dépendent d’un petit
parametre. L’analyse asymptotique de ces problemes nous a permet de dégager une con-
dition générale suffisante pour le remede de cette pathologie et on termine ce chapitre par
une application sur les problémes d’arches (voir [7]) : on donne un schéma d’éléments finis
qui possede un comportement verrouillant et un autre robuste qui n’utilise pas les méthodes

mixtes.
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Dans le second on va rappeler la théorie classique de coques élastiques minces. On donne
une description de la géométrie d’une coque puis, pour bien isoler les coques concernées par
le phénomeéne du verrouillage des autres, on fait une classification des coques selon :

- La nature de sa surface moyenne.

- La prise en compte ou non des effets des déformations de cisaillement transverse :
modele de Naghdi et le modele de Koiter.

- La rigidité géométrique ou non de sa surface moyenne : coques inhibées et non inhibées.

- L’énergie de déformation dominante de la coque.

Dans le troisieme chapitre on donne premiérement quelques considérations générales con-
cernant le verrouillage des coques élastiques minces puis on présente une méthode d’éléments
finis robuste pour les problémes des coques de Naghdi & flexion dominante qui utilise une
formulation mixte similaire a celle de Arnold et Brezzi et une condition inf-sup relaxée

proposée dans [23].



Chapitre 1

Notions générales sur les méthodes
des éléments finis et le phénoméne de

verrouillage

1.1 Introduction

De nombreux problémes physiques sont formulés de la fagon suivante :

Au= f sur Q,
(1.1.1)

Bu =g sur T,
ol 2 est un ensemble (généralement un domaine) de R”, I' la frontiere de 2, A et B
des opérateurs différentiels, f et g sont des fonctions données et u la solution du probléme.

Ce genre de problémes est appelé “problémes aux limites”("). Les inconvénients liés a ce

(U Definition : On appelle probléme aux limites une équation aux dérivées partielles munie de conditons
aux limites sur la totalité de la frontiére du domaine sur lequel elle est posée.

Définition : On appelle probléme de Cauchy une équation aux dérivées partielles oti, pour au moins
une variable (généralement le temps t) les conditons “au bord” sont des conditions initiales (i.e., ne portent
que sur un bord t =0, et pasent =T).

De nombreux modeéles sont a la fois des probléme aux limites et des probléme de Cauchy ( pour plus de

deétails voir [40]).



1.1. Introduction

type de formulation sont essentiellement dus & la trop grande régularité que 1'on exige des
différents parametres, c¢’est pourquoi on introduit souvent ce qu’on appelle “la formulation

faible”, ou “la formulation variationnelle” du probléme (1.1.1) qui s’écrit comme suit :

trouver v € V tel que :
(1.1.2)
a(u,v) = L(v), YvelV.

ou V est un espace de fonctions admissibles (un espace de Hilbert) et af(.,.), L(.) sont
des formes bilinéaire et linéaire utilisant des intégrales sur 2 et T'.

Ce second type de formulation est souvent plus conforme & la réalité physique. Par
exemple en élasticité, la forme quadratique %a(v, v) représente ’énergie de déformation du
milieu, associée & un déplacement virtuel v, tandis que L(v) représente 1’énergie potentielle
des forces extérieures appliquées au milieu, associée au méme déplacement v.

Naturellement, la résolution exacte des équations (1.1.1) et (1.1.2) est généralement
impossible et 'on est conduit a rechercher des approximations de la solution. C’est 14 ou la
méthode des éléments finis se montre comme une méthode numérique de référence pour le
calcul des solutions des problémes aux limites surtout celles qui sont elliptiques. A I'heure
actuelle la méthode des éléments finis occupe une place de premier plan dans le monde de
calcul scientifique.

L’idée de base de cette méthode est de remplacer ’espace de Hilbert V' sur lequel est
posée la formulation variationnelle, qui est généralement de dimension infinie, par un sous-
espace V}, de dimension finie, pour n’avoir qu'un nombre finie d’inconnues ou ce qu’on
appelle “degrés de liberté” (qui seront les composantes de la solution approchée u; dans
une base de V},), puis on définit cette solution approchée u;, de la solution v comme étant

la solution du probléme suivant :

trouver uy, € V), tel que :
e nied (1.1.3)

a(up,vy) = L(vp), Yo, € Vy,
qui se rameéne donc & la résolution d’un systéme linéaire dont la matrice est appelée matrice
de rigidité (qui sera définie positive et symétrique quand a sera coercive et symétrique).

On montre alors :
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i) que le probléme (1.1.3) admet une solution unique uy; pour cela, on utilise I'inclusion
Vi, C V, ce qui permet de se ramener au résultat d’existence et d’unicité de la solution pour
le probléme continu (1.1.2);

ii) que la convergence de la solution approchée uy, vers la solution u est directement liée
aux propriétés d’approximation des fonctions v € V' par les fonctions vy, € Vj,.

Ainsi, la construction de I’espace V}, constitue la clé de votite de la méthode d’approximation
variationnelle. L’objet de la méthode des éléments finis est précisément de construire des
familles d’espaces V}, qui ont des propriétés d’approximation convenables et qui conduisent
A une mise en ceuvre numérique satisfaisante.

Ce pendant, appliquée dans le calcul des structures minces la méthode des éléments finis
rencontre une difficulté sérieuse : le verrouillage numérique.

Dans ce chapitre on va rappeler premiérement les principaux techniques d’interpolation
par éléments finis, puis on va donner, dans la deuxiéme section, une généralisation du
théoréme de Lax-Milgram (théoréme de Nécas) qui est la base théorique des méthodes
mixtes, dont les fondements ont été mis en place dans les années soixante-dix par Babugska
et Brezzi et quelques résultats concernant des problémes de type point selle puis on étudie
le phénomeéne de verrouillage dans cadre abstrait de problémes elliptiques et on termine par

un exemple de problémes d’arches.

1.2 Les grandes lignes des méthodes des éléments finis

Dans cette section, on ne va pas exposer la méthode des éléments finis et ses différentes
variantes & cause de la nature de ce mémoire, mais on va rappeler quelques résultats dont
nous avons besoin ultérieurement. Le lecteur désirant se familiariser avec ce sujet pourra
consulter par exemple [33] et [37] pour une introduction, ou bien [4], [34] et [36] (chapitre 12)
pour une étude plus détaillée. On va premiérement rappeler quelques résultats concernant la
théorie abstraite de ’approximation variationnelle des problémes aux limites elliptiques, puis
on rappelle la notion d’élément fini et les techniques d’interpolation des fonctions définies

sur un domaine 2 C R? qui servent & la construction concréte des espaces d’interpolation
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Vj,, en insistant sur le cas ot Q C R? puisque on va faire une approximation bidimensionnelle

d’un probléme d’élasticité tridimensionnelle comme on va le voir dans le chapitre 2.

1.2.1 Théorie abstraite de ’approximation variationnelle

On se donne un espace de Hilbert V' sur R, muni d’une norme notée ||.||, et une forme
bilinéaire a(.,.) continue sur V' x V et V-elliptique, c’est & dire une forme bilinéaire pour la

quelle il existe deux constantes M > 0 et a > 0 telles que

Vu € V, YoeV, a(u,v)<Mlull|v], (1.2.1)

Yu € V, alu,u) > olul? (1.2.2)

et soit une forme linéaire L continue sur V, on sait alors que, d’aprés le théoréme de Lax-

Milgram (annexe théoréme A.10), le probléme (1.1.2) admet une solution et une seul.

Remarque 1.2.1 Dans le théoréme de Laxz-Milgram, la condition (1.2.2) peut étre, évidem-

ment, remplacé par la condition

a(u,u)

inf — inf .
i~ faleu) >0
Jull—1

Dans ce mémoire, nous commettrons systématiquement [’abus de notation d’écrire, par ex-

I a(u,u) li d a(u,u)
emple, sup<iz” au lieu de sup Tho"
ueV ueV

v#0

On suppose maintenant que V}, est un sous-espace de V' de dimension finie et dépendant
d’un parameétre h > 0 destiné a tendre vers zéro. On note I(h) la dimension de Vj; en
pratique V}, doit représenter une approximation de ’espace V', dans le sens ot le nombre de
degrés de liberté puisse étre aussi grand que possible, de maniére a approcher la solution
exacte de maniére la plus précise possible. Autrement dit, on souhaite que la dimension
I(h) de V}, tende vers 400 quand h tend vers zéro (par exemple, I(h) est inversement
proportionnel & h) i.e.,

lim I(h) = 4o0.
h—0

Plus précisément, on fera les hypothéses suivantes sur les espaces V},.
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Définition 1.2.1 On dit que les espaces Vj,, h > 0, forment une approximation interne (on
dit aussi approzimation conforme) de V' si :

1) pour tout h >0, V, C V,

2) pour tout v € V on a
lim { inf |jv— vh||] =0, (1.2.3)

h—0 |v, €V

ou, en d’autre termes
Yo eV, Ve >0, 3hg >0 telle que : {0 <h < hyg= v, €Vj:|lv—up| <e}.

Le choix de ces espaces V}, étant fait, on associe pour chaque h > 0 le “probléme ap-
proché” (1.1.3) qui admet, en appliquant toujours le théoréme de Lax-Milgram, une solution
unique.

Examinons maintenant 1’erreur commise lorsqu’on approche la solution u du (1.1.2) par
la solution u; du (1.1.3). La simplicité du résultat fondamental suivant est une premiére

justification de la méthode d’approximation variationnelle.

Théoréme 1.2.1 (lemme de Céa) : Soit V un espace de Hilbert et V}, un sous-espace
de V de dimension finie. On suppose que la forme linéaire L est continue sur V et la
forme bilinéaire a vérifie (1.2.1) et (1.2.2), de sorte que le probléme variationnel (1.1.2) et
le probléme variationnel approché associé (1.1.3) admettent, respectivement, u et u; comme
solutions uniques. Alors on a une premiére estimation de l’erreur entre u et u, Ssous la
forme

M .
lu —unl| < — infflu—vn]. (1.2.4)

Par conséquent, d’aprés (1.2.3), il suffit que la famille (Vy)pso forme une approzimation
iterne de V' pour avoir

hlinOHu — uy|| =0, (1.2.5)

c’est a dire pour que la solution approchée u;, converge vers la solution exacte u.

Preuve. Soit v, un élément quelconque deV},, posons wy, = v, — uy,.

Puisque V), est un sous-espace de V, I’élément w;, appartient a V}, et donc a V.
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Or u et uy, sont solutions de (1.1.2) et (1.1.3) d’on

a(u,wp) = L(wy,),

a(up, wy) = L(wy,),

on obtient par soustraction

a(u — up,wy) =0,

et donc, en utilisant la bilinéarité de a on trouve
a(u — up,u —up) = a(u — up, u — vy).
On déduit alors de (1.2.1) et (1.2.2) que
allu —up|)? < alu — up, v —up) = alu — up,u—vy) < Mlju — up||||u — v,

et comme vy, est un élément quelconque de Vj, on trouve aisément (1.2.4).

Remarque 1.2.2 Dans le cas ou la forme bilinéaire a est, de plus, symétrique, la solution

du probléme (1.1.2) est caractérisée comme étant la solution du probléme de minimisation :

Trouver u € V solution de

; " (1.2.6)
(u) = minJ(v),
ou J est la fonctionnelle quadratique définie sur V' par
1
J(v) = 5 a(u,v) — L(v)
Remarque 1.2.3 Comme d(u, V},) = in‘f/ lu—vnl| = Jlu—mp(w)| (o mh(u) est appelé
VRLEVH

Uinterpolé de u par Uopérateur de projection orthogonale 7y, : V. — V}, ) donc le théoréme
1.2.1 montre que le probleme de [’évaluation de lerreur uw — u, se raméne a un prob-

leme d’évaluation de la distance, dans V, entre la solution exacte u et le sous-espace Vj,

de V.

Comme une conséquence du théoréme 1.2.1, on a le résultat général de convergence

suivant :
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Théoréme 1.2.2 On suppose qu’il existe un sous-espace W de V' dense dans V' et une

application r, de W dans V), tels que
Yo e W, hlimOH'U —rp(v)]] = 0.

Alors la méthode d’approximation variationnelle converge au sens (1.2.5).

1.2.2 Interpolation par éléments finis et les techniques de con-

struction de V),

Soit 2 C R? un domaine (on convient ici d’appeler domaine un ouvert borné connexe de

R?) polygonal, i.e., tel que sa frontiére I' est une union finie de segments. Posons

V=H(Q)= {v € L*(Q); % € L*(),1<i< d} , (1.2.7)

I’espace de Sobolev bien connu.L’idée générale de construction de I’espace d’approximationV},

consiste & recouvrire ) par des éléments de petite taille (distinée & tendre vers 0) et de

forme simple, essentiellement des triangles ou des rectangles pour d = 2, notés par 7} ,
j€{1,2,..Nr}, donc on aura
Q= U T

jefnz..Ne}
et on dit qu'on a construit un maillage de €.
On note 75, 'ensemble de tous les éléments 7}, j € {1,2,...Np}, ainsi formés, h est défini
par

h = h(T;
e, D)

ou h(T;) désigne le diametre de 7}, i.e., la distance maximale entre deux points quelconques
de 7. En générale 7, s’appelle une “triangulation” de (2, et on utilise cette terminologie
méme si les éléments sont des rectangles.

On considére maintenant une famille de triangulations du domaine 2, indexée par h et
notée par (74);, avec la condition h — 0 qui signifie que tous les éléments 7; ont un diametre
qui tend vers zéro. Ces éléments doivent satisfaire un certain nombre de contraintes tres
connues pour qu’on peut dire que la triangulation est admissible (voir par exemple [33]).

Apres cela 'espace V), peut étre construit de plusieurs maniéres, citons la plus importante.

11
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e N |
Il ]

=2

rd Il
L2 &

) 2

Figure 1.2.1 : Exemples d’éléments finis de Lagrange avec leurs degrés de libertés pour

k=2et k=3

Eléments finis de Lagrange P

Sid = 2 et € est supposé recouvert d’une famille de triangles 7; € 75, on note par Py, I’espace
des polynémes de deux variables 1, xs a coefficients réels et de degré globale inférieur ou
égal & k, i.e.,
P, = {p(g) = p(x1,x0) = Z Tt ah, o € R} :
0<i+j<k

on vérifie aisément que Py est un espace vectoriel de dimension £ (k + 1)(k + 2).

L’espace d’approximationV}, de ’espace V' définie en (1.2.7) est généralement défini, dans
ce cas, de la forme suivante (Pour les détails de construction de ces espaces d’interpolation

on peut voir [33], [37], [36], ou bien [4]), (voir aussi figure 1.2.1) :
Vi ={on € C°(Q);  VT; € 74, vpr, € P} (1.2.8)

On montre que cet espace est un espace de Hilbert, de dimension finie, pour la norme
induite par celle de V. D’autre part, pour une famille de triangulations (74); on montre aussi
que les espaces (V;¥) forment une approximation conforme de V' au sens de la définition 1.2.1.

Pour plus de détails voir par exemple [33] ou [37].

Remarque 1.2.4 I est important de signaler qu’on a proposé ici seulement [’interpolation
par des fonctions continues alors qu’il existe dans le domaine une large variante pour con-
struire des éléments finis. Il y a par exemple les éléments finis de Hermite qui donne une
interpolation par des fonction de classe C' ou les Vi, C C*(Q) et linterpolation par des

fonctions discontinues ou les Vi, C L*(QQ) et plusieures autres.

12



1.3. Les méthodes mixtes et la condition inf-sup

Meéthode de Galerkin

La méthode de Galerkin a été un précurseur de la méthode des éléments finis. Bien qu’elle n’a
pas d’intérét numeérique en générale, elle est trés utile d’un point de vue théorique (notament
pour l'étude des problémes non-linéaires). Elle rentre dans le cadre de 'approximation
variationnelle décrit ci-dessus.

On suppose ici que 'espace de Hilbert V' est séparable de dimension infinie ce qui entraine
qu'il existe une base hilbertienne (e;);>1 de V. On choisit alors le sous-espace engendré par
cette base hilbertienne comme espace dense dans V. En posant h = %, on définie V}, comme
le sous-espace de dimension finiie engendré par (eq, es, ..., €,) et on peut appliquer facilement
le théoremel.2.2.

Malgré son adéquation au cadre théorique, la méthode de Galerkin est peu commode
d’un point de vue numérique. En effet , la matrice de rigidité W, que 'on obtient ainsi
est généralement “pleine”, c’est & dire que tous ces coefficients sont non nuls en général,
et “mal-conditionnée”, c’est & dire que la résolution numérique du systéme linéaire sera
instable car trés sensible aux erreurs d’arrondi du calcul sur ordinateur. De ce point de vue,
la méthode des éléments finis est bien plus performante et de lion préférable & la méthode

de Galerkin.

1.3 Les méthodes mixtes et la condition inf-sup

Les méthodes des éléments finis dans les quelles on utilise deux espaces pour approcher deux
variables inconnues recoivent la dénomination générale de “méthodes mixtes”.

I1 est connu depuis assez longtemps (les années 70) des méthodes efficaces pour le dever-
rouillage d’'une méthode d’éléments finis, mais les méthodes mixtes introduites par Babuska
(1973) et Brezzi (1974) ont apporté une véritable révolution dans ce domaine.

La philosophie de ces méthodes, appliquée pour le deverrouillage d’une méthode d’éléments
finis standard, consiste a reformuler le probléme variationnel par l’introduction d’une incon-
nue auxilliaire et de discrétiser a la fois 'inconnue primitive et cette nouvelle inconnue.

On obtient ainsi un systéme variationnel qui pose un probléme de type point selle a

résoudre et & discrétiser.
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On va présenter dans cette section le cadre théorique général de ces méthodes et quelques
résultats qui sont utiles & notre travail, pour plus de détails sur ces méthodes et leurs

applications on pourra voir par exemple [17].

1.3.1 Une généralisation du théoréme de Lax-Milgram

Le théoréme suivant, dit & Necas (voir [25]) a joué un role fondamental dans la théorie
des méthodes mixtes. C’est une exellente généralisation du théoréeme de Lax-Milgram,
puisqu’elle suppose que la forme bilinéaire a est continue sur V' x W et de plus elle donne
une condition nécessaire et suffisante pour que le probléme soit bien posé, tandis que le

théoréme de Lax-Milgram ne donne qu'une condition suffisante.

Théoréme 1.3.1 (Neéas) : Soient V et W deux espaces de Hilbert, f € W' et a:

V x W — R une forme bilinéaire continue sur l’espace de Hilbert V- x W i.e.,
da > 0 telle que: |a(u,v)| < a||ul|v.||v]w, V(u,v) € V. x W.

Alors le probléeme

Trouwver u € V telle que :

(1.3.1)
a(u,v) = f(v), Vo e W,
est bien posé si et seulement si :
(1) 1l existe une constante v > 0 telle que :
inf sup- Y 5 s (1.3.2)
inf sup———" > > 0. 3.
3 P Tl ol
(2) et on a
Yo e W, (Vu €V, a(u,v) =0) = (v =0). (1.3.3)

Remarque 1.3.1 Sionpose Vi ={uecV:|ul| =1} , Wy ={veW || =1}, la con-

dition (1.3.2) peut se réécrire sous l'une des formes suivantes

inf sup a(u,v) > 0,
ueVy vEV[l?l ( )
sup a(u,v) > A|ull, VueV.

veW
loll <1

14



1.3. Les méthodes mixtes et la condition inf-sup

Elle peut se réécrire encore sous la forme

a(u,v
VueV, Alul< supits?)

vew [[v]]
Cette forme sera fréqguement utilisée par la suite.

La condition (1.3.83) peut aussi se réécrire sous la forme

sup a(u,v) >0,  pour tout ve W — {0}.
ueVy

Remarque 1.3.2 On note que, que dans le cas ot V =W, la condition d’ellipticité (1.2.2)
implique que les conditions (1.3.2) et (1.8.3) sont satisfaites, donc c’est une condition suff-
isante pour que (1.1.2) soit bien posé. Pour le théoréme de Laz-Milgram, dans le cas par-
ticulier ou la forme bilinéaire a est symétrique et positive, sa coercivité est une condition

nécessaire et suffisante pour que le probléme (1.1.2) soit bien posé.

1.3.2 Problémes de type point selle et leurs approximations

On va considérer ici une forme particuliére du probléme (1.3.1) qui conduit sous certaines hy-
potheéses (voir la remarque 1.3.3) & un probléme de type point selle (voir définition A.2 dans
I’annexe). Ce type de problémes modilisent une grande partie des probémes de mécanique
et en particulier les problémes de déformation des coques.

Soient V' et W deux espaces de Hilbert, f € V', g € W’ et deux formes bilinéaires
continues a: V XV — Ret b: V x W — R. Le probléme abstrait que nous considérons

s’écrit sous la forme

Trouver u € V et p € W tels que :
a(w,0) +bv,p) = f(),  YweV (1.3.4)
b(u, q) = 9(q), Vg e W.
On peut facilement reformuler ce probléme de la maniére suivante :
On introduit I'espace produit X =V x W qui est un espace de Hilbert pour la norme
lellx = 1(w, p)llx = ([ull? + [Ipl},) 2 pour tout ¢ = (u,p) € X =V x W.(voir par exemple

[32]). Si on définit la forme bilinéaire K et la forme linéaire L sur l'espace X par

K @ XxX —R/K(p,¢¥) = K[(u,p); (v,q)] = a(u,v) + b(v, p) + b(u, q),
L : X —R/L() = L(v,q) = f(v) + g(q),

15
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le probléme (1.3.4) sera équivalent au probléme

Trouver ¢ = (u,p) € X =V x W telle que :
K(p,v) = L), VY = (v,q) € X.

En effet, il est claire que si (u,p) € V x W est solution du probléme (1.3.4) alors

(1.3.5)

(u,p) € X est aussi solution de (1.3.5). Inversement, supposons que (u,p) € X est solution

de (1.3.5), i.e :
a(u,v) 4+ b(v,p) + b(u, q) = f(v) + g(q), V(v,q) € X,
et en particulier pour (0,¢q) € X, ce qui donne, en utilisant la linéarité de a et b :

b<u7q) = g(Q)7 Vge W,

et de méme pour tout (v,0) € V x W on a :

a(u,v) +b(v, p) = f(v),

ce qui montre que (u,p) € V x W est solution du probléme (1.3.4), d’ou I’équivalence.
Mais le probléme variationnel (1.3.5) ne peut pas étre résolu par le théoréme de Lax-
Milgram, car la forme bilinéaire K n’est pas X-elliptic puisque pour tout ¢» = (0,¢) € X on
a K(¢,v¢) = 0 alors que [|(0,q)|x # 0 pour ¢ # 0. Cependant on peut utiliser le théoréme
de Necas en choisissant V =W = X.
F. Brezzi dans le théoréme suivant (voir [16]) a donné un résultat important pour

'existance et 1'unicité du probléme (1.3.4)

Théoréme 1.3.2 (Brezzi) : On suppose que la forme bilinéaire a est continue sur V x V.
et N-elliptique ou
N={veV:VpeWb,p) =0},

1.€.,

inf  a(v,v) >0,
{veN:[|v[=1}

et que la forme bilinéaire b est continue sur V. -x W et vérifie la condition

b(u,v)
inf sup———= = inf sup b(u,v) > 0. 1.3.6
Bf STl = A Sup b(w.v) (1.3.6)

Alors pour toutes les formes linéaires continues f € V',g € W', le probléme (1.5.4)

admet une solution unique.
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1.3. Les méthodes mixtes et la condition inf-sup

Remarque 1.3.3 Nous généralisons maintenant la remarque 1.2.2 au cadre abstrait (1.5.4)
lorsque la forme a est symétrique et positive. En particulier, on montre que le probléme de
minimisation (1.2.6) se transforme en un probléme de point selle au sens de la définition
A.2 dans Uanneze (voir [4] et [17]), donc on peut dire que :

le couple (u,p) est solution de (1.3.4) si et seulement si (u,p) est point selle de la

fonctionnelle

L(v,q) = %a(v,v) +b(v,q) — f(v).

Remarque 1.3.4 La condition (1.8.6) est souvent appelée "la condition inf-sup”, quelques
auteurs l’appelent aussi "la condition de Babuska-Brezzi", le courant actuel semble
utiliser 'expression "LBB condition” qui veut dire : la condition de Ladyzhenskaya-
Babuska-Brezzi .

Une condition nécessaire et suffisante pour que le probléme (1.3.4) soit bien posé est
que la conditition inf-sup soit satisfaite et que lopérateur A € L(V, V') associé a la forme

bilinéaire a est un isomorphisme (voir

On va maintenant chercher une approximation de la solution du probléme abstrait (1.3.4)
par la méthode de Galerkin. Le principe général consiste & remplacer dans (1.3.4) les espaces
fonctionnels V' et W par des espaces de dimension finie, notés V;, et Wj,. Les techniques
d’interpolation par éléments finis présentées briévement dans le pragraphe §1.2.2 fournissent
un moyen pratique pour construire de tels espaces. Pour des raisons de simplicité, ’accent
portera sur I’étude de I'approximation conforme ot Vj, C V et W), C W. Dans ces conditions
les formes a, b, f et g sont définies sur V, x V},, V}, x Wp,, V},, et W, respectivement, et il est

loisible de considérer le probléme approché suivant

Trouver uy, € Vj, et p, € W), tels que :
a(uh,vh) + b(?}h,ph) = f(’Uh), Yoy, € Vh, (137)
b(un, qn) = 9(qn), Van € Wh,

et de méme que pour le probléme continu, on introduit le sous-espace N, de V), défini
par

Ny, ={v, € V), : Vp, € Wy, b(vn, pr) =0},
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1.3. Les méthodes mixtes et la condition inf-sup

mais il faut faire attention ici car ’espace Nj, n’est pas en général un sous-espace de N, donc
la N-ellipticité de la forme a n’entraine pas, en général, sa Nj-ellipticité. En transposant

les résultats du théoréme 1.3.2 au cas de dimension finie on obtient le

Théoréme 1.3.3 On suppose que la forme bilinéaire a est Ny-elliptique, et que la forme
bilinéaire b verifie la condition

b
inf sup—<uh’vh) > 0. (1.3.8)
on€Wn vy, |[un[|val]

Alors pour toutes les formes linéaires continues f € V', g € W', le probléme (1.3.7) admet

une solution unique.

Remarque 1.3.5 La condition (1.3.8) est souvent appelée "la conditition inf-sup dis-
créte” ou bien "la condition LBB discréte”, elle exprime que le choix des sous-espaces
Vi et Wy ne peut pas étre fait indépendament l'un de l’autre puisque il y a une relation de
compatibilité entre les deux espaces et peut étre vérifié seulement pour des choix tout a fait
spéciale. Cette condition, lorsqu’elle est satisfaite, exprime en faite la stabilité uniforme
du schéma numérique pour la variable auxiliaire, elle peut étre satisfaite pour un certain
élément fini et pas pour un autre, sa vérification est par fois trés difficile. En pratique, pour
démontrer que la condition de compatibilité (1.3.8) est satisfaite, on utilise souvent ce qu’on

appelle “le critére de Fortin” (1977) (voir par exemple [4] ou [11]).

On va maintenant exposer la forme générique d’un probléme mixte pour un modeéle de
structures minces.
Soient V et W deux espaces de Hilbert. On suppose qu’on a trois formes bilinéaires

continues
A:V xV —R, B:VxW —R, C:-WxW —R,

une forme linéaire continue F :V — R, et un petit parameétre € € |0, 1] .
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On considére le probléme abstrait A° suivant) :

Trouver (u,p) € V- x W telle que :
Probléme A° : A(u7 U) + B(U,p) = F(U), YveV (139)
B(u,q) —*C(p,q) =0, Vge W,

et on introduit sur l'espace W la semi-norme (voir [17]) suivante

B
lqly = supM = sup |B(v,q)|, pour tout qe W. (1.3.10)

vev  lvllv {veV:|v||=1}
Cette semi-norme est trés importante dans I'analyse asymptotique de (1.3.9), car c’est

elle qui apparait naturellement dans les estimation a priori sur la partie p de la solution de
(1.3.9).
En remarquant que |B(v, q)| < ||B]|.||v].||¢|| il découle que

lalw < I B]Illall, pour tout ¢ € W. (1.3.11)

Théoréme 1.3.4 Si les formes bilinéaires A et C' sont coercives i.e., ils existent deux con-

stantes c; > 0 et co > 0 telles que :
A(v,0) = er|vll}, Yo e Vet Clq, q) > eallqllfy, Vg € W.

Alors le probléme A® (i.e:,1.8.9) admet une solution unique (u,p), et de plus il existe une

constante C' qui dépend seulement de ||A||, ||C||,c1 et ca et de € telle que :
lully + |plyw + ellpllw < ClIF[ly, (1.3.12)
ce qui veut dire que le probléme A est bien posé.

Preuve. ([9]) On introduit I'espace produit X =V x W qui est un espace de Hilbert
pour la norme (|Jul|% + ||p||3/)2 ou la norme |jul|y + ||p|lw, car elles sont équivalentes (voir

par exemple [32]), puis on définit la forme bilinéaire a par

a: X xX —R/al(u,p); (v,q)] = A(u,v) + B(v,p) — B(u, q) + £2C(p, q),

(1 Quand les formes A et C sont positves et symétriques ce probléme correspond aussi & un probléme de

point selle :

inf, supya(v,0) +b(v,q) = 50(0.0) = f(v).

(voir [17]).

19



1.3. Les méthodes mixtes et la condition inf-sup

et sur X la forme linéaire

L:X —>R/L(U7Q) :F(U)7
et on pose le probléme

Trouver (u,p) € X telle que:

(1.3.13)
al(u,p); (v,q)] = L(v,q), V(v,q) € X,

il est claire que le probléme A° est équivalent, en suivant le méme démarche dans le début
de cette section, au probléme (1.3.13).

Par conséquent, pour montrer que le probléme A® admet une solution unique il suffit
d’appliquer le théoréme de Lax-Milgram sur le probléme (1.3.13) mais on munissant cette

fois I’espase X d’une nouvelle norme équivalente & savoir
1(w )by sy = lluellv =+ [ply +llpllw
En effet, d’aprés (1.3.11) on peut voir facilement que
e-(lullv + llpllw) < llullv + [ply + ellpllw < max(L, | B[ +&).([ullv + [lplw),
ce qui montre que les normes
lullv + [ply +ellplw et [lullv +[pllw

sont équivalentes sur 'espace X =V x W.
Maintenant en utilisant la continuité de A et C' et la définition du semi-norme |.|;;, on

a, pour tout (u,p),(v,q) € V x W,

al(wp): (0,0l < |G 0)|+ |B(o,p)| + |Blus @) + £ C(p,q)

B(v,p B(u,q

<A@+ Bepl BRIl 2600
Tollv Tl

< JAllv vl + ol ol + lal el + <2ICtiplilal

< max(JALL L, 1C1)-Qlall ol = lol [0l = lal -l = 2lplllal)

< max(A]l, 1, [CI)-(lall = Ipl + el o] + gl + llal)

< max(A], L, 11 1t )y sy - 105 @)
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Pour la coercivité de a, elle découle aussi de la coercivité de A et C' et du fait que les
normes

lall + Ipl +elpl et (uls + < pll):
sont équivalentes sur ’espace X =V x W car on peut voir facilement que
bl + <ol < i + 1ol + el < k(P20 1) + <ol
ol ki et ko sont les constantes d’équivalence telle que
([l + €2 lIpl3)* < llull + ellpll < ka(llullf + ol )=

En effet on, a pour tout (u,p) € V x W,

1 LCu, )| = [E (@) < [E| ull < [ Qull + 2]+ llpl)-

A(u,u) +°C(p,p) > ar|ully + %callplliy

a[(u,p); (u,p)]

v

min(er, ca)-([[ulli; +*Iplliy)

v

min(ey, cz)-([[ull + [pl + ellpll)?

A%

, 2
min(ct, ¢2). [[(w p)|[y s -

Pour la continuité de la forme L elle découle facilement de la continuité de F.

Finalement et pour étre bref, on peut dire qu’en appliquant le théoréme de Lax-Milgram
on obtient aisément (1.3.12), donc le probléme A¢ est bien posé. m®

Soit maintenant V;, C V et W), C W deux sous-espaces de dimension finies, considérons

alors le probléme discret associé suivant

Trouver (uy, pn) € Vi X W, telle que :
Probleme Aj : ¢ A(uy,vy) + B(vn, pr) = F(v), Yoy, € Vj, (1.3.14)
B(un, qn) — €°C(pn, qn) = 0, Van € Wh.

Théoréme 1.3.5 Le Probléme A5 admet une solution unique (up,pn) et de plus il existe

une constante C qui dépend seulement de || A||, || Bl|, ||C||, c1 et catelle que:

lu = wnlly +ellp = pallw < € inf (e lu—vall +[p = anly +ellp = anllw).  (1.3.15)

ah €W
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Preuve. ([9]) L’existence et 'unicité de la solution du probléme A5 est une conséquence
du théoreme de Lax-Milgram. Démontrons Iestimation (1.3.15). Comme V;, C V et W), C
W on a d’apres (1.3.9)

A(u, ’Uh) + B(Uh,p) = F(’Uh), Yo, € V},

(1.3.16)
B(u,qn) —2C(p,q) =0, Vg, € Wy

En utilisant la linéarité des formes A, B et C' et en soustrayant (1.3.14) de (1.3.16) on trouve

A(u — up,vp) + B(vp,p — pr) =0, Yo, € V),
B(u — up, qn) — €*C(p — pr, qn) = 0, Van € Wh,.

Donc pour tout u* € V}, et tout p* € W, on a :

A — v + v = up,vp) + Bop, p = p* +p* —pn) =

A(u —u*,vp) — A(up — u*, vp) + B(vp, p — p*) — B(vp,pn —p*) = 0,
ce qui montre que :
Alup, — u*,vp) + B(op, pp — p*) = A(u —u*,vp) + B(vp,p —p*), Vo €V, (1.3.17)
et de méme on montre que :

B(up, —u*,q1) — °C(pr — p*,qn) = Blu —u*,q1) —€°C(p — p*,qn), Van € Wh.
(1.3.18)

En choisissant v, = u, — u* et ¢, = pp, — p* et en soustrayant (1.3.18) de (1.3.17) on trouve

A(up, — u*,up — u*) + 2C(py, — p*, pp — ) =

Al —u*,up —u*) + B(up —uw*,p = p*) = B(u — ", pp — p*) +°C(p — p*, pn — p*).
Or on a d’apres la coercivité des deux formes A et C' :

allun — wlly + lpn — P15 < Alup — v w, — u*) +€°C(pp — p*, pr — )
< JA(u —u*,up — u”)|[ + [B(up — u*,p — p*)| +

|B(u—u*,p, — p*)| + € |C(p — p*, pr — P'(1.3.19)
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et d’apres la continuité des formes A, B et C on a

[Au — v up —u”)| < A[l[u = w*|lv [lun —w*[lv, (1.3.20)
[Clp—p%pn =) < NCllIp = p"llwllpn = pllw, (1.3.21)
[B(u—u"pn—p)| < |[Bllllu—u"|[vlpn —pllw- (1.3.22)
D’autre part on a aussi
up — u*

B(up —u*,p—p")| = |lup —u*||v. | B(————,p—p"

‘ ( h )‘ H h HV (Huh_u*HV )

< un—=u"|lv. sap  [B(v,p—p")

veV /|vf=1

< lun —wllv-Ip = Pl - (1.3.23)

Avec les relations (1.3.20), (1.3.21), (1.3.22) et (1.3.23) I'estimation (1.3.19) devient

allun — w*lly + c2€|lpn — P13y
< [[A[[flu — w*||v||un — u*|lv + Jup — w*|lv. |p — p*|y
+IB||[Jw — uw*||vllpn — p*llw + 2[ICIp — p*llwllpr — 2*[lw

ce qui montre qu’il existe une constante C' qui dépend seulement de ||Al|, || B]|, ||C]], c1 et co

max(L[|A[L || BIL[C])
min(c1,c2)

(ici on peut prendre par exemple C' = ) telle que :

lun — w1} + €*llpn — 0" [l
lw = w*llvllun —ullv + [lun = u*llv. [p =Py
+lu = w*{lvllpn — p*llw + €%llp — p*llw o — p*llw
Il est maintenant facile d’en déduire qu’il existe une constante C; > 0 telle que :

lun, = w*llv +ellpn = pllw < Crle™Hlu—wllv +|p = p'ly +ellpn — p7llw). (1.3.24)

En ajoutant au deux membres de (1.3.24) ||u — u*||yv + ¢||p — p*||w puis utilisant 'inégalité
triangulaire (sachant que £ € ]0,1], car ici l'existence de la constante C' exige que ¢ soit

majoré) on obtient :
lu—wunllv +ellp—pallw < Ce lu—u*[lv+Ip = ply +ellpn —p*[lw), Yu* € Vy,Vp* € Wy,
(ici on peut prendre par exemple C' = max(C +1, C; +¢€)) ce qui prouve clairement (1.3.15).
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Remarque 1.3.6 1] est intéressant de noter que l’estimation (1.3.15) donnée au théoréme

1.3.5 montre que lorsque l’espace Vi, x Wy, approche V- x W, i.e:

l. . f _ — =
Jim uilelvh(Hu onll + [P — qnllw) 0,
arh €W

la solution approchée (uy, pp) converge vers la solution exacte (u,p) quand h — 0. En effet

en vertu de (1.3.11) on voit facilement que pour tout € > 0 fizée on a

li inf (e 'ju— — — <
T | nf (e ol £ b= anby + ellp— )| <
an€Wh i
li inf (e |u— B — <
Jim | inf (<=l + (18142~ ailw) | <
an€Wh i
max(e %, || B|| +¢). lim | inf (||lu—wal +|p—aullw)| = 0, (1.3.25)
h—0 Uhe‘/h
an€Wh i
ce qui montre, d’aprés 'estimation (1.8.15), que
hhglo(HU—uhHV"‘gHP—PhHW) =0, (1.3.26)
et donc
Jim (lu = unllv +llp = pallw) = lim ([[(w = un, p = pa)llvxw) =0, (1.3.27)

et comme la convergence de (1.5.26) n’est pas uniforme en e a cause de l’existence du facteur
e~ au premier membre de (1.5.25) qui ne peut pas étre majoré lorsque € — 0, et donc la
convergence de (1.3.27)n’est pas uniforme, i.e., la solution approchée (uy,pp) converge vers
la solution eracte (u,p), quand h — 0, mais pas uniformément en e, lorsque ¢ — 0 : un

phénomeéne de verrouillage apparait, selon la définition 1.4.1. 0

Pour obtenir une estimation uniforme on doit supposer une hypothése de stabilité, c’est
une condition similaire & la “condition Inf-Sup discréte” donnée en (1.3.8) :
on suppose qu’il existe une constante vy, > 0 de sorte que

B
Sup (vhv Qh)

> Yy lanly s Yan € Wi (1.3.28)
vp€Vh ||Uh||v
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Cette condition exprime en fait, comme on va le voir dans le théoréme suivant, la stabilité
uniforme du schéma numérique pour la variable auxiliaire. Sous cette condition on obtient

le

Théoréme 1.3.6 Il existe une constante C' qui dépend seulement de | A||, ||C||, c1, c2 et v,

telle que :

= unll+1p = puly +ellp=pllw < € inf (fu=vally+1p = guly +<llp—anllw) (1:3.29)

qnEWh
Preuve. ([9]) On suit la méme démarche de la preuve du théoréme précédent mais on
traite ici la quantité |B(u — u*, pp, — p*)| de la méme maniére que |B(u, — u*,p — p*)| on
trouve donc

[Bun — ' p = )] < llun ="y Ipn = plyy (1.3.30)

En vertu des relations (1.3.20), (1.3.21), (1.3.23) et (1.3.30) Pestimation (1.3.19) devient

crllun — [} + c2ellpn — p"[liy
< [Alllle = @[y lun = u{lv + lun = w"[lv-Ip = [y
Hlu—wllv Ipn = "l + 2 1ClIp = 2" lwllon = p7llw-

ce qui montre qu'il existe une constante C' qui dépend seulement de [|A|], ||C||, c1 et ¢ (ici

max(L,[|A[],[[C1])
min(cy,c2)

on peut prendre par exemple C' = ) telle que :

lun — u*|[ + *llpn — p* [
u—u* up, — u*|lv + |lup, — u*||v. |p — p*
< o Mmwvio=wly+lm ==l | g
+lu = w*lv Ipn — p* |y + €2llp — p*lwllpn — p*[lw

D’autre part, en utilisant 'hypothése (1.3.28) et la relation (1.3.17) on a

1 B —p*
~ su | (Uh7ph p )|

lpn — p| <
v Yhowevh  llvallv
1 Allllu — w*||yv||v B(vy,p —p*
B O e O L G o SR T
Yh LvneVh ||UhHV v, EVh ||UhHV
1 * * *
= Al e = v |lv + [p = 2"y + | Allllun — u*[lv]. (1.3.32)
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En combinant les estimations (1.3.31) et (1.3.32) on montre aisément qu’il existe une con-

stante C' qui dépend seulement de || Al|, || B]|, [|C|, c1, c2 et % telle que :

lw = unllv + |p = palw +ellp = pullw < Clllu — " [lv +|p = p"ly +ellp = p™[lw] -

ce qui montre (1.3.29) et acheve la preuve. m

Remarque 1.3.7 [ est maintenant claire que sous cette condition on obtient avec ce
théoréme une estimation uniforme en e, et donc la méthode mixte qui saisfait (1.5.28) devient
robuste a condition que les v, soient minorées par une constante v > 0 indépendante
de h pour que (1.3.29) aura un sens lorsque h — 0, i.e., la constante C' ne tend pas vers

linfini en provoquant une dégradation du taux de convergence de la méthode.

Remarque 1.3.8 Les méthodes mixtes ont permis d’obtenir, dans un cadre d’analyse rigoureux,
des méthodes numériques trés perfomantes et parfaitement fiables pour les formulations in-
compressibles et les modéles de plaques (voir [17], [12] et leurs références), ainsi que les
modéles de poutres droites (voir [8]) et courbes (voir [15]). Malheureusement ces méthodes
sont difficilement généralisables aux coques, l’obstacle rencontré, en essayant de montrer
(1.3.8), provient de la présence de coefficients géométriques comme les courbures et les co-
efficients de Christoffel dans l'expression des formes bilinéaires, alors que pour les plaques
celles-ci ne contenaient que les variables elles-méme et leurs dérivées (voir [12]). Dans §
3.3 on a choisi, aprés une lecture rapide des différents travauzr connus sur le phénomeéne de
verrouillage pour les coques, l’exposition d’une méthode mixte qui repose sur une technique
de relazation de (1.5.8).

Finalement il faut souligner que les méthodes mixtes ne constituent pas l'unique moyen
rigoureur d’analyser et de traiter le verrouillage. FEn effet d’autres méthodes ont été em-

ployées avec succés dans certains cas (voir [7]), c’est le but du paragraphe suivante.
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1.4 Le phénoméne de verrouillage pour une classe de

problémes elliptiques : une condition suffisante

générale pour le reméde et un exemple

1.4.1 Introduction et définition du verrouillage

Dans cette section on va étudier le comportement numérique d’une classe de problémes ellip-
tiques qui dépendent d’un petit paramétre €, et on va donner une définition mathématique
d’un phénomeéne bien connu dans le monde des sciences de l'ingénieur, c’est le phénomene
dit deverrouillage ou blocage (locking, en anglais). Ce phénomeéne n’est pas limité aux
structures élastiques minces (poutres, arches, plaques, coques...) ou le petit parameétre ¢ est

I’épaisseur de la structure, mais aussi dans plusieurs d’autres domaines, citons par exemple

-Le probleme de diffusion de la chaleur dans une plaque fortement anisotrope, par ex-
emple la conductivité dans les deux directions x; et x5 de cette plaque est repectivement :
ki =1et ky =7 ou T — 0 (voir par exemple [19]).

-Les matériaux qui possédent un coefficient de Poisson v ; quand v — 0 un phénomeéne
de verrouillage apparait dans I'approximation par éléments finis des problemes d’élasticité
2D (voir [20]).

Dans tous ces cas le paramétre joue un roéle d’'un amplificateur de I'erreur comise entre
la solution exacte et la solution approchée par éléments finis; en d’autres termes la solution
approchée converge lentement vers la solution exacte autant que le parameétre € tends

vers zéro, si on note par 7'(¢ ) le taux de convergence on a :

T(e)—0, quand ¢ — 0.

Pour voir cela il faut noter que plusieurs problémes de ce type peuvent étre formuler varia-

tionnellement de la fagon suivante :

trouver u € V' telle que :

(1.4.1)
a(u,v) + Lb(u,v) = f(v), YveV.
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On peut remarquer que la constante de continuité de la forme du premier membre contient
le facteur ¢, et si on utilise la méthode de Galerkin standart pour approcher la solution u
on trouve, d’aprées le lemme de Céa, que :

Me=t

- < inf — .
[ — || < inf fJu — vy]

(il suffit de prendre M = max(M,, M,) avec M,, M, les constantes de continuité des
formes a et b et « la constante d’uniforme coercivité).

En pratique il est impossible de prendre des pas de maille h d’autant plus petit que ¢,
puisque si € est suffisamment petit, les valeurs de h nécessaires sont alors hors de porter de
la capacité des ordinateurs; sachant que théoriquement la solution approchée converge vers
la solution exacte pour toute valeur de ¢ fixée, quand h — 0.

Donc ce que nous souhaitons est bien évidemment de pouvoir disposer d’un outil d’approximation
dont la précision est indépendante de la valeur de €, on dit dans ce cas que ’approximation
est robuste.

Définition du verrouillage :

Soient données V' un espace de Hilbert réel et deux formes bilinéaires continues :

ap(.,.):VxV =R, ai(.,.):VxV =R,

et f(.): V — R une forme linéaire continue.

Pour tous € € ]0,1] on pose le probléme :

trouver u® € V' tel que :

at(u,v) = f(v), YveV. (142

On suppose que les conditions du théoréeme de Lax-Milgram sont vérifiées pour assurer
'existence et I'unicité de la solution u®, pour chaque valeur de ¢ € |0, 1].
Désignons par Vj,, avec h — 0, une famille de sous espaces de V' de dimensions finies

approchant V. Considérons alors les problémes approchés associés :

trouver u5 € Vj, tel que :
n e (1.4.3)

af (u5,, vp) = Lao(us, vp) + a1 (us, v) = f(vp), Yoy, € V.

Il est bien connu que, si les V}, approchent V. pour chaque valeur de € € |0, 1], on a :

uj, — u° dans V fort, quand h — 0. (1.4.4)
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Babugka et Suri dans [19] définissent le wverrouillage comme la non-uniformité de la
convergence (1.4.4) pour h — 0 par rapport a ¢ et qualifient de robuste une méthode
d’approximation dont la convergence pour h — 0 est uniforme par rapport au parameétre
e. Cette définition semble tout a fait judicieuse et adaptée par tous les chercheurs (voir par

exemple [6], [7], [9], [11], [22] et [23], ...ect).

Définition 1.4.1 (Sanchez-Hubert J. et Sanchez-Palencia E.[24]) :
Nous dirons que (V3,),-, est une approzimation robuste du probléme (1.4.2) si la con-

vergence (1.4.4) est uniforme par rapport au paramétre € , c’est a dire :

Vo6 > 0, 3hg> 0 (dépendant de § mais pas de ) tel que:
h < hy= |u,—u’|<d, Vee]0,1]. (1.4.5)

Si Uapproximation n’est pas robuste on dit qu’elle verrouille. U

En pratique, si le phénoméne de verrouillage apparait, la valeur hy doit étre adaptée a
chaque valeur de €. En particulier, changer les valeurs de € pour un pas de maille fixé peut
altérer la qualité de 'approximation.

Nous nous proposons a présent d’étudier le comportement asymptotique de la solution

u® lorsque ¢ — 0 et I'approximation de Galerkin correspondante uj,.

1.4.2 Le probléme continu

Soient V' un espace de Hilbert réel dont le produit scalaire est noté par (u,v) et la norme
associée par ||v||, et deux formes bilinéaires continues et symétrigues définies sur V' :
ag:V xV —R a:V xV =R,
et € € ]0,1] un petit parametre.

On définit alors la forme bilinéaire a°: V xV — R par :
1
a®(u,v) = —ag(u,v) + a;(u,v),
£

qui est donc aussi bilinéaire, continue et symétrique.

Les hypothéses fondamentales dans toute cette section sont :
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(Hy).....We €]0,1], a® est coercive, i.e.,
Ve €10,1], Ja(e) > 0:a(v,v) > ale)||v|?, Yv e V. (1.4.6)
(Hy)......La forme bilinéaire aq est positive, i.e.,

Yo eV :ag(v,v) >0,

et son noyau G est non réduit a 1’origine :
G={weV;a(wv)=0YveV}#{0}. (1.4.7)
D’aprés la positivité de la forme ag on déduit I'inégalité de Cauchy-Schwarz suivante :
Vw,v € V | ap(w,v) |*< ap(w, w).ap(v,v),
(voir annexe Théoréme A.1), et a fortiori on a :
Yw e G, YoeV: |ag(w,v) |*< ag(w,w).ap(v,v),
ce qui montre que le noyau G peut étre écrit aussi sous la forme :
G ={weV;ay(w,w) =0}.

Lemme 1.4.1 L’espace G définie dans (1.4.7) est un sous-espace fermé de l’espace de
Hilbert V. Donc il est lui-méme un espace de Hilbert pour la topologie induite par celle

de V.

Preuve. Considérons une suite {w, } d’éléments de G convergeant vers 1’élément w € V,

ie.,, lim w, = w € V. Montrons que w € G. En utilisant la continuité de la forme a¢ on

n—-—aoo

voit facilement que :

ag(w,v) = ao( lim wy,v), YveV.

= lim ap(w,,v) =0, Yo e V.

n—m—:~ao

ce qui montre que w € G et que G contient les limites de ses suites. [
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Dans ce qui suit on va voir le réle fondamental qui va jouer cet espace lorsqu’on étudie
le phénomene de verrouillage.

Sous ces hypotheéses il est clair que :

1/Pour tout ¢ € )0, 1], les formes a® sont uniformement av—coercives, ot a=a(1), puisque
Ve €1]0,1] on a :

1
aa(vav> = ECLQ('U,U)"‘CH('U,U)

1
> ICLO(Ua v) +ay(v,v)

= a'(v,v) > a(1)|v|®
2/La forme bilinéaire a; est G—elliptique car :

a'(w,w) = a(w,w), Yw € G

> allw|?, YweQG.

Soit [ : V — R une forme linéaire continue donnée.

D’apres le théoréme de Lax-Milgram, Ve € ]0,1] les équations :

us eV, at(u,v) =1l(v), YveV, (1.4.8)

u’ € G, a(u’,w) = l(w), Yw e G, (1.4.9)

admettent chacune une solution unique.
Le théoréme suivant donne un résultat sur le comportement asymptotique de la solution

u® de ’équation (1.4.8), lorsque ¢ — 0.

Théoréme 1.4.1 Quand ¢ — 0, la solution u®de l’équation (1.4.8) converge fortement
dans V wvers u®, solution unique de ’équation (1.4.9). La solution u® = 0 si et seulement

sil e Gt

Preuve. (voir[7]) : Elle est faite en trois étapes.

1/Limite faible a priori :

31



1.4. Le phénoméne de verrouillage pour une classe de problémes elliptiques : une condition
suffisante générale pour le reméde et un exemple

Pour tout e € ]0, 1] supposons que u* est la solution de ’équation (1.4.8), on a donc les

inégalités suivantes :

allu|’ < af(uf, )
= 1(w) = [I(uv)]

< [l - Rl

Donc pour tout € € ]0,1] on a :

o1
el < =1l (1.4.10)

ce qui montre que la famille (u°).., est bornée dans V' (espace de Hilbert et a fortiori
espace de Banach réflexif) on peut donc en extraire une sous-suite, qu’on la note aussi par

0

(uf).., qui converge faiblement dans V, ie..: il existe w’ € V : v = w® quand ¢ — 0.

On va montrer par la suite que cette convergence est forte dans V.
2/Propriétés de la limite w? :
On sait que :

Yo eV, ag(.,,v) €V eta,v)eV
alors si on suppose qu’ il existe une sous-suite (u°),., de la famille (u®)_., telle que :
Fu® € Vi uf — w°, quand € — 0,
on a alors :
ap(uf,v) — ag(w’,v), ai1(u®,v) — ay(w’v), quande —0; Yv€V.

En multipliant les deux membres de I’équation (1.4.8) par € et en passant a la limite, quand
e — 0, on trouve que :

ag(w’,v) =0 Yo eV,

ce qui signifie que w® € G.

Considérons maintenant 1’équation (1.4.8) en choisissant GG comme espace test on a :

a(u',w) = a (v, w), Yw e G, Ve €]0,1]

= l(w), Ywe G, Ve €]0,1].
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En passant ici aussi a la limite on a :
w’e G, a(ww) =1l(w), YweQG,

ce qui montre que w® est aussi solution de 1’équation(1.4.9) et d’aprés I'unicité de la solution
de cette équation on a: w® = u°.

On conclu alors que toute sous-suite (u°)_. , de la famille (u®)__, qui converge faiblement
dans V' vers une limite, cette limite est forcement u°, solution de 1’équation (1.4.9).

De plus u° = w® = 0 si et seulement si I(w) =0,Vw € G ie. : (Lw )y, =0,Vwe G

c’est & dire que : u® =0 si et seulement si [ € G+

3/Convergence forte :

Considérons la sous-suite (u°)_., qui converge faiblement dans V' vers u° on a, d’aprés

la bilinéarité, la symétrie et la a—coercivité de la forme a° :

o ||uE — u0||2 < a° (us — 0 U — uo)
= o (v, %) + a° (u’,u’) — 2a° (v, u), (1.4.11)

0

or u’ € G est la solution de (1.4.9), en choisissant v = u°, on a donc :

a (W, u’) = a (,0°), Veelo,1]

= 1(u°), Ve €10,1], (1.4.12)

0

et comme u° est solution de (1.4.8) et en choisissant v = u® puis v = u” on a aussi :

a® (u',u®) =1l(u®), Veel0,1],

a(uf,u’) =1 (u’), Veelo,1],

en passant a la limite, quand ¢ — 0, on a :

lim a® (v, u’) = lim [ (u°) =1 (u°), (1.4.13)

e—0 e—0

lim a° (v, ) = lim {(u®) = (u°), (1.4.14)

e—0 e—0

ce qui montre que, en substituant (1.4.12), (1.4.13) et (1.4.14) dans (1.4.11),

2
« Hus — uOH — 0, quand € — 0,

33



1.4. Le phénoméne de verrouillage pour une classe de problémes elliptiques : une condition
suffisante générale pour le reméde et un exemple

et donc ||u® —u°|| — 0, quand € — 0 ce qui veut dire que
u® — u°, (fort dans V), quand e — 0.

Finalement, en moyennant ces trois étapes il est claire que toute la famille (u)_. , converge

fortement vers u°, quand ¢ — 0. m

Remarque 1.4.1 On a aussi :

1
—ap (u°,u®) — 0, quand ¢ — 0. (1.4.15)
€

En effet, Ve €]0,1] on a :

%ao (u®,u®) =1 (uv¥) —ay (u¥,u’),
et on sait que u® — u’, et d’aprés la continuité des formes [ et a; on a :
() — 1 (u), ar (v, ') — ap (u’,u°),
or u” est la solution de (1.4.9) i.e.,
[ (w) —ay (uo,w) =0, Yw € G,

en particulier pour v’ € G on a: [ (u”) — a; (u°,u®) = 0, ce qui montre aisément (1.4.15).

1.4.3 Une famille de problémes discréts

On s’intéresse maintenant au probléme suivant : on veut chercher une méthode pour calculer

une approximation de u®, comme on a expliqué a 'introduction, un de nos objectifs est de
el e ,

prouver qu’il existe une condition suffisante avec laquelle on peut trouver une méthode

d’éléments finis telle que la solution u® peut étre approximer par uj avec :

||uj, — u®|| — 0 quand h — 0, uniformement pour ¢ € |0, 1].
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Donc, supposons (V},),,., une famille de sous-espaces de V' de dimensions finies, on utilise

la méthode de Galerkin pour un ¢ fixé, on a a résoudre la famille d’équations suivantes :

Vh > 0, trouver uj €V} telle que :
n = T eed (1.4.16)
as(us,vp) =1(vn), Yup € Vj.
Pour tout h > 0 et pour tout £ €]0, 1] on a une solution unique du probléme (1.4.16), d’aprés
le théoréeme de Lax-Milgram.

Soit G, = G N V},, de méme que pour V', en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz il

est clair qu’on a :

G, = {wh eV, :ao (wh,vh) =0, Yy, € Vh}
= {wpy € Vi, 1 ag (wp, wp,) = 0}. (1.4.17)

Nous considérons aussi la méthode de Galerkin pour le probléme (1.4.9) :

VYh >0, trouver u) € G, telle que :
no= i Beed (1.4.18)

ar (ud,vp) =1(vy), Vo, € Gy
D’apres le théoreme de Lax-Milgram chaque équation admet une solution unique, on va

étudier les deux limites :

lin%u‘; pour h fixé,
E—
lim g, pour ¢ fixé.
h—0

Théoréme 1.4.2 Pour h > 0 donné, la solution u; du probléme (1.4.16) converge dans V},

lorsque € — 0, vers la solution unique uY du probléme (1.4.18) i.e. :
lli%ui =u) , fort dans V.

Preuve. C’est exactement la méme preuve que celle du théoréme 1.4.1, c’est juste
un peu simplifié parceque la convergence faible et forte sont les mémes dans un espace de
dimension finie . [ ]

Maintenant dans le but de passer a la limite, quand h — 0, on rappelle qu'une famille
de sous-espaces (V4),-, d"un espace de Hilbert 1 est dite qu’elle approche V' si et seulement
si:

VueV, lim [ inf |lu — vyl :} 0.

h—0 vRLEVR

Le résultat suivant est classique (voir théoréme 1.2.1).
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Théoréme 1.4.3 i) Si une famille (V},)n~o approche V alors : pour tout ¢ > 0 la solution
u;, du probléme (1.4.16) converge vers la solution u®du probléme (1.4.8), lorsque h — 0
e :

Ve>0, }LiII(l)ui =u° dans V.
i) Si la famille (G)nso approche G alors

Ve >0, ’llimug =u’ dans G.
—0

1.4.4 Une condition suffisante pour la convergence uniforme

L’objectif de cette section est de donner une condition suffisante générale pour le remede
du phénomeéne de verrouillage.

On va montrer que : 'approximation (V},),~o de V' est robuste si, de plus que (V},)n=0
approche V| la famille (G},)n~0 approche G. En d’autres termes, si (V},)n~0 approche V' et

(Gr)n>o0 approche G on a alors

}1}1%“2 = u° dans V, uniformement pour ¢ €]0, 1].

On va distinguer deux cas : ¢ € [gg,1] et £ €]0,¢0[ (0w gg > 0).

Proposition 1.4.1 Si (V},)p=0 approche V' alors : Ve > 0, lim [ sup ||u5, — u€||] = 0.

h—0 eo<e<l

Preuve. (voir [7]): Soit X = C%([go, 1]) Pespace des fonctions définies et continues sur

[€0, 1] & valeurs réels munit de la norme de la convergence uniforme, i.e. :

pour f € X, [|f|[x = max [f(z)[.
eo<z<l1
On doit démontrer que pour toute suite (h,) qui converge vers zéro on a :
lim {|g,[|y =0,
n—oo
ou

on(e) = Hus - u‘;nH , Ve € [eg, 1], ie.:
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lim | max |lu; —u®|| =0.
n—oo | g9<e<l n

On a vue au théoréeme 1.4.3 que
Ve > 0, hlilgl l|luj, — uf]| =0,

ce qui signifie que la suite (9,(¢)) converge ponctuellement (on dit encore simplement) sur
'intervalle 0, 1], donc a fortiori sur l'intervalle [gg,1]. En utilisant le théoréme d’Ascoli
(voir annexe théoréme A.T), pour que cette convergence soit uniforme il suffit de montrer
que la suite ( 9,(¢) ) est équicontinue, cela peut étre fait en montrant, par exemple, que
I’application

fileo ] —V [ fe) = u® —uj,
est différentiable et que sa différentielle est uniformément bornée par rapport a € et a h
(cette propriété est largement connue, on la trouvera souvent sous forme d’un exercice aprés
un cours sur le théoréme d’Ascoli).

Soit donc deux opérateurs linéaires et bornés définis par :
AV — V/ (A%, v) = a(u,v);  Yu,v eV,

AZ . Vh — Vh/ (Aeuh,w) = CLE(uh,Uh); Vuh,vh € Vh.

(L’existence de ces deux opérateurs est assuré par le théoréme A.4, voir annexe) et d’apres

le théoréeme de représentation de Reisz on définie les deux éléments L € V et L, € V), par :
(L,v) =1l(v), YveV,

<Lh,’0h> = l(’[)h), Yoy € V.

En considérant les équations (1.4.2) et (1.4.3) on voit facilement que :
Ve € |eg, 1], A%u® =1L,

Ve € ]60, 1] s A‘Eu‘; = Lh.

Il est clair que les deux applications :

e— A° de [gg,1] dans L(V),
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e— A5 de [g9,1] dans L(V},),

sont indéfinement différentiables sur I'intervalle [g¢, 1] puisqu’il est clair que les applications

1
e +— a’(u,v) = —ap(u,v) + a1 (u,v), de [eg, 1] dans R,
5

1
e — a(up,vp) = gao(uh,vh) + ay(up, vp), de [, 1] dans R,

sont indéfinement différentiables sur l'intervalle [eg, 1] pour tout u,v € V et tout up, v, € Vj,

fixés. Par exemple on a facilement (voir dans 1’annexe la proposition A.2) :

dA® d
— DA
<( P )u,v)> d5< u, ), Yu,v eV
L o) +ar(we)|,  Vuvev
= — | =ap(u,v) +ai(u,v u, v
d€ c 0 ) 1 ) ) 9
= ;—an(u,v), Yu,v € V.

Donc en utilisant le théoréeme des fonctions implicites, les applications :
e+—u° de [gg,1] dansV,

e — uj, de [gg,1] dansV,

sont aussi indéfinement différentiables sur 'intervalle [gg, 1] et nous avons, d’apres la notion
de dérivabilité des fonctions de variable réelle a valeurs dans un espace de Banach et la

continuité et la linéarité de la forme a°:

dué e+h _ , &
a( dug ,v) = a° hli_rrgo%,v , Yo eV,
e(,,e+h L E(,E
_ i @ (st v) — a®(u ,0)7 woeV,
h—0 h
e(,,e+h —1
_ i S0 1) Yo eV (1.4.19)
h—0 h
Montrons maintenant que
af(ust v) = I(v) + Lao(u“h, v), YvelV (1.4.20)
’ ee +h) ’
En effet, on a par définition des formes a°:
a“t(u,v) = ! ao(u,v) + ar(u,v), Vu,v eV
e+h
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1
a®(u,v) = gao(u,v) + ay(u,v), Yu,v eV

en faisant la soustraction membre & membre on trouve aisément

h

—_— : 1.4.21
et h)ao(u, v), Yu,v € V. ( )

af(u,v) = a*"(u,v) +

En choisissant u = u**™" (qui est la solution de 1’équation (1.4.8), pour ¢ = € + h) dans
(1.4.21) on trouve (1.4.20). Maintenant en substituant (1.4.20) dans (1.4.19) on trouve

d’apres la continuité de aq et de I'application € — u°

h
ae(cid_f’v) - f}i%maowﬁh?v)’ Vo eV,
= hlii)nomag(u“h, v), Yovev,
= 8—12a0(u5,v), Yv eV, (1.4.22)
avec le méme calcul on trouve aussi
as(dczz,vh) = é ao(us,, vp), Yoy, € V. (1.4.23)

Maintenant en choisissant v = 2 dans (1.4.22) et v), = %ﬁ dans (1.4.23) on trouve que :

dus || . (du5 due)
a a*(—,—
de - de ’ de
1 . duf
= = o(u 7d_€)
1 du®
< — RV
< Sl 1l |5 .
et donc on a :
du® 1
%] < ol e

Finalement d’aprés (1.4.10) on trouve :

et de la méme fagon on a aussi :

Wl L ol 1
—— |ao]| . .
de || = (ago)2 " v

duiH < 1

2| < e ool Wl
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sont uniformement bornés pour i > 0 et pour ¢ € |eg, 1].

ce qui montre que ||%Het H%
Donc la famille ( @,(g)) est équicontinue ce qui prouve que la convergence sur le compacte

[€0, 1] est uniforme. u

Etudions maintenant la situation au voisinage de € = 0, c’est 1a ot I’hypothése fonda-

mentale exigeant que (Gj)n>o approche G interfére. On la
Proposition 1.4.2 Si (G1,)n~0 approche G alors :

Vn > 0, Jeg =¢eo(n) >0 et Fhg = ho(n) > 0 telle que :

pour tout h € ]0,ho[ ete €)0,e0] on a : ||u® —uyl| <n.

Preuve. ([7]) On sait que la forme a° définie un produit scalaire sur V' et que u; est la

projection orthogonale de u® sur le sous-espace V}, (voir la remarque 1.2.3) i.e :

a(u® —uj,u® —uj) = 1}ilg‘f/ a® (u® — vp,u® —vyp) .
h h

En utilisant la coercivité uniforme de a® et en choisissant v, = w;, € G, on trouve
que :

a® (u® — uy, u® — uy)

IN

olu —ui |

< inf a® (uF —wp ,ut —wy),
wpEGH

or on sait que :

1
a® (u® —wp, ,u® —wy) = gao (u®, u®) + ay (u° — wp, u® —wy),

donc on trouve que :
1
alluf —us|]? < Zag (uf, uf) + ay (uF — wy uf —wy) Yy, € Gy (1.4.24)
€

On va estimer, premiérement, le premier terme du second membre.
Comme on 'a vu & la remarque 1.4.1 :

3 1 3 g\ __
lgglogao(u ,ut) =0,

cela signifie que :

1

Vn >0, Je1(n) >0 telle que: 0 < e <e(n) = —ag (uf,u) < (1.4.25)
£

N3
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Estimons le deuxiéme terme. On sait que la forme a; est continue sur V' donc il existe une

constante c telle que :

ay (UE —wy, u° — wh) < ¢ ||u‘s — whH2
< ofljut =+ |u —wi))?, Ve € G
Depluson a: limu® =u’ c’est a dire que :
e—0

Vi > 0,3e5(n) > 0 telle que: 0 <e <eaxn) = |ju°—u’| < \/g, (1.4.26)
on a aussi (Gy)n>0 approche G ce qui signifie que :
Vi > 0,3ho(n) > 0 telle que : 0 < h < ho(n) = Jwy, € Gy, : |[u’ — wy|| < \/g (1.4.27)
on tire de (1.4.26) et (1.4.27) que

VY > 0, Jea(n) > 0et Tho(n) >0, telle que : 0 < e < ez(n) et 0 < h < ho(n) =

{Elwh € Gpyar (U5 —wp, u® —wp) < c ”80 ”80 } (1.4.28)

En fin de (1.4.25) et (1.4.28) on déduit que :

Vn > 0,3eo(n) = min{e1(n),e2(n)} > 0 et Fho(n) > 0 telle que :

0 < e<eo(n)et0<h<hy(n) = alu —u|* < 727+g:n

= o = il < L =,

Ve > 0 3ho(n) > 0 telle que : 0 < h < ho(n) = sup ||u® — ug|| < 1,

0<e<eo

ce qui signifie que :

etdoncona: lim [ sup |ju® — ui\@ =0. =
h—0 |0<e<eq

Avec ces deux propositions on peut maintenant énoncer le

Théoréme 1.4.4 Si (Vj)n~o approche V- et (Gp)pso approche G alors :

lim | sup ||[v° —uw =0.
finy | sup [ =
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En d’autre terme on peut dire: pour qu’une méthode d’éléments finis soit échappante
au verrouillage il suffit que, de plus que (V},)n~0 approche V', (G)n~0 approche G.

Cela montre qu’une condition suffisante pour que la suite (u5 )0 converge uniformement,
pour ¢ se trouvant dans certains voisinage de 0, vers la solution u° est que (G},)p~0 approche
G; a 'extérieure de ce voisinage nous n’avons besoin que de la condition générale de toutes
les méthodes des d’éléments finis : (V},),~0 approche V.

Donc le probléme de verrouillage n’est pas a craindre sauf que lorsque ¢ — 0.

1.4.5 Exemple : le probléme d’arche

Dans ce paragraphe on va montrer qu’une arche dans le cadre de 1’élasticité linéaire est
un exemple qui rentre dans le cadre général des problémes étudiée précédemment, le pe-
tit parametre, € > 0, ici est 1’épaisseur de ’arche. Il est bien connu que les méthodes
numeériques classiques donnent souvent des comportements verrouillantes quand 1’épaisseur
est suffisamment petit (voir par exemple [3], [8] et [15]).

Nous allons voir dans cette section une procédure d’éléments finis standard et montrer
qu’elle est susceptible de verrouiller pour une faible épaisseur, puis nous la modifierons
pour obtenir une autre procédure qui converge uniformement quelque soit la faiblesse de
I’épaisseur de ’arche.

Le probléme continu

Une arche est un corps solide tridimentionnel construit autour d’une courbe moyenne, on
suppose qu’elle est invariante dans une direction et qu’elle admet une épaisseur /e supposée
trés petite par rapport aux autres dimensions, la courbe moyenne est générée par un plan
courbe que nous parametrisons avec une abscisse curviligne s, comme dans la littérature
classique, on suppose qu’elle est de classe C3.

L’arche est soumise & un chargement que nous supposons aussi invariant dans une direc-
tion, ainsi cela devient un probléme a deux dimensions (probléme plan).

Le probléme est finalement réduit a une équation variationnelle de dimension un, plusieurs
modeéles peuvent étre considérer, correspondant aux différents types de chargement pour une
géométrie donnée, on consideére ici le modele standard de Kirchhoff- Love dont le quel on

néglige les contraintes normales et les contraintes de cisaillement.
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Ug: f2

Uy, f'|

—

EA T

Quand elle est chargée, un champ de déplacement U(s) apparait sur larche, dans le
modele de Kirchhoff- Love, ce champ est décomposé par rapport a la base locale (¢(s), n(s))
ou t(s), n(s) sont les vecteurs tangent et normale au point de coordonée local s, les innconues

sont donc deux fonctions numeériques uy(s) et us(s) telle que :
U(s) =uq(s).t(s) + uz(s).n(s).

On suppose que la longueur de 'arche est égale a 1, et qu’elle est encastrée en ces bords.

On utilise les notations suivantes :
V = Hy(I) x H3(I); avec I =1]0,1],
ou
HA(I) = {v € L2(0,1]);v' € L2(]0,1]) et 0(0) = v(1) = 0},

H(I) = {ve L*(]0,1]); o',v" € L*(]0,1]) et v(0) = v(1) = 2'(0) = /(1) = 0},

sont les espaces de Sobolev bien connus et v/, v” sont les dérivées premiére et seconde de
v prise au sens des distributions.

Pour v = (vy,v2) € V' on pose :

v(v) = v} + dvy et pv) = (dv; —vy)

avec 6 € C'(]0,1]) la courbure de la courbe moyenne, puisqu’on a déja supposé que cette
courbe moyenne est de classe C? (voir la définition A.3 de la courbure d’une courbe dans

'annexe).
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On définie la forme bilinéaire a®comme suit :

Vu,v €V, a(u,v) = g.ag(u,v) + D.a;y(u,v),

a0, v) = / V) ()ds, et ay(u,v) = / p(u)plv)ds,

avec C' et D sont des constantes mécaniques de 1’arche qu’on suppose, dans la suite, égale
al.
On suppose que I'arche est soumise & un chargement f € V', Le champ des déplacements

résultant est la solution du probléme suivant :
eV, 2 (ufv) = ffv) YoeV.

Il est connue (voir [34]) que ce probléme admet une solution unique, en fait a° est
uniformément coercive pour ¢ € 0,1] et elle vérifie les hypotheses (H;) et (Hy) exigées
dans le cadre générale de cette section. Le chargement f¢ est habituellement de la forme:
fe = fo++/ef1, le terme fy provient des forces surfaciques comme par exemple une pression
produite par le vent, 'autre terme f; provient des forces volumiques comme le poids de
Parche. De toute facon, comme le probléme est linéaire ces deux types de forces peuvent
étre étudier séparément. De plus toujours, en utilisant les argument de linéarité, ’étude de
I’équation :

uweV, a*(u,v)=I1w)YvelV,
ou [ ne dépend pas de ¢ est suffisant pour avoir une information compléte sur les change-
ments réaliste car le champs réel des déplacements U® dans I’arche peut étre déduit de u®
en le multipliant par une puissance convenable de ¢.

Maintenant, la derniére chose que nous avons & examiner, afin de montrer que nous

somme dans le cadre général de I’étude abstraite faite ultérieurement, est le noyau de la

forme bilinéaire ag(.,.). Comme avant, on le désigne par :
G={weV;a(wv)=0, Yoe V}.

On aici la
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Proposition 1.4.3 Supposons que la courbure de l’arche n’est pas identiquement nul, i.e.,

(6 #0) alors on a :

S

G=dw=(w,ws): ws e HAD), /(5w2)(3)d3 ~ 0, wy(s) = —/(5w2)(t)dt ,

et cet espace G est isomorphe & un hyperplan fermé de HZ(I).

Preuve. ([7]) Il est clair que :

1
w € (G = /”y(w)fy(v)ds =0,YoeV
0
= 7(w) =0,

et comme y(w) = w] + dwsy, donc: wj = —dwy, et alors comme & € L>®(I), si wy € HE(I),

w; sera évidemment dans H}(I) et on aura aussi :

1

/ (6u2)(s)ds = — [y (1) — w; (0)] =0,

s

wi(s) = —/(5w2)(t)dt :
0
puisque w;(1) = wy(0) = 0, car wy; € Hi(I) ce qui montre la caractérisation de G.

D’autre part 1’application :
wr— (= [t wls)), Vel
0

est linéaire et continue de ’espace

{une mn): [ unoa=of.

(qui est un hyperplan fermé de Hg(I), car I'application: wy — [ (cws)(t)dt = 0 est une
forme linéaire continue sur HZ(I)) dans l'espace GG, ce qui montre I’isomorphisme énoncé

plus haut. =

Remarque 1.4.2 i la courbure 6 de l’arche est identiquement nul (6 = 0), ce qui veut

dire que l'arche est pratiquement une poutre ("beam" en anglais) alors il est facile de voir
que : G ={0} x H3(I).

Dans tous les cas on a donc montrer que G est non réduit a I’origine.
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1.4. Le phénoméne de verrouillage pour une classe de problémes elliptiques : une condition
suffisante générale pour le reméde et un exemple

1/ Un modeéle discret verrouillant :

Discrétisons 'intervalle [0, 1] en choisissant un entier N > 0 et en posons :

1

h:N——l—l’ $0:O, ZL’Z:Zh, Zzl,Z,N, et $N+1:1.

Soit P, l'espace des polyndémes définis sur cette discretisation de degré au plus égale a

k, on définit 'espace V;, = Vj,, x V3, par :

Vi, = PLNHY (D), Vi, = Ps 0V HS(I).

Il est connu que la famille (V},)n~0 approche V' (voir [34]), on peut voir facilement que
P5 est 'espace minimum pour que la forme a1 ne soit pas constante) on a donc, d’apres le
théoréme 1.4.3

Ve>0, imuj, = u° dans V,

A
c’est a dire que (u‘,i)h>0 converge simplement vers u® pour ¢ €0, 1], pour étudier I"uniformité
de cette convergence nous pourrons voir si (G)pso approche G, on peut distinguer deux
cas:

1°cas : Si la courbure § de I'arche est identiquement nulle, ce qui veut dire que I’arche,

dans ce cas, est tout simplement une poutre, en vertu de la remarque 1.4.2 on a donc
G = {0} x Hy(I), Gh = {0} x Vi,

et comme (V},)n~0 approche V alors (V4,),., approche HZ(I) ce qui montre que la famille

h>0
(Gh)h>0 approche G et par conséquent, d’aprés le théoréme.1.3.4, la convergence de (uj),_,
vers uf, quand h — 0 , est uniforme ce qui veut dire que Papproximation (V}, )¢ est robuste.
Pour ce cas trés particulier on voit que les composantes uj et u5 de u®, par rapport a
notre repeére local (t(s),n(s)), sont couplées ce qui donne des propriétés trés spéciales.
2°M cas : Si maintenant I’arche admet une vraie courbure (6 # 0), on a vu a la

proposition 1.4.3 que G est isomorphe & un hyperplan fermé¢ de HZ(I) donc G # {0}. On

sait aussi que :

Gn = {wn € Vi, ;7(wp) = 0}, avec y(wy) = wh, + dwp,, et wy, € P,
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ce qui signifie que si wy, € G}, alors cwy, est constante, de plus comme § est continue sur

'intervalle [0, 1], on a :
Swp, € C°([0,1]),  avec dwp,(0) = cwp,(1) = 0.

et si 0 est non nul sauf peut étre en quelque points isolés alors wy, = 0, en utilisant la

relation wj,, + cwy, = 0, on déduit que :
wy,, =0, wy, € C°([0,1]), cwp, (0) = cwp, (1) =0,
donc : wy, = 0, et par conséquent, pour tout h > 0 I’espace G, est réduit a l'origine i.e, :
Gn = {0}.

et comme G # {0} donc la famille (G,),  n’approche pas G .

h>
On sait qu’un verrouillage totale se produit, en fait pour I’éviter on devrait avoir :

0

limu) = u® maisu) =0 Vh >0 et u®# 0 sauf peut étre si le chargement [ € G*(voir

h—0
le théoréme 1.4.1) On peut maintenant voir facilement la
Proposition 1.4.4 Sil ¢ G+ et la courbure de ’arche n’est pas identiquement nul (§ # 0)
alors le schéma de discritisation décrit dans cette section ne converge pas unifomement,

quand h — 0, pour ¢ €]0,1] .Un phénoméne de verrouillage se produit et on a :

sup |luj, — vl > [[u’]| > 0.
0<e<1

Un modeéle conforme et robuste pour une arche circulaire :

L’intervalle [0, 1] sera discritiser de la méme fagon que la précédente. On va choisir :
Vi, C P, N HA(D), Vip = Py HG(I).

On veut démontrer qu’ il est possible d’ajuster k et de choisir I'espace V},, de telle sorte

que la famille (G},) , approche G. L’idée consiste & trouver des espaces Vj,, et V3, donnant

h>

moins de restriction que le cas précédent de maniére que G, soit plus grand et plus riche.
Supposons que la courbure de l’arche est constante ce qui veut dire que ’arche est

circulaire (voir la définition A.3). En utilisant la relation qui définie G}, avec wy, € P3, on

choisit £ de fagon que wj,, soit de méme degré que wy, i.e, wy, € Py. On obtient le :
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Théoréme 1.4.5 La courbure de l’arche est supposée une constante non nulle, si on définie

Vi, = Pa0VHY(I), et Vi, = P3NV HS(I),

alors la famille (Vi,)n=0 approche V' et la famille (Gr,) _ approche G et par conséquent :

h>0

lim { sup |ju® — u‘ZH] = 0.
h=0"lo<e<1

Donc Uapprozimation (Vi,)nso est robuste.

Démonstration. ([7]) Il est connu que (V})n=0 approche V' (voir [34]), démontrons

donc que (Gh)h>0 approche GG. On a vu a la proposition 1.4.3 que :

1 s
G=qw=(w,wg); W€ Hg([>7/w2(t)dt =0, wi(s)= _5/w2(t)dt ;
0 0

(ici la courbure de I'arche § est supposée une constante non nulle, pour simplifier on suppose

que § = 1). Cet espace est isomorphe a I'hyperplan fermé de H3 (1)
1

F=dw e /wg(t)dt —o Y,
0

de la méme fagon on a

1 S
G, = < (wpy, wpy) ;wp, € Hg([) N Pg,/U)}lz(t)dt =0 ,wp(s) =— /whz(t)dt ,
0 0

lui aussi, isomorphe & I’hyperplan fermé de

1

Fh = { Wh, € Vh2 ;/U)}m(t)dt =0 ,

0

donc l'application : v +— / v(t)dt est linéaire et bornée de I'espace F' dans H{(I), il nous
0

suffit de prouver que (F},), _, approche F' pour avoir (Gh)h>0 approche G. Comme il est connu

h>0

que V4, = P3N HZ(I) approche HZ(I) il nous suffit de montrer la compatibilité de la valeur

moyenne.
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Soit ¢ € F' donnée, commeV},, approche HZ(I), on a :
Vn >0, 3hg >0 telleque: 0 <h < hy= {3V, € Vi, : || —Uyully <0},

ou ||¢]|, désigne la norme naturelle dans HZ(I).

Choisissant ¢;, € V3, de sorte que fol 0n(t)dt = 1, en considérant

1
Cbh = ¢h - 9h/0 ¢h(t)dta

on voit que ¢, € [}, car

/0 6 (t)dt = /0 (bt {1— /0 1 Gh(t)dt] o,

il est facile de voir aussi que

16 = dnlly < ¢ —¥plly - [1+ 110nll5],

donc le théoréme sera démontrer s’il est possible de choisir 8, de sorte que sa norme demeure
bornée dans HZ(I) , quand h — 0.
Construction de la fonction 6, :

Prenons p € HZ(I) telle que : fol w(t)dt = 1, alors il existe hy > 0 qui vérifie :

1
0<h<h1:>5|>\hevh2:|]u—)\h|]2<§.

Si on choisit

An
Oh=—F——"—")
fo /\h(t)dt
alors on aura : 0, € V}, et fol O (t)dt =1 avec
A
I 0l = el
Jo An(t)dt

et de plus comme ‘fol A (t)dt — 1’ < ‘fol A (t)dt — ,u‘ < ||An — plly, ce qui montre que

! 1
/ )\h(t)dt‘ > —,
0 2

O<h<h =

donc il existe une constante ¢ > 0 telle que :

O<h<h1:>”(9h‘|§0.
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ce qui achéve la preuve du théoréme. [ ]

Conclusion : Dans cette section on a étudier le comportement numérique des problémes
elliptiques qui dépendent d’un petit parametre € et on a exposer une condition générale qui
assure le remede du verrouillage sans utiliser les méthodes mixtes et la condition Inf-Sup.

Un exemple a été étudier, concernant les arches dans le cadre d’élasticité linéaire sous le
modele de Kirchhoff-love. L’estimation d’erreur uniforme a été déja donner par Kikuchi dans
[15] en utilisant un calcul directe, mais Chenais et Paumier ont utilisé dans [7] une analyse
asymptotique et ils ont donné un schéma d’élément finis qui posséde un comportement

verrouillant et un autre robuste.
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Chapitre 2

Rappel de quelques notions générales
sur la théorie classique des coques

élastiques minces

Une coque mince est un milieu continu tridimensionnel dont la forme est proche d’une surface
(dite surface moyenne de la coque) avec une épaisseur petite . L’objet de la théorie linéarisée
des coques est d’étudier le comportement, c’est & dire les déformations ou les déplacements,
de la coque sous 'action de charges suffisamment petites de sorte que la coque déformée
soit proche de son état initial pour que I’étude reste dans le cadre linéarisé.

Rappelons que dans ce chapitre on va exposer, comme il a été déja signalé au début,
dans la premiere section une description de la géométrie d'une coque quelconque avec tout
ce qui est nécessaire a cette description, ensuite dans la seconde section on va faire une
classification qui nous permet de bien identifier les diverses coques susceptibles d’étre infecter

par le phénoméne du verrouillage quand celles-ci sont approximées par éléments finis.
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2.1. Description de la géométrie d’une coque

2.1 Description de la géométrie d’une coque

2.1.1 Surface moyenne d’une coque. Base covariante et base con-

travariante

Soient E® l’espace euclidien habituel rapporté a un repére orthonormé fixe (O, €1,63,¢3),

et E? le plan euclidien habituel rapporté & un repére orthonormé fixe (O, e, €3).

Définition 2.1.1  On appelle surface moyenne S d’une coque, limage, dans E® d’un sous-
ensemble Q0 (fermeture de Q) ot Q est un domaine (ouvert connexe et borné) du plan eucli-
dien E?(dit domaine de référence) dont la frontiére est notée I' = 99, par une application
vectorielle :

— — —

G OCE T B J(E ) o (€L €2) = (81(€L,62), (€L, €2), 65 (€1, €%)).

On note 0S = g(F) de telle sorte que S = S U IS, et nous supposons que E et T’

H
suffisamment réguliéres, on dit alors que la surface est définie par une carte (2 , ¢ ). En

J— —_— —
particulier, nous supposons que tous les points de la surface moyenne S = ¢ () sont

réguliéres de telle sorte que les vecteurs

— 1 #2y T el g2 _03(51752)
a’oz(fﬂg) - gb,a(fﬂg)_a—ga

IHNELE) 002(E.€%) (e €D

= ( aga ) 8604 85

), a=12  (21.1)

sont définis d’une fagon unique et linéairement indépendants, pour tout les points § =

(€1, €%) € Q. Ces deux vecteurs définissent le plan tangent a la surface moyenne en tout
H

point ¢ (£). Le vecteur normal unitaire au plan tangent (donc orienté suivant la normale a

la surface) est donnée par :
—> —
— a1 X a9
3= "= =
|CL1 X CL2|

(2.1.2)

ol |.| désigne la norme euclidienne dans l’espace E3 équipée du produit scalaire habituel
(7,y) — 2.y =xy;  (selon la notation des indices répétés) et x désigne le produit

vectoriel habituel.
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2.1. Description de la géométrie d’une coque

Une surface S et une carle (£,

Figure 2.1.1 : Une surface S et une carte (2 ,3)

s sge L . - — o .
Définition 2.1.2 Le point ¢ (&) et le triplet (a'1, @, @3) définissent un repére local de
lespace E3 en chaque point E)(g) de la surface moyenne S, on Uappelle base covariante

attachée au point 3(5) (voir Figure 2.1.1).

Cette base covariante n’est pas en générale orthonormée ni méme orthogonale, c’est pour

quoi pour les commodités des calculs on lui associe une base duale appelée base contravari-
. . , . . R — . .

ante (voir Figure 2.1.2), définie comme suit : a chaque vecteur a,, on lui associe le vecteur

ﬁ
a” du méme plan tangent qui vérifie :

— — 1, a=
<@,aﬂ>:@.a6=5§={0 a%g, ot T =Ty

(62 est le symbole de Kronecker)
Ainsi tout vecteur v de l'espace E® peut s’exprimer dans ces deux bases par ces com-

posantes covariantes (indices en haut) ou par ces composantes contravariantes (indices en

bas)

—
v =w;.a’, ou bien v=".

2.1.2 Définition géométrique de la coque non déformée

Aux deux coordonnées curvilignes ¢!, €2 qui permettent de définir la surface moyenne de la

. o oy , 3 . 4 — s

coque, on ajoute une troisiéme coordonnée £, qui est mesurée le long de la normale a'3 a
o s TP el g2 R 1 ¢2 ¢3 .

la surface moyenne S au point ¢ (£7,£%). Ce systéme (£,£7,£°) est, au moins localement,

un systéme de coordonnées curvilignes de E3.
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2.1. Description de la géométrie d’une coque

€

Figure 2.1.2 : En chaque point de la surface moyenne S de la coque, les vecteurs a.,
ﬁ
forment la base covariante du plan tangent & S et les vecteurs a” forment la base
contravariante. Avec le vecteur normal @3 on forme les deux bases covariante et

H
contravariante de ’espace E au méme point.

L’épaisseur t de la coque est définie au moyen de ’application :
t:(£H ) eQ— {z cR;z >0},

alors la coque C' (voir figure 2.1.3) est le sous-ensemble fermé de £ défini par :

—

C={Me PO =T +€T0, (€&l -3 << e D).

Dans le cas ou la coque est supposée qu’elle admet une épaisseur constante autour de sa
surface moyenne notée par 2¢ (¢ € Rf, voir figure 2.1.4), la coque est alors le sous-ensemble

fermé de E3définie par :

C={MeEOM=7(.&)+ds, (€.)el —s<g<e}

2.1.3 Premiére et seconde formes fondamentales

Définissons maintenant les deux premiéres formes fondamentales d’une surface.
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2.1. Description de la géométrie d’une coque

&3

shell midsurface

X1

Figure 2.1.3 : La géométrie générale d’une coque a épaisseur variable.

Figure 2.1.4 : Une coque de surface moyenne S et d’épaisseur constante 2¢.
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Ce sont des applications qui, a tout point de la surface, associent une forme quadratique

sur le plan tangent. Soient M un point de la surface moyenne S et Ty le plan tangent

asS en M.

Définition 2.1.3 La premiére forme fondamentale de la surface S en M, notée I, est la
forme quadratique sur Ty dont les coefficients (anp) de sa représentation matricielle dans

\ - = = P
le repére (a'y, @2, @'3) sont donnés par:

Aap = <7a7 @> = 7&-76 = g,a-g,ﬁ = QBq- (2.1.3)

En chaque point M de la surface S, la premiére forme fondamentale est définie comme

. . — — —
le carré de la forme différentielle d ¢, on note Iy, =d ¢ .d¢ et on a :
VX €Ty, X = 2% 0 o Ty(X) = (2%.70 o, 2%.70 o) = 2'zta; + 22t 2%a1s + 222 ags.

Définition 2.1.4 La seconde forme fondamentale de la surface S en M, notée Iy, est la
forme quadratique sur Ty dont les coefficients (bng) de sa représentation matricielle dans

\ e .
le repére (a'y, a2, @3) sont donnés par:

bap = (—Qa, A3p)

= —da d3p (2.1.4)

Remarque 2.1.1 L’origine de la dénomination des deux formes fondamentales provient
du fait qu’elles suffisent a déterminer toutes les propriétés géométriques de la surface . La
premiére forme fondamentale induit une métrique sur la surface S, donc elle mesure les
longueurs (intrinséques) de la surface. La longueur d’un élement d’arc ds le long d’une

courbe de classe C' est donnée par
ds® = apdetde! + 2a10drtde? + ageda’da®.

La seconde forme fondamentale mesure la courbure de la surface S dans une direction et
on a :

VX € Top, X = 2% o : Iy (X) = zlatby + 20t a2byy + 2222bgs.
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Aux coefficients des deux premiéres formes fondamentales a,zs et b,p on associe les coef-

ficients a®? et b définis par

Y

a = <E>°‘ ?6> =7a*a’ =d%,

_ /=3 —a
by =—(a%,a").
On peut voir facilement que :
E)a = aagﬁﬁ, 704 = Cbaﬁﬁﬁ, g = a‘”‘b,\lg s baﬁ = Aa)\ bg, et a‘”av[g = 5% .

(2.1.5)

La derni¢re égalité montre que la matrice (a®”) est I'inverse de la matrice (aqg).

2.1.4 Ladérivée covariante d’un vecteur et les symboles de Christof-

fel

Soit @ un champ de vecteur exprimé dans le repére local, lorsqu’on passe d’un point p a
un autre infiniment voisin p + dp, non seulement les composantes du vecteur varient mais
aussi le repére locale est modifié, les dérivées partielles d’un vecteur n’obéissent pas aux
régles de dérivation usuelles. Les régles de Gauss et de Weingarten nous donnent les régles

de dérivation dans ces bases:

W op = Fllg?y +bag @3 75’6 = — gAED‘ + bgﬁg. (Gauss)
Wy = 7?01 = =0y - (Weingarten)

ol les coefficients Fl,@ sont les symboles de Christoffel définis par

My=Th,=d%dp="1a"dz,. (2.1.6)

. . . — N 2 . e} N
Ainsi, si nous avons un champ de vecteur v (& valeur dans R3) défini sur Q (ou Q un

domaine de E?), nous pouvons exprimer ses dérivées partielles dans la base contravariante
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. . . N
(resp. dans la base covariante) en fonction des composantes covariantes de v et de leurs

dérivées partielles

(2

—
(Y @

—i —i —
o = (Wid)a=viead" +via
— v —
= (Uga = Tjavy = bapus) a
La dérivée covariante (notée a I’aide d’une barre verticale) est donnée comme suit
— v _
Vgla = Vg,a — Faﬁvy, et U3jq = V34

L’expression de I’élément d’aire de la surface est donnée par

dS = |aj x a3|de,dg,
= \/adfldfé-

ol a est le déterminant de la matrice (aqz)

a = a11092 — (CL12>2. (217)

2.2 Comportement et classification des coques élas-

tiques minces

Nous décrivons dans cette section les diverses classification des coques, suivant la nature
géomeétrique de sa surface moyenne (elliptique, parabolique, hyperbolique) dans le cas ou la
coque est non déformée, i.e. la coque est dans son état initial naturel.

Ensuite on suppose que la coque est déformée sous des charges extérieures sur sa surface
moyenne avec des conditions aux limites. On classifie les coques, dans ce cas, suivant :

- La prise en compte ou la négligence des effets des déformations de cisaillement trans-
verse.

- La nature de I’énergie de déformation dominante.
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2.2.1 Classification des surfaces et lignes asymptotiques

Nous venons de voir que la premiére forme fondamentale mesure les longueurs d’une surface
tandis que la seconde forme fondamentale mesure les courbures de la surface, c’est a dire
sa "forme géométrique". Nous allons préciser cela par une classification des points d’une
surface.
. -~ , . - .
Soit une surface S définie par une carte (2 , ¢ ). En tout point M de cette surface on
, . . N — . . N .

définie la fonction qui a tout vecteur, X = z“.a ,, unitaire tangent a S en M, associe le
nombre :

I1,(X) = 2'atbyy + 20 22bys + 2%2%boy = 2°2%bag + 22 22Dy,

cette fonction, comme elle est définie sur un compact, atteint ses deux valeurs extrémales
ki, et k%, appelées courbures principales (maximale et minimale).

Les directions correspondantes sont appelées directions principales.

Définition 2.2.1 On appelle ligne de courbure toute courbe dont tous les vecteurs tangents

sont proportionnels a une direction principale.

Les directions X pour lesquelles la fonction II,; s’annule (IT,,(X) ), et sur lesquelles
les courbures changent éventuellement de signe) sont appelées directions asymptotiques.

La notion de direction asymptotique conduit & la classification des surfaces.

Définition 2.2.2 On appelle ligne asymptotique d’une surface une courbe de cette surface

dont chaque vecteur tangent est proportionnel & une direction asymptotique (voir figure

2.2.1).

Définition 2.2.3 En chaque point M d’une surface, on appelle courbure totale ou courbure
de Gauss de la surface, le produit des deux courbures principales, on le note Ky; .On appelle
courbure moyenne en chaque point M de la surface la somme des deux courbures principales,
on le note Hy :

Ky = ky k3 Hyr = ky, + k3.
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¥

Directions asymptotiques.

Lignes definissant les

lignes asymplotiques.

Figure 2.2.1 : Lignes définissant les lignes asymptotiques.

Suivant le signe de la courbure de Gauss K , nous avons la classification usuelle d'un
point M de la surface :

Si Kj; > 0 : les courbures principales passant par M sont de méme signe, et il n’y a
pas de directions asymptotiques en M . La surface (au moins un voisinage de M) se trouve
d’un méme coté du plan tangent. On dit que le point M est elliptique (voir figure 2.2.2).

Si Kjr < 0 : les courbures principales ki et ky sont de signe opposé. Le plan tan-
gent traverse la surface suivant les deux directions asymptotiques. On dit que le point est
hyperbolique.

Si K = 0 : on distingue ici deux cas :

1/ k}; # 0 ou k3, # 0 : Les courbures sont du méme signe. Le plan tangent "colle" a la
surface (linéairement) le long de la direction principale de courbure nulle (qui est donc une
direction asymptotique), on dit que le point est parabolique (voir figure 2.2.3)

2/kl, = 0 et k2, = 0 : Toutes les courbes passant par M ont une courbure nulle
(i.eIy =0),

on dit alors que le point est méplat; une surface entiérement constituée de points méplats

est une surface plane (i.e. IT); = 0).

Proposition 2.2.1 (voir [5]) : Le signe de la courbure de Gauss Ky dépend du signe de

det(IIyy), et nous avons de plus:

_ det(ITy) _ birbay — (b1a)?

- det(IM) - a11099 — (a12)2'

M (2.2.1)
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Figure 2.2.2 : Un point elliptique M.

Un point parabolique M.

Figure 2.2.3 : Un point parabolique M.
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Zone 1 : K<0, partie hyperbolique

Zone 11 : K=0, partic parabolique {cylindrique).

Un vase.

- Zone 111 : K<0, partie hyperbolique

Zone 1V : K0, partie elliptique.

Figure 2.2.4 : Un vase avec ses différents parties de surface.

Proposition 2.2.2 (voir [5]) : Soit (C) une courbe de la surface S définit par la carte
[I,c=1(p.(t),p1(t))]. Alors la courbe (C) est une ligne asymptotique de S si

(<PI1)2511 — 290/190;1712 + (@;)2522 =0.

De fagon analogue nous avons la classification usuelle d’une portion de surface:

—_ — JR—
Définition 2.2.4 Soit une surface S définie par une carte (2 , ¢).On dira que S est
uniformément elliptique, parabolique, hyperbolique, suivant que Ky est positif, nul ou négatif

uniformément sur Q,.i.e, pour tout point M € S .

Naturellement, une surface peut contenir tout les types de points, comme par exemple
dans le cas d’un vase qui peut étre considéré comme constitué d’une premiére partie hyper-
bolique (zone I) puis d’une partie cylindrique (zone II), puis encore d’une partie hyperbolique

(zone III) et enfin d’une partie elliptique (zone IV) (voir figure 2.2.4)

Définition 2.2.5 Une surface S est dite réglée s’il existe une carte (2 ,E)) de S telle

que
B (E,€%) = e(€h) + £9(6), (2.2.2)

ot g(&') est un champs de vecteur sur la courbe c(¢'), qu’on peut choisir unitaire.
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Génératrices

directrice [
'- une surface réglée développable

Figure 2.2.5 : Une surface réglée développable avec sa directrice et ses génératrices.

Les courbes & &' constant sont des droites, ce sont les génératrices de S . Les courbes a

€2 constant (par exemple la courbe ¢) sont appelées directrices (voire figure 2.2.5).

Proposition 2.2.3 (voir [5]): Soit une surface réglée définie comme en (2.2.2), alors les
coefficients de la seconde forme fondamentale et les symboles de Christoffel se simplifient

comme suit:

b22 == FSQ - O (223)

Remarque 2.2.1 La relation byy = 0 indique que les courbes o &' constant, c’est o dire
les génératrices de S, sont des lignes asymptotiques de S . Une surface réglée est donc de

courbure totale K < 0.

Définition 2.2.6 Soit S un surface réglée. On dit que S est développable si la normale
unitaire & S est constante le long des génératrices. Autrement dit, une surface réglée définie

comme en (2.2.2) est développable si et seulement si:
a3z =0.
Si bien que d’aprés (2.1.4), nous avons de plus:
bz =0,
ce qui, d’aprés (2.2.3) et (2.2.1), entraine que: bi1boy — (b12)? = det(IIy;) = 0, c’est &

dire que la courbure totale K de S est nulle. Résumons :
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Proposition 2.2.4 Soit S une surface réglée. Alors :
i) Les génératrices sont des des lignes asymptotiques, d’ot K < 0.
ii) S est développable si et seulement si K = 0, et si S est définie comme en (2.2.2)

on a 622 = b12 = FgQ = 0.
Corollaire 2.2.1 Une surface réglée non-développable est hyperbolique.

Exemples de surfaces développables :
1- Cylindre généralisé (g(£') = cte) : c’est une surface développable qui peut étre définie

par une carte (2 ,E)) avec
el g2 1 277
¢ (,8) =c(&)+E Vo,
ot C' = ¢(£") est une courbe plane et ﬁ)o un vecteur transversal au plan de la courbe C.

2- Cone (c(¢') = cte): Soit o un point quelconque, alors un céone de sommet = est une

surface S = (Q ,E)) définie par

(€, ¢%) =z + ().

2.2.2 DModéles de coques : Koiter et Naghdi

A partir de maintenant on suppose que la coque, en tant que matériau élastique occupant
dans son état naturel un domaine d’épaisseur supposé fize t autour d’une surface S , est

i) Soumise a des conditions aux limites cinématiques, par exemple fixée par une partie
(ou la totalité) de sa frontieére 0.5y, = E)(FO) X [—%, %} (avec [yUI'; = 09Q) ou I'y est supposée
de mesure strictement positive (mes(I'g) > 0).

ii) Chargée par une distribution de forces dont la résultante est 7sur sa surface moyenne
S et dont le moment résultant est approximativement nul sur S.

Sous ’action de ces charges la coque se déforme (figure 2.2.6).

Le probléme mécanique consiste & trouver, sous l'effet de ces forces, le champ de dé-
placements ﬁ) de toute particule M de la coque tridimensionnelle.

A T’aide d’hypothéses & priori convenables on peut obtenir différents modéles de coques.

Par la suite on va exposer deux modeéles différents qui sont représentatifs des grandes classes

de modélisation de coques minces :
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Un champ de deplacement u

sur une surface S

Figure 2.2.6 : Un champ de déplacement ﬁ sur une surface S.

1) le premier, di & Koiter (1966), repose sur une hypothése de conservation des normales
au cours de la déformation.
2) le second, du a Naghdi (1963,1972), prend en compte les effets des déformations de

cisaillement transverse (pour plus de détails voir [29]).

1) Le modéle linéaire de Naghdi

Aspects géométriques de la déformation : Ce modeéle prend en compte les effets des
déformations de cisaillement transverse.
La prise en compte de ces effets revient a supposer que les particules situées sur la normale
. — , . . , , . .
unitaire ag avant déformation, restent alignées au cours de la déformation en constituant un
—

f— f— . . . N
nouveau vecteur a3* = @z, ou az désigne la nouvelle normale unitaire a la surface moyenne

déformeée.

Remarque 2.2.2 On a utilisé ici la formulation simplifiée de Batoz et Geoffroy (1983) qui
respecte les hypothéses de contraintes planes (i.e tous points de la coque conserve sa dis-
tance o la suface moyenne au cours de la déformation), et de déformations de cisaillement
constantes dans ’épaisseur de la coqgue mince pour autoriser une approrimation bidimension-
nelle des déformations tridimensionnelles de la coque, on dit alors que le modéle de Naghdi

appartient & la famille des coques de Reissner-Mindlin (Pour plus de détails voir [29]).
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Donc si on note le champ de déplacement d’une particule quelconque M de la coque

ﬁ
tridimensionnelle (n’appartenant pas a sa surface moyenne i.e., €3 # 0) par U on a
— —
U="71u+&0,a°,

ol u est le champ de déplacement de la projection orthogonale P du point M sur la surface

moyenne non déformée, i.e.,

—
U =1u

—
7 al )
et ou les parameétres 6, sont les composantes de la rotation de la normale a3 au cours de la
déformation, i.e.,
_
a¥ = as + Oaa—& .

Donc la nouvelle position du point M est determinée par les cinq inconnues (', ) =
(UZ’, Qa) .
En outre, ’hypothése de conservation des normales entraine I’approximation suivante

RN —Oé>

— A
= az — p,a”, avec @, (W) = ug o+ bun.

Sl

La formulation variationnelle du probléme On a dit plus haut que le probléme mé-
canique consiste & trouver le champ de déplacements ﬁ de toute particule M de la coque
tridimensionnelle, pour cela il est nécessaire de trouver les composantes u; de la projection
orthogonale P du point M sur la surface moyenne non déformée et les composantes 6, de
la rotation de la normale a3 (voir figure 2.2.7), c’est donc un probléme d’équations aux
dérivées partielles & cing inconnues qui sont des fonctions des coordonnées (& ' 52) e ).
On rappelle les conditions aux limites du probléme: la coque est totalement encastrée

H
sur une partie de son bord 85y = ¢ (I'g) X [—%, %], ce qui signifie que :

u; =0 et 0,=0, surly.

Il est alors tout a fait naturel de choisir 'espace des déplacements admissibles comme
suit :

VM = (HL ) oi Hf ={veH'(Q), wvlr,=0}.
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€y

Figure 2.2.7 : Dans le modele de Naghdi les cinq inconnues sont les trois composantes
covariantes u; du déplacement de la projection P du point M sur la surface moyenne et les

deux composantes covariantes ,, de la rotation de la normale @’3.(D’apreés [28]).

Il est trés bien connu que H%Oest un espace de Hilbert (c’est un espace intermidiére entre
les espaces H*(Q2) et H}(Q), voir [34]) donc notre espace V' l'est aussi.
En vue de faire I’écriture des équations plus simple et plus compacte, nous nous servons

de la notation alternée comme dans [9], [11] et [23], ainsi on écrit :

A A

T = () = (v1,09,03), z=(70) = (w1,72) et A= o) = | ~ "7 |, ot g = Aoy,
)\21 )\22

et donc :

qui est, bien sur un espace de Hilbert, menu de la norme induite par celle de [H*(Q)]” :

1T D as = 17 o s + 112 -

Pour simplifier notre étude, nous supposons toujours que la coque est réalisé par un matériau
¢lastique, homogeéne et isotrope.

Comme dans plusieurs références (on peut voir par exemple [9], [23]) on montre que les
composantes covariantes du tenseur de changement de courbure de la surface moyenne, du

tenseur de déformations de cisaillement transverse, du tenseur de déformation de la surface
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moyenne (i.e., de déformations membranaires), sont données respectivement par :

Yos(W,0) = % [0 + 010 — 02 (w15 — bygus) — b (e — byatiz)]
= % (003 + 030 — b (1y5 — T gus) = 03 (U0 — T2 us)] + blbygus — Tos0s,
S, (U,0) =04+ uz o+ blu,
Aos(W) = %(uag + Ugja) — baglis = %(uaﬁ + Uga) — Fiﬁ“zi — bagus.

et le tenseur d’élasticité de la coque (qui sont indépendants de ’épaisseur t) sont donnés

par :

E 2v
aBys _ ay ,B6 ad By af 76
a 2(1+V)(a a” +a™a —l—l_ya a®).

Les parametres E > 0 et v € |0, 1] désignent le module de Young et le coefficient de Poisson
du matériau qui constitue la coque, et les a®® sont les coefficients contravariantes de la
premié¢re forme fondamentale, b,s ( respect. b)) sont les coefficients covariantes (respect.
mixtes) de la deuxiéme forme fondamentale.

Rappelons que les coefficients a®*? remplissent les conditions de symétrie et de positivité,

ie,:
q@BY8  _ 0aB _ By (symétrie)

aaﬁ"/(sgaﬁgfy& Z c Z }gaﬁ

? , V€,5 symétriques avec ¢ > 0.  (positivité).

Alors pour un champ de déplacements arbitraire caractérisé par (v, ¥) = ((v;), (¥,)),
I'énergie de flexion (i.e., de changement de courbure de la surface moyenne), 1'énergie de
cisaillement transverse, I’énergie membranaire et [’énergie potentielle des charges extérieures

sont données respectivement par :

3

gfo_ ;_4 Y o (T, )Y s (T, ) ada,

Q

B = 5[ ST 08T ) ads
2 Q2<1—|—V) [ ' ¥ Ly
t

B = 5 [ A (T (T e

Q

W = t3/ flui/adz.
Q
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Le probléme du modéle de coque de Naghdi est de trouver (u’, §) € V qui minimise I’énergie
totale :

E(V,¢)=E + E°+ E™ - W,
qui est équivalent a la formulation variationnelle suivante :

trouver (,0) € VEM qui vérifie :

(2.2.4)
t.al™(u, 0; 7,%) + B3alM (U, 0; 7,%) = FY7), V(?,y) e VM
avec
1
a{%M(77Q; 7ay) = E aaﬁvdraﬁ(ﬂ)vQ)Tvé(?)ay)\/adia
Q
E
ad™ (W, 0;0 ) = /Q maaﬁq’a(ﬁ,ﬁ)@ﬁ(?,@\/&@
+/ aaﬁ’yéA 5(7)1&75(?)\/56133,
Q
FY(v) = t3/ flviv/adz.
Q
qui est équivalent a la formulation variationnelle siuvante :
trouver (', 0) € VEM qui vérifie :
(. 6) a (2.2.5)

SafM (W, 0,0, ) + ofM (W, 0,V ¥) = (), V(V, ) eV .

t2 =z

ou

F(7) = / ) fivi/adz.

2) Le modéle bidimensionnel linéarisé deW.T.Koiter :

Le modéle de Koiter est un modele simplifié du modéle de Naghdi. L’%dée de base des
théories de coques minces de Koiter est de réduire I'étude de la déformation d’une coque
mince & la détermination du champ de déplacement W = ui? des particules de sa surface
moyenne.

Il est intéréssant de noter que ce modeéle peut étre obtenu a partir du modele de Naghdi
en négligeant les effets des déformations de cisaillement transverse, i.e., quun champ de
déplacements U sur la coque peut étre défini a partir du champ de déplacements @ de sa

surface moyenne (voir figure 2.2.8). Cela découle des hypotheses de W.T.Koiter suivantes :

69



2.2. Comportement et classification des coques élastiques minces

€
Figure 2.2.8 : Dans le modele de Koiter les trois inconnues sont les composantes

covariantes u; des points du surface moyenne.

-Les normales & la surface moyenne non déformée demeurent normales & la surface
moyenne apres déformation (cette hypothése est dite hypothése de Kirchhoff-Love).

-Au cours de la déformation, les contraintes sont approximativement planes et paralléles
au plan tangent a la surface moyenne.

Dglc dans ce modele on néglige les effets des déformations de cisaillement transverse

. =
ie., a?’," = a3 , et alorson a :

— —
U="1u+¢E3;.

Si bien que le probléme mécanique tridimensionnel sur la coque se réduit & un probléme
bidimensionnel sur la surface moyenne.

On rappelle que la théorie classique linéarisée consiste & admettre que les contraintes
membranaires et les moments sont des fonctions linéaires des tenseurs de déformation et de
changement de courbure de la surface moyenne, ces derniers représentent les variations des
coefficients de la représentation matricielle de la premiére et la deuxiéme forme fondamen-

tale, sont données respectivement par :

1 1
Aaﬂ( ) = §(ua‘5 + u5|a) — bagu;), = §(ua,g + U@Q) — Fiﬁu(; — baBU37 (2.2.6)

Yop(

=l =l

) = —(’UJg‘aﬂ — bib,\gUg + bému,\ + bgu,\\lg + b;\yuMa),
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On trouve dans [29] plus de détails concernant le passage du modele de Naghdi au modele
de Koiter.

De la forme des composantes des tenseurs de déformations membranaires A,5(w) (surtout
I'expression us|ng qui implique que uz € H 2(Q)) et de changement de courbure de la sur-
face moyenne Tag(ﬂ)), on déduit le cadre fonctionnel approprié (I’espace des déplacements

admissibles) :
VE = {7 — (Vayv3) € (H' () x HX(Q); T =0, % Iy = o} ,
qui est aussi un espace de Hilbert, menu de la norme naturelle :
1@l = (loallf o + lo2lFa + loslz )7

L’énergie de flexion, ’énergie membranaire et 1’énergie potentielle des charges extérieures

sont données respectivement par :

3

Ef = ;—4 ) a®? 1Y 5 (V)Y s (V) adz,
t

B = 5 [ 0 (T)A(T)Vads,

Q
W = t3/ flviv/adz.
Q

Le probléme du modéle de coque de Koiter est de trouver @ € V qui minimise I’énergie

totale

E(V)=E +E™-W.
qui est équivalent & la formulation variationnelle suivante :

—_— . , .
trouver @ € VE qui vérifie :

(2.2.7)
wag (0, V) +af (W, V) = (F, V), = F(V) YU eVK,

ol
KT, T) = / PN o () A (T)y/ade:
Q

1
7) = — a“ﬁV‘sTaﬁ(ﬂ))ng(?)\/adg,
Q

12
F(v) = /s flvids = /Q flviv/adz.
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Remarque 2.2.3 (FEllipticité des deux modéles). La principale difficulté, pour montrer que
les problémes (2.2.4) et (2.2.7) admettent des solutions uniques, est d’établir ’ellipticité
de ’énergie de déformation. On ne peut ici exposer les démonstrations des théorémes qui

assurent cette ellipticité, ils sont trés bien détaillés surtout dans [28] et [29)].

2.2.3 Coques inhibées - Coques non inhibées : Comportement
asymptotique

Le concept de “modele de coque” en lui méme présuppose qu’on s’intéresse & un objet dont
I’épaisseur est “petite” par rapport aux autres dimensions. Dans la pratique il n’est pas rare
d’avoir affaire a des structures pour lesquelles ’épaisseur est inférieure de plusieurs ordres
de grandeur & toutes les autres dimensions. On dit alors que la coque est “mince”. Dans
le cas d’un aéroréfrigérant de centrale nucléaire, par exemple, le rapport épaisseur/hauteur
avoisine les 0,2%.

Etant donné la fagon dont ¢ apparait dans les formulations (2.2.4) et (2.2.7), avec un
poids variant de 1 & t? devant les différents termes du membre de gauche, il est légitime
de se demander quelle influence ce paramétre peut avoir sur le modele (i.e., la solution du
probléme du modele ) lorsqu’il devient trés petit, pour savoir quelles sont les propriétés qui
sont ou non conservées. Il est également intéressant de savoir si le modele converge, en un
sens a préciser, vers un “modeéle limite” quand le parameétre ¢ tend vers zéro, de fagon a
pouvoir éventuellement substituer ce modéle limite au modéle complet lorsque le parameétre
est jugé suffisamment petit.

On souhaite aussi étudier 'influence du parameétre sur la qualité des approximations
numériques par éléments finis qu’on peut faire de ce modele, de fagon a détecter des difficultés
du type “verrouillage numérique” dont on sait qu’elles arrivent effectivement pour d’autres
formulations de strucures minces (voir [3], [8], [10], [15], [22] et §1.4). On va dans un premier
temps s’intéresser au comportement asymptotique des modéles eux mémes, tandis que la
question des méthodes numériques est spécifiquement traitée au chapitre 3.

Les traveaux de Sanchez-Palencia sur les comportements asymptotiques des modeles de
coques ont dégagé des résultats trés importants (pour plus de détails voir [13], [14] et [24]

chapitres 4, 5 et 6). Il apparait, dans ses traveaux, que ces comportements prennent deux
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formes radicalement différentes, comme on va le voir, suivant que la surface moyenne (avec
conditions aux limites cinématiques) est géométriqguement rigide ou non (cas des coques dite
inhibées ou non).

Pour voir cel, il est important de remarquer que, d'une fagon générique, les modeéles de
coques que nous avons présenter rapidement ont tous des formulations variationnelles du
type suivant :

eda(u®,v) + eb(uf,v) = F*(v), Yo eV, (2.2.8)
ol u° est 'inconnu, que ’on appelle “déplacement” méme si certains champs sont de nature
un peu différente (comme par exemple les rotations), et V' Iensemble des “déplacements
admissibles”, compte-tenu des espaces concernés et des conditions aux limites imposées, a
et b repésentent des formes bilinéaires dont I’expression dépend du modele considéré, mais
pas du parameétre €. Enfin le second membre correspond au travail des forces extérieures
pour le déplacement virtuel v.

Lorsque on étudie le comportement de formulations telles que (2.2.8), il apparait rapi-
dement qu’un certain sous-espace de ’espace des déplacements admissibles joue un role
prépondérant (voir par exemple [13] et [22]). Il s’agit de 1'espace :

G={veV;buv,v)=0t={veV; blvyw)=0 YweV }. (2.2.9)

Cette égalité est obtenue, comme on l'avait vu au début de §1.4, par ’application de
I'inégalité de Cauchy-Schwarz & la forme bilinéaire, symétrique et positive b.

Rappelons que l'espace G définie dans (2.2.9) est un sous-espace fermé de l’espace de

HilbertV. Donc il est lui-méme un espace de Hilbert pour la topologie induite par celle de

V. Pour le modéle de Koiter I'espace G devient (d’aprés la positivité des coefficients a®??) :
GF ={V eV, Ap(V)=0, a,B=12}, (2.2.10)

ce qui signifie que G¥ correspond aux déplacements qui engendrent des déformations mem-

branaires nulles. De méme, pour le modele de Naghdi on a :
G™ = {(V,¢) e V™, App(V) =0, a,8=1,2, et Oo(V,¢) =0, a=0}, (2.2.11)

ainsi les déformations membranaires et de cisaillement sont nulles. Dans les deux formu-
lations, G contient les déplacements pour lesquels seules les déformations de flexions sont

non-nulles.
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On dit alors que G est 'espace des “déplacements de flexions pure” ou tout simplement,
’espace des flexions pures (voir [13], [14]).
Notons que, pour le modele de Naghdi, les conditions de cisaillement nul sont équivalentes

aux relations suivantes :
_ Y
1/}(1 - _(U370é + baU7)7

qui fournissent une expression explicite de 1 en fonction de . Par conséquent les conditions
déterminantes pour G sont essentiellement celles des déformations membranaires nulles,
comme pour G¥. C’est pourquoi on appelle aussi parfois “déplacements inextensionnels”
les éléments de G. Lorsqu’on parle simplement de la déformation d’une surface il est évident

que les déformations de cisaillement n’ont pas de sens, donc on a la :

Définition 2.2.7 Une surface (resp. une portion de surface) est dite (géométriquement)

rigide ou (a flexion pure) inhibée si le systéme :
Aup(T) =0, «a,f=1,2 (2.2.12)

avec les conditions cinématiques, éventuellement imposées sur le bord de la surface, a pour

unique solution la solution triviale, i.e., v = 0.

Le systeéme (2.2.12), qui est de trois équations aux dérivées partielles & trois inconnues,
est appelé systéme de rigidité de la surface considérée. Il est clair que pour montrer qu’une
surface est rigide ou non, il faut résoudre un probléme de Cauchy linéaire du 1°" ordre.

On trouvera dans [24] deux chapitres consacrés complétement & 'étude détaillée du
rigidité des surfaces avec beaucoup d’exemples. Bien sur la thése [5] est totalement consacrée
a cet object.

Pour classifier les coques on regarde ’espace G et on a la définition suivante :

Définition 2.2.8 S5iG = {0} la coque sera dite a flexion pure inhibée, ou tout simplement
inhibée; dans le cas contraire i.e., si G # {0} elle sera dite a flexion pure non-inhibée, ou

tout simplement non-inhibée.

On montre que la caractérisation de I’espace G dépend seulement de la géométrie de la

coque (i.e., de sa surface moyenne) et des conditions aux limites imposées.
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1/ Cas de flexion pure non inhibée :

On sait que, pour que la solution de (2.2.8) demeure bornée sans autant tendre vers zéro
lorsque ¢ lui méme tend vers zéro, il faut faire 'hypothése que le second membre est de la

forme :

Fe(v) = 3F(v),

ou F' est une forme linéaire indépendante de ¢ (voir par exemple [13] et [17]). En termes
concrets, on peut dire que la raideur de la structure diminue comme &3.

Pour chaque valeur de ¢, on résout alors le probléme suivant:

Trouver u® € V' tel que :

(2.2.13)
a(u®,v) + Zb(us,v) = F(v), Vo e V.
On a vu que le probléme limite, lorsque ¢ — 0, est le suivant :
Trouver u° € G tel que :
(2.2.14)

a(u’,v) = F(v), Yo € G,

et on a alors le résultat suivant (voir la remarque 1.4.1) :

Proposition 2.2.5 La solution u® du probléme (2.2.13) converge fortement vers la solution

ug du probléme (2.2.14) pour la norme de V. De plus on a :

1
lim —b(u, u) =0. (2.2.15)

e—0 52

Cette relation signifie que I’énergie membranaire, et éventuellement de cisaillement pour
les modeles de Naghdi, tend vers zéro avec ¢.

Donc lorsqu’une coque est non-inhibée, que ce soit du type de Koiter ou bien du type
de Naghdi, sa déformation sous ’action d’efforts extérieur a naturellement tendance & étre
de type flexion (déplacements inextensionnels), c’est & dire que les déplacements dominants
sont ceux qui provoquent des changements de courbure de la surface moyenne de la coque,

et ce d’autant plus que son épaisseur est petite, ce qui est intuitivement cohérent ( nous

[6)



2.2. Comportement et classification des coques élastiques minces

pouvons, par exemple, penser a une feuille de papier; il est “assez difficile” de Iétirer (voir
[5])-
Ceci explique que les coques a flexion pure non-inhibée sont par fois dites “a flexion

dominante” (“bending-dominated” en englais, voir aussi [22]).

Remarque 2.2.4 Cette idée, qui a été établit par Sanchez-Palencia de facon précise et
rigoureuse est assez intuitive, et se trouve en filigrane dans des remarques heuristiques de

certains anciens auteurs, Love par exemple (voir [24]).

Plus bas on va donner une définition proposer par quelques chercheurs sur la classification

des coques suivant le type de I’énergie dominante.

2/ Cas de flexion pure inhibée :

Dans ce cas, i.e., G = {v eV ;b(v,v) =0} = {0}, il est clair que la forme bilinéaire
symétrique est devenue définie positive, puisque b(v,v) = 0 entraine v = 0, donc [b(v, v)]%
définie une nouvelle norme sur V' ( voir annexe, théoréme A1), mais qui n’est pas en générale
équivalente a la norme naturelle de V' car la forme b n’est pas coercive.

On note alors V° I'espace complété de V' pour cette nouvelle norme. V' est bien stir un
espace moins régulier que 'espace V' et sa nature exacte dépend de la coque considérée et
des conditions aux limites imposées.

Par exemple pour le modele de Koiter, si la coque est uniformément elliptique, de surface
suffisamment réguliére, et encastrée sur toute son bord, on peut montrer que la flexion est
inhibée (voir plus loin) et que VO s’identifie a I'espace [HL(2)]? x L2(€) (voir [24]).

La mise a ’échelle convenable pour le second membre du probléme est alors (voir par
exemple [12]) :

Fe(v) =eF(v), (2.2.16)

c’est a dire que la raideur de la structure est de l'ordre de €. La famille de problémes a

résoudre devient alors :

Trouver u® € V telle que :

(2.2.17)
ao(uf,v) + e%ay (uf,v) = F(v), Yo e V.
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2.2. Comportement et classification des coques élastiques minces

On voit qu’on a maintenant affaire & un probléeme classique de perturbation singuliére de
probléme aux limites elliptique (pour plus de détails voir [21]).

On définit le probléme limite :

Trouver u; € VO tel que :

(2.2.18)
b(u;,v) = F(v), Vo e VO.

Ce probléme est bien posé si le second membre a un sens, c’est a dire si F' est dans le
dual de V. Notons que ceci n’est pas automatique car V' est plus grand que V (V C V),
donc (V°)" est plus petit que V'[ (V°)" € V']. Si cette condition est remplie i.e. F' € (V°)

qui veut dire qu’il existe une constante M > 0 telle que

(S

|F'(v)] < M. [b(v,v)]

On a aussi convergence du probléme de perturbation singuliére, que I'on exprime dans la

proposition suivante (voir [12], [14] et [21]) :

o=

Proposition 2.2.6 Si F € (V%) la solution u®, converge au sens de la norme [b(v,v)]

vers uy, solution de (2.2.18). De plus on a :

lim %a; (uf, u) = 0. (2.2.19)

e—0

Dans ce cas, la relation (2.2.19) montre que ’énergie de déformtion de flexion
devient négligeable par rapport aux autres termes quand ¢ tend vers zéro, alors que
¢’était le contraire pour une coque non-inhibée! en d’autres termes on peut dire qu’une coque
inhibée se comporte comme étant €2 fois plus rigide qu’une coque non-inhibée analogue.

Une autre différence notable entre les comportements asymptotiques de ces deux mod-
eles, est que, pour la coque inhibée, il y a perte de régularité lorsque ’'on passe de V a V?,
alors que ce n’est pas le cas pour la coque non-inhibée au passage de V' a G. Dans certains
cas, cette perte de régularité peut poser des problémes sérieux.

Par exemple pour une coque de Koiter uniformément elliptique fixée sur une partie

seulement de sa frontiére, on peut montrer que la flexion pure est inhibée, mais I’espace V°

7



2.2. Comportement et classification des coques élastiques minces

n’est pas un espace de distribution (voir [24]). Ceci implique qu’il existe des chargements
aussi réguliéres que 1’on veut qui ne sont pas dans le dual de V?; dans ces conditions il est
difficile de donner un sens au probléme limite (2.2.18), Sanchez-Palencia utilise le terme

“coque chancelante”.

3/ Etude du sous-espace des déplacements de flexion pure :

On a vu & quel point le contenu du sous-espace des déplacements de flexion pure G, et en
particulier le fait que celui-ci soit ou non réduit & l'origine, est un facteur prépondérant
dans le comportement asymptotique des modéles de coques. On a aussi observé que, parmi
les équations qui définissent G, les conditions essentielles sont celles qui expriment des

déformations membranaires nulles, i.e:

As(V) =0, a,f=1,2. (2.2.20)

Sanchez-Palencia a démontré dans [14] une propriété remarquable de ce systéme d’équations
différentielles, c’est que la nature de ce systéme (elliptique, parabolique ou hyperbolique)
est la méme que celle de la surface moyenne au point considéré.

On va s’intéresser a des coques dont la surface moyenne est de nature uniforme (partout
elliptique, parabolique ou hyperbolique)

Surfaces elliptiques :

Pour une surface uniformément elliptique et suffisamment réguliére (par exemple une
portion d’ellipsoide), il suffit d’imposer un déplacement nul sur une partie de la frontiére
de mesure non-nulle pour inhiber les déplacements de flexion pure (voir figure 2.2.9 et voir
aussi [5] et [39]) i.e G ={v eV ; b(v,v) =0} ={0}.

Si cette partie est en fait toute la frontiére on a un modeéle limite qui conserve une
certaine régularité (modele en “membrane”, voir [12]). Si ce n’est pas le cas on obtient une
coque “chancelante”.

Par contre, si aucune condition aux limites n’est imposée (et en présence d’un bord
libre), alors il semblerait qu’il existe des déplacements de flexion pure (voir [1]).

Surfaces hyperbolique :
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2.2. Comportement et classification des coques élastiques minces

Une surface elliptique S fixée le long de la courbe I

S est entierement inhibée.

Figure 2.2.9 : Une surface elliptique S fixée le long d’une partie de sa frontiére: la courbe I'.

Dans le cas d’une surface hyperbolique le systéme (2.2.20) est lui méme de nature hyper-
bolique, de plus ses caractéristiques correspondent aux lignes asymptotiques de la surface
(voir [24]). Par conséquent, il apparait clairement que le sous-espace des déplacements
de flexion pur est étroitement dépendant des conditions aux limites, qui jointes a (2.2.20)
définissent un probléme de Cauchy, en générale bien posé.

Il est intéréssant, pour analyser ce probléme le plus simplement possible, d’utiliser le
systeme de coordonnées qui correspond aux lignes asymptotiques, ce qui est loisible si elle

est suffisamment réguliére. Le systéme (2.2.20) devient alors :

V1)1 = 0,
V22 = 07

%(Uuz + va)1) = b12vs,

avec bia > 0, ce qui fait que la troisiéme équation exprime explicitement vz en fonction
de (1 et V3.

Ainsi, comme il a été montrer dans [12], au contraire des surfaces elliptiques, les surfaces
hyperboliques conduisent facilement a des situations non-inhibées, & moins que 1’on n’impose
des conditions aux limites sur une trés grande partie de sa frontiére.

Surfaces paraboliques :

I pourrait sembler que les surfaces paraboliques (par exemple cylindres et cones) corre-

spondent & une situation marginale, a la frontiére entre les deux grandes catégories précédem-
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2.2. Comportement et classification des coques élastiques minces

ment évoquées. Cependant, dans la pratique ces formes géométriques sont manifestement
de loin les plus employées, probablement pour des questions de facilité de mise en ceuvre
(surfaces développables). L’étude du comportement mécanique des coques correspondantes
revét donc une importance toute particuliére (voir [12]).

D’apreés les résultats de cette section on peut conclure que, les surfaces paraboliques sont
des surfaces réglées développables, dans ce cas les caractéristiques sont doubles et coincident
naturellement avec les génératrices de la surface. Il y a donc lieu de distinguer deux cas
suivant que la courbe de contact coincide avec une génératrice ou non, si elle est génératrice
la coque est non inhibée, sinon la coque est inhibée. Pour plus de détails voir [24].

Pour donner une idée, nous détaillons ’analyse dans le cas cylindrique, mais on vérifie
qu’elle s’étend aisément au cas conique. On se place dans le systéme de coordonnées “na-
turelles” du cylindre (i.e, selon les génératrices et les sections transverses), tel que tous les

symboles de Christoffel s’annulent. Le systéme (2.2.20) devient alors :

V1,1 = O,
Vg9 = baavs, (2.2.21)

V1,2 + V21 = 0.

On voit que si on fixe les déplacements sur une portion de section transverse, toute la
bande correspondante se trouve inhibée. Par contre, si 'on impose des conditions le long
de génératrices, les déplacements de flexion pure restent possibles sur tout le reste de la
surface : on peut en fait fixer arbitrairement v; et vy sur une section transverse quelconque,
ce qui détermine ’ensemble des champs des déplacements de flexion pure. Ils comprennent
notamment les déplacements de type “poutre courbe”, c’est a dire ceux pour lesquels toutes
les sections transverses se déforment de maniére identique, chacune dans son plan selon un

mode de flexion pure de poutre.

Remarque 2.2.5 on trouve que c’est important de signaler que ce mémoire est concerné
surtout, comme on va le voir, par les coques non-inhibées car se sont elles qui dégagent le
phénoméne du verrouillage quand on les approximent par éléments finis. Les coques inhibées

posent un autre probléme : “la perturbation singuliére”.
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2.2. Comportement et classification des coques élastiques minces

2.2.4 Classification des coques selon I’energie dominante

Il est bien connu que la résolution des problémes de coques ce n’est qu’une minimisation de
I'énergie totale ET, et on a déja vu que I'énergie de déformation est décomposée en deux
énergies principales:

énergie de déformation membranaire £, énergie de déformation de flexion, i.e de change-
ment de courbure de la surface moyenne E-.

Cette classification repose sur la comparaison de ces énergies par rapport a 1’énergie
totale, lorsque on fait tendre I’épaisseur de la coque vers zéro (c’est pourquoi dans ce cas,
i.e., lorsque la coque est trés mince, I’énergie de cisaillement devient, bien sur, négligeable
devant les autres énergies).

On dit que la coque est a “flexion-dominante” si

Em
lim = =0, (2.2.22)

e—0 ET

et on dit qu’elle est a “membrane-dominante” si

Ef
ghinoﬁ =0. (2.2.23)

Dans le cas o les relations (2.2.22) et (2.2.23) ne sont pas satisfaites, on dit que la coque
est en “situation intermédiaire” ou “situation mixte”, i.e, aucune partie de ’énergie n’est
négligeable par rapport a l'autre.

En considérant les mémes, forces appliquées, matériau et conditions aux limites, une
coque peut exhiber des comportements asymptotiques complétement différents en fonction
de la nature géométrique de sa surface moyenne. Pour plus de détails sur ces points voir

127] et [2].
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Chapitre 3

Probléme de verrouillage pour les

coques élastiques minces

3.1 Introduction

Il est important de souligner, dés le début, que si I’on raisonne a une épaisseur fixée de
la coque, alors les résultats d’ellipticité de Bernardou et Ciarlet (1976) pour le modele de
Koiter et Coutris (1978) pour le modele de Naghdi (voir [28] pour une synthese globale
des résultats d’existences des différents modeles linéaires de coques minces) ont pour con-
séquence que toute méthode d’éléments finis conformes appliquée a 1’équation (2.2.8) admet
une estimation d’erreur bornée par ’erreur d’interpolation, en ’abscence de toute approx-
imation complémentaire (intégration numérique, frontiére courbe, ect.). Toutefois, si 'on
parle de coque mince, c’est que 1'on souhaite pouvoir faire des calculs pour des valeurs
éventuellement tres petites de I’épaisseur.

Or il est bien connu ici que ce calcul numérique rencontre les problémes de verrouillage
dont la causalité est souvent mal percue, cependant 1’étude des approximations numériques a
la lumiére du comportement asymptotique des coques d’épaisseur trés petite permet souvent
d’appréhendre ces difficultés et d’en déceler l'origine. Comme on l'avait déja vue (voir
sous section § 2.2.3), I’étude du comportement asymptotique des coques élastiques lorsque

I’épaisseur 2¢ tend vers zéro a fait apparaitre deux types de comportement tres différents
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suivant que la surface moyenne, compte tenue des conditions aux limites cinématiques,
admet des déplacements inextensionnels (coques dite & “flexion pures non inhibées” ou ,
plus simplement, “non inhibée”) ou non (coques a “flexion pures inhibées” ou encore “
inhibée”).

Nous allons examiner, dans ce chapitre, les problémes de verrouillage en écartant de
ce champ d’étude les cas pathologiques rencontrés dans les coques inhibées puisqu’il est
claire qu’on ne peut attendre de bon résultats de la méthode numérique lorsque ¢ tend vers
zéro que dans la mesure ou la solution exacte conserve un minimum de régularité. Par
exemple dans le cas ou la coque est de surface moyenne uniformément elliptique encastrée
sur une partie seulement de son bord, on a déja vu qu’il est de toutes facon difficile de
donner un sens au probleme limite.

Dans ces cas, il faut certainement admettre de ne calculer la coque que pour des valeurs
“raisonnablement petites” de I’épaisseur. il est en outre vraisemblable que les irrégularités
qui apparaitraient pour des valeurs moindres seraient le signe d’instabilités mécaniques qui
ne pouraient étre correctement traiter dans un cadre linéaire (voir [12]).

Si on suppose, dans le cas des coques inhibées, que la solution exacte conserve asymp-

13

totiquement de “ bonnes propriétés”, comme pour I'exemple déja signalé de la coque ellip-
tique encastrée sur tout son bord pour le modele de Koiter, alors sous des hypotheses peu
restrictives on montre que toute méthode d’élément finis conforme satisfait une propriété
de convergence uniforme (voir [12]).

Donc on peut dire que pour les coques inhibées, en excluant les cas pathologiques ot
le comportement asymptotique de la solution exacte correspond & un probléme mal posé,
une discrétisation directe et conforme de la formulation variationnelle a toutes les chances
de produire de bon résultats.

En revanche, utilisées pour une coque non inhibée, ces méthodes directes verrouillent.

Cette affirmation élementaire est néanmoins utile pour introduire un peu d’ordre dans
I’ensemble des commentaires sur le phénomeéne de verrouillage qui sont d’habitude rencontrés

dans la littérature des coques minces. Par exemple dans [38] p. 238-289, on a considérée

trois exemples de coques comme des “benchmarks” pour tester I’adéquation des éléments
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finis alors que le troisiéme exemple ( demi-spheére avec une frontiére libre) est le seul qui est
non-inhibée (voir I'introduction de [6]).

Une autre remarque, on trouve qu’il est important de le signaler (voir [24]), est que le
phénomeéne de verrouillage, que nous étudierons par la suite, est assez paradoxal au sens
que les espaces d’approximation V}, permettent d’approcher tout élément de V' et, a fortiori,
tout élément du sous-espace GG. Néanmoins, le processus de pénalisation associé au passage
a la limite quand € ™\, 0 anhihile tous les éléments qui ne trouvent pas dans G. C’est la
raison pour laquelle, afin d’éviter le verrouillage, les élément de G devraient pouvoir étre
approchés par des éléments de G, = G NV}, espace qui se réduit souvent a ’élément nul
(ou encore qui contient trés peu d’éléments, voir la proposition 3.2.1).

Les considérations qui précédent permettent de comprendre que la théorie asymp-
totique des coques est l'instrument privilégié pour analyser le phénoméne de
verrouillage.

Dans ce chapitre on va premiérement exposer des considérations générales sur le phénomeéne
de verrouillage pour les coques minces et montrer que c’est une pathologie qui frappe presque
tous les méthodes d’éléments finis pour au moins un certains formes de surfaces moyennes
(voir notamment [6]). En suite on va exposer une méthode robuste qui n’est pas trés restrec-
trive et qui est basée sur la relaxation de la “condition inf-sup discréte” (voir notamment

23]).

3.2 Considérations générales concernant le verrouil-

lage des coques minces

Le verrouillage (membranaire pour les coques de Koiter, membranaire et de cisaillement
pour les coques de Naghdi) intervient lorsque la surface moyenne de la coque admet des
"flexions pures" satisfaisant aux conditions aux limites cinématiques,.i.e., lorsque la coque
est non-inhibée, G # {0} (voir § 2.2.3). Dans ce cas, les approximations discrétes par
éléments finis sont inappropriées pour décrire ces flexions pures, qui sont les configurations

limites des solutions lorsque 1’épaisseur tend vers zéro.
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On va démontrer que tout schéma d’éléments finis qui est constitué par des fonctions
polynomiales par morceaux, présente nécessairement le phénoméne de verrouillage pour
certaines surfaces (et probablement pour presque toute les surfaces admettant des flexions

pures).

3.2.1 Position du probléme :

Voyons d’abord le probléme dans le cadre le plus simple des théories des coques : la théorie
de Koiter. On a déja vu que le probléme continu, dans le cas ou la coque est bien sur

non-inhibée, d’épaisseur fixe égale a ¢ € |0, ¢¢], est formulé comme suit :

ﬁ
trouver un déplacement u° € V qui vérifie :

(3.2.1)
Lao(dd, 0) + (0, V) = (F, V) = F(V), VU €V,

ou

(@ T) = [ @R (T)A(T)Vad
Q

1
a(w,v) = 2/, a0 (W) Y o5(V) Vade,

<F>7>V’,v = F(?):/ fivids:/ flviv/adz,
S Q
Vo= T = e € @) x @) < @) T o= T G2 in=0}.

Les conditions cinématiques sont supposées telles que :
[ao(T, ) + (T, 7))7, (3.2.2)

soit une norme sur V', équivalente a la norme de V' en tant que sous-espace fermé de I’espace
HY Q) x HY(Q) x H?(2). Ceci est le cas si Q est connexe et si I'y n’est pas vide (voir [29]).

L’hypothése suivant la quelle (3.2.2) est une norme équivalente a la norme naturelle sur
V' assure alors, en vertu de théoréme de Lax-Milgram, ’existence et 'unicité de la solution

du probléme 3.2.1 pour chaque valeur de ¢ € |0, &) .
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Notre objectif consiste a faire une étude asymptotique du comportement de la solution u
(champ des déplacements) du probléme (3.2.1) et ces approximations 172, par les méthodes
des éléments finis, lorsque ¢ (I'épaisseur de la coque considérée) tend vers zéro.

Désignons par V}, (avec h \, 0) une famille de sous-espaces de V' tels que les V}, approchent
V, c’est a dire que :

Vo eV, lim | inf |7~ | =0. (3.2.3)

h—>0 vREV)

ou en d’autre termes :

VU €V, Ju, € Vi tel que: | W — y]l,, — 0, quand h \, 0. (3.2.4)

Notons que 'hypothese (3.2.3) est satisfaite pour un certain nombre d’approximations
par éléments finis de problémes de coques (voir [29]).

Considérons alors le probléeme approché associé a (3.2.1) :

—
trouver u;, € Vj, qui verifie :

(3.2.5)
5i2@0<27i7 ?) + al(ﬁv 6>) = <F> ?>V',V = F(?))? VU e Vh.,
et supposons de plus que :
— —
Ve > 0 fixé, wu;, — u° dans V fort, quand h \ 0, (3.2.6)

ol 17‘,5: et u° sont les solutions de(3.2.5) et (3.2.1) respectivement, ce qu’est classiquement
satisfait si les espaces V), approchent V.

On rappelle ici la définition de robustesse d’une méthode d’éléments finis.

Définition 3.2.1 Nous dirons que V}, est une approrimation robuste du probléme (3.2.1)

si la convergence (38.2.6) est uniforme par rapport au paramétre e, c¢’est a dire :

étant donné 6 > 0, il existe hg > 0 tel que :

R (3.2.7)
h < hg :>|| ui—ue ||VS 0, V€€]0,60].

St approximation n’est pas robuste on dit qu’elle verrouille.

86



3.2. Considérations générales concernant le verrouillage des coques minces

Remarque 3.2.1 La propriété (3.2.7) assure qu’une approximation correcte de la solution
peut étre obtenue indépendement de I’épaisseur de la coque considérée pour un pas de mail-

lage suffisamment petit.
Le théoréme qui suit est la base de I’étude du verrouillage faite dans cette section.

Théoréme 3.2.1 Sous les hypothéses qui viennent d’étre énoncées, considérons les limites

réitérées suivantes :

lim0 [hlimou?i] dans V' fort, (3.2.8)
H
Tim [limo uﬂ dans V' fort. (3.2.9)

Supposons alors qu’une des deux hypothéses a) ou b) suivantes soit satisfaite :
a) Les limites (3.2.8) et (3.2.9) existent et sont différentes.
b) La limite (3.2.8) existe mais pas la limite (3.2.9).

Alors lapproximation verrouille (i.e., n'est pas robuste).

Démonstration. Raisonnons par I’absurde et supposons que | ’approximation V}, est
robuste c’est a dire que la convergence (3.2.6) est uniforme en ¢ € ]0, &) .

Les hypotheses générales de cette section nous permettent d’appliquer le théoreme clas-
sique de la convergence uniforme des fonctions continues (voir annexe, théoréme A.7).

En effet en prenant, dans cette théoréme, K =R, F =V, z =¢, A=10,¢0|, f(z) = ?,
folx) = 17;‘: (ou h = {h,} est une suite tendant vers zéro lorsque n tend vers l'infinie) et

enfin @ = 0.on voit facilement, en vertu de ’hypothese (3.2.6), que :

.= . . =2
lim u® = lim [ lim uh]
e—0 e—0 Lh—0
. .=
= lim [hm uh] ,
h—0 e—0

ce qui en contradiction avec les assertions a) et b) et achéve la démonstration. m

3.2.2 Processus de passage a la limite et conséquence sur le ver-

rouillage
Rappelons que le sous-espace des flexions pures est de Hilbert et est définie par :

G={veV; ao(ﬁ,ﬁ):O},
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et que nous pouvons poser le probléme limite pour ¢ ~\, 0 de la facon suivante :

é
Trouver u° € G tel que :

_ (3.2.10)
ay(u’, ') = (F, 7)‘,/7‘/ : VU € G.
H
La forme a; étant continue et G-elliptique puisque ag s’annule sur G donc u° existe et
est unique en vertu du théoréeme de Lax-Milgram.
Définissons comme suit les opérateurs A° € L(V, V') et A° € L(G,G') :
1
(AU, y = Sa(W,0)+a(u,v), Yu,veV (3.2.11)
’ €
(AW, V), = a(W,0), VU, 7 €G (3.2.12)

Remarque 3.2.2 [l découle du théoréme de Lax-Milgram (voir le théoréme A.10 dans
Uannexe) que les opérateurs A° et A° définissent des isomorphismes de V et G sur V'

et G respectivement. De plus si on désigne par G° Uespace polaire de G :
¢ ={Fev (FV)y, =0, vV G},
alors V' peut étre décomposé comme somme directe de G et G°:
V=G oG

H
On notera que, en vertu le théoréme 1.4.1, la condition nécessaire et suffisante pour que u’

soit différent de zéro est que la composante de F' sur G' ne s’annule pas.
De la méme maniére, nous définissons pour chaque A :
Ghn=GNV,={7 €Vi; ao(V,7) =0}, (3.2.13)
—)
et désignant par u la solution du probléme approché :

ﬁ
Trouver uj, € G, tel que :

_ (3.2.14)
al(ug, 7) = <F, 7>G’7G \V/? S Gh.

nous avons alors, d’aprés le théoréeme 1.4.1 et le théoreme 1.4.2, le
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—_ = 2 =
Théoréme 3.2.2 Soit u°, us, u’, u), les solutions de (5.2.1), (3.2.5), (3.2.10), (5.2.14)
respectivement. Alors on a:
H

ﬁ
lim v = °, dans 'V fort. (3.2.15)

e—0

et pour tout h  fizé,

lim u§, =u}, dans V fort. (3.2.16)

Remarque 3.2.3 Le résultat (3.2.15) constitue la propriété fondamentale de la théorie
des coques minces : lorsque l’épaisseur tend vers zéro, la solution converge vers une solution
qui est un déplacement inextentionnel, c’est a dire une flexion pure. Cette propriété est
significative lorsque la coque est non inhibée, c’est a dire que sa surface moyenne admet
des flexions pures non nulles G # {0} . Rappelons que dans le cas d’une surface moyenne
inhibée (3.2.15) est toujours vrais mais bien entendu, @ = 0. Pour avoir une meilleure
description du comportement asymptotique de la solution “ on peut poser W = 2 et
étudier le comportement limite de v_g( pour cela voir [24]). Ce processus limite n’a rien avoir
avec le verrouillage membranaire mais fait intervenir des couches limites (voir par exemple
5).

Conformément & (3.2.16) on a un comportement analogue pour le probléme approché
dans ’espace V}, : le verrouillage membranaire se produit lorsque [’espace des déplacements

discrets, noté Vi, , “approche mal” les éléments du sous-espace G qui sont les déplacements

inextentionnels. Plus précisément on a la

Proposition 3.2.1 Supposons les hypothéses générales de cette section, en particulier que
Vi, approche V', sont satisfaites mais que Gy, définie par (3.2.13) n’approche pas G (au sens
de (3.2.3) ou (3.2.4)).

Alors l'approzimation du probléeme (8.2.5) par Vi, n’est pas robuste. le verrouillage a lieu
pour au moins un F, par exemple F' = Aoﬁ ou A° est lopérateur défini en (3.2.12) et J))

un élément de G qui ne peut pas étre approché par des éléments de Gy,.
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Preuve. ([6]) Comme G}, n’approche pas G alors il existe au moins un élément non nul
—
v de G qui ne peut pas étre approché par des éléments de G, c’est a dire qu’on ne peut

pas trouver une suite {vy, } d’éléments de G}, tel que :
<5 —
Hvo — vhHV — 0, quand h 0.

Vérifions maintenant que les conditions du théoréme 3.2.1 sont satisfaites.
H
Choisissons les forces F' de facon que F' = A%°.

D’apres les hypothéses (3.2.6) et (3.2.15) on a :

—

lim [hm uh} = limu" =u",
h—s0

E— e—

—_—
or u” est la solution du probléme (3.2.10), et avec le choit des forces F' on a donc :

—

a(u’,v) = (F,v ), , VU € G,
G ,G
< — —
= AOUO,U> , Vo e G,
= alv,v), VU € G,

N
0

-,
9 n’est autre que v

ce qui montre que u , ce qui veut dire que :

’ 0
lim [hm u‘,ﬂ =",
0

e—0 Lh—

Par ailleurs, la limite réitérée
. . H
lim [hm u;ﬂ ,
h—0 Le—0
devient en vertu de (3.2.16)

—_
lim ), dansV fort.
h—0

H
Mais comme u) € G}, C G la convergence est en fait dans G fort, cette limite peut ou non
ﬁ
exister mais, dans tous les cas, elle n’est par hypothése, égale a v° et le théoréme 3.2.1

s’applique. =

Remarque 3.2.4 Ce théoréme a donné, dans le cadre le plus simple des théories de co-
ques : la théorie de Koiter, une condition nécessaire pour qu’une approximation Vj soit

robuste (voir [6]) est que Gy, approche G. En suivant les hypothéses et la démonstration du
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théoréme on voit facilement que rien ne l'empéche a étre généralisés au cas des coques du
type de Naghdi et méme au problémes elliptiques du type (1.4.2). Or on a déja vue que
cette condition est suffisante pour la robustesse d’une approximation V, pour ce méme type
de problemes ce qui montre que cette condition est en réalité une condition nécessaire et

suffisante dans le cas général.

Remarque 3.2.5 Dans les cas les plus pathologiques du verrouillage, on aura en fait :
G # {0}, alors que G, =GNV, ={0}.
Dans un tel cas, on a en appliquant le théoréme 3.2.2 :

2 S
lim uj, =0, en revanche lim u® = u" # 0.

e—0 e—>

Dans ce cas on dit qu’ il y’a un verrouillage total pour toutes les forces F' dont la

composante dans G est non nulle (voir [6]).
Remarque 3.2.6 On va voir dans la section suivante des exemples ot ..

Remarque 3.2.7 mais ot G contient des éléments dont la troisiéme composante est non

nulle. 1l est claire que dans ces cas G, n’approche pas G et que le verrouillage a lieu.

3.2.3 Toute approximation polyndmiale est nécessairement ver-

rouillante

Dans cette section, nous allons voir que toute approximation par éléments finis, tels
que les éléments de V), soient, dans chaque triangle de la maille, des fonctions polynémiales
(c’est a dire pratiquement toute méthode d’éléments finis) bloque pour certaines formes
de la surface moyenne.

Comme nous 'avons vu dans la proposition 3.2.1, le verrouillage apparait lorsque les

espaces G, = G NV}, n’approchent pas G, rappelons que :

Gr={o € Vis As(V) =0, a,f=1,2}. (3.2.17)
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Pour donner une idée intuitive du probléme, considérons pour fixer les idées et dans
le but de simplification, le cas ou les coefficients b,s3 de la deuxiéme forme fondamentale
sont constants et ou les symboles de Christoffel sont nuls. Dans ce cas, les contraintes

apparaissant dans (3.2.17) s’écrivent alors en substituant dans (2.2.6)
ﬁ
v
AQQ(?) = 821)2 - b22U3 = 0, (3218)

Supposons qu’un des coefficients by; ou byy ne s’annule pas. Cette condition est certainement
satisfaite si la surface moyenne est elliptique ou parabolique. Supposons que b;; # 0. La
premiére condition de (3.2.18) montre que

1
v eEG, = vz= b—alvl. (3.2.19)
11

Considérons alors la restriction de (3.2.19) a un triangle de la maille. commme v; est un
polynéme de degré m, pour un certain m, vy est donc nécessairement de degré m — 1. On
remarquera que (3.2.19) est en contradiction avec le fait que les composantes v, (o = 1,2)
appartiennent & H' alors que v3 est un élément de H? (voir [24]).

Conformément a ¢a, on constatera que tout schéma par élément finis utilise des polynémes
de degré plus élevé pour la discrétisation de vs que dans celle de vy et vy (voir, par exemple
[29)).

Ce raisonnement est trés proche de celui fait par Chenais et Paumier dans [7], ou ils ont
montré que dans le cas d’une arche circulaire, il existe une approximation par éléments finis,
non classique, ot v, (o = 1,2) et v3 sont respectivement des polynomes de degré 4 et 3, mais
il ne faudrait pas en conclure que la discrétisation de v3 par des polynémes d’ordre inférieur
est une méthode générale pour supprimer le verrouillage. Dans la suite on va montrer que
toute approximation polynomiale conforme bloque pour certains surfaces.

Rappelons que le verrouillage ne concerne que les surfaces non inhibées ce qui implique
des conditions de fixation adéquates aux frontiéres. En particulier, une partie (ou la totalité)

du bord doit étre libre; des exemples ont été données dans [12].
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Notre démonstration repose principalement sur les remarques 3.2.5 et 3.2.6. Montrons,

pour certaines surfaces spécifiques, que
v eEG, = (V=0 ou v3=0), (3.2.20)

les cas considérés sont le hélicoid droit, le paraboloide hyperbolique et la paraboloide ellip-
tique. Dans la suite nous allons faire des démonstrations trés simples ot les conditions aux
limites n’interviennent pas. Selon (3.2.17) si nous prenons la restriction de v & un élément

de la maille, il est suffisant de montrer que si chaque composante de v est un polynome,

alors

Ap(V)=0, a,=1,2 = (7 =0 ou v3=0). (3.2.21)

1) Cas de paraboloide hyperbolique :
Le paraboloide hyperbolique est la surface définie par (nous conservons les notations du
chapitre précédent)
o(¢h %) = (¢1,¢%, €.8). (3.2.22)
Si on explicite le systéme du (3.2.21) (dit systeme de rigidité) il sera écrit, d’aprés (2.2.6)

comme suit
— 5
AH( (% ) == 811}1 — F11U5 - b11v3 == 0,

A1o(0) = §(Bav1 + O1v2) — Tyus — biavs = 0, (3.2.23)

A22 7) = 821)2 — Fg2U5 — bgg’l]g =0.

—~

En vertu de (2.1.1), (2.1.2),

—~

2.1.3) et (2.1.7) on obtient facilement
ar = (1,0,€%), as = (0,1,¢"), a3 =a 3 (=€~ 1), (3.2.24)

ou

a=1+ (Y2 + ()2 (3.2.25)

D’apres (2.1.4) et (3.2.24), les coefficients de la deuxiéme forme fondamentale serons
b11 = b22 = O, blg = a*%. (3226)

Les symboles de Christoffel définis en (2.1.6) sont calculés a 1’aide des vecteurs con-

travariantes a’, en respectant (2.1.5) puis (2.1.6) on a
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a' =114 (¢')?, —¢.¢, &,
@ =l 14 (22 €, (3.2.27)
0 =@ = a2 (=€, =¢1)
F(L = ng =Y Pil = 1527 F%l - 151 (3228)
a a

En substituant (3.2.28) et (3.2.26) dans (3.2.23) le systéme devient

Oivy =0,
821]1 + 81’112 = 20,_%1}3 + 2%(521]1 + 5102), (3229)
821)2 = 0,
d’ott 'on tire
2(1%1}3 = a(agvl + 811}2) - 2(521)1 + 511)2), (3230)

or, compte tenu de (3.2.25), 2(1/%1}3 ne peut pas étre un polynéme mais les v; sont des

polynoémes ce qui montre qu’on a v = 0.
Comme G contient des éléments dont la troisieme est non nulle, il est claire que Gy,
n’approche pas G (voir remarque 3.2.6). De plus, il est facile de montrer que v; = vy = 0.
En effet, vy et vy, étant des polynomes, sont des fonctions analytiques, il est alors suffisant
de montrer qu’elles s’annulent dans un voisinage de ’origine.

L’équation (3.2.30) avec vz = 0 peut étre écrite sous la forme
1+ (€ + (€] (5 + 5g0) = € + €',
pour £' = 0 cette équation devient, compte tenu de (3.2.29)
14 (€)7] (55 + Cte) = 2%,
d’ot1, compte tenu du fait que v;est un polynéome en &
v, = Cte [1+ (£%)?],

un raisonnement analogue pour ¢2 = 0 donnerait

vy = Cte [1+ (€)%
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En rapportant ces expressions dans (3.2.30) on constate que v; = vy = 0, ce qui montre
que le blocage est totale (voir remarque 3.2.5).
2) Cas de paraboloide elliptique :

L’équation de la surface est donné par
o(¢',€%) = (1,6 5 [(€)*+(€)7])

Apreés des calculs qui sont essentiellement analogues & ceux du cas précédent on trouve

ai=(1,0,¢),  @W=(0,1),  @=az(-¢, =),
a=1+(H%+ (%), (3.2.31)
bi1 = byy = G_%, b1z =0,
Fil = F%2 = a71£1’ F%l = ng = aquj F(1;2 =0

et le systéme de rigidité devient

1 2
OLvy = OyUg = %vl + %Uz + GL%U?” (3.2.32)
82111 + 01'02 = 0’

en multipliant la premiére équation de (3.2.32) par a on obtient
aalvl = a82v2 = 517]1 + §2U2 + CL%Ug,

d’ot1, avec le méme raisonnement qu’au cas précédent, on a nécessairement vz = 0.
3) Cas de hélicoide droit :
Dans ce cas on a

(&, €%) = (0, r) = (rcosf,rsinb, kb),

a; = (—rsiné, rcosd, k),
as = (cosf, sind, 0), avec a =1+ k% (3.2.33)
a_g,):a’%(—ksinﬁ, kcosf, —r),
bi1 = by = 0, big = ka7
F%l = Fg2 = F%2 =Y, F%l =T 1—%2 =a'r,
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et le systéme de rigidité devient

O1v1 = —rUy,
82?]1 + 811)2 = 2a_17“v1 + 2/{30,_%1]3.

De la troisiéme équation de (3.2.34) on obtient
2]{3(1%7}3 = a(0yv1 + 0109) — 2rv;.

Toujours avec le méme raisonnement qu’au cas précédent, et d’apres (3.2.33), on a v = 0.
Les considérations qui précédent montrent le caractére trés générale du blocage dans
le cas des coques non inhibées. De plus, il apparait que le blocage membranaire est lié
a la structure spécifique locale des équations sans avoir besoin de prendre en compte les

conditions aux limites.

Remarque 3.2.8 On note que les plaques sont de toute évidence des coques non inhibées
particuliéres car la surface moyenne d’une plaque, qui est un portion de plan, ne peut pas
étre de toute évidence géométrigement rigide quelque soit la nature des conditions aux limites
imposées réellement sur sa frontiére, donc lorsque les éléments finis des coques sont utilisés
pour les plaques le blocage membranaire ne se produit pas. Ce fait peut étre aisément compris
a laide de 'équation (3.2.18). En effet, dans le cas des plaques on a bog = 0 et [’équation
(3.2.18) montre que les éléments de G sont tels que (vy,vs) est un déplacement rigide dans
le plan (s’annulant du fait des conditions aux limites) alors que vz est arbitraire. Gy, admet
la méme définition et approche G pourvu que l’approrimation de V' par Vj, soit indépendante

pour les trois composantes comme il ressort des approximations par éléments finis usuels.
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3.3 Une méthode d’éléments finis robuste pour les prob-

lémes des coques de Naghdi a flexion dominante

3.3.1 Introduction

Durant les années 80 et 90, de trés grands progrés ont été obtenus dans la compréhension
et le reméde du phénomeéne de verrouillage rencontré dans les approximations par éléments
finis des “structures minces” :

Pour les problémes 1D i.e., les poutres et les arches, il est maintenant complétement
connu comment construire des méthodes d’éléments finis échappantes a cette pathologie
(voir par exemple [8], [7], [15] et [12]). Nous avons exposé au §1.4 un exemple pour les
problémes d’arches issu de [7].

Pour les plaques (problémes 2D) de type Reissner-Mindlin, qui soufrent du verrouillage de
cisaillement, des progres considérables ont également été réalisés, et maintenant le probleme
de verrouillage de cisaillement peut étre remeédier par divers techniques (voir par exemple
[10], [12] et [18]).

Ainsi, a 'exception des coques, le probléme du verrouillage des modeéles de structures
minces est & ’heure actuelle maitrisé de fagon satisfaisante, notamment gréace a des méthodes
d’approximation issues des formulations mixtes.

En ce qui concerne les coques, il est bien connu que les solutions par éléments finis
des modeles de coques a flexion dominante (i.e., les coques non-inhibées) soufrent du
verrouillage membranaire et de cisaillement pour le type de Naghdi, et du verrouillage
membranaire pour le type de Koiter.

D’autre part, pour établir la convergence uniforme d’une méthode d’éléments finis mixte,
il est aussi bien connu que ’étape cruciale consiste & démontrer une certaine condition
mathématique : c’est la “condition Inf-Sup discréte”.

Dans le cas des coques cette condition est particulierement délicate. L’obstacle rencontré
provient de la présence de coefficients géométriques comme les courbures et les coefficients
de Christoffel dans I’expression des formes, alors que pour les plaques et les poutres celles
ci ne contenaient que les variables elles méme et leurs dérivées. C’est pour quoi il n’existait,

selon [23], [12] et autres, aucune méthode d’éléments finis de coques minces dont on ait pu
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démontrer rigoureusement, dans le cas général, qu’elle était insensible au verrouillage, en
dehors de cas particuliers géométriques tels que le cylindre (voir [22]), ou la sphére (voir
[1]), alors que de nombreuses équipes y travaillent dans le monde entier (voir [31]).

La littérature des approximations par éléments finis des coques est, bien sur, trés vaste
c’est pour quoi on ne citera dans cette introduction que quelques exemples remarquables de
traveaux.

Il est aussi compréhensible, au moins & mon avis, qu’on ne donnera dans ce petit mémoire
qu’'une variante pour le reméde du phénoméne. On est, bien sur, encore loin d’y faire une
étude !

En 1993 Arnold et Brezzi ont proposé, dans [9], une formulation mixte qui traite le
probléme de coque de Naghdi comme un probléme absrait de type point selle et qui se base
sur une intégration partielle des contraintes membranaires et de cisaillement. Pour démon-
trer la “condition Inf-Sup discréte” ils ont supposé que tous les coefficients géométriques
sont des constantes dans chaque élément du maillage. En pratique cette hypothese peut
rarement étre satisfaite (sauf pour un cylindre circulaire! voir [12]).

En 1994 Suri a utilisé dans ([30]) une version hp d’une méthode d’éléments finis dont les
éléments sont des paraléllogrammes. Il a augmenter 'ordre des polynomes d’approximation
pour permettre aux coefficients géométriques de la coque d’étre des polynomes, donc il a
amélioré le résultat de Arnold et Brezzi avec un certain cout supplémentaire (voir [23]).

En 1996 Chapelle et Stenberg, afin de démontrer la “condition Inf-Sup discréte”,
ont utilisé dans [11] une technique de stabilisation (voir aussi [12]) et donc ils ont donner
la premiére méthode d’éléments finis de coque dont la résistance au verrouillage ait pu étre
démontrer sans hypothése simplificatrice (voir [31]).

En revanche, le traitement spécifique appliqué a la méthode la rend inapte & représenter
correctement le comportement en membrane des coques dans les configurations ou le ver-
rouillage n’est pas a redouter !. D’autre part cette technique semblait trés cotiteuse pour
les coques de Koiter et 'analyse proposé est basé sur des hypothéses de régularité fortes qui
sont eux méme un probléme ouvert (voir [23]).

En 1997 Bramble et Sun ont suivi la formulation mixte de Arnold et Brezzi avec

des petites modifications sur les inconnues auxiliaires et au lieu de vérifier la “condition
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Inf-Sup discréte” ils ont proposé une “condition Inf-Sup discréte relaxée” qui nécessite
seulement que les coefficients géométriques de la coque sont dans C%! et que h? < Ct.

Cette derniére condition n’est pas trés restricive car elle peut étre relaxée de deux
manieres.

Dans les paragraphes suivantes nous allons essayer de présenter cette variante.

3.3.2 Une reformulation robuste du probléme

On a vu dans (2.2.4) que la formulation variationnelle du probléme de coque de Naghdi était

de la forme (1.4.2) ce qui pose le probléeme du verrouillage. On rappelle qu’elle est donner

par
trouver (,0) € V qui vérifie : (331)
Bal(W,0:7, )+ afM(T, 87, 4) = F(V), (V.)€ N
avec
V=(H) ={(V, ¢): v, ,€ H}, on H ={veH(Q): v|p,=0}.
1
TG ) = o [ AT sV ) Vade,
v 0 v
E
ag " (W, 0,7V, ) = / ﬂl—ﬂaaﬁéa(ﬁ,ﬁ)q’ﬁ(ﬁtb)\/ad&ﬂt/ a7 Ao (W) Ars (V') Vad,
- Q v - Q

F(v) = / ) fivi/adz.

Pour éviter le verrouillage dans les problemes des plaques et coques minces, I'idée générale
consiste & introduire un nouveau terme inconnu qui ressemble a e ?(Lw — Dz) ou L, D sont
des opérateurs différentiels, w, z sont des fonctions et € est un petit parameétre.

Ici on définit deux inconues pour la déformation de cisaillement ¢ et la déformation

membranaire A par :
(avec ¢o € ]0,¢7%]) (3.3.2)

Le but d’inclure (a®’) dans ¢ et (a*”7°) dans A est de supprimer le plus grand nombre
des coefficients géométriques de la coque de certains termes de sorte qu’on obtient moins de

trouble dans la vérification de la condition de stabilité discréte.
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Pour toute constante fixée ¢y € |0,¢72[, on pose
1

AT 0) = [ a0 0T (7 ) Vade
z N z
E
————a"®, (T, 0)®5(V d

+CO/Q2(1+y)a Oé(“?-) B(U,@\/ai

+co / a®P A os (W) A5 (V) adz. (3.3.3)
Q

La forme bilinéaire A(., .; ., ) est coercive comme I’a été montrer par Bernardou et Ciarlet

dans [28]. Posons encore

By(V,¢;

3

) = / (T ) Bs(T ),
Q

o - [ %aamanﬁ%c@,

Ba(T.y) = / A7)\ da,

Cn(AX) = / Uasys A" X”’éidz-
Y=/, Va

Ici (aapys) désigne linverse du tenseur (a®??°).

On peut vérifier facilement que
1 —1? v
Gapns =~ (Gay@ps — 75 (aslas)-

Donc le probléme de coque de Naghdi (2.2.4) est équivalent au probléme :

;

chercher (u,0) €V, ¢ € Wset A e W, telles que :
A(W,0; 7, 9) + Bo(V, ¢5m) + B0, x) = F(V'),  V(V,¢) €V,
- - = - (3.3.4)
B,(V,¢;n) — £2Cy(¢,m) = 0, v € W,
B (7, X) — e2C, (A, x) =0, Vx € Wi,
ou
e = L V= { ) v, Y, € Hp }
]_ — CotQ’ - ’ « Fo S

W, = {n:n*eL*()}, et Wm:{ézxweL?(Q)}.

Meéme (3.3.4) est pratique pour 'implémentation, cependant il est plus commode, pour

I’analyse de la stabilité et ’estimation de I'erreur, de définir

B(V,¢5m,x) = Bo(V,¢in) + Bu(7V, x),
Cl¢.xm.x) = Cu¢.n) + Cm(d ),
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W =W, x W,,, et considerer la version la plus abstraite du probléme :

Trouver (u,0) € Vet (¢,A) € W = W, x W, telle que :
A(W,0;7,¢)+ B(V,¢5m,x) = F(V),  Y(U,p) €V,

)
B(W.0;n,x) —*C(¢, Xm,x) =0, V(. x) € W.

(3.3.5)
Comme dans [9] on introduit dans ’espace W la semi-norme | ., . |y -définie par
BT, w5, %)
‘Q,x( = sup =, VY(n,x) € W.
Sw wger VYl =

En utilisant le théoreme 1.3.4, il est facile de voir que le probléme (3.3.5) admet une

solution unique et on a

I, 0llv + [0, Al + €llg Allw < ClIFly.

3.3.3 Estimation abstraite d’erreur avec une supposition de sta-
bilisation

Malgré I'introduction des coefficients de la géométrie de la coque (a**7?)+/a et (a®?)+/a dans

les nouveaux inconnues, il reste quelques coefficients géométriques dans les termes :
By(V,4im) = / 1 (Yo + V3,0 + 030, da,
Q

1
Bm(ﬁ,é) - /Q Xaﬁ [5(%75 +vg4) — Fiﬁvg — bapvs | dz,

et par conséquent il semble qu’il n’est pas possible de prouver la version de “la condition
Inf-Sup discréte”, donc on va la substituer par une condition légérement plus faible. Cette
version plus faible de la condition de stabilité pourrait étre utile pour d’autres problémes
qui dépendent d’'un paramétre qu’on va l’exposer d’une maniére abstraite comme suit :

Soient V' et W deux espaces de Hilbert et A, B et C trois formes bilinéaires continues
A:VxV —R, B:VxW —R, C:-WxW —R,

et une fonctionnelle linéaire continue F' : V' — R. On suppose que A et C' sont coercives
et donc les normes induites par ces formes dans V' et W sont équivalentes a ||.|v, ||.||w

respectivement.
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Comme dans la section §1.3.2, on considére le probléeme de type point selle qui dépend

d’un petit parameétre € de la forme suivant :

Probleme A : Trouver (u,p) € V x W telle que :
A(u,v) + B(v,p) = F(v), Yo eV,

(3.3.6)
B(u,q) — °C(p,q) =0, Vg e W.

et soient V, C V et W), C W des sous-espaces de dimensions finies, une solution ap-

prochée du probleme A°est donnée par la solution du probléme associé Aj suivant :

Probleme A; : Trouver (up,pn) € Vi x W), telle que :
A(up, v) + B(vn, pn) = F(vn), Yo € Vi,

(3.3.7)
B(un, qn) — €*C(prs qn) = 0, Van, € Wi,

Un affaiblissement de“la condition Inf-Sup discrete” est donnée par
A1 : 1l existe une constante v > 0 (indépendante de h) et une constante C > 0 telle que

1 B(vp, A
|gnly < — sup Blon.an) | Cellanllw,  Van € Wi. (3.3.8)

Yonevh ||Unllv
Sous cette condition nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.1 Soit (u,p) solution de (3.3.6) et (up,pp) solution de (3.3.7). Si la condi-
tion A.1 est satisfaite alors il existe une constante C' > 0 qui dépend seulement de -, C et

des constantes de continuité et de coercivité des formes A et C telle que
|w—unllv+1p = prly +ellp—pallw < Ovig‘f/’ (lu=vnllv +p = anlyw +ellp—anllw). (3.3.9)
ah€Wh

Preuve. ([23]) On peut montrer avec le méme démarche de la preuve du théoréme

1.3.6 que

lun, = w*[I% + €*llpn — p" I3y

u—u* up, — u*|y + ||up, — u||v. |p — p*
< o Temwlvio =ty o =y =ptly |

Hlw —w*lv Ipn — p*ly + 2lp — p*llwllpn — p*llw

en remarquant que, de la méme maniére que (1.3.23), on a :

[B(u—u”p=p)| < flu=ullv.|pn = 1" (3.3.11)
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et en substituant les relations (1.3.20), (1.3.21), (1.3.23) et (3.3.11) au lieu de (1.3.22) dans
I’estimation (1.3.19), on trouve facilement (3.3.10). Utilisons maintenant “la condition Inf-
Sup discréte relaxée” (3.3.8), i.e :

1 B —p*
’ph _p*‘W S = sup ‘ (Umph p )’

+ Cellpn — p*llw-
Y vn€V thHV

et d’apres (1.3.17) on trouve que

. 1 Alup, — u*, vy . Alu — u*, vy,
pr— 'y < - Sup| ( )|+\p—p|w+sup| ( )|
Yh Lonevh HUhHV vREVhA ||UhHV
v, €Vh

+ éprh —p*llw,

ce qui montre qu’il existe une constante C' (qui dépend seulement de v, C' et ||A|) telle que
pn = D"l < Clllun — wllv + lu —w"[lv + |p = p"ly + ellpn = p"llw] - (3.3.12)

Finalement d’aprés (3.3.12), (3.3.10) et l'inégalité triangulaire on trouve aisément (3.3.9).
|

Ce théoréme montre que (3.3.7) fournit une approximation quasi-optimal de la solution
de (3.3.6). Une évaluation de l'erreur dépendra de n’importe quelle régularité est valable
pour la solution exacte (u,p) de (3.3.6) et des propriétés d’approximation des espaces V}, et

Wi,

3.3.4 Eléments finis mixtes et stabilité

Notre objectif est maintenant de discrétiser la formulation mixte (3.3.5) du modéle de coque
de Naghdi présentée dans la section § 3.3.2 et d’analyser ’erreur dans le cadre de la section
§ 3.3.3.

Il est claire que tous les formes A, B et C' sont des formes bilinéaires continues et que
les formes A et C' sont coercives. Donc en appliquant le théoréme 1.3.4 le probléme (3.3.5)
est bien posé, de plus pour tous choix des espaces d’éléments finis V, C V et W), C W le
théoreme 1.3.5 assure la convergence de la solution approchée (upn,pp) € Vi, x W), vers la
solution exacte de (3.3.5), pour toute valeur fixée du parametre e (voir remarque 1.3.5), mais
cette convergence n’est pas uniforme en e donc, d’aprés (?7?) le phénomeéne du verrouillage

apparait.
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Pour s’échapper du verrouillage on va, au lieu d’appliquer le théoréme 1.3.6, appliquer le
théoréeme 3.3.1, i.e., on va construire des espaces d’éléments finis qui satisfont la condition
(3.3.8), pour cela supposons donc que le domaine de référence 2 est polygonal et 7, une

famille de triangulations de €2, donc
O = UK,

ou K; est un triangle (fermé) tel que K; N K; = @ ou un sommet ou un coté entier pour

i # j, indéxée par (la taille du maillage) h ou

h = maxhy,
k‘E’Th

et ol hy est le diameétre de 1’élément K € 7y i.e.,

hi = max [z, — 2.

Supposons de plus que 7, est réguliére. Rappelons qu'une famille de maillages 7, est

dite réguliére s’il existe une constante oy > 0 indépendant de h tel que

h
Vh, VKEThZUk:—KSUO,
Pr

ou py est la rondeur du triangle K définie par
pr = sup {diam(B); 8 boule de R*, B C K},

Le rapport o mesure 'applatissement du triangle K, il atteint son maximum, oy = v/3,
pour K équilatéral. D’une facon générale si on note 0k le plus petit angle du triangle K,

un résultat classique de géométrie plane donne

h 2
Tk = i = sinfy
Ainsi, la famille de triangulation 7 est réguliére si les triangles ne s’aplatissent pas trop
lorsque h — 0. Afin de voir la nécessité de la régularité de 75, on peut dire briévement :
le terme o apparait dans les majorations de l'erreur local, i.e., dans chaque triangle

K € 74, et pour obtenir des majorations de ’erreur d’interpolation globale sur €) et prouver

la convergence vers zéro de ces majorations lorsque h — 0 nous avons besion de controler
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et minorer la quantité oy i.e. supposer que 7 soit réguliere (pour plus de détails voir par
exemple [4]).

Dautre part, I’ensemble 'y, qui est une partie ou la totalité de la frontiere 02, ou ils
sont imposées les conditions aux limites de Dirichlet est supposé étre 'union des cotés des
triangles pour chaque triangulation 75,. On utilise la notation P(7") pour désigner I’espace
des polynomes définis sur le triangle T' de deux variables & coefficients réels et de degré

global inférieur ou égal a k, on définit aussi les espaces

LZ(T}L) = {pEHS(Q) : p|T€Pk<T>, VTETh},
Bi(tn) = {p€H)Q): pre P(T)NHYT), VT €14},
Mlgn(Th) = Lllg(Th) N Hllo + Bm(Th).

Pour ce probléme de coque on va prendre exactement la méme paire d’espaces d’approximation
utilisés par Arnold et Brezzi dans [9] & savoir 'espace des fonctions continues et polynémi-
ales par morceaux (éléments finis de Lagrange de degré k + 2 pour les déplacements et de
degré k 4+ 1 pour les rotations) augmentées par des “fonctions bulles” pour les inconues
primitives (', #), et 'espace d’approximation des fonctions discontinues pour les nouveaux

inconues (¢, A) (voir figure 3.3.1) i.e.,

V, = {(7,%) eV:.vy € M,fig(Th), Y, € M]fif(Th)} ,
Wi = {(ﬁ,g) GWrna,xageLi(Th)}, ot
Lg(Th) = {Uh c L2(Q) D Un|T € Pk(T),VT € Th} .

On note ici que, la technique d’augmentation par des “fonctions bulles” est souvent
utilisée dans la littérature lorsque ’élément finis considéré ne satisfait pas uniformément
la condition de compatibilité des espaces Vj, et W), i.e., la "LBB" discréte, en raison que
’espace des degrés de liberté de I'un n’est pas assez riche (ou, réciproquement, ’autre espace
est trop riche).

Pour remédier a ce probléme, 1'idée la plus simple consiste & ajouter pour chaque triangle
du maillage des degré de liberté associés au coordonnées barycentriques de ce triangle (pour
la définition de ces coordonnées voir définition A.4, pour la définition des ces fonctions bulles
voir définition A.5 dans I'annexe et pour plus de détails sur I’emploi de cette technique voir

par exemple [4]).
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JANVANIY N

U, ct (;ct a3 Uy, X 3 ct;j

Figure 3.3.1 : Les degrés de libertés des déplacements et des rotations (les inconnues
primitives) et les degrés des déformations de cisaillement et des déformations

membranaires (les inconnues auxilliaires), pour les cas k = 0 et k = 1.

D’autre part, on remarque la différence ici de la formulation de [9], est que les nouveaux
inconnues (i.e., les inconnues auxilliaires) sont définies différemment que celles dans [9)].

Il est connu que la facon de définir les nouveaux inconnues, dans la méhode mixte, joue
un role trés important dans ’analyse de stabilité de cette méthode.

En utilisant 'interpolé de Clément (voir [35]), le lemme 7 de [9] a construit un opérateur

9 . o, . . 1 k+3 . N “ s 0 .
d’interpolation linéaire 7y, : Hy, — M, [5(71,) qui posséde les propriétés suivantes

< Cllw|ha Vw € HY,, (3.3.13)

[|w < Chlwle Vwe HL,, (3.3.14)

/(w — maw)pdzr = 0 Yw € Hf,, (3.3.15)
T

/(w —mpw)pds = 0 Vw € HY,, (3.3.16)

ou C' est une constante, e est un coté du triangle 7' de la triangulation 7,,et p est une
fonction de LY(74).
De plus, avec le théoréme de Green on a facilement que (3.3.15) et (3.3.16) impliquent

pour tout T' € 7, et tout p € LY(71,) on a

/(w — Tpw) opdz = 0, Yw € Hf, . (3.3.17)
T
D’aprés la construction de 7, on peut facilement définir 'opérateur d’interpolation
linéaire 7rh* :Hf, — M ,fjfl (T1) qui possede aussi les propriétés suivantes
Ir¥wlhe < Clwle Vo e H, (3:318)
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Jw - w¥wlon < Chllwla  Vu e H,

/T(w — mXw)pdz = 0 Vw € Hy,,

Lemme 3.3.1 Soientp € LY(7}) etb: Q — R une fonction lipschitzienne sur tout T' € Ty,
alors il existe une constante C' telle que

b b
sup L0z o PO g (3.3.19)
WEHll‘O Hle’Q wEM}jig(frh) Hle,Q

Preuve. Soit 7, 'opérateur d’interpolation défini précédement. On définit b € LI(74),
qui est donc une constante sur chaque 1" € 7, de sorte que Z_D‘T est égale a la moyenne de la

fonction b sur 7', pour tout triangle T" € 74 i.e :

= 1
VI'€ Ty, Jzp €T telleque : by = b(zr) = mes(T) /deg.
Considérons 0 # w € Hy, alors, d’apreés (3.3.15), on a

(p,bw),; = /pbwdg = (p, brpw) + (p, b(w — W)
T

= (p,bmpw)y 4 (p, (b—b)(w — Thw)) .,

et par conséquant, en sachant que (.,.)o = > (.,.); et en utilisant (3.3.13) et I'inégalité
TeTh
de Cauchy- Schwarz, il existe une constante qu’on la note aussi par C' telle que

(p.bwlg _ 0 bmnw)g  [IPlog:llb = bl [lw = miwllog

< (3.3.20)
[wllLe [mhw]|10 w10
Or la fonction b est lipschitzienne sur tout 1" € 7, donc
|b—b|lp~ = sup.ess |b(g) - 5(@)’
zeQ
< max {Cr.hr} < Ch, (3.3.21)
ETh

maintenant en utilisant (3.3.14) et (3.3.21), (3.3.20) devient

b b
% = Cw +Ch?|plloa, Yw € Hllo(w #0).
1,9

lmnwl10
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ce qui montre, en prenant la borne supérieure, (3.3.19). [ ]
Nous sommes maintenant préts a établir la condition de stabilité pour V,, x W), et le

probléme de coque.

Lemme 3.3.2 On suppose que les fonctions bag, F‘;ﬁ et b2 sont lipschitziennes sur Q, alors

pour (1,x) € Wy, on a

B(W, ¥31, )
Q,x( = sup —————
=lw @wev U Yv
B(V,dinx)
< C sup =+ Ch7|n, xllw- (3.3.22)

Preuve. ([23]) On définit 'opérateur d’interpolation II;, : V' — V}, par

(0, %) = (mp01, V2, T3, TRy, TRy). (3.3.23)

d’apres les proprietés des opérateurs 7, et 7Th*2 (3.3.13) et (3.3.18) on peut voir facilement
que [[IL, (7, ¥)|lv < C||(V',%)|lv. En utilisant les mémes arguments du preuve précedente

on a pour tout (7,%) eV,

(W> ﬁ m, é) B |:Hh(77_>aﬂ7§:| n <7’]ﬁ,bg(v(5 — 7Th1)5)>Q
17l 17, ¢ llv 17, ¢llv
(X*P, T2 5(vs — Thvs) + bag(vs — Thvs))
+ —
H v 7%”‘/
_ CB |:Hh( U_:¢_)7Q7§:| n <776, (b% — 1_7_%))(115 — 7Th'l}5)>9
B 1L, (v, 9) |lv V", ¥llv
N (X, (Do = T2p) (V5 — Thvs) + (bag — bag) (V3 — Thv3)),
17, %llv
B(V,5m, x
< C sup — =+ C*n, xlw-

ici on a utilisé la définition de la forme B et les relations (3.3.14), (3.3.15) et (3.3.17) et le
fait que les fonctions bz, Fiﬁ, b2 sont lipschitziennes sur ().
Les fonctions b,g, f“;ﬁ et b) sont dans L)(7,) et sur tout T € 7, elles prennent les

moyennes des fonctions b,g, F‘;B, b respectivement.
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Il est claire maintenant, toujours en prenant la borne supérieure, que

B(V, 51, x) B(V,¢;m,x) ,
Q’X‘ = sup ————— < sup ——=——— + Ch”||n, x|lw-
=w o @pev 10,2l @wev, 17,9y =
|
Dans notre cas de probleme de coque de Naghdi, la condition de stabilité sera comme
suit :

A 2 : ]ls existent v, > 0 et C > 0 telle que

-
1 B(v,¢;m,x) .
x| < — sup ————— + Celln, x|lw, V(n,x) € W (3.3.24)
=W Vs(T e ||Ua@||v = =

Le théoréme suivant est donc un cas particulier du theoréeme 3.3.1.

Théoréme 3.3.2 Soit (U,0;¢,)) solution du probléme (3.3.5).
Si h? < Ce pour une certaine constante C alors il existe une constante C' , qui dépend
seulement des constantes v, C . C et des constantes de continuité et de coercivité des formes

bilinéaires A et C' définies dans la section § 3.3.3, telle que

1% = W= Oullv + [ = 80—, | +ello— 0,2 -4, lIw
< C_inf [IT-F.0-vlv+|o—nAr-x| +elo—mA-xlw] (3325
(T )eV, - = = Zw = = =
(1,X)EWh
ot (U, 0,) €Vy et (@h,éh) € W), est la solution unique du probléme approché du probléme
(8.3.5) i.e
Trowver (W, 0,) € Vi, et (9,:2,) € Wy, telle que:
A(Up, 0, 77£) + B(?,y; Qh,xh) =F(7), V(?,y) eV,

B(ﬂ)hagh;ﬂaé) - E_QC(Qhaéh;ﬁa é) = 07 v(ﬂa é) € Wh-
(3.3.26)

3.3.5 Relaxation de la condition “h2 < Ce” :

A proprement parler, la condition h? < Ce signifie que la taille de la maille dépend de
I’épaisseur de la coque. Bien que nous estimons que dans la pratique h? < Ce n’est pas trés

restrictif, nous avons deux fagons de relaxer cette condition.
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Tout d’abord, on peut stabilizer le probléme abstrait (3.3.6) en remplagant 2 par 2+ h*

et considérer le probléme suivant

Probléeme A%" : Trouver (u",p") € V x W telle que :
A(u",v) + B(v,p") = F(v), Vo €V,

) L (3.3.27)
B(u",q) — (e + h*)C(p",q) =0, VgeW.

cette technique est largement utilisée dans les problémes de plaques de type Reissner-
Mindlin (voir par exemple [18]); dans la plus part des cas €2 est remplacer par 2 + h*. En

soustrayant (3.3.27) de (3.3.6) on obtient

A(u —uh,v) + B(v,p—p") =0, Yo eV,
B(u—uq) = (2 +h)C(p—p",q) = =h*Clp,q),  YgeW.

lorsqu’on prend v = u — u" et ¢ = p — p” et on fait soustraire la seconde équation de la

premiére et en respectant la positivité de la forme C' on trouve
Alu = v, u—u") + (&2 + )C(p = p*,p — ") = K*C(p,p — p") < B*C(p,p)

ce qui montre (en se rappelant que les formes A et C' définissent des normes équivalentes
a celles des espaces V' et W repectivement et en utilisant 1’équivalence entre les normes

v + 1w et (112 + [1113)2) qu'il existe une constante ¢ telle que
lu—u"llv + (e + h*)llp — p"[lw < ch®[|p]lw-
et il s’ensuit aussi que
p = p"]y, < cllu—u"llv < ch?[pllw-.

Si ||p||w est bornée par ||F||, avec une constante indépendante de € nous aurions alors
une convergence uniforme. C’est en effet le cas pour les problémes de plaques de type
Reissner-Mindlin avec des conditions aux limites de Dirichlet ot la norme L? de la contrainte
de cisaillement est bornée par celle du chargement. Pour les coques un tel résultat n’est pas
connu. Pour les plaques de Reissner-Mindlin qui son simplement supportés aux bords, il est

connu (voir [9]) que la norme L? de la contrainte de cisaillement n’est unifomément bornée
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quand ¢ tend vers zéro, et par conséquent, cette approche de stabilisation ne semble pas
trés prometteur pour les problémes de coques qui sont simplement supportés aux bords.
Cependant, nous avons la méthode suivante, qui nous oblige a utiliser des espaces de
plus grande bulle, i.e. M, ,fi;” (1), pour m > 3, mais certainement qui satisfait ’hypothese
de stabilisation A.2.
On va ici redéfinir 'opérateur d’interpolation m, : H%O — lejfg’ (1) en gardant la

méme notation .

Lemme 3.3.3 Il existe un opérateur d’interpolation m, : HY, — M1 (74), pour m > 3
de telle sorte que les relations (3.3.13), (3.3.14), (3.8.16) et (3.3.17) sont vérifiées pour tout
p € LY)(74), et de plus la relation (3.3.15) est vérifiée pour tout p € LY. 4(Th).

Preuve. ([23]) Premiérement, notons par : 7}, : H — Li(7;) N Hf, Vopérateur

d’interpolation de Clément qui satisfait, dans le cas ou la famille (73); est réguliére
v = Thollor + hrllv — Thollir < chrllvlivir), VT € 74, Vv € H,.. (3.3.28)

ol ¢ > 0 est une constante etV (7') 'ensemble de tous les triangles de 7, qui ont une
intersection non vide avec le triangle 7. Pour la preuve, assez technique, on pourra voir
[35]. Deuxiément, notons par m; : Hf — L ,(74) N H}, Vopérateur d’interpolation qui

satisfait ;v = 0 aux sommets de tout les triangles de 7, et
/(U —mov)pdz = 0, pourtout T €7y, ©vE H%O, p€ P.1, (3.3.29)
T
/(’U —mw)pds = 0, pourtout ec€FE),, veE H%O, pE Pp_q. (3.3.30)

ici E, est ’ensemble de tous les cotés de tous les triangles de 7.

Avec un argument de ’échelle, on peut montrer que
v — T vllor + hrllv — mivllir < cl||lvllor + hrllvllir), VT € 7, Vo € Hllo. (3.3.31)

Troisiement, notons par m;, : H{ — Bjym(s),m > 3, Popérateur d’interpolation qui
satisfait

/(v — miv)pdz = 0, pour tout T € 7, v € H%O, P E Prim_3.
T
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On peut aussi montrer que
[|mvllor + hrllmivllir < cllvllog, pour tout T € 7, v € Hy,.
Finalement, en posant
T = T + mpv(v — mu) + Tho [ — Tho — mpu(v — mv)] (3.3.32)

on peut vérifier, aprés des calculs simples, que les relations (3.3.13), (3.3.14), (3.3.16) et
(3.3.17) sont vérifices pour tout p € LY(74), et la relation (3.3.15) est vérifiée pour tout
PE L s(th). m

Maintenant, si on utilise la définition de 'opérateur d’interpolation II; dans le lemme
3.3.2 en remplagant 7, par le nouveau défini dans (3.3.32) et en supposant que les coefficients
géométriques de la coque b, b‘g) et Fiﬁ sont dans C™ 3! sur tout triangle de 7,, alors nous
pouvons rapprocher ces coefficients uniformément par des polynémes de degré m — 3, et

démontrer que

+Ch™ |, xlw- (3.3.33)

pour ’espace
Vi =V ={(V, ) € Vv, € MyT (Th), 0 € MiT (1)}

Une fois h™ ™! < Ce, la condition de stabilité A.2 sera bien sur satisfaite et on termine
le reste de ’analyse comme dans la section précédente.

Par conséquent, pour tout ¢ > 0 fixé et 0 < h < 1 il existe un entier m telle que k™! < ¢
et le probléme (3.3.26) posséde donc, pour V,, = V;*, une solution approchée de la solution
exacte du probléme (3.3.5) avec une estimation de l’erreur quasi-optimale et indépendante

de €.

3.3.6 Technique de l’intégration réduite

La technique de I'integration réduite est largement utilisée dans les problémes qui présentent
le phénomeéne du verrouillage numérique. Au lieu de spécialiser cette idée a notre méthode,

nous présentons d’abord une bréve description abstraite de la technique.
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Considérons un probléme qui soufre du verrouillage :

Trouver u € V' tel que :
A(u,v) + e 2C(Lu, Lv) = F(v), Yv e V.
ou V est un espace de Hilbert, £ : V —— W est un opérateur linéaire borné et W
est aussi un espace de Hilbert, A et C' sont des formes bilinéaires symétriques continues et
coercives sur les espaces V' et W respectivement. D’aprés ces hypothéses, on déduit aisément

qu’il existent deux constantes c¢; > ¢y > 0 telles que
collv]|F < A(v,v) +e2C (L, Lv) < cie 2 ||v]|?.

mais si on discrétise directement le probléme, I’estimation de ’erreur va contenir le coefficient
e72¢1/cp, ce qui signifie qu’on a un phénomeéne de verrouillage.

La facon habituelle de s’echapper du verrouillage est d’introduire la reformulation suiv-
ante du probléme :

Posons p = ¢ 2Lu et B(v,q) = C(Lv,q). On vérifie aisément que le probléme de type
point selle suivant est équivalente au probléme initial, i.e, au probléme A définie dans
(3.3.6). Pour des sous-espaces arbitraires V;, C V et W), C W on considére le probléme

approché
Trouver uy, € V), et p, € W), tel que :

A(up,vy) + B(vp, pr) = F(vp), Yo, € Vi, (3.3.34)
Blup, qn) —e*C(pn, qn) =0,  Vgn € Wi, .
Si la paire des espaces (V},, W},) satisfait la condition de stabilité A.1 donnée dans la
section 3.3.3 le thoéréme 3.3.1 de la méme section sera appliquable.
L’idée de l'intégration réduite est que la quantité inconnue p; peut étre illiminée, on
peut toujours faire ceci de la fagon suivante :

On définit 'opérateur de la projection orthogonale Sy : W — W), par
C(Sur,qn) = C(ryqn),  Yan € Wi, .

On obtient alors p, = e 25, Luy, et B(v,py) = C(SyLv,pp). D’ou le probléme (3.3.34)

se réduit au probléme suivant :

trouver uy € Vj, tel que :

A(uh, Uh) + €_QC(Sh£uh, Shﬁvh) = F(Uh), Yo, € V), .
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Quand 'espace W}, est un sous-espace d’éléments finis composé de polynémes disconti-
nus, l'opérateur S, sera facilement calculable. L’avantage de ce dernier probleme est qu’il
ne contient que l'inconnue primitive, cependant son systéeme algébrique est mal conditionné
(voir [23]).

Pour convertir notre méthode mixte dans cette section a la méthode de l'intégration
réduite, on a besoin de définir 'opérateur £ simplement comme suit :

BT OV, 0 A (T

et la forme bilinéaire C' comme suit :

2(1+v) 5 1 / 5 4 1
= asnAPX
) /Q B a,@d)n\/a&—i_ Qaﬁ’yts X \/a&

puis on utilise le cadre donné dans cette paragraphe.

C(o,

1>~

31

[l
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Théoréme A.1 ([36]): On dit que la forme bilinéaire af(.,.) définie sur ’espace

de Banach E' est non négative (on dit encore positive) si: Vz € E, a(z,z) > 0.

Elle est dite définie positive si :

Ve e E, x #0, a(z,z) > 0.

Soit af(.,.) une forme bilinéaire non négative sur l'espace de Banach E.

Alors pour tout z, y € E, on a 'inégalité de Cauchy- Schwarz :

la(z,y)* < alz,2).a(y,y),

il résulte alors que :

i) Si a(.,.) est non négative, 'application x — /a(x,x) est une semi-norme sur

E.
ii) Si a(.,.) est définie positive, 'application x — \/a(z, z) est une norme sur E.
Théoréme A.2 (Riesz, [36]) : Soit V' un espace de Hilbert.

Etant donné f € V', il existe u € V unique tel que

VoeV, (u,v)= f(v).

De plus, on a

lullv = 1Al
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L’application f € V' +— u € V est donc un isomorhisme isométrique.
Une conséquence intéressante du théoréme de Riesz est la proposition suivante :
Proposition A.1: Soit V' un espace de Hilbert. Alors V est reflexif.

Théoréme A.3 ([37]): Soit a(.,.) une forme bilinéaire symétrique et continue
sur un espace de Hilbert H et coercive sur un sous-espace V, alors (V, /a(.,.) )

est un espace de Hilbert.

Théoréme A.4 ([36]): Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert. Il existe un
isomorphisme de (H; x H,) sur £L(H;, Hy ) qui associe & toute forme bilinéaire

continue a(.,.) V'opérateur A € L(Hy, Hy ) défini par :

(Az, y)y, = a(z,y), Ve H, ye€H,

et on a :

||a'H(H1><H2)’ = ”AHL(HI,HQ) (3.3.35)
L’opérateur A € L(H,, Hy ) s’appelle Popérateur associé¢ a la forme af(.,.).
Théoréme A.5 ([32]):

Soient E et F' deux espaces métriques, A une partie de F et {f,} une suite

d’applications de A dans F, convergeant unifomément vers f, i.e :
Ve >0 3dng(e) € Ntelleque: (n>ng= dr|fu(z), f(x)] <e, VzeA).
Soit @ un point de E adhérent a A.

Si pour chaque n, f,(x) a une limite quand z tend vers a par valeurs dans A, et
si F' est complet, alors f(z) a une limite quand z tend vers a par valeurs dans
A, et en outre

lim f(z) = lim | lim f,(z)

r—a n—=aoo r—a

z€EA TEA

Théoréme A.6 (des fonctions implicites)

Soit f une application de classe C'! d’'un ouvert U de E) x Ey dans F, avec E;, F,

et F' des espaces de Banach.
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Si f est différentiable par rapport a la deuxiéme variable en (a1, as) € E; X Es
et si cette différentielle est un isomorphisme de E5 dans F, alors il existe une
application ¢ de classe C! définie sur un ouvert U; de E; contenant a; et a
valeurs dans un ouvert Us de Es contenant as telle que pour tout (yi,ys) dans
Uy xUyona:

fyr,y2) = flar, a2) <= 12 = o(y1),

et pour tout x dans U on a :

D¢(z) = —[Daf(z,¢(2))]"" o D1 f (2, ¢(x)).

Preuve: (voir [26]).

Théoréme A.7 ([32]): Soient E un espace topologique, F' un espace métrique
et {f.} une suite d’applications de E dans F' également continues (on dit encore
que la suite est équicontinue) et converge simplement vers f sur E, alors f est

continue et la convergence est uniforme sur tout compact de E.

Proposition A.2 : Soient f et g deux fonctions & une variable réelle ¢, a valeurs

dans un espace de Banach et indéfinement différentiables.
Si f est linéaire alors on a :

f(")(t) _ f(1) pourn=1 (n € N%)
0 pour n > 1

ar ar
N — t) =7f |39t 3.
en, L)l = f | o] (3330
Preuve: 1) Pour n = 1 on va utiliser directement la définition de dérivation des

fonctions & une variable réelle ¢, & valeurs dans un espace de Banach, on a alors

Vi € Dy: f(t) = lim J(t+ h})L — /)

h—0
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Pour n > 1 le résultat est évident car f(1) est indépendant des valeurs det € Dy.

2) Le second résultat sera prouver par récurrence sur n € N et en utilisant
le premier résultat et un résultat classique sur la dérivée composée de deux

fonctions i.e

Il est claire que, pour n = 0, (3.3.36) est satisfait. Supposons qu’elle est vérifiée
jusqu’a le rang n et démontrons la pour n + 1. On a
P = (e
- (| Fao)y
o(0)| [at0)

_ f [% (
= 100 = 1 [re]

ce qui prouve (3.3.36).

Définition A.1: On dit que le probléeme (1.1.2) est bien posé, au sens de
Hadamard, s’il admet une solution et une seule et si on a la propriété de stabilité

linéaire suivante (on dit que la solution dépend continuement des données) :

Je>0VLeV, |ull <c|L|ly

Théoréme A.10 (Lax-Milgram) ([36]): Soit un espace de Hilbert V' sur R,
muni d’une norme notée ||.||, et une forme bilinéaire a(.,.) continue sur V x V/
et V-elliptique, c’est a dire une forme bilinéaire pour laquelle il existe deux

constantes M > 0 et a > 0 telles que

Vu € V. VoeV, a(u,v) < Mlulv],

Yo € V, a(u,v) > allv]?

118



Annexes

et soit une forme linéaire L continue sur V, alors que, le probléme

trouver u € V tel que

a(u,v) = Lv) YveV

admet une solution unique. De plus, Papplication linéaire L — u est continue de V' dans
V' (plus précisément on a [|ul| < 1||L[],+). Ce probléme est donc bien posé.
On montre aussi que l'opérateur associé¢ A € L(V, V’) est un isomorphisme de V sur V.
Définition A.2([4]): V et W étant deux espaces de Hilbert.
Soit une application £ : V x W — R.
On dit que (u,p) € V x W est un point selle de 'application L si

V(v,q) eV xW,  L(u,q) < L(u,p) < L(v,q).
Lemme A.1([4]): (u,p) est un point selle de 'application L si et seulement si

sup L(u,q) = inf sup L(v,q) = sup inf L(v,q) = inf L(v,p).
sup (u,q) Inf sup (v, q) Sup inf (v,q) = inf L(v,p)

Définition A.3 (Courbure d’une courbe): On suppose que 1’on a une courbe paramétrée
de classe C?. On note s I’abscisse curviligne sur la courbe, M (s) le point d’abscisse s, ?(s)
le vecteur tangent au point d’abscisse s et ﬁ(s) le vecteur normal.

Alors la courbure de cette courbe en un point quelconque M (s) est le réel K (s) définie
par

d?(s) B —
e = K(s).N(s)

C’est une quantité qui caractérise la forme d’une courbe et son degré de flexion, d’incurvation.

Il est facile de voir que :
- K(s) = 0 si et seulement si la courbe est une segment de droite ou une droite.
- K(s) = K (constante) si et seulement si la courbe est un cercle ou un arc de cercle.
Définition A.4 (coordonnées barycentriques)
Les coordonnées barycenriques d'un point z € R? par rapport aux sommets ap, as, as

d’un triangle K sont les fonctions \; = A\;(z), 1 < i < 3, telles que

A€ Py Ai(aj) = 6;; (symbole de Kronecker), pour 1 <i,j <3,
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Les coordonnées barycenriques ont les propriétés suivantes :

3

3
Z)\i =1, p= ZP(%‘)N? Vp € Py.

i=0 1=0
Définition A.5 (fonction “bulle”)
Soient )\{( , )\f , )\é( les coordonnées barycenriques par rapport a un triangle K. On note

1 la foncion “bulle” associée au triangle K et définie sur Q (ou K C Q) par

MOFAK sur K,

0 ailleurs.

On a: ufl(( € P3 (car les \; € Py, d’ou, en se référant a la forme de son graphe, le terme
de foncion “bulle”). Il est facile de voir aussi que u = 0 sur le bord K et qu’elle est
continue sur Q. U

Nous donnons ici sans démonstration un résultat d’interpolation locale qui est largement
utiliseé.

Proposition A.3 (Interpolé de Clément, [35])

Soit © un domaine de R?. Soit (73,);, une famille réguliére de maillages affines de . Soit
Vj, un espace d’approximation construit avec 7, que nous supposons H!-conforme. Soit
K un élément de 75, et notons V(K) lensemble de tous les éléments de 7, qui ont une
intersection non vide avec K. Soit I une face de K et notons V(1) 'ensemble de tous les
éléments de 75, qui ont une intersection non vide avec 1.

Il existe un opérateur Cj, : H(Q) — V}, et une constante ¢ > 0 tels que

v — Cho < chg ||lv
Vh, VK € 75, || h ||0,K = K || ||1,V(K)

1
|lv — Ch“”o,[ < ch} HUH1,V(I) :

De plus, si la famille (75,) est réguliére, on a

Vh, VK € 1p, v = Cpvlly g < chic [Vl p ey -
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