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Notation

Notation

A: opérateur

X: espace de Banach

X∗: espace dual de X

X∗∗: espace bidual de X

L (X): l’espace des opérateurs linéaires bornés de X dans X

BX∗ = {x∗ ∈ X∗, ‖x∗‖X∗ ≤ 1}: la boule unité de X∗

∂BX∗: la frontière de la boule unité de X∗

C ([0,+∞[ ,L (D (A) , X)): l’espace des fonctions continues de [0,+∞[ dans L (D (A) , X)

C1 ([0, T ] ;X): l’espace des fonction continûment différentiables de [0, T ] dans X

D (A): domaine de définition de l’opérateur A

L1 (0, T ;X) =
{
f�f mesurable de [0, T ]→ X,

∫ T
0
‖f (T )‖X < +∞

}
L (X, k) : l’espace des formes linéaires continues sur X

[a, b]: interval fermé

ρ (A) =
{
λ ∈ C� (λI − A)−1 est inversible dans L (X)

}
: l’ensemble résolvante de A

σ (A) = C− ρ (A): le spéctre de A

Rλ = R (λ,A) = (λI − A)−1: la résolvante de A

{Aλ}λ∈Λω
: l’approximation généralisé de Yosida de l’opérateur A

Λω = {λ ∈ C�Reλ > ω}
∆ = {z ∈ C�Re z > 0 et ϕ1 < arg z < ϕ2, ϕ1 < 0 < ϕ2}
J : l’injection canonique

G (A): graphe de A

σ (X,X∗): la topologie faible sur X

σ (X∗, X): la topologie faible* sur X∗
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Introduction générale

Introduction générale

Dans ce travail nous avons étudié dans la premiere partie la théorie des semi-groupes

d’opérateurs linéaires bornés dans un espace de Banach, et dans la deuxième partie nous

étidions des résultas d’éxistence et d’unicité de solution du problème de Cauchy abstrait

homogène et non homogène.

Dans cet esprit le mémoire est divisé en trois chapitres:

-Premier chapitre

Ce chapitre est une présentation des notions qui seront utilisées dans cette recherche

-Deuxième chapitre

Ce chapitre étudie la théorie des semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés dans un

espace de Banach en particulier les C0 semi-groupes où on expose les théorèmes de Hille-

Yosida et Lumer-Philips.

-Troisième chapitre

Ce chapitre présente d’une part l’obtention d’unicité de la solution du problème de

Cauchy abstrait homogène (ACP ) , il n’est pas nécessaire de supposer que A est un généra-

teur infinitésimal d’un C0 semi-groupe :

Théorème 3.1.1: Soit A un opérateur linéaire de domaine dense, si R (λ,A) existe pour

tout Reλ > 0 et

lim supλ−1 log ‖R (λ,A)‖ = 0

Alors le problème (ACP ) admet au plus une solution pour tout x ∈ X.
Et pour prouver l’existence, on a exposer le théorème 3.1.2:

Soit A un opérateur linéaire de domaine dense et de résolvente ρ (A) non vide. Le prob-

lème (ACP ) admet une solution unique u (t) qui est continûment différentiable sur [0,+∞[

pour tout valeur initiale x ∈ D (A), si et seulement si A est le générateur infinitésimal d’un

C0 semi-groupe T (t).

D’autre part pour le problème de Cauchy abstrait non homogène (iACP ):{du(t)
dt

= Au (t) + f (t) t > 0

u (0) = x

Où f : [0, T [→ x
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Introduction générale

Nous exposons le corollaire 3.2.1 qui donne l’unicité de la solution du problème (iACP ),

et le théorème 3.2.1 qui assure l’existence de la solution du problème (iACP ).

Enfin, à titre d’application, nous exposons l’exemple 3.1.2{∂u(x,t)
∂t

+ ∂u(x,t)
∂x

= 0, t ≥ 0 , x ∈ R
u (x, 0) = f

2



Chapitre 1

Théorie générale

1.1 Espace de Banach

Définition 1.1.1 Un espace de Banach est un espace véctoriel normé, complet pour la

distance associée à la norme

Définition 1.1.2 Soit X un espace normé sur k = (C ou R). On appelle dual (topologique)

de X et on note X∗ l’espace de Banach X∗ = L (X, k), cet espace est complet.

Définition 1.1.3 Soit X un espace normé, le dual X∗ de X s’appelle le bidual de X et

se note X∗∗ pour x ∈ X notons JX (x) : X∗ → k la forme linéaire sur X∗ qui a x∗ ∈ X∗

associe x∗ (x) ,

∀x∗ ∈ X∗, JX (x∗) = x∗ (x)

Pour tout x∗ ∈ X∗ on a

|JX (x)| = |x∗ (x)| ≤ ‖x∗‖ ‖x‖

Donc JX (x) ∈ X∗∗ et ‖JX (x)‖ ≤ ‖x‖
On dit que JX (x) ∈ L (X,X∗∗) est l’application canonique de X dans son bidual

Définition 1.1.4 Soit X un espace de Banach et soit J l’injection canonique de X dans

X∗∗ on dit que X est réflexif si J (X) = X∗∗
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1.2. Opérateur fermé

Définition 1.1.5 Soit X un espace de Banach, on désigne par L1 (0, T ;X) l’espace des

fonctions t→ f (t) de ]0, T [→ X qui sont mesurables à valeurs dans X et telle que:∫ T

0

‖f (t)‖X dt = ‖f‖L1(0,T ;X) <∞

1.2 Opérateur fermé

Définition 1.2.1 On dit que l’opérateur A est fermé si toute suite xn d’éléments de D (A)

converge vers x telle que la suite A (xn) soit convergente vers y alors, on a:

x ∈ D (A) et y = Ax

Définition 1.2.2 Le graphe de A est le sous-espace véctoriel de X × Y noté G (A) défini

par: G (A) = {(x,Ax) ;x ∈ D (A)}

Remarque 1.2.1 Un opérateur A est fermé, si et seulement si son graphe G (A) est fermé

Remarque 1.2.2 Tout opérateur continu A linéaire ou non linéaire a un graphe fermé

1.3 Les Théorème fondamentaux

Théorème 1.3.1 (Théorème de Banach-Steinhaus)

Soient X et Y deux espaces de Banach, soit (Ai)i∈I une famille (non nécessairement

dénombrable) d’opérateur linéaire et continue de X dans Y . On suppose que

sup
i∈I
‖Aix‖ <∞, ∀x ∈ X

Alors

sup
i∈I
‖Ai‖L(X,Y ) <∞

Autrement dit, il existe une constante C telle que

‖Aix‖ ≤ C ‖x‖ ∀x ∈ X, ∀i ∈ I

Définition 1.3.1 On dit que la suite (fn)n≥1 de fonctions mesurables converge presque

partout si l’ensemble S/C est négligeable: m (S/C) = 0

4



1.3. Les Théorème fondamentaux

Définition 1.3.2 Soit (S,=,m) un espace mesuré. On dit qu’une fonction f est définie

presque partout sur S s’il existe une partie négligeable N ⊆ S telle que f soit définie sur

S/N

Théorème 1.3.2 (Théorème de convergence dominée de Lebsgue)

Soit (S,=,m) un espace mesuré et soit (fn)n≥1 une suite d’applications mesurables fn :

S → R ou C on suppose que:

i) La suite (fn)n≥1 converge presque partout vers une fonction mesurable f : S → R ou

C (définie presque partout);

ii) Il exisre une fonction intégrable g : S → R+ positive telle que l’on ait la condition de

domination |fn| ≤ g presque partout, ∀n ≥ 1

Alors, les fonctions fn et f sont intégrable et:∫
S

fdm = lim
n→∞

∫
S

fndm

et même:

lim
n→+∞

∫
S

|fn − f | dm = 0

1.3.1 Topologie faible

SoitX un espace de Banach et soit f ∈ X∗. On désigne par ϕf : X → R lèapplication définie

par ϕf (x) = 〈f, x〉. Lorsque f décrit X∗ on obtient une famille d’application
(
ϕf
)
f∈X∗ .

Définition 1.3.3 La topologie faible σ (X,X∗) sur X est la topologie la moins fine sur X

rendant continues toutes les application
(
ϕf
)
f∈X∗

1.3.2 Topologie faible *

Soit X un espace de Banach, soit X∗ son dual et soit X∗∗ son bidual, muni de la norme

‖ζ‖ = sup
f∈X∗,‖f‖≤1

|〈ζ, f〉|

Définition 1.3.4 La topologie faible * désignée par σ (X∗, X) est la topologie la moins fine

sur X∗ rendant continues toutes les application (ϕx)x∈X
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1.3. Les Théorème fondamentaux

Théorème 1.3.3 (Théorème-Aloglu-Bourbaki)

L’ensemble

BX∗ = {f ∈ X∗, ‖f‖ ≤ 1}

est compact pour la topologie faible * σ (X∗, X)

Théorème 1.3.4 (Théorème de Graphe fermé)

Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Banach X à valeur dans un espace

de Banach Y . Si le Graphe G (A) est fermé dans X × Y , alors A est continue

Lemme 1.3.1 Soit f : [a, b]→ X une fonction continue alors:

lim
t→0

1

t

∫ a+t

a

f (s) ds = f (a)

Preuve. Nous avons:∥∥∥∥1

t

∫ a+t

a

f (s) ds− f (a)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1

t

∫ a+t

a

(f (s)− f (a)) ds

∥∥∥∥
≤ sup

s∈[a,a+t]

‖f (s)− f (a)‖

L’égalité de l’enoncé résulte de la continuté de l’application f
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Chapitre 2

Semi-groupe de classe C0

2.1 Définitions et propriétés de semi-groupe

Définition 2.1.1 On appelle C0 semi-groupe d’opérateur linéaire borné sur X une famille

{T (t)}t≥0 ⊂ L (X) vérifiant les propriétés suivantes

i)T (0) = I

ii) T (t+ s) = T (t)T (s), ∀t, s ≥ 0

iii) limt→0+ T (t)x = x, ∀x ∈ X

Définition 2.1.2 On appelle semi-groupe uniformément continue d’opérateur linéaire borné

sur X une famille{T (t)}t≥0 ⊂ L (X)vérifiant les propriétés suivantes

i) T (0) = I

ii) T (t+ s) = T (t)T (s), ∀t, s ≥ 0

iii) limt→0+ ‖T (t)− I‖ = 0

Remarque 2.1.1 Puisque ‖T (t)x− x‖ ≤ ‖T (t)− I‖ ‖x‖ pour tout x ∈ X et tout t ≥ 0,

il résulte que les semi-groupe uniformément continus sont C0 semi-groupe, mais il existe des

C0 semi-groupe qui ne sont pas uniformément continus.

Définition 2.1.3 On dit que {T (t)}t≥0 est un C0 semi-groupe différentiable (et notons

{T (t)}t≥0 ∈ SGD (M,ω)) si l’application: ]0,+∞[ 3 t→ T (t)x ∈ X est différentiable quel

que soit x ∈ X

7



2.1. Définitions et propriétés de semi-groupe

Définition 2.1.4 Nous désignérons par∆ l’ensemble: {z ∈ C�Re z > 0 et ϕ1 < arg z < ϕ2, ϕ1 < 0 < ϕ2}

Définition 2.1.5 On appelle C0 semi-groupe analytique une famille {T (z)}z∈∆ ⊂ L (X)

vérifiant les propriétés suivantes:

i) T (0) = I

ii) T (z1 + z2) = T (z1)T (z2), ∀z1, z2 ∈ ∆

iii) limz→0 T (z)x = x, ∀x ∈ X, z ∈ ∆

iv) L’application ∆ 3 z → T (z) ∈ L (X) est analytique dans le secteur ∆

Définition 2.1.6 On appelle générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe {T (t)}t≥0 un

opérateur A défini sur l’ensemble

D (A) =

{
x ∈ X� lim

t→0

T (t)x− x
t

existe
}

Par:

Ax = lim
t→0

T (t)x− x
t

, ∀x ∈ D (A) .

Théorème 2.1.1 Soit {T (t)}t≥0 un C0 semi-groupe alors:

i) Il existe τ > 0 et M ≥ 1 tel que

‖T (t)‖ ≤M, ∀t ∈ [0, τ ]

ii) Il existe ω ∈ R et M ≥ 1 tel que

‖T (t)‖ ≤Meωt, ∀t ≥ 0

Preuve. i) Supposons que pour tout τ > 0 et tout M ≥ 1 il existe t ∈ [0, τ ] tel que

‖T (t)‖ > M . Pour τ = 1
n
et M = n ∈ N∗, il existe tn ∈

[
0, 1

n

]
tel que ‖T (tn)‖ > n, donc la

suite (‖T (tn)‖)n∈N∗ est non bornée. Si la suite (‖T (tn)‖)n∈N∗ était bornée pour tout x ∈ X.
Alors compte tenu du théoreme de Banach-Stenhaus il en résultrait que (‖T (tn)‖)n∈N∗

serait bornée mais cela conterdit l’affi rmation précédent. Donc il existe x0 ∈ X tel que:

(‖T (tn)‖)n∈N∗ soit non borné, D’autre part, compte tenu de la définition (2.1.1) (iii) il

résulte que limn→∞ ‖T (tn)x0‖ = x0 et cela est contradictoire.
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2.1. Définitions et propriétés de semi-groupe

ii) Pour h > 0 et t > h, nous noterons m =
(
t
h

)
∈ N∗ compte tenu du théorème de

division avec reste, il existe r ∈ [0, h] tel que t = mh+ r, alors

‖T (t)‖ = ‖T (mh)T (r)‖ ≤ ‖T (h)‖m ‖T (r)‖

≤ MmM ≤Me
t
h

lnM

L’inégalité de l’énoncé en résulte en prenant ω = 1
h

lnM

Corollaire 2.1.1 Si {T (t)}t≥0 est un C0 semi-groupe, alors l’application:

[0,+∞[ 3 t→ T (t)x ∈ X

est continue sur [0,+∞[, quel que soit x ∈ X

Preuve. Soient t0, h ∈ [0,+∞[ et x ∈ X.
Si t0 < h, nous avons:

‖T (t0 + h)x− T (t0)x‖ ≤ ‖T (t0)‖ ‖T (h)x− x‖

≤ Meωt0 ‖T (h)x− x‖

Si t0 > h, nous obtenons:

‖T (t0 − h)x− T (t0)x‖ ≤ ‖T (t0 − h)‖ ‖T (h)x− x‖

≤ Meω(t0−h) ‖T (h)x− x‖

La continuité forte en t0 de l’application considérée dans l’énoncé est évidente.

Définition 2.1.7 On dit que le C0 semi-groupe {T (t)}t≥0 est uniformément borné s’il existe

M ≥ 1 tel que:

‖T (t)‖ ≤M , ∀t ≥ 0

Théorème 2.1.2 Soient {T (t)}t≥0 un C0 semi-groupe et A son générateur infinitésimal

alors:

i) Si x ∈ X,

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds = T (t)x.

9



2.1. Définitions et propriétés de semi-groupe

ii) Si x ∈ X, alors
∫ t

0
T (s)xds ∈ D (A) et on a:

A

∫ t

0

T (s)xds = T (t)x− x, ∀t ≥ 0

iii) Si x ∈ D (A) ,alors T (t)x ∈ D (A) et on a:

d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax, ∀t ≥ 0

iiii) Si x ∈ D (A) ,

T (t)x− T (s)x =

∫ t

s

T (τ)Axdτ =

∫ t

s

AT (τ)xdτ

Preuve. i) D’aprés le lemme (1.3.1) on a:

lim
h→0

1

h

∫ x+h

x

f (s) ds = f (x)

Comme l’application t→ T (t)x ∈ X, t ≥ 0 continue on a:

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds = T (t)x

ii) Soient x ∈ X et h > 0 alors:

T (h)− T (0)

h

∫ t

0

T (s)xds =
1

h

∫ t

0

T (s+ h)xds− 1

h

∫ t

0

T (s)xds

=
1

h

∫ t+h

h

T (u)xdu− 1

h

∫ t

0

T (s)xds

=
1

h

∫ t+h

0

T (u)xdu− 1

h

∫ h

0

T (u)xdu− 1

h

∫ t

0

T (u)xdu

=
1

h

∫ t+h

0

T (u)xdu− 1

h

∫ h

0

T (u)xdu

Si h→ 0 on a:

A

∫ t

0

T (s)xds = lim
h→0

T (h)− T (0)

h

∫ t

0

T (s)xds

= lim
h→0

1

h

[∫ t+h

0

T (u)xdu−
∫ h

0

T (u)xdu

]
= T (t)x− T (0)x = T (t)x− x

10



2.1. Définitions et propriétés de semi-groupe

et ∫ t

0

T (s)xds ∈ D (A)

iii) Soit x ∈ D (A), pour tout t ≥ 0 nous avons:

T (t)Ax = T (t) lim
h→0

T (h)x− x
h

= lim
h→0

T (h)T (t)x− T (t)x

h

Donc T (t)x ∈ D (A) et on a:

T (t)Ax = AT (t)x, ∀t ≥ 0

Soient x ∈ D (A) , t ≥ 0 et h > 0, alors:∥∥∥∥T (t+ h)x− T (t)x

h
− T (t)Ax

∥∥∥∥ ≤ ‖T (t)‖
∥∥∥∥T (h)x− x

h
− Ax

∥∥∥∥
≤ Meωt

∥∥∥∥T (h)x− x
h

− Ax
∥∥∥∥

Par conséquent

lim
h→0

T (t+ h)x− T (t)x

h
= T (t)Ax

D’où
d+

dt
T (t)x = T (t)Ax, ∀t ≥ 0

Si t− h > 0 alors nous avons:∥∥∥∥T (t− h)x− T (t)x

−h − T (t)Ax

∥∥∥∥ ≤ ‖T (t− h)‖
∥∥∥∥T (h)x− x

h
− Ax+ Ax− T (h)Ax

∥∥∥∥
≤ Meω(t−h)

[∥∥∥∥T (h)x− x
h

− Ax
∥∥∥∥+ ‖T (h)Ax− Ax‖

]
Par suite

lim
h→0

T (t− h)x− T (t)x

−h = T (t)Ax

et
d−
dt
T (t)x = T (t)Ax, ∀t ≥ 0

Il s’ensuit que l’application considéreé dans l’énoncé est dérivable sur [0,+∞[, quel que soit

x ∈ D (A). De plus, on a l’égalité

d

dt
T (t)x = T (t)Ax = AT (t)x

11



2.1. Définitions et propriétés de semi-groupe

iiii) Soit x ∈ D (A) d’aprés (iii) on a:∫ t

s

T (τ)Axdτ =

∫ t

s

AT (τ)xdτ =

∫ t

s

d

dτ
T (τ)xdτ = T (t)x− T (s)x

Remarque 2.1.2 On voit que T (t)D (A) ⊆ D (A) , ∀t ≥ 0

Définition 2.1.8 Nous noterons par SG (M,ω) l’ensemble des C0 semi-groupe {T (t)}t≥0 ⊂
L (X) pour lequels il existe ω ≥ 0 et M ≥ 1 tel que:

‖T (t)‖ ≤Meωt, ∀t ≥ 0

Théorème 2.1.3 Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG (M,ω) est A son générateur infinitésimal alors:

i)D (A) = X

ii) A est un opérateur fermé

Preuve. i) Soient x ∈ X et tn > 0, n ∈ N, tel que:

lim
n→+∞

tn = 0

On pose:

xn =
1

tn

∫ tn

0

T (s)xds ∈ D (A) , ∀n ∈ N

D’où :

lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

1

tn

∫ tn

0

T (s)xds = x

Par conséquent D (A) = X

ii) Soit (xn)n≥0 ⊂ D (A) tel que:

lim
n→+∞

xn = x et lim
n→+∞

Axn = y

Alors:

‖T (s)Axn − T (s) y‖ ≤ ‖M‖ eωt ‖Axn − y‖ , ∀s ∈ [0, t]

Par suite T (s)Axn → T (s) y pour n→ +∞ uniformément par rapport à s ∈ [0, t]

D’autre part, puisque xn ∈ D (A) on a:

T (t)xn − xn =

∫ t

0

T (s)Axnds
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2.2. La transformé de Laplace d’un C0 semi-groupe

D’où:

lim
n→+∞

[T (t)xn − xn] = lim
n→+∞

∫ t

0

T (s)Axnds

Ainsi

T (t)x− x =

∫ t

0

T (s) yds

Par suite:

lim
t→0

T (t)x− x
t

= lim
t→+∞

1

t

∫ t

0

T (s) yds = y

Donc:

x ∈ D (A) et Ax = y

D’où A est un opérateur fermé

2.2 La transformé de Laplace d’un C0 semi-groupe

Définition 2.2.1 Nous désinérons par Λω l’ensemble {λ ∈ C�Reλ > ω} pour ω > 0

Définition 2.2.2 L’application

R (., A) : ρ (A)→ L (X)

Rλ = R (λ,A) = (λI − A)−1 , ∀λ ∈ ρ (A)

S’appelle la résolvante de A

Définition 2.2.3 L’ensemble

ρ (A) =
{
λ ∈ C� (λI − A)−1 est inversible dans L (X)

}
S’appelle l’ensemble résolvonte de A ∈ L (X)

Définition 2.2.4 L’ensemble

σ (A) = C− ρ (A)

s’appelle le spectre de A ∈ L (X)

13



2.2. La transformé de Laplace d’un C0 semi-groupe

Théorème 2.2.1 Soint {T (t)}t≥0 ∈ SG (M,ω) et A son générateur infinitésimal, si λ ∈
Λω, alors l’application

Rλ : X → X

Rλx =

∫ +∞

0

e−λtT (t)xdt

Définit un opérateur linéaire borné sur X, λ ∈ ρ (A) et Rλx = R (λ,A)x, pour tout

x ∈ X
Preuve. Soit λ ∈ Λω puisque {T (t)}t≥0 ∈ SG (M,ω) nous avons:

‖T (t)‖ ≤Meωt, ∀t ≥ 0

et on voit que: ∥∥e−λtT (t)x
∥∥ ≤ e−Reλt ‖T (t)‖ ‖x‖

≤ Me−(Reλ−ω)t ‖x‖ , ∀x ∈ X

Définit l’application:

Rλ : X → X

Par:

Rλx =

∫ +∞

0

e−λtT (t)xdt

Il est clair que Rλ est un opérateur linéaire de plus on a:

‖Rλx‖ ≤
∫ +∞

0

∥∥e−λtT (t)x
∥∥ dt ≤ M

Reλ− ω ‖x‖ , ∀x ∈ X

D’où il résulte que Rλ est un opérateur linéaire borné, si x ∈ X alors nous avons:

T (h)Rλx−Rλx

h
=

1

h

∫ +∞

0

e−λtT (t+ h)xdt− 1

h

∫ +∞

0

e−λtT (t)xdt

=
1

h

∫ +∞

h

e−λ(s−h)T (s)xds− 1

h

∫ +∞

0

e−λtT (t)xdt

=
eλh

h

∫ +∞

h

e−λsT (s)xds− 1

h

∫ +∞

0

e−λtT (t)xdt

=
eλh

h

[∫ +∞

0

e−λsT (s)xds−
∫ h

0

e−λsT (s)xds

]
− 1

h

∫ +∞

h

e−λtT (t)xdt

=
eλh − 1

h

∫ +∞

0

e−λsT (s)xds− eλh

h

∫ h

0

e−λsT (s)xds
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2.2. La transformé de Laplace d’un C0 semi-groupe

Par passage à limite on obtient:

lim
h→0

T (h)Rλx−Rλx

h
= λRλx− x

Il en résulte que:

Rλx ∈ D (A) et ARλx = λRλx− x, ∀x ∈ X

Ou bien:

(λI − A)Rλx = x, ∀x ∈ X

Si x ∈ D (A), alors nous obtenons:

RλAx =

∫ +∞

0

e−λtT (t)Axdt =

∫ +∞

h

e−λt
d

dt
T (t)xdt

=
[
e−λtT (t)x

]+∞
0

+ λ

∫ +∞

0

e−λtT (t)xdt

= x+ λRλx

D’où:

Rλ (λI − A)x = x, ∀x ∈ D (A)

Finalement, on voit que λ ∈ ρ (A) et Rλx = R (λ,A)x pour tout x ∈ X

Définition 2.2.5 L’opérateur

Rλx : X → X

Rλx =

∫ +∞

0

e−λtT (t)xdt, λ ∈ Λω

S’appelle la transformeé de Laplace du semi-groupe {T (t)}t≥0 ∈ SG (M,ω)

Théorème 2.2.2 Soient {T (t)}t≥0 un C0 semi-groupe et A son générateur infinitésimal,

pour tout λ ∈ Λω on a:

‖R (λ,A)n‖ ≤ M

(Reλ− ω)n
, n ∈ N

Preuve. Soit {T (t)}t≥0 un C0 semi-groue alors:

‖T (t)‖ ≤Meωt, ∀t ≥ 0
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2.2. La transformé de Laplace d’un C0 semi-groupe

Compte tenu de théorème (2.2.1), si λ ∈ Λω nous avons:

λ ∈ ρ (A) et R (λ,A)x =

∫ +∞

0

e−λtT (t)xdt, ∀x ∈ X

De plus:

‖R (λ,A)‖ ≤ M

(Reλ− ω)

Il est claire que:

d

dλ
R (λ,A)x = −

∫ +∞

0

te−λtT (t)xdt, ∀x ∈ X

et par récurence on peut montre que:

d

dλn
R (λ,A)x = (−1)n

∫ +∞

0

tne−λtT (t)xdt, ∀x ∈ X et n ∈ N∗

D’autre part nous avons:

d

dλn
R (λ,A)x = (−1)n n!R (λ,A)n+1 x, ∀x ∈ X et n ∈ N∗

Par suit on a:

(−1)n n!R (λ,A)n+1 x = (−1)n
∫ +∞

0

tne−λtT (t)xdt, ∀x ∈ X,n ∈ N∗

De plus:

‖R (λ,A)n‖ ≤ M ‖x‖
(n− 1)!

∫ +∞

0

tn−1e−(Reλ−ω)tdt

≤ M ‖x‖ (n− 1)

(n− 1)! (Reλ− ω)

∫ +∞

0

tn−2e−(Reλ−ω)tdt = ...

=
M ‖x‖

(Reλ− ω)n

quel que soient x ∈ X et n ∈ N∗, par conséquent:

‖R (λ,A)n‖ ≤ M ‖x‖
(Reλ− ω)n

, n ∈ N∗
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2.3. L’approximation généralisée de yosida

2.3 L’approximation généralisée de yosida

Lemme 2.3.1 Soit A : D (A) ⊂ X → X un opérateur linéaire vérifiant les propriétés

suivantes

i) A est un opérateur fermé et D (A) = X

ii) Il existe ω ≥ 0 et M ≥ 1 tel que Λω ⊂ ρ (A) et pour tout λ ∈ Λω on a:

‖R (λ,A)n‖ ≤ M

(Reλ− ω)n
, n ∈ N∗

Alors pour tout λ ∈ Λω nons avons

lim
Reλ→+∞

λR (λ,A)x = x , ∀x ∈ X

De plus:

λAR (λ,A) ∈ L (X) et lim
Reλ→∞

λAR (λ,A)x = Ax , ∀x ∈ D (A)

Preuve. Soient x ∈ D (A) et λ ∈ C tel que Reλ > ω alors R (λ,A) (λI − A)x = x, Si

Reλ→ +∞ nous avons:

‖λR (λ,A)x− x‖ = ‖R (λ,A)Ax‖ ≤ ‖R (λ,A)‖ ‖Ax‖ ≤ M

Reλ− ω ‖Ax‖ → 0

D’où il résulte que:

lim
Reλ→+∞

λR (λ,A)x = x, ∀x ∈ D (A)

Soit x ∈ X, puisque D (A) = X, il existe une suite (xn)n∈N ⊂ D (A) tel que xn → x si

n→ +∞ nous avons:

‖λR (λ,A)x− x‖ ≤ ‖λR (λ,A)Ax− λR (λ,A)Axn‖+ ‖λR (λ,A)Axn − xn‖+ ‖xn − x‖

≤ ‖λR (λ,A)‖ ‖xn − x‖+ ‖λR (λ,A)xn − xn‖+ ‖xn − x‖

≤ |λ|M
Reλ− ω ‖xn − x‖+

M

Reλ− ω ‖Axn‖+ ‖xn − x‖

=
|λ|M + Reλ− ω

Reλ− ω ‖xn − x‖+
M

Reλ− ω ‖Axn‖

Mais xn → x si n→∞, donc pour tout ε > 0, il existe nε ∈ N tel que:

‖xnε − x‖ < ε
Reλ− ω

|λ|M + Reλ− ω
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2.3. L’approximation généralisée de yosida

Par conséquent

‖λR (λ,A)x− x‖ < ε
M

Reλ− ω ‖Axnε‖

D’où:

lim
Reλ→+∞

sup ‖λR (λ,A)x− x‖ < ε , ∀x ∈ X

Ou bien

lim
Reλ→+∞

λR (λ,A)x = x, ∀x ∈ X

De plus:

λAR (λ,A) = λ [λI − (λI − A)]R (λ,A)

= λ [λR (λ,A)− I]

= λ2R (λ,A)− λI

Par suite on a:

‖λAR (λ,A)x‖ = ‖λ [λR (λ,A)− I]x‖

≤ |λ| ‖λR (λ,A)x− x‖

≤ |λ| (‖λR (λ,A)x‖+ ‖x‖)

≤ |λ|
(
|λ|M

Reλ− ω + 1

)
, ∀x ∈ X

et on voit que λAR (λ,A) ∈ L (X)

Si x ∈ D (A), alors nous avons:

λR (λ,A)Ax =
[
λ2R (λ,A)− λI

]
x

= λAR (λ,A)x

D’où il résulte que:

lim
Reλ→+∞

λAR (λ,A)x = lim
Reλ→+∞

λR (λ,A)Ax

= Ax, ∀x ∈ D (A)

Remarque 2.3.1 On peut dire que les opérateur bornés λAR (λ,A) sont des approxima-

tions pour l’opérateur non borné A.
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2.3. L’approximation généralisée de yosida

Définition 2.3.1 La famille {Aλ}λ∈Λω
⊂ L (X), où Aλ = λAR (λ,A) , S’appelle l’approximation

généraliseé de Yosida del’opérateur A

Lemme 2.3.2 Soit A : D (A) ⊂ X → X un opérateur linéaire vérifiant les propriétés

suivantes:

i) A est un opérateur fermé et D (A) = X

ii) Il existe ω ≥ 0 et M ≥ 1 tel que Λω ⊂ ρ (A) et pour λ ∈ Λω on a:

‖R (λ,A)n‖ ≤ M

(Reλ− ω)n
, ∀n ∈ N∗

Si {Aλ}λ∈Λω
est l’approximation généraliseé de Yosida de l’opérateur A, alors pour tout

r > 0 et tous α, β ∈ Λω,r nous avons:∥∥etAαx− etAβx∥∥ ≤M2teωrt ‖Aαx− Aβx‖ , ∀x ∈ X et t ≥ 0

Preuve. Soient α, β ∈ Λω, v ∈ [0, 1] et x∈ X alors:

d

dv

(
evtAαe(1−v)tAβx

)
= tAαe

vtAαe(1−v)tAβx− tevtAαAβe(1−v)tAβx

On peut facilement vérifier que Aα, Aβ, evtAα et e(1−v)tAβ commutent quels que soit α, β ∈
Λω et t ≥ 0 nous obtenons:∫ 1

0

d

dv

(
evtAαe(1−v)tAβx

)
dv =

∫ 1

0

(
tAαe

vtAαe(1−v)tAβx− tevtAαAβe(1−v)tAβx
)
dv

D’où:

[
evtAαe(1−v)tAβx

]1
0

=

∫ 1

0

(
tAαe

vtAαe(1−v)tAβx− tevtAαAβe(1−v)tAβx
)
dv

Où bien:

etAαx− etAβx = t

∫ 1

0

evtAαe(1−v)tAβ (Aαx− Aβx) dv

quels que soient t ≥ et x ∈ X nous en déduisons que:

∥∥etAαx− etAβx∥∥ ≤ t

∫ 1

0

∥∥evtAα∥∥∥∥e(1−v)tAβ
∥∥ ‖Aαx− Aβx‖ dv
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2.3. L’approximation généralisée de yosida

D’autre part, nous avons:∥∥etAα∥∥ =
∥∥∥et(α2R(α,A)αt−I)

∥∥∥ =
∥∥∥eαtIeα2tR(α,A)

∥∥∥
≤ e−Reαt

∥∥∥∥∥
+∞∑
k=0

tkα2kR (α,A)K

k!

∥∥∥∥∥
≤ e−Reαt

+∞∑
k=0

tk |α|2k
∥∥∥R (α,A)K

∥∥∥
k!

≤ e−Reαt

+∞∑
k=0

tk |α|2kM
k! (Reα− ω)k

= Me−Reαt

+∞∑
k=0

(
t|α|2

Reα−ω

)k
k!

= Me−Reαte
t|α|2

Reα−ω=Me
ωReα+Im2 α

Reα−ω

quel que soient α ∈ Λω et t≥ 0

Soit r > 0 tel que:
ωReα + Im2 α

Reα− ω < ωr

Alors, nous avons:

ωReα + Im2 α < ωrReα− ω2r

D’où:

ωReα < ωrReα− ω2r

Où bien

ω2r < ω (r − 1) Reα

Il on décole:

Reα >
r

r − 1
ω

Par conséquent, pour tout r > 1 et tout α ∈ Λω,r on obtient:∥∥etAα∥∥ ≤Merωt ∀t ≥ 0

Par suite on a:∥∥etAαx− etAβx∥∥ ≤ t

∫ 1

0

MeωrvtMeωr(1−v)t ‖Aαx− Aβx‖ dv

= M2teωrt ‖Aαx− Aβx‖
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2.4. Théorème de HilleYosida

quel que soient x ∈ X et t≥ 0

2.4 Théorème de HilleYosida

Théorème 2.4.1 (L’unicité de L’engendrement)

Soit deux C0 semi-groupe {T (t)}t≥0 et {S (t)}t≥0 ayant pour générateur infinitésimal le

meme opérateur A alors:

T (t) = S (t) ∀t ≥ 0

Preuve. Soient X ∈ D (A) et t ≥ 0, On définit l’application

s ∈ [0, t]→ U (s)x = S (t− s)T (s)x ∈ D (A)

Alors:

dU (s)x

ds
=

d

ds
S (t− s)T (s)x+ S (t− s) d

ds
T (s)x

= −AS (t− s)T (s)x+ S (t− s)AT (s)x

= 0

quel que soit x ∈ D (A) , par suite

U (0)x = U (t)x , pour tout x ∈ D (A)

D’où

S (t)x = T (t)x, ∀x ∈ D (A) et t ≥ 0

Puisque D (A) = X et T (t) , S (t) ∈ L (X) , pour tout t ≥ 0, il résulte que

S (t)x = T (t)x, ∀t ≥ 0 et x ∈ X

Ainsi

S (t) = T (t) , ∀t ≥ 0
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2.4. Théorème de HilleYosida

Théorème 2.4.2 (Hill-Yosida)

Un opérateur linéaire

A : D (A) ⊂ X → X

est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {T (t)}t≥0 ∈ SG (M,ω) si et seulement si:

i) A est un opérateur fermé et D (A) = X

ii) Il existe ω ≥ 0 et M ≥ 1 tel que Λω ⊂ ρ (A) et pour λ ∈ Λω on a:

‖R (λ,A)n‖ ≤ M

(Reλ− ω)n
, ∀n ∈ N∗

Preuve. Si {T (t)}t≥0 ∈ SG (M,ω) et A son générateur infinitésimal alors d’aprés le

théorème (2.1.3) on obtient (i) et d’aprés le théorème (2.2.2) on obtient (ii)

Réciproquement supposons que l’opérateur A : D (A) ⊂ X → X possède les propeiétés

(i) et (ii)

Soit {Aλ}λ∈Λω
l’approscimation généraliseé de yosida de l’opérateur A. d’aprés le lemme

(2.3.1) il résulte que

Aλ ∈ L (X) et lim
Reλ→+∞

Aλx = Ax, ∀x ∈ D (A)

Pour λ ∈ Λω, soit {Tλ (t)}t≥0 =
(
etAλ

)
t≥0
le semi-groupe uniformément continue engendré

par Aλ, avec le lemme (2.3.2) on a:

‖Tα (t)x− Tβ (t)x‖ ≤M2teωt ‖Aαx− Aβx‖ ∀α, β ∈ Λω et x ∈ D (A) , et ∀t ≥ 0

Soient l’espace (D (A)) de Banach D (A) avec la norme ‖.‖D(A) et L(D (A) , X) l’espace

des opérateurs linéaires bornés définé sur (D (A)) avec valeur dans X, muni de la topoligie

forte.

On note par C ([0,+∞[ ,L ((D (A)) , X)) l’espace des fonctions continues définies sur

[0,+∞[ a valeur dans L ((D (A)) , X) muni de la topolpgie de la convergence uniforme sur

les intervalles compacts de [0,+∞[

Si [a, b] ⊂ [0,+∞[ , alors pour tout x ∈ D (A) on a:

sup
t∈[a,b]

‖Tα (t)x− Tβ (t)x‖ ≤M2beωb (‖Aαx− Ax‖+ ‖Aβx− Ax‖)

et

(‖Aαx− Ax‖+ ‖Aβx− Ax‖)→ 0 si Reα,Re β → +∞
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2.4. Théorème de HilleYosida

D’où il résulte que
{
{Tλ (t)}t≥0

}
λ∈Λω

est une suite de Cauchy dans l’espaceC ([0,+∞[ ,L ((D (A)) , X)),

donc il existe un unique T0 ∈ C ([0,+∞[ ,L ((D (A)) , X)) tel que

Tλ (t)x
C.U→ T0 (t)x, si Reα→ +∞, ∀x ∈ D (A)

Puisque

‖Tλ (t)‖ ≤Meωt, ∀t ≥ 0

Par suite

‖Tλ (t)x‖ ≤Meωt ‖x‖ , ∀t ≥ 0 et x ∈ D (A)

Soit l’application linéaire

ψ0 : D (A)→ C ([a, b] , X)

ψ0x = T0 (.)x , ∀a, b ∈ [a, b] ⊂ [0,+∞[

Comme on a:

‖ψ0x‖C([a,b],X) ≤ sup
t∈[a,b]

‖T0 (t)x‖ ≤Meωb ‖x‖D(A) , ∀x ∈ D (A)

Donc ψ0 est continue et puisque D (A) = X, elle se prolonge de façon unique application

linéaire continue ψ : X → C ([a, b] , X) tel que

ψ�D(A)
= ψ0

et

‖ψx‖C([a,b],X) ≤Meωb ‖x‖ , ∀x ∈ X

Par conséquent, il existe un seul opérateur T ∈ C ([a, b] ,L (X)) tel que

ψx = T (.)x, ∀x ∈ X

Ainsi quel que soit [a, b] ⊂ [0,+∞[, il existe un seul opérateur noté T ∈ C ([a, b] ,L (X))

tel que pour tout x ∈ X on a:

Tλ (t)x→ T (t)x, si Reλ→ +∞

Uniformément par rapport à t sur les intervalle compacts de [0,+∞[ de plus

‖T (t)‖ ≤Meωt, ∀t ≥ 0
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2.4. Théorème de HilleYosida

D’autre part

T (0)x = lim
Reλ→+∞

Tλ (t)x = x, ∀x ∈ X

et

lim
t→0

T (t)x = lim
t→0

(
lim

Reλ→+∞
Tλ (t)x

)
= lim

Reλ→+∞

(
lim
t→0

Tλ (t)x
)

= x, ∀x ∈ X

Soient t, s ∈ [0,+∞[ et x ∈ X, alors

‖T (t+ s)x− T (t)T (s)x‖ ≤ ‖T (t+ s)x− Tλ (t+ s)x‖+ ‖Tλ (t+ s)x− Tλ (t)T (s)x‖+ ‖Tλ (t)T (s)x− T (t)T (s)x‖

≤ ‖T (t+ s)x− Tλ (t+ s)x‖ ‖Tλ (t)‖ ‖Tλ (s)x− T (s)x‖+ ‖Tλ (t)T (s)x− T (t)T (s)x‖

Puisque Tλ (t) → T (t) si Reλ → +∞ pour la topologie forte de L (X), par suite

T (t+ s)x = T (t)T (s)x pour tout x ∈ X, par conséquent {T (t)}t≥0 ∈ SG (M,ω) .

Montrons que A est le générateur infinitésimal du semi-groupe (T (t))t≥0 . pour tout

x ∈ D (A) on a:

‖Tλ (s)Aλx− T (s)Ax‖ ≤ ‖Tλ (s)‖ ‖Aλx− Ax‖+ ‖Tλ (s)Ax− T (s)Ax‖

≤ Meωt ‖Aλx− Ax‖+ ‖Tλ (s)Ax− T (s)Ax‖ → 0 si Reλ→ +∞

uniformément par rapport à s ∈ [0, t]

D’où

T (t)x− x = lim
Reλ→+∞

[Tλ (t)x− x]

= lim
Reλ→+∞

∫ t

0

Tλ (s)Aλxds

=

∫ t

0

T (s)Axds

quel que soient x ∈ D (A) et t ≥ 0

Soit B le générateur infinitésimal du C0 semi-groupe {T (t)}t≥0, si x ∈ D (A) alors:

lim
t→0

T (t)x− x
t

= lim
t→0

1

t

∫ t

0

T (s)Axds = Ax

Donc x ∈ D (B), par conséquent D (A) ⊂ D (B) et B/D(A)
= A.

D’autre part on a l’inégalité

‖T (t)‖ ≤Meωt, ∀t ≥ 0
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2.5. Théoème de Lumer-Phillips

Si λ ∈ Λω alors λ ∈ ρ (A) ∩ ρ (B)

Soit x ∈ D (B), on a donc (λI −B)x ∈ X et comme l’opérateur (λI − A) : D (A)→ X

est bijectif, il existe que x′ ∈ D (A) tel que

(λI − A)x′ = (λI −B)x

et comme λ ∈ ρ (B) il en résulte que x′ = x

Par suite x ∈ D (A) et donc D (B) ⊂ D (A)

On a donc

D (B) = D (A) et A = B

AinsiA est le générateur infinitésimal duC0 semi-groupe {T (t)}t≥0 et d’aprés le théorème

(2.4.1) il résulte que {T (t)}t≥0 est l’unique C0 semi-groupe engendré par A

2.5 Théoème de Lumer-Phillips

Définition 2.5.1 Soit X espace be Banach muni de la norme ‖.‖, et soit X∗ l’espace dual
du X posons:

F (x) =
{
x∗ ∈ X∗, 〈x, x∗〉 = ‖x‖2 = ‖x∗‖2}

On dit que l’opérateur A : D (A) ⊆ X → X est dissipatif si pour tout x ∈ X, il existe
x∗ ∈ F (x) tel que

Re 〈Ax, x∗〉 ≤ 0

Proposition 2.5.1 Un opérateur linéaire A : D (A) ⊆ X → X est dissipatif si et seulement

si pour tout α > 0 on a:

‖(αI − A)x‖ ≥ α ‖x‖ ∀x ∈ D (A)

Preuve. Supposons que l’opérateur A : D (A) ⊆ X → X est dissipatif donc pour tout

x ∈ X, il existe x∗ ∈ F (x) tel que:

Re 〈Ax, x∗〉 ≤ 0
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Si α > 0 alors on a:

‖(αI − A)x‖ ‖x‖ = ‖(αI − A)x‖ ‖x∗‖X∗ ≥ |〈(αI − A)x, x∗〉|

≥ Re 〈(αI − A)x, x∗〉 = Re 〈αx, x∗〉 − Re 〈Ax, x∗〉

≥ α ‖x‖2

Donc:

‖(αI − A)x‖ ≥ α ‖x‖

D’autre part soit A : D (A) ⊆ X → X tel que pour tout α > 0 et x ∈ D (A) on a:

‖(αI − A)x‖ ≥ α ‖x‖

Soit y∗α ∈ F ((αI − A)x) donc:

〈(αI − A)x, y∗α〉 = ‖(αI − A)x‖2 = ‖y∗α‖
2

D’où

‖y∗α‖ = ‖(αI − A)x‖ ≥ α ‖x‖

Posons:

z∗α =
y∗α

‖y∗α‖X∗
Soit BX∗ la boule unité de X∗ tel que

BX∗ = {x∗ ∈ X∗, ‖x∗‖X∗ ≤ 1}

et ∂BX∗ sa frontière, donc z∗α ∈ ∂BX∗

De plus

α ‖x‖ ≤ ‖(αI − A)x‖ =
1

‖y∗α‖
〈(αI − A)x, y∗α〉

=

〈
(αI − A)x,

y∗α
‖y∗α‖

〉
= 〈(αI − A)x, z∗α〉 = Re 〈αx, z∗α〉 − Re 〈Ax, z∗α〉 (1)

≤ |〈αx, z∗α〉| − Re 〈Ax, z∗α〉 ≤ α ‖x‖ ‖z∗α‖ − Re 〈Ax, z∗α〉

Donc:

Re 〈Ax, z∗α〉 ≤ 0
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D’où

−Re 〈Ax, z∗α〉 ≤ |〈Ax, z∗α〉| ≤ ‖Ax‖

et d’aprés (1) on a:

α ‖x‖ ≤ αRe 〈x, z∗α〉+ ‖Ax‖

Par suite

Re 〈x, z∗α〉 ≥ ‖x‖ −
1

α
‖Ax‖

et d’aprés le théorème (Banach-Aloglu-Bourbaki) la boule BX∗ est compact pour la

topologie faible*, σ (X∗, X) et puisque X∗ est un espace de Banach donc de tout suite

de BX∗ on peut éxtraire une sous suite convergente. par suite il existe une sous suite(
z∗β
)
β>0
⊂ (z∗α)α>0 et il existe z

∗ ∈ BX∗ tel que : z∗β → z∗ si β → +∞ pour la topologie

faible, car

Re
〈
Ax, z∗β

〉
≤ 0

et

Re
〈
x, z∗β

〉
≥ ‖x‖ − 1

β
‖Ax‖

On obtient par passage à limite pour β → +∞

Re 〈Ax, z∗〉 ≤ 0 et Re 〈x, z∗〉 ≥ ‖x‖

Mais comme

Re 〈x, z∗〉 ≤ |〈x, z∗〉| ≤ ‖x‖

Alors:

〈x, z∗〉 = ‖x‖

On pose:

x∗ = ‖x‖ z∗

Il vient

〈x, x∗〉 = 〈x, ‖x‖ z∗〉

Ainsi on a:

x∗ ∈ F (x) et Re 〈Ax, x∗〉 ≤ 0
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Proposition 2.5.2 Soit A : D (A) ⊆ X → X un opérateur dissipatif s’il existe α0 > 0 tel

que

Im (α0I − A) = X

Alors, pour tout α > 0 on a:

Im (αI − A) = X

Preuve. Soient A : D (A) ⊆ X → X un opérateur dissipatif et α0 > 0 tel que

Im (α0I − A) = X

D’aprés la proposition (2.5.1) on a:

‖(α0I − A)x‖ ≥ α0 ‖x‖ ∀x ∈ D (A)

et comme Im (α0I − A) = X il résulte que (α0I − A) ∈ InϑBX

Donc α0 ∈ ρ (A)

Soit (xn)n≥0 ⊂ D (A) tel que xn → x et Axn → y si n→ +∞ on a:

(α0I − A)xn → α0x− y si n→ +∞

Par suite

xn = R (α0, A) (α0I − A)xn → R (α0, A) (α0x− y)

On obtient

R (α0, A) (α0x− y) = x

Comme

ImR (α0, A) ∈ D (A)

Donc x ∈ D (A)

De plus

(α0I − A)x = α0x− y

D’où

Ax = y

Par conséquent A est un opérateur fermé
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D’autre part on pose Π = {α ∈ [0,+∞[ , Im (αI − A) = X}
Soit α ∈ Π, comme A est un opérateur dissipatif on a:

‖(αI − A)x‖ ≥ α ‖x‖ ∀x ∈ D (A)

D’où il résulte que α ∈ ρ (A), et puisque ρ (A) est une ensemble ouvert il existe un

voisinage ϑ de α contenu dans ρ (A), et comme

ϑ ∩ ]0,+∞[ ⊂ Π

Donc: Π est un ensemble ouvert

Soit (αn)n≥0 ⊂ Π tel que αn → α

Comme

Im (αnI − A) = X ∀n ∈ N

Donc ∀y ∈ X, ∃xn ∈ D (A) tel que

(αnI − A)xn = y ∀n ∈ N

Par suite, il existe C > 0 tel que:

‖xn‖ ≤
1

αn
‖y‖ ≤ C ∀n ∈ N

Par conséquent

αn ‖xn − xm‖ ≤ ‖(αmI − A) (xn − xm)‖

= ‖(αmI − A)xn − (αmI − A)xm‖

= ‖αmxn − Axn − y‖

= ‖αmxn − αnxn + αnxn − Axn − y‖

= ‖(αm − αn)xn + y − y‖

= |αm − αn| ‖xn‖

≤ C |αm − αn| → 0

D’où il résulte que (xn)n≥0 est une suite de Cauchy car X est un espace de Banach.

Donc (xn)n≥0 converge vers un point x ∈ X. alors on en déduit que:

Axn → αx− y si n→ +∞
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et comme A est un opérateur fermé, on obtient x ∈ D (A) et αx− Ax = y

Par suite

Im (αI − A) = X et α ∈ Π

Donc Π est fermé dans ]0,+∞[ et puisque α ∈ Π on déduit que Π = ]0,+∞[

Définition 2.5.2 Un semi-groupe {T (t)}t≥0 de classe C0 est appelle semi-groupe de con-

traction de classe C0 si l’on a:

‖T (t)‖ ≤ 1 pour tout t ≥ 0

Théorème 2.5.1 (Lumer-Phillips)

Soit A : D (A) ⊆ X → X un opérateur tel que D (A) = X alors A est le générater

infinitésimal d’un C0 semi-groupe de contraction si et seulement si:

i) A est dissipatif

ii) Il existe λ > 0 tel que λI − A est surjectif

Preuve. Si A est le générateur infinitésimal de C0 semi-groupe de contraction{T (t)}t≥0

d’aprés le théorème de Hille-Yosida on a: ]0,+∞[ ⊆ ρ (A). Par suite λI − A est surjectif

pour tout λ > 0, si x ∈ D (A) et x∗ ∈ F (x) on a:

|〈T (t)x, x∗〉| ≤ ‖x‖ ‖T (t)x‖ ≤ ‖x‖2

Ainsi

Re 〈T (t)x− x, x∗〉 = Re 〈T (t)x, x∗〉 − ‖x‖2 ≤ 0

Donc:

lim
t→0

Re

〈
T (t)x− x

t
, x∗
〉
≤ 0

Par suite

Re 〈Ax− x, x∗〉 ≤ 0

Réciproquement si A est dissipatif et pour un certaine λ0 > 0 l’opérateur λI − A est

surjectif

D’apeés la proposition (2.5.2) l’opérateur A est fermé et λI −A est dissipatif pour tout
λ > 0, il resulte d’prés la proposition (2.5.1) que pour tout x ∈ D (A) on a:

‖(λI − A)x‖ ≥ λ ‖x‖ ∀λ > 0
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Donc: ∥∥(λI − A)−1 x
∥∥ ≤ 1

λ
∀λ > 0

De plus:

]0,+∞[ ⊂ ρ (A)

Ainsi d’aprés le théorème de Hille-Yosida l’opérateur A est le générateur infinitésimal

d’un C0 semi-groupe de contraction
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Chapitre 3

Le problème de Cauchy abstrait

3.1 Le problème homogène de valeur initiale

Soit X un espace de Banach est A : D (A) ⊂ X → X un opérateur linéaire. étant donne

x ∈ X, le problème de Cauchy abstrait pour A est de la forme:

(ACP )

{du(t)
dt

= Au (t)

u (0) = x

3.1.1 L’unicité de la solution de (ACP )

Lemme 3.1.1 Soit u (t) une fonction continue sur [0, T ] si∥∥∥∥∫ T

0

ensu (s) ds

∥∥∥∥ ≤M n = 1, 2, .. (3.1)

Alors

u (t) ≡ 0 sur [0, T ]

Preuve. Soit x∗ ∈ X∗ on pose ϕ (t) = 〈x∗, u (t)〉, donc il est evident que ϕ est continu
sur [0, T ] et∣∣∣∣∫ T

0

ensϕ (s) ds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣〈x∗,∫ T

0

ensu (s) ds

〉∣∣∣∣ ≤ ‖x∗‖M = M1 pour n = 1, 2.. (3.2)

Ce qui implique que ϕ (t) ≡ 0 sur [0, T ] et car x∗ ∈ X∗ est arbitraire, il s’ensuit que

u (t) ≡ 0 sur [0, T ]
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Considérons la series

∞∑
k=1

(−1)k−1

k!
eknτ = 1− exp (−enτ )

Cette serie converge uniformement en τ sur un interval borné donc∣∣∣∣∣
∫ T

0

∞∑
k=1

(−1)k−1

k!
ekn(t−T+s)ϕ (s) ds

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=1

1

k!
ekn(t−T )

∣∣∣∣∫ T

0

eknsϕ (s) ds

∣∣∣∣
≤M1

(
exp

(
en(t−T )

)
− 1
)

(3.3)

Pour t < T le côté droit de (3.3) tend vers 0 si n→∞
D’autre part on a:∫ T

0

∞∑
k=1

(−1)k−1

k!
ekn(t−T+s)ϕ (s) ds =

∫ T

0

(
1− exp

(
−en(t−T+s)

)
ϕ (s)

)
ds (3.4)

D’après le théorème de convergence dominée de Lebesgue la côté droite de (3.4) converge

vers ∫ T

T−t
ϕ (s) ds si n→∞

et avec (3.3) on trouve que, pour tout 0 ≤ t ≤ T,
∫ T
T−t ϕ (s) ds = 0

Ce qui implique ϕ (s) ≡ 0 sur [0, T ]

Théorème 3.1.1 Soit A un opérateur linéaire de domaine dense, si R (λ,A) existe pour

tout Reλ > 0 et

lim
λ→∞

supλ−1 log ‖R (λ,A)‖ = 0 (3.5)

Alors le problème (ACP ) admet au plus une solution pour tout x ∈ X

Preuve. Notons d’abord que u (t) est une solution de (ACP ) si et seulement si eztu (t)

est une solution de problème de vleur initiale

dv

dt
= (A+ zI) v, v (0) = x

Ainsi, nous pouvons effectuer une translation sur A par une constante multiplier par

l’identité I.

On suppose que R (λ,A) existe pour tout Reλ, λ > 0, et que (3.5) est vérifiée.
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Soit u (t) une solution de (ACP ) satisfaisant u (0) = 0, nous montre que u (t) ≡ 0

Considérons la fonction t → R (λ,A)u (t) pour λ > 0, comme u (t) est une solution de

(ACP ) on a:

d

dt
R (λ,A)u (t) = R (λ,A)Au (t) = λR (λ,A)u (t)− u (t)

Ce qui implique

R (λ,A)u (t) = −
∫ t

0

eλ(t−τ)u (τ) dτ (3.6)

De l’hypothèse (3.5) on déduit que pour tout θ > 0

lim e−θλ ‖R (λ,A)‖ = 0

et par conséquent (3.6) il résulte que

lim
λ→∞

∫ t−θ

0

eλ(t−θ−τ)u (τ) dτ = 0 (3.7)

D’aprés le lemme (3.1.1) on déduit que u (τ) ≡ 0 pour 0≤ θ ≤ t − θ, puisque t et θ

étaient arbitraire u (τ) ≡ 0 pour t ≥ 0.

3.1.2 L’existence de la solution de (ACP )

Théorème 3.1.2 Soit A un opérateur linéaire de domaine dense et de résolvant ρ (A) non

vide. Le problème (ACP ) admet une solution unique u (t) qui est continûment différentiable

sur [0,+∞[ pour tout valeur initiale x ∈ D (A), si est seulement si A est le générateur

infinitésimal d’un C0 semi-groupe {T (t)}t≥0

Preuve. Si A est le générateur infiitésimal de C0 semi-groupe {T (t)}t≥0, alors d’aprés

le théorème (2.1.2), on résulte que pour tout x ∈ X, T (t)x est l’unique solutions de (ACP )

avec la valeur initiale x ∈ D (A), de plus T (t)x est continûment déffi rentiable pour 0 ≤ t ≤
∞.
D’autre part, si le problème (ACP ) admet une solution unique continûment différen-

tiable sur [0,+∞[, pour toutes les données initiales x ∈ D (A), alors A est le générateur

infinitésimal d’un C0 semi-groupe {T (t)}t≥0 .

On suppose maintenant que pour tout x ∈ D (A) le problème (ACP ) admet une unique

solution u (t) continûment différentiable sur [0,+∞[.
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Pour x ∈ D (A) on définit la norme du graphe

‖x‖G = ‖x‖+ ‖Ax‖

Puisque ρ (A) 6= ∅ donc D (A) muni de la norme du graphe est un espace de Banach

notons par [D (A)]. Soit Xt0 l’espace de Banach des fonction continues de [0, t0] dans [D (A)]

muni de la norme usual.

Nous considérons l’application

S : [D (A)]→ XT0

Définie par

Sx = u (t, x) pour 0 ≤ t ≤ t0

D’aprés la linéairité de (ACP ) et l’unicité de la solution, il est clair que S est un opérateur

linéaire définie sur [D (A)]. L’opérateur S est fermé, en effet si xn → x dans [D (A)] et

Sxn → v dans Xt0 ,donc à partir de la fermeture de A et:

u (t, xn) = xn +

∫ t

0

Au (τ , xn) dτ

Il s’ensuit que l’orsque n→∞

v (t) = x+

∫ t

0

Av (τ) dτ

Ce qui implique v (t) = u (t, x) et S est fermé.

Donc d’aprés le théorème du graphe fermé S est borné, et

sup
0≤t≤t0

‖u (t, x)‖G ≤ C ‖x‖G (3.8)

On définit maintenant l’application:

T (t) : [D (A)]→ [D (A)]

Par

T (t)x = u (t, x)

D’aprés (3.8) et pour 0 ≤ t ≤ t0 T (t) est uniformément borné, et d’aprés le théorème

(2.1.1) (ii)on peut prolonger

T (t)x = T (t− xt0)T (t0)n x pour nt0 ≤ t ≤ (n0 + 1) t
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à un semi-groupe sur [D (A)] satisfaisant:

‖T (t)x‖G ≤Meωt ‖x‖G

Ensuite, nous montrons que:

T (t)Ay = AT (t) y pour y ∈ D
(
A2
)

(3.9)

posant

v (t) = y +

∫ t

0

u (s, Ay) ds (3.10)

D’où

v′ (t) = u (t, Ay) = Ay +

∫ t

0

d

ds
u (s, Ay) ds

= A

(
y +

∫ t

0

u (s, Ay) ds

)
= Av (t) (3.11)

Car v (0) = y, nous avons d’aprés l’unicité de la solution de (ACP )

v (t) = u (t, y)

Donc

Au (t, y) = v′ (t) = u (t, Ay)

Maintenant, puisque D (A) est dense dans X, et d’aprés l’hypothèse ρ (A) 6= ∅, D (A2)

est aussi dense dans X.

Soient λ0 ∈ ρ (A) , λ0 6= 0 et y ∈ D (A2) si x = (λ0I − A) y, et d’aprés (3.9) on a:

T (t)x = (λ0I − A)T (t) y

D’où

‖T (t)x‖ = ‖(λ0I − A)T (t) y‖

≤ C ‖T (t) y‖G

≤ C1e
ωt ‖y‖G (3.12)

Mais

‖y‖G = ‖y‖+ ‖Ay‖ ≤ C2 ‖x‖
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Ce qui implique

‖T (t)x‖ ≤ C2e
ωt ‖x‖ (3.13)

Donc T (t) peut etre prolongé par la continuité a tout X, reste a montre que A est le

générateur infinitésimal de T (t).

Notons par A1 le générateur infinitésimal de T (t), si x ∈ D (A) on a d’aprés la définition

de T (t)

T (t)x = u (t, x)

Et par l’hypothèse il résulte que:

d

dt
T (t)x = AT (t)x pour t ≥ 0

Ce qui implique en particulier que

d

dt
T (t)x |t=0= Ax

Alors A ⊂ A1

Soient Reλ > ω et y ∈ D (A2), à partire de (3.9) et A ⊂ A1, on déduit que:

e−λtAT (t) y = e−λtT (t)Ay = e−λtT (t)A1y (3.14)

Et par d’intégration (3.14) de 0 a ∞ on trouve

AR (λ,A1) y = R (λ,A1)A1y (3.15)

Mais

A1R (λ,A1) y = R (λ,A1)A1y

Donc

AR (λ,A1) y = A1R (λ,A1) y pour tout y ∈ D
(
A2
)

Puisque A1R (λ,A1) est uniformément borné, A est fermé et D (A2) est dense dans X,

il s’ensuit que

AR (λ,A1) y = A1R (λ,A1) y pour tout y ∈ X

Ce qui implique D (A) ⊃ Range R (λ,A1) = D (A1) et A1 ⊂ A. Alors A = A1
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Théorème 3.1.3 Si A est le générateure d’un semi-groupe différentiable, alors pour tout

x ∈ X le problème (ACP ) admet une solution unique.

Preuve. L’unicité résulte de théorème (3.1.1). Si x ∈ D (A) l’existence résulte de

théorème (3.1.2). Si x ∈ X, d’aprés la dérivabilité de T (t)x et les résultas de chapitre 2, il

s’ensuit que pour tout x ∈ X :

d

dt
T (t)x = AT (t)x pour t > 0

et AT (t)x est lipschitz continue pour t > 0, donc T (t)x est une solution de (ACP )

Définition 3.1.1 On dit que la fonction continue u : R+ → X est solution mild du (ACP )

si
∫ t

0
u (s) ds ∈ D (A) pour tout t ≥ 0 et u (t) = A

∫ t
0
u (s) ds+ x

Proposition 3.1.1 Soit (A,D (A)) le générateur d’un semi-groupe fortement continu {T (t)}t≥0

alors pour tout x ∈ X, la fonction

u : t→ u (t) = T (t)x

est l’unique solution mild du problème (ACP )

Preuve. Il suffi t de montrer l’unicité de la solution zéro pour la valeur initiale x = 0 ,

à cette fin

On suppose que u soit solution mild du problème (ACP ) pour x = 0 et prennent t > 0

alors pour chaque s ∈ [0, T ], nous obtenons:

d

ds

(
T (t− s)

∫ s

0

u (τ) dτ

)
= T (t− s)− T (t− s)A

∫ s

0

u (τ) dτ = 0

L’intégration de cette égalité de 0 a t donne∫ t

0

u (τ) dτ = 0, d’ou u (0) = 0

selon

Exemple 3.1.1 Soit (B,D (B)) est un opérateur fermé et non borné sur X. Sur l’espace

χ = X × X, on considère l’opérateur (A,D (A)) s’écrit a la forme d’une matrice A = 0 B

0 0

 avec le domaine D (A) = X ×D (B)
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Alors t→ u (t) =

(
x+ tBy

y

)
est l’unique solution du problème (ACP ) associée a A.

Toute fois l’opérateur A ne génére pas un semi-groupe fortement continu, puisque pour

tout λ ∈ C on a:

(λ− A)D (A) =

{(
λx−By

λy

)
;x ∈ X, y ∈ D (B)

}
⊂ X ×D (B) 6= χ

Donc σ (A) = C

Corollaire 3.1.1 Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique alors

pour tout x ∈ X le probléme (ACP ) admet une solution unique

Remarque 3.1.1 Si A le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe qui n’est pas dif-

férentiable alors en général, si x /∈ D (A) le problème (ACP ) n’admét pas une solution

unique.

Remarque 3.1.2 La fonction t→ T (t)x est appellé solution mild du problème (ACP )

Définition 3.1.2 Le problème de Cauchy (ACP ) est dit uniformément bien posé sur E ⊂ X

(où E = X) si

i) Il existe une solution pour tout x ∈ E
ii) La solution est unique pour tout T > 0 est uniformément stable pour t ∈ [0, T ] par

rapport aux données initiales.

Exemple 3.1.2 On considère le problème de Cauchy{∂u(x,t)
∂t

+ ∂u(x,t)
∂x

= 0, t ≥ 0, x ∈ R
u (x, 0) = f

(3.16)

Sur l’espace X = L2 (R). On peut l’écrire sous la forme suivante:{
u′ (t) = Au (t) , t ≥ 0

u (0) = f

avec A = −d
dx
avec le domaine

D (A) =
{
u ∈ L2 (R)�u′ ∈ L2 (R)

}
Pour trouver la résolvante de A, nous résolvons l’équation

(λI − A) g = λg + g′ = f, g ∈ D (A) (3.17)
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En supposant que f donné dans l’espace X . Si λ > 0, alors la solution est

g (s) = (R (λ,A) f) (x) =

∫ x

−∞
e−λ(x−s)f (s) ds, x ∈ R

Utilison la transformation de Fourier, il n’est pas diffi cile de vérifier que l’état Hille-

Yosida

‖R (λ,A)‖ ≤ 1

λ

est vérifiée pour λ > 0. Ainsi (3.16) est uniformément bien posé sur D (A). D’autre part

A est le générateur d’un C0 semi-groupe défini par

(T (t) f) (x) = f (x− t) , x ∈ R, t ≥ 0

et pour tout f ∈ D (A), la fonction

u (x, t) = (T (t) f) (x) , t ≥ 0, x ∈ R

est l’unique solution de (3.16), ce qui est stable par rapport à f .

Maintenant, nous considérons le problème de Cauchy (3.16) sur l’espace X = L2 [0,+∞[.

Dans ce cas,

D (A) =
{
u ∈ L2 [0,+∞[�u′ ∈ L2 [0,+∞[ , u (0) = 0

}
et

(R (λ,A) f) (x) =

∫ x

0

e−λ(x−s)f (s) ds, λ > 0, x ∈ [0,+∞[

Le C0 semi-groupe engendré par A est défini par

(T (t) f) (x) =

{
f (x− t) , x ≥ t

0, 0 ≤ x ≤ t

Enfin, si X = L2 [0,+∞[ et

D (A) =
{
u ∈ L2 [0,+∞[�u′ ∈ L2 [0,+∞[ , u (0) = 0

}
alors pour tout λ > 0 n’appartiennent pas à l’ensemble résolvante de A. Dans ce cas,

(3.16) est résoluble que pour f ≡ 0.
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3.2 Le problème non homogène de valeur initiale

Nous considérons le prpblème de Cauchy non homogène de valeur initiale suivant:

(iACP )

{du(t)
dt

= Au (t) + f (t) t > 0

u (0) = x

Où f : [0, T [→ X

3.2.1 L’unicité de la solution de problème (iACP )

Définition 3.2.1 Une fonction u : [0, T [ → X est une solution classique de problème

(iACP ) sur [0, T [ si:

i) u est continue sur [0, T [

ii) u est continûment différentiable sur ]0, T [

iii) u (t) ∈ D (A) pour 0 < t < T et le problème (iACP ) est vérifié sur [0, T [

Proposition 3.2.1 Soit {T (t)}t≥0 un C0 semi-groupe engendré par A et soit u une solution

de problème (iACP ), alors la fonction g (s) = T (t− s)u (s) est différentiable pour 0 < s < t

et

dg

ds
= −AT (t− s)u (s) + T (t− s)u′ (s)

= −AT (t− s)u (s) + T (t− s)Au (s) + T (t− s) f (s)

= T (t− s) f (s) (3.18)

Remarque 3.2.1 Si f ∈ L1 (0, T ;X) alors T (t− s) f (s) est intégrable et l’intégration

(3.18) de 0 à t donne

u (t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s) f (s) ds (3.19)

Par conséquent on a le corollaire suivant

Corollaire 3.2.1 Si f ∈ L1 (0, T ;X) alors pour tout x ∈ X le problème (iACP ) admet au

plus une solution, cette solution si elle existe s’ecrit sous la forme

u (t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s) f (s) ds
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Remarque 3.2.2 Pour tout f ∈ L1 (0, T ;X) la côté droite de (2.2) est une fonction con-

tinue sur [0, T ] .

On peut le considérer comme solution généralisée du problème (iACP ), même si ce

n’est pas différentiable et ne satisfait pas strictement l’equation dans le sens de la définition

précédent

Définition 3.2.2 Soit A le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe {T (t)}t≥0, soit

x ∈ X et f ∈ (0, T,X) la fonction u ∈ C ([0, T ] : X) donne par

u (t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s) f (s) ds, 0 ≤ t ≤ T

est la solution mild du problème (iACP ) sur [0, T ] .

Remarque 3.2.3 La définition de la solution mild du problème de valeur initiale coincide

quand f ≡ 0 à la définition de T (t)x comme la solution mild de l’equation homogène

correspondant.

Il est clair que pas toute solution mild de (iACP ) est une solution classique, même dans

le cas f ≡ 0.

Pour f ∈ L1 (0, T ;X), le problème (iACP ) admet par la définition (3.2.2) une solution

mild unique.

Nous allons maintenant être intéressé à imposer autre condition sur f de sorte que pour

x ∈ D (A), la solution mild devient une solution classique, et prouver que dans ces condition,

l’existence d’une solution du problème (iACP ) pour x ∈ D (A)

Remarque 3.2.4 Nous commençons par montrer que, la continuite de f en générale n’est

pas suffi sante pour assurer l’existence d’une solution du problème (iACP )

Exemple 3.2.1 Soit A le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe {T (t)}t≥0 et soit

x ∈ X tel que T (t)x /∈ D (A) pour tout t ≥ 0. Soit f (s) = T (s)x alors f (s) est continue

pour s ≥ 0

Considérons le problème de valeur initiale{du(t)
dt

= Au (t) + T (t)x

u (0) = 0
(3.20)
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Le problème (3.20) n’est pas de solution, même si u (t) = 0 ∈ D (A) .

En effet la solution mild du problème (3.20) est

u (t) =

∫ t

0

T (t− s)T (s)xds = tT (t)x

Mais tT (t)x n’est pas différentiable pour t > 0 donc ne peut pas être une solution du

problème (3.20).

3.2.2 L’existence de la solution de problème (iACP )

Théorème 3.2.1 Soit A le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe {T (t)}t≥0, soit

f ∈ (0, T ;X) continue sur ]0, T ] et soit

v (t) =

∫ t

0

T (t− s) f (s) ds , 0 ≤ t ≤ T (3.21)

Le problème (iACP ) admet une solution u sur [0, T [ pour tout x ∈ D (A), si l’une des

condition suivantes est satisfait

i) v (t) est continûment différentiable sur ]0, T [

ii) v (t) ∈ D (A) pour 0 < t < T et Av (t) est continue sur ]0, T [ si le problème (iACP )

admet une solution u sur [0, T [ pour certains x ∈ D (A) alors v satisfait à la fois (i) et (ii)

Preuve. Si le problème (iACP ) admet une solution u pour certain x ∈ D (A), alors

cette solution est donne par (3.19), par conséquent:

v (t) = u (t)− T (t)x

est différentiable pour t > 0, (difference de deux fonctions différentiable) et

v′ (t) = u′ (t)− T (t)Ax

est continue sur ]0, T [.

Donc (i) est vérifiée de plus si x ∈ D (A), T (t)x ∈ D (A) pour t ≥ 0 alors

v (t) = u (t)− T (t)x pour t > 0

et

Av (t) = Au (t) + AT (t)x = u′ (t)− f (t)− T (t)Ax
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est continue sur ]0, T [ donc (ii) est vérifiée

D’autre part, pour h > 0 on a:

T (h)− I
h

v (t) =
v (t+ h)− v (t)

h
− 1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s) f (s) ds (3.22)

De la continuité de f , il zst claire que le second terme de la côté droite de (3.22) admet

la limite f (t) quand h→ 0 .

Si v (t) est continûment différentiable sur ]0, T [, il résulte de (3.22) que v (t) ∈ D (A)

pour 0 < t < T et Av (t) = v′ (t)− f (t).

Puisque v (0) = 0, il en résulte que u (t) = T (t)x + v (t) est une solution du problème

(iACP ), pour x ∈ D (A).

Si v (t) ∈ D (A), il résulte de (3.22) que v (t) est differentiable à de t et la dérivée droite

D+v (t) de v vérifiant

D+v (t) = Av (t) + f (t)

Puisque D+v (t) est continue, v (t) est continûment différetiable et v′ (t) = Av (t)+f (t) .

et car v (0) ≡ 0, u (t) = T (t)x+v (t) est la solution de problème (iACP ) pour x ∈ D (A)

Les deux corollaire suivants sont des consiquence du théorème précédent

Corollaire 3.2.2 Soit A le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe {T (t)}t≥0. Si

f (s) est continûment différentiable sur [0, T ], alors le problème (iACP ) admet une solution

u sur [0, T [, pour tout x ∈ D (A).

Preuve. On a:

v (t) =

∫ t

0

T (t− s) f (s) ds =

∫ t

0

T (t) f (t− s) ds (3.23)

Donc v (t) est différentiable pour t > 0 et que sa dérivée

v′ (t) = T (t) f (0) +

∫ t

0

T (s) f ′ (t− s) ds

= T (t) f (0) +

∫ t

0

T (t− s) f ′ (s) ds

est continue sur ]0, T [ .le résultat découle donc du théorème (3.2.1) (i)
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Corollaire 3.2.3 Soit A le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe {T (t)}t≥0. Soit

f ∈ L1 (0, T ;X) une fonction continue sur ]0, T [.

i) Si f (s) ∈ D (A) pour 0 < t < T et Af (s) ∈ L1 (0, T ;X), alors pour tout x ∈ D (A)

le problème (iACP ) admet une solution sur [0, T [ .

Preuve. D’aprés la condition (i) il en résulte que pour s > 0, T (t− s) f (s) ∈ D (A) et

que

AT (t− s) f (s) = T (t− s)Af (s)

est intégrable. par conséquent v (t) définie par (3.21) vérifiant v (t) ∈ D (A) pour t > 0

et

Av (t) = A

∫ t

0

T (t− s) f (s) ds

=

∫ t

0

T (t− s)Af (s) ds

est continue d’aprés le théorème (3.2.1) (ii)

Théorème 3.2.2 Soit f ∈ L1 (0, T ;X). Si u est la solution mild de problème (iACP ) sur

[0, T ], alors pour tout T ′ < T , u est la limite uniforme sur [0, T ′] de la solution du problème

(iACP )

Preuve. Supposons que ‖T (t)‖ ≤ Meωt, soient xn ∈ D (A) satisfaite xn → x et

fn ∈ C1 ([0, T ] ;X) satisfaite fn → f dans L1 (0, T ;X). D’aprés le corollaire (2.3.1) on a:

pour chaque n ≥ 1 le problème de la valeur initiale{dun(t)
dt

= Aun (t) + fn (t)

un (0) = xn
(3.24)

admet une solution un (t) sur [0, T ] satisfaisant

un (t) = T (t)xn +

∫ t

0

T (t− s) fn (s) ds

Si u est la solution mild de problème (iACP ) sur [0, T ] alors

‖un (t)− u (t)‖ ≤Meωt ‖xn − x‖+

∫ t

0

Meω(t−s) ‖fn (s)− f (s)‖ ds

≤MeωT
(
‖xn − x‖+

∫ t

0

‖fn (s)− f (s)‖ ds
)

(3.25)

Par suite u est une limite uniforme.
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Définition 3.2.3 Une fonction u qui est dérivable presque partout sur [0, T ] tel que u′ ∈
L1 (0, T ;X) est appelée une solution forte du problème (iACP ) si u (0) = x et u′ (t) =

Au (t) + f (t) presque partout sur [0, T ] .

Théorème 3.2.3 Soit A le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe {T (t)}t≥0 , soient

f ∈ L1 (0, T ;X) et

v (t) =

∫ t

0

T (t− s) f (s) ds , 0 ≤ t ≤ T

Le problème (iACP ) admet une solution forte u sur [0, T ] pour tout x ∈ D (A), si l’une

des condition suivantes est vérifiée.

i) v (t) est différentiable sur [0, T ] et v′ (t) ∈ L1 (0, T ;X)

ii) v (t) ∈ D (A) sur [0, T ] et Av (t) ∈ L1 (0, T ;X)

Si le problème (iACP ) admet une solution forte u sur [0, T ] pour certain x ∈ D (A) alors

v vérifiant les deux condition (i) et (ii).

Un conséquent de théorème (3.2.3) on a:

Corollaire 3.2.4 Soit A le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe {T (t)}t≥0, si f

est différentiable presque partout sur [0, T ] et f ′ ∈ L1 (0, T ;X) alors pour tout x ∈ D (A) ,

le problème (iACP ) admet une unique solution forte sur [0, T ].

En général la continuté de lipschitz de f sur [0, T ] n’est pas suffi sante pour asserer

l’existence d’une solution forte de (iACP ) pour x ∈ D (A), toute fois, si X est réflexif et f

est Lipschitz continue sur [0, T ] c’est

‖f (t1)− f (t2)‖ ≤ C ‖t1 − t2‖ pour t1, t2 ∈ [0, T ]

Par suite f est différentiable presque partout et f ′ ∈ L1 (0, T ;X)

Donc le corolaire (3.2.4) implique

Corollaire 3.2.5 Soit X un espace de Banach réflexif et A le générateur infinitésimal d’un

C0 semi-groupe {T (t)}t≥0 sur X, si f est Lipschitz continue sur [0, T ] alors pour tout

x ∈ D (A), le problème (iACP ) admet une unique solution forte u sur [0, T ] donnée par

u (t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s) f (s) ds
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Conclusion

La théorie spectrale des semigroupes est un domaine de recherche qui suscite depuis

quelques années beaucoup d’intérêt, il a connu des développement et des applications très

intéressants, en particulier dans les équations d’évolution ( problème de Cauchy).

Notre étude à examiné la relation entre l’existence, l’unicité et la stabilité de la solution

du problème de Cauchy abstrait et l’operateur associé a ce problème.
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