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Résume

Le but de ce memoire est d'etudier d'une part la théorie des semi-groupes
dans un espace de Banach, d'autre part d'étudier sous quelles conditions le
probleme de Cauchy abstrait homogene et non homogene admet une solution
unique (l'existence et 'unicité de la solution).

Mots-clés: Semi-groupes, Co semi-groupes, probleme de Cauchy abstrait.

Abstract

The main objectives of this research paper consist in part to study the theory
of semigroups in Banach space, and another part to study under what
conditions the abstract Cauchy problem homogeneous and inhomogeneous
has unique solution (existence and uniqueness of solution)

Keywords: Semigroups, Co semigroups, abstract Cauchy problem.
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Notation

Notation

A: opérateur
X: espace de Banach
X*: espace dual de X
X**: espace bidual de X
L (X): Pespace des opérateurs linéaires bornés de X dans X
By~ = {z* € X*,[|2*|| x. < 1}: la boule unité de X*
OB x~: la fronti¢re de la boule unité de X*
C ([0, 400[, L (D (A), X)): Pespace des fonctions continues de [0, +o0o[ dans £ (D (A) , X)
C* ([0, T]; X): lespace des fonction contintiment différentiables de [0, 7] dans X
D (A): domaine de définition de l'opérateur A
Ll(O,T;X):{f/fmesurablede 0,7T] — X, fo |f (T \|X<+oo}
L (X,k) : Pespace des formes linéaires continues sur X
[a, b]: interval fermé
p(A) = {)\ € C/ (M — A)™" est inversible dans £ (X )}: Pensemble résolvante de A
o(A) = p (A): le spéctre de A
Ry = R(\A) = (M — A)~": la résolvante de A
{Ax}yea,: I'approximation généralisé de Yosida de I'opérateur A
A, ={ e C/Re)>uw}
A={ze€C/Rez>0cet p, <argz < py,0; <0< py}
J: l'injection canonique
G (A): graphe de A
o (X, X*): la topologie faible sur X
o (X*, X): la topologie faible* sur X*
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Introduction générale

Introduction générale

Dans ce travail nous avons étudié dans la premiere partie la théorie des semi-groupes
d’opérateurs linéaires bornés dans un espace de Banach, et dans la deuxiéme partie nous
étidions des résultas d’éxistence et d’unicité de solution du probléme de Cauchy abstrait
homogeéne et non homogene.

Dans cet esprit le mémoire est divisé en trois chapitres:

-Premier chapitre

Ce chapitre est une présentation des notions qui seront utilisées dans cette recherche

-Deuxiéme chapitre

Ce chapitre étudie la théorie des semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés dans un
espace de Banach en particulier les C)y semi-groupes ot on expose les théorémes de Hille-
Yosida et Lumer-Philips.

-Troisiéme chapitre

Ce chapitre présente d’une part ’obtention d’unicité de la solution du probléeme de
Cauchy abstrait homogene (ACP) , il n’est pas nécessaire de supposer que A est un généra-
teur infinitésimal d’un Cj semi-groupe :

Théoréme 3.1.1: Soit A un opérateur linéaire de domaine dense, si R (), A) existe pour
tout Re A > 0 et

limsup A" log | R (A, A)|| =0

Alors le probléeme (ACP) admet au plus une solution pour tout =z € X.

Et pour prouver 'existence, on a exposer le théoréeme 3.1.2:

Soit A un opérateur linéaire de domaine dense et de résolvente p (A) non vide. Le prob-
léme (AC'P) admet une solution unique u (¢) qui est continiment différentiable sur [0, +o0]
pour tout valeur initiale z € D (A), si et seulement si A est le générateur infinitésimal d'un
Co semi-groupe 71" ().

D’autre part pour le probléme de Cauchy abstrait non homogene (i ACP):

{dlzl—gt):Au(t)—i—f t)y t>0
uw(0) ==z

Ou f:[0,T[— =



Introduction générale

Nous exposons le corollaire 3.2.1 qui donne 'unicité de la solution du probléme (:ACP),
et le théoréme 3.2.1 qui assure l'existence de la solution du probléeme (iACP).

Enfin, a titre d’application, nous exposons ’exemple 3.1.2

ot ox

dulzt) 4 Ouwt) _ >0 xR
u(x,0)=f



Chapitre 1

Théorie générale

1.1 Espace de Banach

Définition 1.1.1 Un espace de Banach est un espace véctoriel normé, complet pour la

distance associée & la norme

Définition 1.1.2 Soit X un espace normé surk = (C ou R). On appelle dual (topologique)
de X et on note X* l’espace de Banach X* = L (X,k), cet espace est complet.

Définition 1.1.3 Soit X un espace normé, le dual X* de X s’appelle le bidual de X et
se note X™* pour x € X notons Jx (z) : X* — k la forme linéaire sur X* qui a z* € X*

associe r* (r),

Vo' e X*, Jx (z%) = 2" (x)
Pour tout z* € X* on a
|Jx ()] = |2* (2)] < [|=*]| [|=]]

Donc Jx (z) € X** et ||Jx (x)] < ||z
On dit que Jx (z) € L (X, X*) est Uapplication canonique de X dans son bidual

Définition 1.1.4 Soit X un espace de Banach et soit J linjection canonique de X dans

X on dit que X est réflexif si J (X) = X**



1.2. Opérateur fermé

Définition 1.1.5 Soit X un espace de Banach, on désigne par L' (0,T;X) l’espace des

fonctions t — f(t) de ]0,T[ — X qui sont mesurables o valeurs dans X et telle que:

T
/0 1F Ol dt = [1£]l s 7o, < 00

1.2 Opérateur fermé

Définition 1.2.1 On dit que l'opérateur A est fermé si toute suite x,, d’éléments de D (A)

converge vers x telle que la suite A (z,) soit convergente vers y alors, on a:
r€D(A) ety=Ax

Définition 1.2.2 Le graphe de A est le sous-espace véctoriel de X x'Y noté G (A) défini
par: G (A) ={(z,Ax);z € D(A)}

Remarque 1.2.1 Un opérateur A est fermé, si et seulement si son graphe G (A) est fermé

Remarque 1.2.2 Tout opérateur continu A linéaire ou non linéaire a un graphe fermé

1.3 Les Théoréme fondamentaux

Théoréme 1.3.1 (Théoréme de Banach-Steinhaus)
Soient X et Y deux espaces de Banach, soit (A;),., une famille (non nécessairement

dénombrable) d’opérateur linéaire et continue de X dans Y. On suppose que

sup ||A;z|| < o0, Vo € X
iel

Alors
sup [| Al £ (x vy < 00
iel

Autrement dit, il existe une constante C telle que
|Aiz|| < Clz|| VzeX, Viel

Définition 1.3.1 On dit que la suite ( fn)nz1 de fonctions mesurables converge presque

partout si l’ensemble S/C'" est négligeable: m (S/C) =0



1.3. Les Théoréme fondamentaux

Définition 1.3.2 Soit (S,,m) un espace mesuré. On dit qu’une fonction f est définie
presque partout sur S s’il existe une partie négligeable N C S telle que f soit définie sur

S/N

Théoréme 1.3.2 (Théoréme de convergence dominée de Lebsgue)

Soit (5,3, m) un espace mesuré et soit (f,),~, une suite d’applications mesurables f, :
S — R ouC on suppose que:

i) La suite (fn)n21 converge presque partout vers une fonction mesurable f : S — R ou
C (définie presque partout);

i) Il exisre une fonction intégrable g : S — R positive telle que 'on ait la condition de
domination | f,| < g presque partout, ¥n > 1

Alors, les fonctions f, et f sont intégrable et:
/ fdm = lim [ f.dm
5 n—oo Jg

et méme:

lim /S|fn—f|dm:0

n—-4o0o

1.3.1 Topologie faible

Soit X un espace de Banach et soit f € X*. On désigne par ¢, : X — R leapplication définie

par ¢, (z) = (f,x). Lorsque f décrit X* on obtient une famille d’application (gpf) Fexe

Définition 1.3.3 La topologie faible o (X, X*) sur X est la topologie la moins fine sur X

rendant continues toutes les application (<pf) fexs

1.3.2 Topologie faible *

Soit X un espace de Banach, soit X* son dual et soit X** son bidual, muni de la norme

1Kl = sup (¢, f)

fexs <t

Définition 1.3.4 La topologie faible * désignée par o (X*, X) est la topologie la moins fine

sur X* rendant continues toutes les application (¢,),cx



1.3. Les Théoréme fondamentaux

Théoréme 1.3.3 (Théoréme-Aloglu-Bourbaki)
L’ensemble

By ={fe X" |Ifl <1}

est compact pour la topologie faible * o (X*, X)

Théoréme 1.3.4 (Théoréme de Graphe fermé)
Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Banach X a valeur dans un espace

de Banach Y. Sile Graphe G (A) est fermé dans X X Y, alors A est continue
Lemme 1.3.1 Soit f : [a,b] — X une fonction continue alors:

1
lim —
t—0 ¢

[ reas=r@

Preuve. Nous avons:

- [ v @

< sup }Hf(S) ALl

s€la,a+t

[ e

L’égalité de I’enoncé résulte de la continuté de l'application f =



Chapitre 2

Semi-groupe de classe (|

2.1 Définitions et propriétés de semi-groupe

Définition 2.1.1 On appelle Cy semi-groupe d’opérateur linéaire borné sur X une famille
{T (t)},50 C L(X) vérifiant les propriétés suivantes

i)JI0)=1

i) T(t+s)=T ()T (s), Vt,s >0

i) limy_o+ T (t)z =z, Vo € X

Définition 2.1.2 On appelle semi-groupe uniformément continue d’opérateur linéaire borné
sur X une famille{T (t)},5, C £ (X)vérifiant les propriétés suivantes

i) T(0)=1

i) T(t+s)=T ()T (s), Vt,s >0

i11) limy g+ | T () — I|| =0

Remarque 2.1.1 Puisque ||T (t)x — z|| < ||T(t) — I|| ||z|| pour tout x € X et toutt > 0,
il résulte que les semi-groupe uniformément continus sont Cy semi-groupe, mais il existe des

Coy semi-groupe qui ne sont pas uniformément continus.

Définition 2.1.3 On dit que {T (t)}, est un Cy semi-groupe différentiable (et notons
{T(t)},50 € SGD (M, w)) si lapplication: |0, +00[ >t — T (t)x € X est différentiable quel

que soit v € X



2.1. Définitions et propriétés de semi-groupe

Définition 2.1.4 Nous désignérons par A l'ensemble: {z € C/Rez >0 et p; < argz < q,p; < 0 < g

Définition 2.1.5 On appelle Cy semi-groupe analytique une famille {T (2)},.o C L£(X)
vérifiant les propriétés suivantes:

i) T(0)=1

i) T (214 22) =T (21) T (22), V21,22 € A

iii) lim, 0T (z)x =2, Vr € X,z € A

iv) L’application A > z — T (z) € L (X) est analytique dans le secteur A

Définition 2.1.6 On appelle générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe {T (t)},5, un

opérateur A défini sur l’ensemble
T(t)x —
D(A) = {:v e X/ Pr% W e:m'ste}

Par:
Az :hmw, Vo € D (A).

t—0

Théoréme 2.1.1 Soit {T'(t)},5, un Cy semi-groupe alors:
i) Il existe T >0 et M > 1 tel que

T ()| < M, Vvt €]0,7]
it) Il existe w € R et M > 1 tel que
T ()] < Me**, ¥t >0

Preuve. i) Supposons que pour tout 7 > 0 et tout M > 1 il existe ¢ € [0, 7] tel que
IT ()| > M. Pour 7 =L et M =n € N*, il existe t,, € [0, 2] tel que || T (¢,)| > n, donc la
suite (||7" (t,)|]),,en- €st non bornée. Sila suite (||7°(¢,)]]), e+ €tait bornée pour tout = € X.

Alors compte tenu du théoreme de Banach-Stenhaus il en résultrait que (|7 (¢,)]]),,cn-
serait bornée mais cela conterdit 'affirmation précédent. Donc il existe o € X tel que:
(17" (tn)|])yen sOit mon borné, D’autre part, compte tenu de la définition (2.1.1) (s74) il

résulte que lim,,_, || 7 (t,) 2ol = xo et cela est contradictoire.



2.1. Définitions et propriétés de semi-groupe

it) Pour h > 0 et t > h, nous noterons m = (%) € N* compte tenu du théoréme de

division avec reste, il existe r € [0, h] tel que t = mh + r, alors

1Tl = [T (mh)T ()l < T W)™ NT ()]l
< M™M < MenmM

L’inégalité de I’énoncé en résulte en prenant w = %ln M =
Corollaire 2.1.1 Si {T'(t)},5, est un Cy semi-groupe, alors l’application:
0,400[2t =T )z e X
est continue sur [0, 4+00|, quel que soit v € X

Preuve. Soient ty,h € [0, +00] et = € X.

Si ty < h, nous avons:

1T (to +h)w =T (o) x| < |T ()| |7 (h) z — =]
< Me*™||T (h)z — 2|

Si ty > h, nous obtenons:

1T (to = h)x =T (o) x| < (T (to = WIIT (h) z — ]
< Meo=M T (h)z — x|

La continuité forte en ty de ’application considérée dans I’énoncé est évidente. m

Définition 2.1.7 On dit que le Cy semi-groupe {T ()}, est uniformément borné s’il existe
M > 1 tel que:
1T ()| < M, Vt>0

Théoréme 2.1.2 Soient {T (t)},~, un Cy semi-groupe et A son générateur infinitésimal
alors:

i) Sixe X,

h—0

1 t+h
lim E/ T(s)xds =T (t)x.
t



2.1. Définitions et propriétés de semi-groupe

it) St x € X, alors fJT(s)xds € D(A) et on a:
¢
A/ T(s)xds =T (t)x —x, YVt >0
0

iii) Si x € D (A),alors T (t)x € D (A) et on a:

d
ET(t)l':AT(t)SC:T@)ALE, Vi >0

iiii) Si z € D (A),
t

Tt)x—T(s)x = T(T)A.%‘dT:/tAT<T)$dT

S

Preuve. i) D’aprés le lemme (1.3.1) on a:

li 1
hlgtl)h

[ reas=r@

Comme 'application t — T (t) x € X, t > 0 continue on a:

li 1
hlg(l)h

t+h
/ T(s)xds =T (t)x
¢
i1) Soient = € X et h > 0 alors:

T(h) -7 [ _
f/OT(s)xds =

Sih—0on a:

A/tT(s)xds = limw/tT(s)xds

1 t+h h
= }lblir(l)ﬁ{/o T(u)xdu—/o T(u)xdu}

= THt)e—-T0O0)z=T{)z—=x

10



2.1. Définitions et propriétés de semi-groupe

et
t
/ T (s)xds € D(A)
0
i11) Soit © € D (A), pour tout ¢ > 0 nous avons:
B . Thzr—=x
T(t)Ar = T(t)lim ————
_ hmT(h)T(t)x—T(t)a:
h—0 h

Donc T'(t)x € D(A) et on a:
T (t)Ax = AT (t)z, Vt >0

Soient x € D (A),t >0 et h > 0, alors:

T h)x —T(t T (h)x —
< pmer|Tz—T 4
h
Par conséquent
lmT(t—i-h)a:—T(t)x ~ T (1) Az
h—0 h
D’ou
d+

ET(t)x:T(t)A:E, vt >0

Sit — h > 0 alors nous avons:

_ T T —
HT(t h)_:vh Or royvad < 170w H% — Aw+ Az — T (h) Az
< Mot [H—T <h)h‘” — L Ax|[+||T (h) Az — A:UH}
Par suite

hmT(t—h)x—T(t)x ~T(t) Ax

h—0 —h
et

azl_;T(t)x:T(t)Ax, Vi >0

11 s’ensuit que P'application considéreé dans ’énoncé est dérivable sur [0, 00|, quel que soit
x € D(A). De plus, on a I'égalité

%T(t)x:T(t)Ax:AT(t)x

11



2.1. Définitions et propriétés de semi-groupe

i1i1) Soit x € D (A) d’aprés (iii) on a:

T

/StT(T)AxdTZ/:AT(T)de:/:diT(T)wdT:T(t)m_T(S)x

Remarque 2.1.2 On voit que T (t) D(A) C D (A),Vt >0

Définition 2.1.8 Nous noterons par SG (M,w) [’ensemble des Cy semi-groupe {T (t)},5, C
L (X) pour lequels il existe w > 0 et M > 1 tel que:

|T ()] < Me**, ¥t >0

Théoréme 2.1.3 Soient {T (t)},5, € SG (M,w) est A son générateur infinitésimal alors:
i)D (A) =X
i1) A est un opérateur fermé

Preuve. i) Soient v € X ett, >0,n €N, tel que:

lim ¢,=0
n—-4oo
On pose:
I
xn:t—/ T(s)xds € D(A), YneN
n Jo
D’ou :

1 [t
lim z, = lim —/ T (s)xds =z
0

n—-+o0o n——+o0 tn

Par conséquent D (A) = X
i) Soit (1,),59 C D (A) tel que:

lim z,=z et lim Az,=vy
n—-4oo n—-4oo

Alors:
1T () Az, — T (s) yll < | M| e Az, —yl|, Vs €[0,1]

Par suite T (s) Az, — T (s)y pourn — +oo wuniformément par rapport a s € [0, ]

D’autre part, puisque z,, € D (A) on a:

t
T(t)x, —x, = / T (s) Ax,ds
0

12



2.2. La transformé de Laplace d’'un Cy semi-groupe

D’ou:
t
lim [T'(¢t)z, —x,] = lim T (s) Ax,ds
n—-400 n—-+400 0
Ainsi .
T(t)x—x:/ T (s) yds
0
Par suite:
. Tt —x 1
LTSy
Done:

re€D(A) et Ax =

D’ou A est un opérateur fermé m

2.2 La transformé de Laplace d’un (|, semi-groupe
Définition 2.2.1 Nous désinérons par A,, 'ensemble {\ € C/Re\ > w} pour w >0

Définition 2.2.2 L’application

R(,A) : p(A)—L(X)
Ry = RMWA) =W —A)7"", Yaep(d)

S’appelle la résolvante de A
Définition 2.2.3 L’ensemble
p(A)={xeC/ (A - A)™" est inversible dans L (X)}
S’appelle l’ensemble résolvonte de A € L (X)

Définition 2.2.4 L’ensemble
o(A)=C—p(A)

s’appelle le spectre de A € L (X)

13



2.2. La transformé de Laplace d’'un Cy semi-groupe

Théoréme 2.2.1 Soint {T (t)},., € SG (M,w) et A son générateur infinitésimal, si A €

A, alors l'application
R)\ : X —- X

+o0o
Ry = / e MT (t) xdt
0

Définit un opérateur linéaire borné sur X, A\ € p(A) et Ryz = R (A, A)x, pour tout
reX
Preuve. Soit A € A, puisque {T'(t)},5, € SG (M,w) nous avons:

|T ()] < Me**, ¥t >0
et on voit que:

leMT () al] < e BT @) ]

IA

< Mef(ReAfw)t HxH? Ve e X
Définit "application:
Ry: X - X

Par:
+0o0
Ryx = / e MT (t) xdt
0

Il est clair que R, est un opérateur linéaire de plus on a:

2], Vo e X

+00
| Raz|| < /0 Hef)‘tT (t)x” dt < T

D’ou il résulte que R, est un opérateur linéaire borné, si x € X alors nous avons:

T _ 1 +o00 1 too
(h) Rz — Ryx _ _/ e MT (¢ + h) zdt — E/ e MT (t) zdt
0 0

h h

1 [T 1 [T

= —/ e AT (5) ads — —/ e MT (t) wdt
hJp, h /o
e 400 1 400

= — e T (s) xds — —/ e MT (t) wdt
hJn h Jo
A [ oo h | oo

= — {/ e T () zds —/ e T (s)xds} - —/ e MT (t) zdt
h Lo 0 h Jn

A oo A [k
= / e MT (s)xds — — [ e T (s)wds
hJo hJo

14



2.2. La transformé de Laplace d’'un Cy semi-groupe

Par passage a limite on obtient:

lim T (h) R)\.’L' — R)\l'

lim N =ARyx — =z

Il en résulte que:
Ryr € D(A) et ARz = ARyx —x, Vx € X
Ou bien:
(M —A)Ryz =z, Ve e X

Si x € D (A), alors nous obtenons:

+o00 +oo d
R\Az = / e MT (1) A:z:dt:/ e T (t) zdt

+oo
= [eMT ()] ;roo + )\/ e MT (t) xdt
0

= T+ AR)x
D’ou:
Ry(M —A)z =z, Vo € D(A)

Finalement, on voit que A € p(A) et Ryx = R (A, A)x pour tout x € X =
Définition 2.2.5 L’opérateur

Rz : X—-X
+o0

Ry = / e MT () zdt, € A,
0

S’appelle la transformeé de Laplace du semi-groupe {T'(t)},5, € SG (M, w)

Théoréme 2.2.2 Soient {T'(t)},., un Cy semi-groupe et A son générateur infinitésimal,
pour tout A € A, on a:
M

RMNA)"| < ——— N
IR (A < Ry — o €

Preuve. Soit {T'(t)},5o un Cy semi-groue alors:

IT ()] < Me**, ¥t >0
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2.2. La transformé de Laplace d’'un Cy semi-groupe

Compte tenu de théoréme (2.2.1), si X € A, nous avons:
400
AeEp(A) et R(NA)z = / e MT (t) xdt, Yo € X
0

De plus:
M

1R (A A < Rer—o)

1l est claire que:

q +o0
LR\ Az = — / teNT (£) zdt, Yo € X
D i

et par récurence on peut montre que:

+o00
%R (N Az = (—1)”/ t"e ™ MT (t)wvdt, Vo € X et n € N*
0

D’autre part nous avons:

d;;l\nR()\,A)x = (=1)"n!R\, A"z, Vo e X et n e N*

Par suit on a:
+oo
(=" IR\, A)" e = (—1)"/ t"e MT (t) xdt, Vo € X,n € N*
0

De plus:

M teo
HR ()\, A)nH S (n ||ai|)|' / tnflef(Re)\fw)tdt
_ 'Jo

M ||33|| (n - 1) /‘+OO tn7267(Re)\7w)tdt —

(n— 1) (ReX —w) Jy
M |||

(Re A —w)"

IN

quel que soient x € X et n € N*, par conséquent:

M ||

[ L R L B N*
Rer—w) " ©

[ (XA <
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2.3. L’approximation généralisée de yosida

2.3 L’approximation généralisée de yosida

Lemme 2.3.1 Soit A : D(A) € X — X un opérateur linéaire vérifiant les propriétés
sutvantes

i) A est un opérateur fermé et D (A) = X
ii) 1l existe w >0 et M > 1 tel que A, C p(A) et pour tout A € A, on a:

IR (N A" < =,n € N*

(Re X —w)
Alors pour tout A € A, nons avons

lim ARMNA)z=z,VreX
Re A\—+4o00

De plus:

MR(MA) e L(X) et lim MNAR(MNA)x = Az, Yoz € D (A)

Re A—o0

Preuve. Soient © € D (A) et A € C tel que Re A > w alors R(A\, A) (Al — A)xz =z, Si

Re A — +00 nous avons:

AR (A Az — x| = [[R (A, A) Azl] < [[R (A, A | Az]| < |Az|[ =0

Rel —w
D’ou il résulte que:

lim AR(MNA)z=x, Y € D(A)
Re A—+00

Soit # € X, puisque D (A) = X, il existe une suite (x,),.y C D (A) tel que x, — x si

N — 00 Nnous avons:

MR\ Az —z]| < AR A) Az — AR (A, A) Az, || + AR (A, A) Az — 2] + |[2n — 2
< ARN A zn — 2l + AR (A, A) 2 — 2| + (|20 — 2]

I\ M
< AT e |+ || Az, N
< P — a4+ A+ [l ]
I M+ Re) —w
= — _— A
Rer—w o2l + o= 4l

Mais x,, — x si n — oo, donc pour tout € > 0, il existe n. € N tel que:

Re )l —w
IA| M +ReX —w

[2n, — l| <&
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2.3. L’approximation généralisée de yosida

Par conséquent

INR(NA)x —z| < e

M
—||A
Re)\_w || aanH

sup [AR(MA)zx —z|| <e, Ve e X

lim ARMNA)z=z, Ve eX

D’ow:
lim

Re A—+o00

Ou bien
Re A\—+oc0

De plus:

MR (M A) =
Par suite on a:

MR (N A)z|| =
<
<
<

et on voit que AAR (A, A) € L(X)

Si z € D (A), alors nous avons:

AR (M A) Az

D’ou il résulte que:

lim AR\ Az =

Re A—+4o0

MM — (M — AR () A)
AMAR (N A) — 1T
NR(NA) = A

IAAR (A, A) = Iz

AIAR (A, A) 2 — =

ATCUIAR (A, A) 2] + [l=]])
Al M

— +1 X
Al (Re)\—w+ ) , Vo €

= [NR(NA) =]z
= MR(MNA)zx

lim AR (A A) Az

Re A—+o0

— Az, Yz € D(A)

Remarque 2.3.1 On peut dire que les opérateur bornés NAR (X, A) sont des approxima-

tions pour l’opérateur non borné A.
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2.3. L’approximation généralisée de yosida

Définition 2.3.1 La famille { Ay} o, C L(X), 00 Ay = ANAR (), A) , S’appelle l’approzimation

généraliseé de Yosida del’opérateur A

Lemme 2.3.2 Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire vérifiant les propriétés

suivantes:

i) A est un opérateur fermé et D (A) = X
i) Il existe w > 0 et M > 1 tel que A, C p(A) et pour A € A, on a:

M
=, Vn € N*

[’ (A A < Rer—o)"

St {Ax} e A, €st Uapprozimation généraliseé de Yosida de l'opérateur A, alors pour tout

r >0 et tous o, B € Ay, nous avons:
Het’%x - etAﬁa:” < MPte ||Agzr — Agz||, Vo € X et t >0
Preuve. Soient a, 8 € A, v € [0, 1] et x€ X alors:

i (evtAae(l—v)tABx) _ tAaevtAae(l—v)tA5$ . tevtAa A/je(l_v)tABl'

dv

On peut facilement vérifier que A,, Ag, "= et (1=t commutent quels que soit a, § €

A, et t > 0 nous obtenons:
1 d 1
/ Bl <€vtAa€(17v)tA@x) dv = / (tAaevtAae(lf'u)tAgz . tevtAaAﬁe(lfv)tAgx) dv
o dv 0
D’ou:

1
[evtAae(l—v)tAﬁx}(l) _ / (tAaevtAae(l_U)tAﬁI . t@UtAaAge(l_U)tABZE) dv
0

Ou bien:
1
eHog — oy = t/ ViAo (=05 (A 0 — Aga) dv
0

quels que soient ¢ > et x € X nous en déduisons que:

eog — o]l <t 1 eVt Aol et 4 ||| Az — Agz|| do
I <t [ fle <[} 1 4az — Asz
0
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2.3. L’approximation généralisée de yosida

D’autre part, nous avons:

HetAaH _ ‘et(OcQR(a,A)at—I) _ ‘ eatIGQQtR(a,A)H
+00 Lk 2k K
"o R (o, A)
—Reat )
< ety —
k=0
Reat N ]l ‘R(Q’A)KH
< ey 7
k=0
+o0 k 2k
< ey o™ M i
k' (Rea — w)

k=0

oo ( tal? )’“
= Me™ Re at Z Rea—w
k!

k=0
w Re a+1m2 «

tlo2 =
Mg_Reo‘teRea—w*Me Rea—-w

quel que soient o € A, et t> 0

Soit r > 0 tel que:
wRea +Im?a

< wr
Rea —w

Alors, nous avons:

wRea +Im?a < wrRea — W?r

D’ou:

wRea < wrRea — wr

Ou bien
Wwr<w(r—1)Rea
Il on décole:

Rea >

w
r—1
Par conséquent, pour tout > 1 et tout o € A,,, on obtient:
HetA‘lH < Me™t Vt>0

Par suite on a:

1
HetAal’—etA’BfL‘H S t/ MewrvtMewr(l—v)t||Aax_ABx||dU
0
= M?*te*"" || Aoz — Agz||
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2.4. Théoréme de HilleYosida

quel que soient t € X et t> 0 m

2.4 Théoréme de HilleYosida

Théoréme 2.4.1 (L’unicité de L’engendrement)
Soit deuzx Co semi-groupe {T (t)},5o et {S(t)},~o ayant pour générateur infinitésimal le
meme opérateur A alors:

T({t)y=S() Vvt>0
Preuve. Soient X € D (A) et t > 0, On définit 'application
se0,t] = U(s)z=S(t—s)T(s)z € D(A)

Alors:

dU (s)z  d d
e = ES(t—s)T(s)a:jLS(t—S)%T(S)*f

= —AS(t—9s)T(s)x+S(t—s)AT (s)x

=0
quel que soit z € D (A), par suite
U(0)xz=U(t)x , pour tout x € D (A)

D’ou
St)x=T{t)x, Ve e D(A) et t >0

Puisque D (A) = X et T'(t),S (t) € L(X), pour tout ¢ > 0, il résulte que
Styxa=T({t)x,Vt >0etxz e X

Ainsi
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2.4. Théoréme de HilleYosida

Théoréme 2.4.2 (Hill-Yosida)
Un opérateur linéaire

A:D(A)c X — X

est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {T (t)},, € SG (M,w) si et seulement si:

i) A est un opérateur fermé et D (A) = X
i) Il existe w > 0 et M > 1 tel que A, C p(A) et pour X € A, on a:

M
5, Vn e N*
(Re X —w)"™’ ne

IR (XA <
Preuve. Si {T'(t)},., € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal alors d’aprés le
théoréme (2.1.3) on obtient (i) et d’aprés le théoréme (2.2.2) on obtient (ii)
Réciproquement supposons que opérateur A : D (A) C X — X posséde les propeiétés
(i) et (ii)
Soit {Ax},ca, Papproscimation généraliseé de yosida de 'opérateur A. d’aprés le lemme

(2.3.1) il résulte que

Aye L(X) et lim Ayz= Az, Yz € D(A)

Re A—+o00

Pour A € A, soit {T} (¢)},., = (¢"),_ le semi-groupe uniformément continue engendré

>0

par A,, avec le lemme (2.3.2) on a:
| To (t) z — Tp (t) x| < M?te® ||Agx — Agz|| Vo,B € Ayet x € D(A), et Vt >0

Soient I'espace (D (A)) de Banach D (A) avec la norme ||.[| 4y et £(D (A), X) P'espace
des opérateurs linéaires bornés définé sur (D (A)) avec valeur dans X, muni de la topoligie
forte.

On note par C ([0, +oo[, L ((D (A)), X)) V'espace des fonctions continues définies sur
[0, +00[ a valeur dans £ ((D (A)), X ) muni de la topolpgie de la convergence uniforme sur
les intervalles compacts de [0, +00]

Si [a, b] C [0,400[, alors pour tout x € D (A) on a:

sup I1Te (t) 2 — T (1) &l| < M?be” (| Aa — Az]| + | Agz — Axl])
tela,

et

(|Aaz — Az|| + ||Agx — Az||) — 0 si Rea,Ref — +o0
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2.4. Théoréme de HilleYosida

D’ou il résulte que { {7} (t)}po}A . est une suite de Cauchy dans I'espace C' ([0, +o0[, L ((D (A4)), X)),
- €Aw
donc il existe un unique Ty € C ([0, +00[, L ((D (A)), X)) tel que

Ty(t)z < Ty (t) 2,81 Rea — +oo, Vo € D (A)

Puisque

Ty (£)]| < Me“t, ¥t >0

Par suite

T\ () z|| < Me*" ||z]|, Vt > 0et € D(A)
Soit I'application linéaire
Yo+ D(A) = C(la,b], X)
vor = To()x,Va,b e la,b] C[0,400]
Comme on a:

[0l orap,x) < tS‘[lpb} I To (t) || < Me® 1% pay» Vo € D (A)
€la,

Donc 1), est continue et puisque D (A) = X, elle se prolonge de fagon unique application

linéaire continue ¢ : X — C ([a,b], X) tel que

w/D(A) = 1/’0

et
12/l o (fag,x) < Me® |lz]|, Vo € X

Par conséquent, il existe un seul opérateur 7' € C' ([a,b], £ (X)) tel que
ve=T()z, Vx e X

Ainsi quel que soit [a,b] C [0, +o0], il existe un seul opérateur noté T' € C ([a, ], L (X))

tel que pour tout x € X on a:
T\(t)x — T (t)z, si ReA — +o0
Uniformément par rapport a ¢ sur les intervalle compacts de [0, +oo[ de plus

T (t)]] < Me™', ¥t >0
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2.4. Théoréme de HilleYosida

D’autre part

T(0)x = Re}\linJrooTA =z VreX

et

lim 7 () x = lim ( lim T, (t) x) = lim (limT)\ (t) x) =z, Ve eX

t—0 t—0 \ ReA\—+o00 ReA—+400 \t—0

Solent t, s € [0, +oo[ et x € X, alors

1Tt +s)e=TOT(s)zl < |TA+s)z =T +s)x| + [Tt +s)z=Ta()T(s)z]| +[|Tx ()T (s)
< AT+ s) 2 =Th(t+s) x| [[Tx O TA (s)x =T (s) zl| + [|[Tx () T () 2 -

Puisque Ty (t) — T'(t) si ReA — +oo pour la topologie forte de £ (X), par suite
T(t+s)x=T(t)T (s)x pour tout = € X, par conséquent {T'(¢)},5o € SG (M,w).
Montrons que A est le générateur infinitésimal du semi-groupe (7' (t)),,. pour tout

x € D(A) on a:

[T (s) Axz = T'(s) Azl] < [[T5 (s)|| [[Ane — Az + | Th (s) Az — T (s) Ax|
< Me¥' Az — Az|| + || Ty (s) Az — T (s) Az|| — 0 si ReA — +oo

uniformément par rapport a s € [0, ]

D’ou
Ttx—az = Re}\gn—&—oo [T\ (t) z — x]
t
= lim Ty (s) Ayzds
ReA—+o0 Jq
¢
= / T (s) Axds
0

quel que soient x € D (A) et t >0
Soit B le générateur infinitésimal du Cy semi-groupe {7'(t)},5, si * € D (A) alors:

— 1 [t
lim THz=w =lim—- [ T (s)Azds = Az

t—0 t t—0 t 0

Donc z € D (B), par conséquent D (A) C D (B) et By, ,, = A.

D’autre part on a I'inégalité

T (t)]] < Me™', ¥t >0
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2.5. Théoéme de Lumer-Phillips

SiAe A, alors A€ p(A)Np(B)
Soit x € D (B), on a donc (M — B)xz € X et comme lopérateur (Al — A): D (A) — X
est bijectif, il existe que 2’ € D (A) tel que

(M —A)z'= (N - B)x

et comme A € p(B) il en résulte que 2’ = x
Par suite x € D (A) et donc D (B) C D (A)
On a donc

D(B)=D(A) et A=B

Ainsi A est le générateur infinitésimal du Cyy semi-groupe {7 (¢)},-, et d’aprés le théoreme

(2.4.1) il résulte que {T'(t)},5, est 'unique Cy semi-groupe engendré par A m

2.5 Théoéme de Lumer-Phillips

Définition 2.5.1 Soit X espace be Banach muni de la norme ||.||, et soit X* ’espace dual

du X posons:
F(x)={a" € X*, (z,27) = |[«|* = |2"|*}

On dit que Uopérateur A : D (A) C X — X est dissipatif si pour tout x € X, il existe
x* € F (x) tel que
Re (Az,z*) <0

Proposition 2.5.1 Un opérateur linéaire A : D (A) C X — X est dissipatif si et seulement

st pour tout o« > 0 on a:
(el = A)z|| = aljz]| Yz e D(A)

Preuve. Supposons que 'opérateur A : D (A) C X — X est dissipatif donc pour tout
x € X, il existe z* € F (x) tel que:

Re (Az,2") <0
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2.5. Théoéme de Lumer-Phillips

Si o > 0 alors on a:

el = Azl flz] = l(al = A) 2| ||2"]

x- 2 [((al = A)z,27)]
> Re((al — A)z,z") = Re (ax,z*) — Re (Azx, x™)

2
> allz|

Donc:

el = A)z| = o]
D’autre part soit A: D (A) C X — X tel que pour tout o« > 0 et z € D (A) on a:
el = A)z| = o]
Soit y* € F ((al — A) x) donc:
(o = A)a,ys) = (ol = A)zl* = ||y

D’ou

1Yall = ll(al = A)z]| > o ||z

Posons:
*
* ya

25 =
o lwEl e

Soit By~ la boule unité de X* tel que
Bx = {z* € X*,||2*]| x. <1}

et OBy~ sa frontiére, donc 2k € OB x+

De plus
1 *
« ”[EH < ||(O[] - A)l‘“ = ||y*|| <(Oé] - A) m7ya>
y*
= al — Az, —==
(01 =205 )
= <(Oé] - A) x7zz;> = Re <C¥ZL‘, Z;) —Re <AZL‘, Z;> (1)
< [{aw, 23)| — Re (A, 25) < alz[ [|25]] — Re (Az, z3)
Donc:

Re (Az,2) <0
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2.5. Théoéme de Lumer-Phillips

D’ou

—Re (Az, z;) < [(Az, ;)| < || Az]]

et d’aprés (1) on a:

allz] < aRe(r,z;) + ||[Ax]

Par suite

. 1
Re (z,75) 2 ||z — —[|Az|

et d’aprés le théoréme (Banach-Aloglu-Bourbaki) la boule Bx- est compact pour la
topologie faible®, o (X* X)) et puisque X* est un espace de Banach donc de tout suite
de Bx- on peut éxtraire une sous suite convergente. par suite il existe une sous suite
(ZZ;)B>0 C (2%),s0 et il existe z* € Bx- tel que : 25 — 2" si B — +o0 pour la topologie
faible, car

Re <A£L’, z;> <0

et
. 1
Re (z,25) > lsl| - 5 |14

On obtient par passage a limite pour § — +oo
Re (Az,z") <0et Re(x,z") > ||z

Mais comme

Re (z,2%) <[{z, 2%)| < |||

Alors:
(z,27) = ||
On pose:
zt = =] 2"
Il vient
(z,2%) = (=, [lz]| 2%)
Ainsi on a:

x* € F(x) et Re(Az,2") <0
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2.5. Théoéme de Lumer-Phillips

Proposition 2.5.2 Soit A: D(A) C X — X un opérateur dissipatif s’il existe ag > 0 tel
que

Im(apl —A) =X

Alors, pour tout o > 0 on a:

Im(al —A)=X
Preuve. Soient A: D (A) C X — X un opérateur dissipatif et ag > 0 tel que
Im (gl — A) =X
D’aprés la proposition (2.5.1) on a:
(ol = A)z|| > aglz|| Vz e D(A)

et comme Im (gl — A) = X il résulte que (agl — A) € InBy
Donc ag € p(A)

Soit (zn),>0 C D (A) tel que x,, — x et Az, — y sin — 400 on a:

(ool — A)z, = apr —y sin — +oo

Par suite
Ty, = R (a0, A) (agl — A) z,, — R (0, A) (aox — 7))
On obtient
R (a0, A) (or —y) = x
Comme

Im R (ag, A) € D (A)

Donc z € D (A)
De plus
(ol — A)z = pr — gy

D’ou

Az =y

Par conséquent A est un opérateur fermé
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2.5. Théoéme de Lumer-Phillips

D’autre part on pose II = {a € [0, +oo[,Im (af — A) = X}

Soit a € II, comme A est un opérateur dissipatif on a:
(el = A)z|| > aflz]|  Vze D(A)

D’ou il résulte que a € p(A), et puisque p(A) est une ensemble ouvert il existe un

voisinage 9 de a contenu dans p (A), et comme
YN0, +oo] CII

Donc: II est un ensemble ouvert
Soit (O‘n)nzo C II tel que o, — «
Comme

Im(a,] —A)=X VneN
Donc Vy € X, 3z, € D (A) tel que
(apl —A)z, =y YneN
Par suite, il existe C' > 0 tel que:
loall < -l <€ ¥neN
Par conséquent
an [[tn — 2w < (aml = A) (20 — )|
= |(aml —A)zy, — (] — A) x|
= llamrn — Azn —y||
= ||lamx, — anx, + apr, — Az, — |

= l(am —an)zn +y -y

= Jam — an| ||z,

IN

Clay, —ay| —0

D’ou il résulte que (xn)nzo est une suite de Cauchy car X est un espace de Banach.

Donc (z,),~, converge vers un point # € X. alors on en déduit que:

Ax, — axr —ysin — +oo
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2.5. Théoéme de Lumer-Phillips

et comme A est un opérateur fermé, on obtient z € D (A) et ax — Az =y
Par suite

Im(al —A)=X etacll
Donc IT est fermé dans |0, +00[ et puisque a € II on déduit que IT = |0, 400 =

Définition 2.5.2 Un semi-groupe {T (t)}., de classe Cy est appelle semi-groupe de con-

traction de classe Cy si l'on a:
T (t)|| <1 pour tout t >0

Théoréme 2.5.1 (Lumer-Phillips)

Soit A : D(A) C X — X un opérateur tel que D (A) = X alors A est le générater
finitésimal d’un Cy semi-groupe de contraction si et seulement si:

i) A est dissipatif

ii) 1l existe X > 0 tel que A\ — A est surjectif

Preuve. Si A est le générateur infinitésimal de Cp semi-groupe de contraction{T" (¢)},.,
d’aprés le théoréme de Hille-Yosida on a: ]0,+oo[ C p(A). Par suite A\ — A est surjectif
pour tout A > 0,si x € D(A) et z* € F'(x) on a:

(T () w,a®)] < 2| |17 (&) 2] < Jl])”

Ainsi
Re (T (t) x — x,2*) = Re (T (t) z, %) — ||z||> < 0
Donc:
1%Re<w,x*> <0
Par suite

Re (Az — z,2") <0

Réciproquement si A est dissipatif et pour un certaine \y > 0 Popérateur \[ — A est
surjectif

D’apeés la proposition (2.5.2) Popérateur A est fermé et \I — A est dissipatif pour tout
A > 0, il resulte d’prés la proposition (2.5.1) que pour tout x € D (A) on a:

(A = A)z|| = Allz]] vA>0
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2.5. Théoéme de Lumer-Phillips

Donc:

|(AT—4) "z < % YA >0

De plus:
10, +00[ C p(A)

Ainsi d’aprés le théoréme de Hille-Yosida l'opérateur A est le générateur infinitésimal

d’un C semi-groupe de contraction m
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Chapitre 3

Le probléme de Cauchy abstrait

3.1 Le probléme homogéne de valeur initiale

Soit X un espace de Banach est A : D(A) C X — X un opérateur linéaire. étant donne

x € X, le probléeme de Cauchy abstrait pour A est de la forme:

du(t) u
(ACP) { o f:l x(t)

3.1.1 L’unicité de la solution de (ACP)

Lemme 3.1.1 Soit u (t) une fonction continue sur [0,T] si
T

’ / e"u(s)ds
0

u(t) =0 sur [0,7]

<M n=12,. (3.1)

Alors

Preuve. Soit z* € X* on pose ¢ (t) = (z*,u (t)), donc il est evident que ¢ est continu

sur [0, T] et
<x*, / " e (s) ds>

T
/ e (s)ds
0

Ce qui implique que ¢ (t) = 0 sur [0,7] et car * € X* est arbitraire, il s’ensuit que

< ||z*|| M = M; pour n =1,2.. (3.2)

u(t) =0sur [0,7T]
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3.1. Le probléme homogéne de valeur initiale

Considérons la series

= (_1)k_1 nT nr
Z Tek =1—exp(—€")
k=1 '

Cette serie converge uniformement en 7 sur un interval borné donc

T (Lqykl
/ Z ( k;)l eFn=T4) ) (5 s
0 k=1 :

< M (exp (e”(t_T)) —1) (3.3)

Pour t < T le coté droit de (3.3) tend vers 0 si n — oo

D’autre part on a:
T ©° (_1>k71 T
/ Z Tek"(t_T+s)g0 (s)ds = / (1—exp (—e”(t_TJrs)) ¢ (s))ds (3.4)
(— : 0

D’apres le théoréme de convergence dominée de Lebesgue la coté droite de (3.4) converge

Vers

T
/ v (s)dssin — oo

Tt
et avec (3.3) on trouve que, pour tout 0 < ¢ < T, fTT;t w(s)ds=0

Ce qui implique ¢ (s) =0 sur [0,7] =

Théoréme 3.1.1 Soit A un opérateur linéaire de domaine dense, si R (A, A) existe pour
tout Re A > 0 et
Jim sup A tog ||R (A, A)|| =0 (3.5)

Alors le probléme (ACP) admet au plus une solution pour tout x € X

Preuve. Notons d’abord que u (t) est une solution de (AC'P) si et seulement si e ()

est une solution de probléme de vleur initiale

dv
— =(A+zI =
o (A+zI)v,v(0) ==

Ainsi, nous pouvons effectuer une translation sur A par une constante multiplier par
I'identité 1.

On suppose que R (A, A) existe pour tout Re A\, A > 0, et que (3.5) est vérifiée.
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3.1. Le probléme homogéne de valeur initiale

Soit u (¢) une solution de (AC'P) satisfaisant « (0) = 0, nous montre que u () = 0
Considérons la fonction t — R (A, A) u (t) pour A > 0, comme u (t) est une solution de
(ACP) on a:

%R(A’A)u(t) = R(\A) Au(t) = AR (M, A)u () — u (t)

Ce qui implique
t
RNA)u(t)= —/ e)‘(t_T)u(T) dr (3.6)
0

De I’hypothese (3.5) on déduit que pour tout ¢ > 0
lime ™ |R(\,A)| =0

et par conséquent (3.6) il résulte que

t—0
lim Ay (1) dr =0 (3.7)
— 00 0

D’aprés le lemme (3.1.1) on déduit que u (7) = 0 pour 0< 6 < t — 0, puisque ¢ et 0

étaient arbitraire u (7) =0 pour ¢t > 0. m

3.1.2 L’existence de la solution de (ACP)

Théoréme 3.1.2 Soit A un opérateur linéaire de domaine dense et de résolvant p (A) non
vide. Le probleme (ACP) admet une solution unique u (t) qui est contindment différentiable
sur [0, 4o00] pour tout valeur initiale © € D (A), si est seulement si A est le générateur

infinitésimal dun Cy semi-groupe {T (t)},,

Preuve. Si A est le générateur infiitésimal de Cy semi-groupe {T" ()}, alors d’aprés
le théoréme (2.1.2), on résulte que pour tout z € X, T (¢) x est I'unique solutions de (ACP)
avec la valeur initiale z € D (A), de plus T (t) x est contintiment déffirentiable pour 0 < ¢ <
0.

D’autre part, si le probléeme (AC'P) admet une solution unique continiiment différen-
tiable sur [0, +oc[, pour toutes les données initiales © € D (A), alors A est le générateur
infinitésimal d’'un Cy semi-groupe {7 (¢)},5 -

On suppose maintenant que pour tout = € D (A) le probléme (AC P) admet une unique

solution u () continiment différentiable sur [0, 4+o00].
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3.1. Le probléme homogéne de valeur initiale

Pour z € D (A) on définit la norme du graphe
2l = Nl + (| Az]]

Puisque p (A) # 0 donc D (A) muni de la norme du graphe est un espace de Banach
notons par [D (A)]. Soit X;, I’espace de Banach des fonction continues de [0, o] dans [D (A)]
muni de la norme usual.

Nous considérons ’application
S:[D(A)] — Xg,
Définie par
Sr=u(t,x) pour 0 <t <t

D’aprés la linéairité de (AC'P) et I'unicité de la solution, il est clair que S est un opérateur
linéaire définie sur [D (A)]. L’opérateur S est fermé, en effet si x, — x dans [D (A)] et

Sx, — v dans Xy,,donc & partir de la fermeture de A et:
t
u(t,z,) = o, +/ Au (1, x,) dr
0

Il s’ensuit que l'orsque n — oo

U(t)_l'—i-/otAU(T)dT

Ce qui implique v (t) = u (t,z) et S est fermé.

Donc d’aprés le théoréeme du graphe fermé S est borné, et

sup |[u (4, 7)llg < Cllzllq (3-8)

0<t<tp

On définit maintenant 1’application:

Par
T(t)x=u(t,x)

D’apreés (3.8) et pour 0 < t <ty T'(t) est uniformément borné, et d’aprés le théoréme

(2.1.1) (i4)on peut prolonger

T (t)x =T (t—xty) T (to)" = pour ntg <t < (ng+ 1)t
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3.1. Le probléme homogéne de valeur initiale

a un semi-groupe sur [D (A)] satisfaisant:
IT (1) 2l < Me ||zl
Ensuite, nous montrons que:
T (t) Ay = AT (t)y pour y € D (A?) (3.9)

posant .
o (t) = y+/ u (s, Ay) ds (3.10)
0
D’ou

t

v (t) =u(t,Ay) = Ay + / %u (s, Ay)ds
0

t
=A (y —i—/ u (s, Ay) ds> = Av (1) (3.11)
0
Car v (0) = y, nous avons d’aprés 1'unicité de la solution de (AC'P)
v(t) =u(ty)

Donc

Au(t,y) =" (t) = u (t, Ay)

Maintenant, puisque D (A) est dense dans X, et d’aprés 'hypothese p (A) # 0, D (A?)

est aussi dense dans X.

Soient \g € p(A), X #0 et y € D(A?) six = (Al — A)y, et d’aprés (3.9) on a:

Tt)x=MNl—-A)T(t)y

D’ou
1T () x| = [[(Ad —A)T )y
< CIT®)vllg
< Cre* Nyl (3.12)
Mais

1ylle = llyll + 1Ayl < Cs ]
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3.1. Le probléme homogéne de valeur initiale

Ce qui implique
IT (8) z|| < Coe ||z (3.13)
Donc T (t) peut etre prolongé par la continuité a tout X, reste a montre que A est le
générateur infinitésimal de T ().
Notons par A; le générateur infinitésimal de 7" (t), si € D (A) on a d’aprés la définition
de T'(t)
T(t)x=u(t,x)

Et par I’hypothése il résulte que:

%T(t)x:AT(t)x pour t >0

Ce qui implique en particulier que

d
ST () o= Az

Alors A C A
Soient Re A > w et y € D (A?), a partire de (3.9) et A C A;, on déduit que:

e MAT (t)y = e MT (1) Ay = e MT (t) Ay (3.14)
Et par d’intégration (3.14) de 0 a oo on trouve

Mais
AlR ()\, Al) Yy = R ()\, Al) Aly

Donc

AR (X A1)y = AiR (X, Ay) y pour tout y € D (A?)

Puisque A; R (), A1) est uniformément borné, A est fermé et D (A?) est dense dans X,
il s’ensuit que

AR (N Ay = A1R (N Ay)y pour tout y € X

Ce qui implique D (A) D Range R (A, A1) =D (A1) et Ay C A Alors A=A, =
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3.1. Le probléme homogéne de valeur initiale

Théoréme 3.1.3 Si A est le générateure d’un semi-groupe différentiable, alors pour tout

x € X le probléme (ACP) admet une solution unique.

Preuve. L’unicité résulte de théoréme (3.1.1). Si z € D (A) lexistence résulte de
théoreme (3.1.2). Si z € X, d’aprés la dérivabilité de 7' (t) x et les résultas de chapitre 2, il
s’ensuit que pour tout x € X :

d
%T(t)x:AT(zﬁ)x pour t >0

et AT (t) z est lipschitz continue pour ¢ > 0, donc 7' (t) z est une solution de (ACP) m

Définition 3.1.1 On dit que la fonction continue u : R, — X est solution mild du (ACP)
st fotu(s)ds € D (A) pour tout t > 0 et u(t) :Af(fu(s)ds+x

Proposition 3.1.1 Soit (4, D (A)) le générateur d’un semi-groupe fortement continu {T (t)},5,

alors pour tout x € X, la fonction
u:t—ult)="T({)x
est 'unique solution mild du probléme (ACP)

Preuve. Il suffit de montrer 'unicité de la solution zéro pour la valeur initiale z = 0 ,
a cette fin
On suppose que u soit solution mild du probléme (ACP) pour x = 0 et prennent ¢ > 0

alors pour chaque s € [0, 7], nous obtenons:
d S S
4 (T(t—s)/ u(T)dT> :T(t—s)—T(t—s)A/ w(r)dr =0
ds 0 0
L’intégration de cette égalité de 0 a t donne
t
/ u(r)dr =0,douwu(0)=0
0
selon m

Exemple 3.1.1 Soit (B, D (B)) est un opérateur fermé et non borné sur X. Sur l’espace
X = X x X, on considére lopérateur (A, D (A)) s’écrit a la forme d’une matrice A =
0 B
0 O

avec le domaine D (A) = X x D (B)
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3.1. Le probléme homogéne de valeur initiale

x+tB , . .
Alorst — u (t) = ( y) est l'unique solution du probléme (ACP) associée a A.
)
Toute fois l'opérateur A ne génére pas un semi-groupe fortement continu, puisque pour
tout A € C on a:

()\—A)D(A):{(Ax;yBy);xeX,yeD(B)} C X x D(B)#x

Donc o (A) =C

Corollaire 3.1.1 5i A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique alors

pour tout x € X le probléme (AC'P) admet une solution unique

Remarque 3.1.1 Si A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe qui n’est pas dif-
férentiable alors en général, si x ¢ D (A) le probléme (ACP) n‘admét pas une solution

UnIque.
Remarque 3.1.2 La fonction t — T (t) z est appellé solution mild du probléme (ACP)

Définition 3.1.2 Le probléme de Cauchy (ACP) est dit uniformément bien posé sur E C X
(o E = X) si

i) Il existe une solution pour tout x € E

i1) La solution est unique pour tout T > 0 est uniformément stable pour t € [0,T] par

rapport aux données initiales.

Exemple 3.1.2 On considére le probléme de Cauchy

Ou(x,t) Ou(x,t) —0.t> R
ot er —01207€ (3.16)
u(z,0)=f
Sur Uespace X = L? (R). On peut ’écrire sous la forme suivante:
{u/(t) = Au(t),t >0
u(0) =f
avec A = ;—;l avec le domaine
D(A) = {u cL*R) /v € L? (R)}
Pour trouver la résolvante de A, nous résolvons I’équation
(M —A)g=Xg+g =fg€eD(A) (3.17)
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3.1. Le probléme homogéne de valeur initiale

En supposant que f donné dans l’espace X . Si A > 0, alors la solution est
9= ROA ) @) = [ e If(5)dsa e
Utilison la transformation de Fourier, il n'est pas difficile de vérifier que [’état Hille-
Yosida

IR A <

> =

est vérifiée pour A > 0. Ainsi (3.16) est uniformément bien posé sur D (A). D’autre part

A est le générateur d’un Cy semi-groupe défini par
(T ) @)= fz—1), 2€REZ0
et pour tout f € D (A), la fonction
u(z,t)=(T () f)(z),t >0,z eR

est l'unique solution de (3.16), ce qui est stable par rapport a f.
Maintenant, nous considérons le probléme de Cauchy (3.16) sur l’espace X = L* [0, +o0].

Dans ce cas,

D (A) ={ue L*[0,+oc[ /u' € L*[0, +o0[,u (0) = 0}

et
(RN A) f) () = / e M=) (s)ds, A > 0,2 € [0, +00]

Le Cy semi-groupe engendré par A est défini par

flx=t), x>t
0,0<z<t

T 05 ) - {
Enfin, si X = L*[0, 00| et
D (A) ={ue L*[0,+oc[ /u' € L*[0, +o0[,u (0) = 0}

alors pour tout A > 0 n’appartiennent pas & l’ensemble résolvante de A. Dans ce cas,

(3.16) est résoluble que pour f = 0.
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3.2. Le probléme non homogéne de valeur initiale

3.2 Le probléme non homogéne de valeur initiale

Nous considérons le prpbléme de Cauchy non homogéne de valeur initiale suivant:

du(t)

(iACP) { i

=Au(t)+ f(t) t>0
u(0) ==

Ou f:[0,T[— X

3.2.1 L’unicité de la solution de probléme (iACP)
Définition 3.2.1 Une fonction u : [0,T] — X est une solution classique de probléme
(tACP) sur [0,T] si:

i) u est continue sur [0, T

i) u est continiment différentiable sur]0,T|

iii) u (t) € D(A) pour 0 <t <T et le probléme (tACP) est vérifié sur [0,T]

Proposition 3.2.1 Soit {T (t)},., un Cy semi-groupe engendré par A et soit u une solution
de probléme (iACP), alors la fonction g (s) =T (t — s) u (s) est différentiable pour 0 < s <t
et

Z_i = —AT(t—s)u(s)+ T (t—s)u' (s)

= AT (t—s)u(s)+T(t—s)Au(s)+T (t—s) f(s)
=T (t=5)f(s) (3.18)

Remarque 3.2.1 Si f € L'(0,7;X) alors T (t —s) f(s) est intégrable et lintégration
(3.18) de 0 a t donne

u(t)—T(t):zc—i—/OtT(t—s)f(s)ds (3.19)

Par conséquent on a le corollaire suivant

Corollaire 3.2.1 Si f € L' (0,T; X) alors pour tout x € X le probléme (1ACP) admet au

plus une solution, cette solution si elle existe s’ecrit sous la forme

u(t):T(t)x—i-/O T(t—s)f(s)ds
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3.2. Le probléme non homogéne de valeur initiale

Remarque 3.2.2 Pour tout f € L' (0,T;X) la cété droite de (2.2) est une fonction con-
tinue sur [0,7T] .

On peut le considérer comme solution généralisée du probléme (iACP), méme si ce
n’est pas différentiable et ne satisfait pas strictement [’equation dans le sens de la définition

précédent

Définition 3.2.2 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe {T (t)},,, soit

xeXetfe(0,T,X)lafonctionu e C([0,T]: X) donne par
t
u (t) :T(t)a:+/ T(t—s)f(s)ds,0<t<T
0
est la solution mild du probléeme (iACP) sur [0,T].

Remarque 3.2.3 La définition de la solution mild du probléme de valeur initiale coincide
quand f = 0 a la définition de T (t)x comme la solution mild de l’equation homogéne
correspondant.

Il est clair que pas toute solution mild de (iACP) est une solution classique, méme dans
le cas f = 0.

Pour f € L' (0,T; X), le probleme (iAC'P) admet par la définition (3.2.2) une solution
mild unique.

Nous allons maintenant étre intéressé a imposer autre condition sur f de sorte que pour
x € D (A), la solution mild devient une solution classique, et prouver que dans ces condition,

Uexistence d’une solution du probléme (iAC'P) pour x € D (A)

Remarque 3.2.4 Nous commencons par montrer que, la continuite de f en générale n’est

pas suffisante pour assurer existence d’une solution du probléme (iACP)

Exemple 3.2.1 Soit A le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe {T'(t)},5, et soit
x € X tel queT (t)x ¢ D (A) pour tout t > 0. Soit f(s) =T (s)x alors f (s) est continue
pour s > 0

Considérons le probléme de valeur initiale

(3.20)
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3.2. Le probléme non homogéne de valeur initiale

Le probléme (3.20) n’est pas de solution, méme si u(t) =0 ¢€ D (A).
En effet la solution mild du probléeme (3.20) est

u(t):/o T(t—s)T(s)xds =1tT (t)x

Mais tT (t) x n’est pas différentiable pour t > 0 donc ne peut pas étre une solution du

probléme (3.20).

3.2.2 L’existence de la solution de probléme (iACP)

Théoréme 3.2.1 Soit A le générateur infinitésimal d'un Co semi-groupe {T'(t)},5,, soit

f€(0,T;X) continue sur |0,T] et soit

’l}(t):/otT<t—S)f(S>dS,OStST (3.21)

Le probléeme (iACP) admet une solution u sur [0, T[ pour tout x € D (A), si l'une des
condition suivantes est satisfait

i) v (t) est continiment différentiable sur ]0,T|

it) v (t) € D(A) pour 0 <t <T et Av (t) est continue sur]0,T] si le probléme (1ACP)

admet une solution u sur [0,T[ pour certains x € D (A) alors v satisfait a la fois (i) et (ii)

Preuve. Si le probleme (iACP) admet une solution u pour certain = € D (A), alors

cette solution est donne par (3.19), par conséquent:
v(t)=u(lt)=T(t)z

est différentiable pour ¢ > 0, (difference de deux fonctions différentiable) et

est continue sur |0, 77.

Donc (i) est vérifiée de plus si x € D (A), T (t)x € D (A) pour ¢ > 0 alors
v(t)=u(t) =T (t)x pour t >0
et

Av(t) =Au )+ AT (t)z =" (t) — [ (¢t) = T (t) Ax
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3.2. Le probléme non homogéne de valeur initiale

est continue sur |0, 7| donc (i) est vérifice
D’autre part, pour A > 0 on a:

T(h)—1
h

u(t):”(Hh)_“(t)—l/tH T(t+h—s)f(s)ds (3.22)

h h

De la continuité de f, il zst claire que le second terme de la coté droite de (3.22) admet
la limite f (¢) quand h — 0 .

Si v (t) est continiment différentiable sur |0, 77, il résulte de (3.22) que v (t) € D (A)
pour 0 <t <T et Av(t) = (t) — f(1).

Puisque v (0) = 0, il en résulte que u (t) = T (t) = + v (t) est une solution du probléme
(tACP), pour x € D (A).

Siwv(t) € D(A), il résulte de (3.22) que v (t) est differentiable & de ¢ et la dérivée droite
D™ (t) de v vérifiant

DY (t) = Av (t) + f (1)
Puisque D" v (t) est continue, v (¢) est contintiment différetiable et v’ (t) = Av (t)+ f (t) .
et car v (0) =0, u (t) = T (t) x+wv (t) est la solution de probléme (iAC'P) pour z € D (A)

Les deux corollaire suivants sont des consiquence du théoréme précédent m

Corollaire 3.2.2 Soit A le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe {T (t)},5q. Si
f (s) est continament différentiable sur [0,T], alors le probléme (iACP) admet une solution

u sur [0, T, pour tout x € D (A).

Preuve. On a:

v(t):/o T(t—s)f(s)ds:/o T ) f(t—s)ds (3.23)

Donc v (t) est différentiable pour ¢ > 0 et que sa dérivée
v (t) = T(t)f(0)+/0 T(s)f (t—s)ds
t
= T(t)f(0)+/ T (t—s)f (s)ds
0

est continue sur ]0, 7] .le résultat découle donc du théoréeme (3.2.1) (i) m
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3.2. Le probléme non homogéne de valeur initiale

Corollaire 3.2.3 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe {T (t)},5,. Soit
f € LY(0,T; X) une fonction continue sur |0,T[.
i) Si f(s) € D(A) pour 0 <t <T et Af (s) € L' (0,T;X), alors pour tout x € D (A)
le probléeme (iAC'P) admet une solution sur [0,T].
Preuve. D’aprés la condition (i) il en résulte que pour s > 0, T (t — s) f (s) € D (A) et
que
AT (t =) f(s) =T (t —s) Af (s)

est intégrable. par conséquent v (t) définie par (3.21) vérifiant v (t) € D (A) pour t > 0
et

Av (t) = A/OtT(t—s)f(s)ds
= /OT(t—s)Af(s)ds

est continue d’aprés le théoréme (3.2.1) (ii) m

Théoréme 3.2.2 Soit f € L' (0,T; X). Siu est la solution mild de probléme (iACP) sur
[0, T, alors pour tout T" < T', w est la limite uniforme sur [0,T"] de la solution du probléme

(iACP)

Preuve. Supposons que [|T(t)|| < Me*', soient z,, € D (A) satisfaite z, — =z et
fn € C([0,T]; X) satisfaite f, — f dans L' (0,7; X). D’aprés le corollaire (2.3.1) on a:
pour chaque n > 1 le probléme de la valeur initiale

{dugt(t) = Au, (1) + fo (2)

un (0) =z,

(3.24)

admet une solution u, (¢) sur [0, T] satisfaisant

Uy, (t) :T(t):vn+/0 T(t—s)fn(s)ds

Si u est la solution mild de probléme (iACP) sur [0,7] alors

lun (8) = w ()] < Me" |2y — | +/0 Me“" | f, (s) = f (s)]| ds

< 01 (Lo =l + [ 16— 1 9l (3:25)

Par suite u est une limite uniforme. =
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3.2. Le probléme non homogéne de valeur initiale

Définition 3.2.3 Une fonction u qui est dérivable presque partout sur [0,T)] tel que u' €
L' (0,T; X) est appelée une solution forte du probléme (iACP) si u(0) = x et u' (t) =
Au (t) + f (t) presque partout sur [0,T] .

Théoréme 3.2.3 Soit A le générateur infinitésimal d’un Co semi-groupe {T'(t)},5, , soient
fel'(0,T;X) et
v(t):/tT(t—s)f(s)ds, 0<t<T
0

Le probléme (iAC'P) admet une solution forte u sur [0,T] pour tout x € D (A), si l'une
des condition suivantes est vérifiée.

i) v (t) est différentiable sur [0,T] et o' (t) € L' (0,T; X)

ii) v (t) € D (A) sur[0,T] et Av(t) € L* (0,T; X)

Si le probléeme (1AC'P) admet une solution forte u sur [0, T] pour certain x € D (A) alors
v vérifiant les deux condition (i) et (ii).

Un conséquent de théoréme (3.2.3) on a:

Corollaire 3.2.4 Soit A le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe {T' (t)},5¢, si f
est différentiable presque partout sur [0,T] et f' € L' (0,T; X) alors pour tout x € D (A) ,
le probléme (1ACP) admet une unique solution forte sur [0,T].

En général la continuté de lipschitz de f sur [0,T] n'est pas suffisante pour asserer
Uexistence d’une solution forte de (iACP) pour x € D (A), toute fois, si X est réflexif et f

est Lipschitz continue sur [0,T] c’est
1f (1) = F(t) | < Cllts = L2l pour ty,2 € [0, 7]

Par suite [ est différentiable presque partout et f' € L' (0,T; X)
Donc le corolaire (8.2.4) implique

Corollaire 3.2.5 Soit X un espace de Banach réflexif et A le générateur infinitésimal d’un
Co semi-groupe {T (t)},5, sur X, si f est Lipschitz continue sur [0,T] alors pour tout

x € D(A), le probléme (iACP) admet une unique solution forte u sur [0,T] donnée par

u(t):T(t):E—i-/O T(t—s)f(s)ds
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Conclusion

La théorie spectrale des semigroupes est un domaine de recherche qui suscite depuis
quelques années beaucoup d’intérét, il a connu des développement et des applications treés
intéressants, en particulier dans les équations d’évolution ( probléme de Cauchy).

Notre étude a examiné la relation entre ’existence, 1'unicité et la stabilité de la solution

du probléme de Cauchy abstrait et 'operateur associé a ce probléme.
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