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Notations

Si Q est un domaine de R%(d = 2, 3) pour les applications.
Q I’adhérence de (2.

r la fontiere de €2 supposée réguliére.

[i(i=1,2,3) une partie mesurable de la frontiére I'.

mesI’y la mesure de Lebesgue(d — 1) dimenstionnelle de T';.

v la normale unitaire soetante a I'.

Dy, Uy les composante normale et tangentielle du champ vectoriel 9 défini sur Q.
cH(Q) I'espace des fonctions réel continument différentiables sur Q.

D(Q) I’espace des fonctions réel indéfiniment différentiables et & support compact

continu dans .

D'(Q) I’espace des distribtions sur .

H 'espace L2(Q)V.

H, I'espace HY(Q)V.

H=(T) Pespace de Sobolev d’ordre  sur T'.

Hr I'espace H=(T)<.

H==(I) I'espace dual de H=(I).

Hy, 'espace dual de Hp = H=(T')<.

H 'espace L*()?*4,

H I'espcae {0 € H/divo = (0;0;;) € H}.

v: H — Hrp I’application trace puor les fonctions vectorielles.
Si H est un espace de Hilbert réel et d € N*, on utilise les notations suivantes.
H™ Vespace {z € (z;)/z; € H, i=1,N}.

Hxd espace {z € (v;)/wiy; =z € H,i,j =1,N}.



(-, )m le produit scalaire de H.

|- 1| e la norme de H.

H' I'espace dual de H.

(-, YErxH le produit de entre H' et H.

(H) I’espace des applications linéaires et continues de H dans H.

Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, K € N et 1 < p < 400, on note par.
C([0,T); H) I'espace des fonctions continues de [0, 7] dans H.

CL([0,T]; H) 'espace des fonctions continument dérivables de [0, 7] dans H.
LP(0,T;H) I'espace des fonctions f mesurables de [0,7] dans H.
WHk»(0,T; H) Pespace de Sobolev de paramétres k et p.

Pour une fonctions f, on note

. f les dérivées premiére et seconde de f par rapport au temps.

o f la dérivée partielle de f par rapport a laiéme composante x;.

V f le gradient de f.

e(f) la partie symétrique du gradient de f qui vaut %(V f+VTe.

Div f la divergence de f.

of le sous différentiel (classique)de f.

Si H' et H? sont deux espaces de Hilbert réels, on note par

(H', H?) l’espace des applications linéaires et continues de H? dans H2.

- Ml ¢z 2y la norme de (H*', H?)

vi
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Introduction

Les problémes de contact avec ou sans frottement entre corps déformables ou entre
un corps et une fondation sont abondants en industrie et dans la vie de tous les jours. le
simple contact entre une roue de voiture et une route, le piston avec la chemise, du train
d’atterrissage avec le sol, ne sont que quelques exemples parmi bien d’autres.

Du fait de I'importance du phénomeéne, des études considérables ont été consacrées a
ce sujet important qui est la modélisation mathématique en mécanique du contact.

Le but de ce mémoire est de fournir une contribution dans I’étude de quelques pro-
blémes de contact sans frottement avec adhésion pour les matériaux viscoélastiques avec
endommagement.

Partout dans ce manuscrit le comportement du matériau est modélisé a ’aide d’une
équation constitutive viscoélastique de Kelvin-Voigt, le contact est décrit a 1’aide de com-
pliance normale ou bilatéral, avec adhésion et endommagement.

Chacun des problémes est étudié selon le formalisme général suivant : nous commen-
gons par décrire le probléme mécanique de départ, et, aprés avoir précisé les hypothéses
sur les données, nous présentons une formulation variationnelle du probléme mécanique
pour laquelle nous démontrons ’existence et 'unicité de la solution faible pour le modéle
considéré.

Outre les problémes cités ci-dessus, il y a d’autres phénomeénes réels et qui sont tres
importants tels que 'endommagement du matériau et ’adhésion des corps. L’endommage-
ment est un phénomeéne trés important en ingénierie, car il affecte directement la structure
des machines. Il existe une littérature abondante sur ce sujet. Des modéles introduisant
I'influence de I'’endommagement interne du matériau ont été investi mathématiquement.

Des modeéles de 'endommagement ont été développés dans |15, [16] & partir du principe de
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la puissance virtuelle. L’analyse mathématique des problémes aux limites en dimension
un peut étre trouvée dans [17]. La fonction d’endommagement « varie entre 0 et 1. Quand
a =11l n’y a pas d’endommagement dans le matériau, quand o = 0 le matériau est com-
plétement endommagé, quand 0 < a < 1 'endommagement est partiel. Les problémes
de contact quasistatiques ont été investi dans [16,19,20,32|. Dans ce mémoire la relation

utilisée pour modéliser I’évolution du champ d’endommagement est la suivante

& — ka+ dpg(a) 2 ¢(e(u), a)

ou K est I'ensemble des fonctions test admissibles d’endommagement, ¢ étant la fonction
source de 'endommagement.

Un autre phénomeéne sera considéré dans ce mémoire, ce phénomeéne a re¢u récemment
une trés grande attention dans la littérature mathématique. L’analyse des modéles de
contact avec adhésion peut étre trouvée dans [1,3,8,9,10,12,21,24].

Le processus d’adhésion est trés important dans le montage industriel ou les parties
non métalliques sont collées ensemble. Récemment les matériaux composites ont atteint
une proéminence parce qu’ils sont trés solides et légers, et par conséquent, ils ont une
importance considérable dans ’aviation, I’exploration spatiale et I'industrie de I'automo-
bile. Cependant les matériaux composites peuvent subir une délamination sous l'effet des
tensions, ou les différentes couches se détachent et bougent réciproquement 1'une par rap-
port & 'autre. Pour modéliser le processus quand 'assemblage n’est pas permanent et le
détachement peut se produire, il est nécessaire d’ajouter le processus d’adhésion a la des-
cription du contact. La principale nouvelle idée est I'introduction d’une variable interne
de surface appelée champ d’adhésion qui prend ses valeurs entre zéro et un et qui décrit
la densité fractionnaire des liens actifs sur la surface de contact.

Ce mémoire est composé de deux chapitres.

Dans le premier chapitre, le but est d’introduire les éléments nécessaires pour une
bonne compréhension de la suite des objets traités. Nous commencons par décrire les
lois de comportement, les conditions aux limites et puis la formulation mécanique des

deux problémes a étudier. Ensuite nous rappelons les espaces fonctionnels et principales
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notations utilisées, puis nous décrivons le cadre physique des problémes de contact étudiés.
Ensuite nous passons en revue quelques résultats fondamentaux d’analyse fonctionnelle,
enoncés de certains théoréme. Enfin, nous terminons par rappeler les lemmes de Gronwall.

Dans le second chapitre on s’intéresse a I’étude d’un probléme aux limites qui décrive
I’évolution dynamique d’un corps viscoélastique avec endommagement de Kelvin-Voigt
soumis a des forces surfaciques et des forces volumiques, en contact sans frottement. Le
contact y est décrit par une condition de contact avec compliance normale et adhésion.
L’évolution du champ d’adhésion est décrit par une équation différentielle ordinaire du
premier ordre. Nous dérivons une formulation variationnelle du probléme mécanique une
inéquation variationnelle du type parabolique par rapport au champ d’endommagement,
une équation différentielle d’ordre un par rapport au champ d’adhésion et nous présentons
un résultat d’existence et d’unicité de la solution faible, en utilisant des résultats sur les
équations variationnelles d’évolution, suivis d’un argument de point fixe.

Enfin, le dernier chapitre du mémoire est consacré a I’étude d’'un probléme de contact
bilatéral avec adhésion et endommagement dans un processus dynamique. Le probléme
se formule par un systéme qui comporte une équation varitionnelle par rapport au champ
de déplacement, une inéquation variationnelle du type parabolique par rapport au champ
d’endommagement, une équation différentielle d’ordre un par rapport au champ d’adhé-
sion. On établit un résultat d’existence et d'unicité de la solution. La démonstration est
basée sur des arguments d’équations variationnelles, un résultat classique concernant les

inéquations paraboliques et des arguments de point fixe.



Chapitre 1

Requis et préliminaires

Afin de faciliter la lecture de ce manuscrit, il nous est paru utile de présenter dans
cette premiére partie le cadre physique et fonctionnel dans lequel nous allons travailler.
Nous allons commencer par une description de la loi constitutive des matériaux viscoélas-
tique avec endommagement, ensuite nous présentons les diférents types de conditions aux
limites avec compliance normale. Nous continuons avec la formulation mathématique des
problémes étudiés. A la fin de ce chapitre nous passons en revue quelques rappels d’analyse
fonctionnelle non linéaire dans les espaces de Hilbert ainsi que les outil mathématiques
que nous utilisons pour la réalisation de ce travail, notamment des résultat sur les espaces
fonctionnels, les équations et les inéquations variationnelles elliptiques et paraboliques,
les lemmes de Gronwall qui seront utiles dans les démonstrations et quelque théorémes

classiques qui seront d’une grande utilité pour la réalisation de ce travail.

1.1 Formulation mathématique des problémes aux li-
mites

Dans cette partie on commence par décrire les deux lois de comportement viscoélas-
tique, puis on séresse aux diférentes conditions aux limites. Au début, on consideére la loi
de contact avec complience normale instantanée et frottement puis la loi de contact sans
frottement avec compliance normale. Finalement, on donne la formulation mathématique

des problémes qui seront étudiés dans ce mémoire.



1.1.1 Lois de comportement

Nous considérons un corps déformable occupant un domaine borné Q C R?(d = 2, 3),
avec une surface frontiére réguliére et de Lipschitz I'. Qui est divisé en trois disjoints
mesurables parties I';,T'y et I's telles que le mesures I'y > 0. Soit T > 0 et soit [0, 7.
Nous étudions I’évolution du corps matériel du a I’application des forces extérieurs et de
traction de surface dans l'intervalle de temps [0, 7] Dans ce qui suit pour simplifier les
notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions par rapport a
x € QUT et t € [0, T]. Nous qus le point au-dessus d’une fonction représente la dérivation

par rapport au temp, i.e.
du . d*u
= — u=—-.
dt dt?

Les lois de comportement caractérisent propriétés d’invariance, leur origine est souvent

u (1.1.1)
expérimentale. C’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser pour établir
une loi de comportement.

Nous présentons dans la suite les lois de comportement qui interviennent dans ce

mémoie, lois de matériaux viscoélastiques avce endommagement.
Lois de comportement des matériaux viscoélastique avce endommagement

Nous concidérons ici une catégorie de matériaux oit le tenseur des contraintes o et le

vecteur des déplacement u sont reliés par la loi de comportement
o=As(1) +G(e(u),a), dans Qx(0,7). (1.1.2)

Ou A et G sont des fonction constitutives non linéaires. A repérateur de viscosité et G
désigne 'opérateur d’élasticité. Ou « est une variable inter représentant I’endommagement
du matériau causé par des déformations élastiques.

L’inclusion diférentielle suivante sera utilisée pour décrire ’évolution du champ d’en-

dommagement

& — kAa + dpk(a) 3 ¢(e(u), a) (1.1.3)

I’ensemble des fonctions d’endommagement admissibles K défini par
K={e€H(Q) /0<£<1 dans  Q}, (1.1.4)

2



k est un coefficient positif, dp représente le sous-diféentiel de la fonction indicatrice
vri. Estg une fonction constitutive donnée qui représente la source d’endommagement
dans le systeme.

Et pour un corps élastique lorsque A = 0, la loi se réduit a
o =G(e(u),a) (1.1.5)

Nous rappelons qu’en viscoélasticité linéaire, le tenseur de contraintes o = (oy;) est

donné par
0ij = Qijrcr (1) + gijuen () (1.1.6)

A = (a;ju) est le tenseur de viscosité et G = (gii) le tenseur d’élasticité, pour
1,7, k,l=1,---,dlaloi de comportement est une loi viscoélastique du type Kelvin-
Voigt.

Nous étudions, dans un intervalle de temp [0, 7], I’évolution du corps matériel diie
a l'application de volume et de surface. Cette évolution est décrite par les équation deu

movement.

Equation de mouvement et d’équilibre

pu = Dive +f;, dans Q x (0,7), (1.1.7)

Dans cette équation, p désigne la densité de masse, i est le champ des accélérations,
fo: Q% [0,T] — R? et champ des densités des forces volumiques appliquées sur le corps
et qui sont des données du probléme , Divo est I'divergence du champ des contreantes.

Ces processus d’évolution modélisée par 1’équations s’appellent processus dy-
namiques. Dans cetaines situations 1’équation peut se simplifier, par exemple dans
le cas ou u = 0, il s’agit d’un processus d’équilibre (processus statiques), ou bien dans
le cas ot le champ des vitesses 1 varie trés lentement par rapport au temps, c’est-a-dire
que le teme pii peut etre neglige (processus quasistatiques). Dans ces deux cas I’équqtion

(1.1.7) devient :
Dive +fy =0, dans Qx(0,7), (1.1.8)



Dans la suit, on va considérer des matériaux viscoélastiquas dans le cadre des transfor-
mations. Dans ce cas, on a besion du champ des déformations linéarisé € : Qx[0,7] — Sy
défini par

e(uiy), €5 = %(@-ui + Oju;), dans  Qx (0,7). (1.1.9)

Ou 0, représente 'opérateur de dérivation partielle par rapport a la variable x;. On
précise en outre qu’on adopte convention la l'indice muet. Souvent, pour marquer la
dépendance du champ des déformation € par rapport au champ des déplacement u, on va
le noter £(u).

Les équations précédentes sont insuffisantes a elles seules pour décrire les mouvements
des milieux continus, elle doivent etre complétées par d’autres relations caractérisant le

comportement de chaque matériau, ce sont les lois de comportement.

1.1.2 Conditions aux limites de contact avec adhésion.
Définissions maintenant les conditions aux limites sur chacune des trois parties de T'.
La condition aux limites de déplacement.

Le corps est encastré a la partie I'y x (0,7"), le champ des déplacements y est par
conséquent nul

u=0, sur Iyx(0,7) (1.1.10)
La condition aux limites de traction.

Une traction surfacique de densité f; agit sur la partie I'y x (0,7") , et par conséquent

le vecteur des contraintes de Cauchy ov satisfait
ov=fy, sur Ty x(0,T) (1.1.11)
La condition aux limites de bilatéral

Le contact entre le corps et la fondation est bilatéral si le contact est maintenu pendant

le mouvement. Cette propriété se traduit mathématiquement par

u, =0, sur T'3x(0,7) (1.1.12)



1.1.3 Condition de contact avec compliance normale et adhésion.

On va décrire les conditions de contact avec compliance normale et adhésion I's3x (0,7),
on introduit une variable interne d’état § définie sur I's x (0,7") qui représente l'intensité
d’adhésion sur la surface de contact, telle que 0 < § < 1. Quand S = 1 'adhésion est
compléte et tous les liens sont actifs, quand g = 0 tous les liens sont désactivés et il n’y
a pas d’adhésion ; quand 0 < § < 1 c’est le d’une adhésion partielle. On suppose que la

contrainte normale satisfait la conditionde compliance normale et adhésion.
— 0, =p,(0,) — WA (—R(,))y, sur T3 x (0,7). (1.1.13)

On suppose que la résistance au mouvement tangentiel est générée par la colle en
comparaison a ce que la traction tangentielle soit négligeable. Ainsi, elle dépend seulement

de l'intensité d’adhésion et du déplacement tangentiel.
—o,=p(B,u;) sur I'3x(0,7). (1.1.14)

En particulier, on doit considérer le cas :

q-(B)r st ||r|| < Lo,
¢-(B)= st r| > Ly,

7

pr(B,7) = (1.1.15)

Ou Ly est la longueur limite liée, et p, est une fonction de raideur tangentielle non

négative. Le processus est supposé étre gouverné par I’équation différentielle
B = Haa(B,Cs, R(Jul)) sur T's x (0,7), (1.1.16)

H,4 est une fonction générale qui s’annulle quand le premier de ses variables s’annulle.

La fonction R : R, — R, est une troncature définie par

L si s>1L
R(s) = s st |s|<L (1.1.17)
—L si s<-—L.

ou L > 0 est la longueur caractéristique des liens.
On considére la possibilité d’une diminution de l'efficacité de collage quand les cycles
de collage et de décollage continuent. Par conséquent, le processus est supposé dépendre

de I'histoire d’adhésion note par

G, t) = /O Bz, s)ds. (1.1.18)
5



On donne quelques exemples de ce genre de fonctions

Had(57 T) = _'7116—1—72'

ol 7, est la constante de I'énergie de collage.
Un autre exemple, dans lequel H,; dépend de ses trois variables, est

V;BJr(l - 5)+

Had(ﬁa Ca 7“) = _Pﬂ/iﬁJrrz + 1+ CQ

(1.1.19)
ou r, représente la partie positive de 7.

1.1.4 Formulation des problémes

L’évolution d’une corps déformable sous I'action des efforts extérieurs est modelisée
mathématiquement par un systéme d’équations aux dérivées partielles conteant I'équation
de mouvmement (ou d’équlibre) du corps la loi comportement du matériau ainsi que les
condition initiales et au limites auxquelles il est soumis. On considére dans les chapitre
2 des matériaux avant des loi comportement viscoélastiques souis a des condition aux
limites de contact avec adhésion citées dans la paragraphe, dans le cas qusistatique.

Nous allons introduire dans ce paragraphe les modéles généraux des problémes de

contact

Les cadre physique

Est le suivant. Nous envisageons un corps matériel qui occupe un domaine borne
Q) C RY(d = 2,3) avec une surface frontiére de Lipschitz I, partitionnée en trois parties
mesurables I'y, 'y et I's,d’un part et de deux parties mesurables tels que mes(I'y) > 0,
mes(I'y) > 0. Soit T > 0. Nous étudions dans I'intervalle de temps[0, 7] I’évolution du
corps sous 'application de forces de volume et de tractions de surface.

Nous notons par u : Q x [0,7] — R le champ de déplacements o : Q x [0,7] — S? le
champ des contraintes et £(u) le tenseur des déformation linéarisée. Le corps est fixé sur
I’y x [0, 7] le champ des déplacments u est par concéquent nul.Une traction surfacique de

densite fy agit sur I's x [0, 7] et dans €2 agissent des force volumiques de densité fo.



Les hypothéses physigue introduites pour la piézoélectricite consistent a neégliger les
effets magnetigues et thermigue et a considérer I'interation mécanique uniquement. Cette
hypothseées est céramique, les polyméres et les composites.

Sous ces hypothese, les probléme mécanique que nous considérons peuvent étre for-

mulés de la fogon suivante :

Probléme 1

Trouver le champ des déplacements u : Q x [0,7] — R%, et le champ des contraintes
o:Qx[0,T] = S?%le champ d’endommage a : 2 x [0,7] — R et le champ d’adhésion
B :T5x[0,T] — [0,1] tels que

o(t) = Ae(u(t)) + Ge(u(t), a) dans Q x (0,7),
& — kAa + dpk(a) 3 ¢(e(u), a),

pu = Dive +f dans Q x (0,7,
u=0 sur I'y x (0,7,
ov =1, sur I'y x (0,7,
—0y = py(uy) = 1B (= R(uy))+ sur I'g x (0, 7),
o = pr(fu) sur Ty x (0,7),
B = Hau(B, (s, R(|ul)) sur I's x (0,7),
g—i:() sur I' x (0,7,
u(0) =ug, u(0)=vy, a0)=a dans €,
B(0) = Bo sur I's.

Probléme 2

Trouver le champ des déplacements u : Q x [0,7] — R¢, le champ des contraintes

o: Qx[0,7] - S% le champ de endommagement o : Q x [0,7] — R et le champ



d’adhésion f: 'y x [0,T] — [0, 1] tel que

pu = Dive + dans Q x (0,7,
o(t) = Ae(u(t)) + Ge(u(t), a) dans Q x (0,7),
& — kAo + 0k (a) 3 ¢(e(u), a),

u=0 sur I'; x (0,7),
ov =1, sur 'y x (0,7,
u, =0 sur I's x (0,7,
-0, =p.(6,u,) sur I's x (0,7,
B = Haa(B, R(lu-|)) sur Iy x (0,7),
%20 sur ' x (0,7),
u(0) =uy, u(0)=vy, a0)=a dans Q,
B(0) = Bo sur I's.



1.2 Rappels de la mécanique des milieux continus

Nons rappelons quelques définitions et résultats utiles dans 1’étuds de ce probléme

mécanique de contact.

1.2.1 Espace fonctionnels

On introduit dans cette partie les espaces de type sobolev utilisés en mécanique de
contact, asavoir les espaces de Hilbert associés aux opérateurs divergence et déformation,
ainsi que les espaces de fonction avaleurs vectorielles. On présente en plus leurs princi-
pales propriétés, notamment les théoréme de trace. On rappele aussi quelques espaces de
fonction définies sur un intervalle réel et a valeurs dans un espace de Hilbert. Pour plus
de details sur les espace de Sobolev et les espaces de distributions.

Espace de Hilbert associés aux opérateurs divergence et déformation. Nous désignons
par S 'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R%(d = 2, 3). Et ||.|| représentent

le produit scalaire et la norme Euclienne sur R? et S?, repectivement. Ainisi,

wv =, o] = (v,v%), Vu,v € R

o.T =0Ty, 7] = (T.T)%, Vo, € S
Dans toute la suite,  C R?% est un domaine borné avec une frontiére de Lipschitz
notée I'. Pour le champ de déplacements et le champ des contraintes nous utilisons les

espaces suivants :

On va utiliser les notations

H = {u=(u)/u; € L*(Q),i=1,N} = L*(Q)". (1.2.1)

Ou le espace H sont défini par

H=0=(0i) 0ij=05€L*Q), i,j=1N}=L*Q)NN (1.2.2)
Les espaces H et ‘H sont des espace Hilbert réels menus des produit scolaires canoniques
(u,v)y = / uv;de Yu,v e H
Q
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(O',T)q.[ = / O'Z'jle‘d[E, \V/U,T ceH.
Q

Les normes associées a ces produits scalaires seront notées respéctivement par ||- ||z

et [|- [l

Compte tenu de l'identification de L*(€2) & un sous-espace de distrubutions sur §2. Par
conséquant, les opérateurs déformation et divergence peuvent étre définis respéctivement
sur les H et H. Pour I'instant, on rappelle la définition de 1’espace de sobolev H'()) défini

par

HY(Q)={uec L*Q)) ouel*), i=1N} (1.2.3)

L’espace H'() est un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire
(11, V)HI(Q) = (u, V)LQ(Q) + (@u, 8iV)L2(Q) ‘v’u, vV E I{1 (Q) (124)

On notera la norme associée par ||.||g1(). On note plue par Hj(2) I'adhérence de

D(Q) dans H'(Q). L'espace Hi () est un espace férme de H' ().

Espace liés a 'opérateur déformation

Pour 'opérateur déformation défin par, il est naturel d’introduir I'espace
Hy={ue H/e(u) € H} (1.2.5)
On considére sur H; le produit scalaire
(W, v)g, = (0, v)g + (e(u),e(v)y Yu,v € Hy

et not la norme associée par ||- || g, . On obtientb ainsi que 'injection H; C H et I'opérateur

déformation € : Hy — H sont des opérateurs continus.
Théoréme 1.2.1 Muni du produit scalaire (-, )y, U'espace Hy est espace Hilbert réel.

On munit maintenant 1'espace produit H;(£2)" du produit scalaire canonique et de la

norme associée respéctivement par (-, - ) g et || || g1~ On a alors le résultat suivant :
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Théoréme 1.2.2 On l'égalité algébrique Hy = H ()N et || || my, || |z~ sont les normes

équivalentes sur Hy

On suppose maintenant que dans toute la suite, la frontiére I' de Q est de classe C':t.
Compte tenu du théoréme précédent, toutes les propriétés de espace H'(Q) peuvent étre
transportées sur 'espace H; par passage aux espaces produit. Plus précisément, on a les

résultats suivants :
1. CHQ)N est dense dans H;.

2. H, C H avec injection compacte (Théoréme de Rellich).

3. 1l existe une application linéaire et continue v : H; — L*(T')" vérifiant 1'égalité

yu=upr, VueC Q)N

Lapplication v est appelée application trace. Elle est défine comme le prolongement
par densité de 'applicatin « — wp définie pour tout u € C*(Q)". L’application
trace v : H; — L*(I')N n’est pas surjective. L’image de H; par cette application

est notée par 7. On a en outre :
4. Hy c L*(T")V avec injection et continue.

5. Il existe une application linéaire continue z : Hr — H; vérifiant 1’égalité

v(2(§)) =& V& € Hr. (1.2.6)

6. Le noyau de lapplication trace est H}(Q)" i.e H}(Q)N = {u € H,/vu = 0}.
Soit maintenant et soit I' = I'y UT's UT's, et I'; NI'; = @ pour ¢ # j et V est 'espace
défini par
V={ue H/yu=0 pp surly}. (1.2.7)

Théoréme 1.2.3 L’espace V' est un sous-espace fermé de Hj.
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Théoréme 1.2.4 (Inégalité de Korn) . Soit mes(I'y) > 0. Alors il existe une constane

C > 0 qui dépend de Q) et 'y telle que

le()ll = Cllullm, YueV (1.2.8)

En utilisant ce résultat, il vient.

Remarque 1.2.5 Si mes(I'y) > 0 alors u — ||e(u) || est une norme sur le sous-espace

V' défini par(1.2.§), équvalent a la norme canonique |- || g, -

Une preuve de cette inégalité peut étre trouvée dane [9]. Sur V nous considéros le
produit scalaire par

(u,v)y = (e(u),e(v))y VYu,v eV (1.2.9)

et soit ||-||v la norme associée, ie
[ollv = lle@)ll Vv eV (1.2.10)

Il résulte par linégalité de Korn, il vient qui ||- ||, et ||-||v sont des normes équivan-
tentes sur Vet ainsi (V,||-||) est un espace de Hilbert réel.. En outre, par le théoréme de
trace de Sobolev, il existe une constante Cy > 0 dépendant uniquement de 2,1y et I's telle
que :

0] L2(rgye < Collvlly Vo eV (1.2.11)

Par linégalité de Korn que (V. ||-||v) est un espace de Hilbert réel.

Espace liés a 'opérateur divergence

Comme dans le cas l'opérateur déformation, il est naturel d’introduire 1'espace H; lié

a l'oprateur divergenc et défini par
Hi={oe€H/ DivoecH} (1.2.12)
sur lequel on considére le produit scalaire

(0,TV 3, = (0, 7)1 + (Divo, Divt)y Vo, T €€ H;.
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On note la norme associée par || ||3,. On obtient ainsi que linjection H; C H et
I'opérateur divergenc.

Divo : Hy — H sont des opérateurs continus.

Théoréme 1.2.6 Muni du produit scalaire (-,- )y, 'espace Hi est un espace de Hilbert
réel.

On peut prouver que [’espace

' QYN = {0 = (045)) o0ij=0;€CHQ), i,j=1,N} (1.2.13)

est dense dans H. De plus, pour tout o € C’l(ﬁ)éVXN, on note par ov le vecteur de compo-
santes (o;;v5), i =1,N. Comme dans le cas de l'espace Hy, on peut définir Uapplication

trace pour l’espace Hy a l'aide de résultat suivant :

Théoréme 1.2.7 [ existe une application linéaire, continue et surjective 7y : Hy — Hl,ﬂ

telle que
("ya,f}HfrxHF = /Fau.fda (1.2.14)
pour tout & € Hy et o € CY(Q)N*. Pour tout o € H,, l’image jo € Hy est élément de
Hy. wvérifiant églité
(7o, 7”>H’FxHr = (0,e(u))y + (Divo,u)yg VH;. (1.2.15)

Rappelons aussi la formule de Green ci-dessous :

(0,e(v))n + (Dive,v)y = /Fm/.vda VH, (1.2.16)

On note par v, et v, la composante normale et respectivement tangentielle de tout
champ vectoriel :

VU, =0V V=0,V 40T (1.2.17)

De meme, soit g, et o, la composante normale et respectivement tangentielle de ten-

seur des contraintes de Cauchy ov. Il vient : 0, = (ov),,0, = (0T),, c’est a dire :
o, =(ov)v o,=0,—0,V (1.2.18)
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1.2.2 Espaces des fonctions & valeurs vectorielles

Soit H un espace de Hilbert. Soient £ € Net 1 < p < +oo et T > 0. On rap-
pele que W*P(0, T; H) est I'espace des distributions vectorielles u € D'(0,T; H) telle que
Dju € LP(0T,; H) pour j = 0,k, D; désignant la dérivée d’ordre j au seus des distribu-

tions.

Si1<p<+oo, WkP(0,T; H) est un espace de Banch réel pour la norme définie par
k T )
Jullwrsozin = (3 [ 1Du(o)Pda)?
=070

Yu € WhP(0,T; H)
En particulier, W*2(0,T; H) est un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire
définie par
k T
(oot = 3 [ (Dyul®). Dyo(t)ut
0=; Y0
Vu,v € W52(0,T; H)

D’autre part, W*>(0,T; H) est un espace de Banch réel pour la norme définie par
k
||u||Wk7°°(0,T;H) = Z sup |DJU(t)|H
o= [0.7]

Yu € Wh=(0,T; H)

pour le cas particulier £ = 0, on remarque que

W0, T; H) = LP(0,T; H)

et on note alors la norme LP(0,7; H) par |- | zro,r;m) pour tout 1 < p < 400, on

définit aussi, pour k € N, 'espace C*(0,T’; H) des fonctions u : [0,T] — H telles que pour

. — L e, J . . . .
tout 5 = 0,k les dérivées ZT? existe et sont continue sur [0,7], on note, en particulier,

C%0,T; H) par C(0,T; H). L'espace C*(0,T; H) est un espace de Banch pour la norme
définie par
k .
d’u
) = — (1
||U||Ck(o,T,H) OEZJ; tgﬁ% | dt (t)]a
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Yu e C*0,T; H)

En particulier, les normes sur les espaces C(0,T; H) et C'(0,T; H) sant données par

gy = t
HUHc(o,T,H) tgfg% [u(t)|

||l cro,r ) = max |u|y + max |4y
t€[0,T] t€[0,T]
Vu € C*(0,T; H)
On précise que le ponit au dessus d'une expression désgine la dérivée de cette expression

par rapport au temp, représentée la varibale ¢ € [0, T

1.2.3 Enoncés de certains théorémes

Nous considérons maintenant quelques théorémes importants qui sont utilisés le long

de ce mémoire.

Définition 1.2.8 L’inclusion de (V,|-|v) dans (H,||-||n) est continue et V est dense
dans H. Nous notons par V' Uespace dual de V.V est identié avec H et avec son propre

dual, le triplet

VcHcCV

S’appele le triplet de Gelfand.

Définition 1.2.9 On dit qu’une forme bilinéaire a(u,v) : H x H — R est

1) Continue s’il existe une constante C' telle que
la(u,v)| < ||ullg||v]|lz Vu,v e H. (1.2.19)
2) Coercive s’il existe une constante o > 0 telle que
la(v,v)| > allv||}; YveH (1.2.20)

Théoréme 1.2.10 (conséquence de Minty-Browder) Soit A: H — Hun opérateur
non linéaire, fortement monotone et de Lipschitz.

Alors pour tout f € H il existe u € H unique solution de [’équation Au = f.
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Sous différentiabilité
Nous considérons dans tout ce paragraphe que X est un espace de Hilbert et K un

sous-ensemble de ’espace X

Définition 1.2.11 On appelle fonction indicatrice de K, la fonction Vi définie par

0siue K
\I]K(u)_{ +oo siu ¢ K
Définition 1.2.12 Soit une fonction j : X — R et u un élément de ’espace X tel que
j(u) # +oo. Le sous-différentiel de la fonction j en u, noté 0j(u) est U'ensemble défini
par

j(u) ={u € X" | j(v)>ju)+ (u,v—uVve X}

Le crochet (.,.) désignant la dualité entre X' et X.

Tout élément u” de ensemble 0j(u) est appelé sous-gradient de la fonction j en u. La
fonction j est dite sous-différentiable en u si dj(u) # 0. Elle est dite sous-différentiable si
elle I’est en tout point u de 'espace X.

Nous pouvons caractériser le sous-différentiel OV ;- d’une fonction indicatrice Wy d’'un

ensemble convexe non vide
OVi(u)={u e X | (u,v—u)<0 VYeK}

Equations et inéquations variationnelles d’évolution Nous allons rappeler dans
ce paragraphe deux résultats sur les équations d’évolution et un résultat sur les inéquations
variationnelles d’évolution.

équation différentielle ordinaire
Théoréme 1.2.13 (Cauchy-Lipschitz) Soit (X, |.||x) un espace de Banach réel et soit
F(t,.) : X = Xun opérateur défini p.p. sur (0,T), qui satisfait les propriétés suivantes

il existe Lrp > 0 tel que
||F(t,l’1) — F(t,l‘g)”X S LFHml — ZL‘QHX Vl’l,l'g € X,pp € (O,T),

il existe 1 < p < 400 tel que F(.,z) € LP(0,T;X) Vze X.
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Alors pour tout & € X, il existe une fonction unique © € Wie(0,T; X) telle que

(t) = F(t,z(t)) pp.te(0,T),

z(0) = 0.
Maintenant nous considérons V' et H deux espaces de Hilbert réels tels que I'application
d’inclusion de (V,||.||v) dans (H,|.||z) est continue et dense. Identifiant le dual de H
avec lui-méme, c¢’est-a-dire nous pouvons écrire le triplet de Gelfand V ¢ H C V'. Les
notations ||.||v, ||-|ly et (., .)y 1 représentent les normes sur V, V' et le produit de dualité

entre V' et V respectivement.

Inéquation variationnelle d’évolution

Théoréme 1.2.14 Soit V. C H C V' un triplet de Gelfand. Soit, K est un sous ensemble
fermé non vide, et convexe de V', et soit a(-,-) : V x V — R est une forme bilinéaire
continue et symétrique qui satisfait
il existe ¢; > 0 et Cy la condition de coercivite a(v,v) + Colv|}, > (|v]? veV
Alors pour tout uy € K et f € L*(0,T; H), il existe unique fonction u qui satisfait
we HY(0,T;H)NL*0,T;V),
u(t) e K Vte|0,T],
(@(t),v = u(®))vrxv +a(ult),v —u(t)) = (f(t),v —u(t))n VveK,
u(0)=0
Equation aux dérivées pratielles d’évolution

Théoréme 1.2.15 Soit V C H C V' un triplet de Gelfand. Soit A : V' — V' un opérateur

hemicontinu et monotone satisfaisant.
Jw >0, et AER (Av,v)yiuy > w|v|i + A Yo eV (1.2.21)

[Av[ly: < C(|lvlly +1) Yo eV (1.2.22)

pour des constantes w > 0,C > 0 et A € R. Etant donné ug € H et f € L*(0,T; H), il

existe une fonction unique u qui satisfait.
u€ L*(0,T;V)NC(0,T; H),ii € L*(0,T; V"),
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a(t) + Au(t) = f(t) pp te[0,T]

u(0) = ug

Théoréme 1.2.16 (de Banach (point fixe)) Soit X un espace de Banach. K est un
ensemble fermé et non vide de X. On suppose que A : K — K :

1- A est une contraction, i.e.,
|Au — Av|| < aflu —v||Vu,v € K avec  a € [0,1).

Donc il existe une solution unique u € K de l'equation Au = u,i.e.\ un point fixe unique
dans K.
2- A™ est une contraction pour m un entier positif, donc A a un point fixe unique dans

K.

1.2.4 Compléments divers

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de
nombreux problémes de majoration, en particulier pour établir 'unicité de la solution.
Nous citons certains théorémes utilisés dans ce mémoire. Pour avoir plus de détails sur

les rappels figurant dans cette section, nous proposons par exemple.

Lemmes de Gronwall

Lemme 1 Soient m,n € C(0,T;R) telle que m(t) > 0 et n(t) = 0 pour tout t € [0,T] et
soit a > 0. Si p € C(0,T;R) est une fonction telle que

o(t) <a-+ /Otm(s)ds + /Otn(s)go(s)ds vVt € (0,7

alors
o(t) < (a+/0 m(s)ds) exp(/o n(s)ds) Vte[0,T]

Pour le cas particulier m = 0, ce lemme devient :

18



Corollaire 1.2.17 Soit n € C(0,T,R) telle que n(t) > 0 pour tout t € [0,T] et soit
a>0.85ipeC(0,T;R) est une fonction telle que

p(t) < a—{—/o n(s)e(s)ds Vte[0,T]

alors

o(t) < aexp(/otn(s)ds) Vt € (0,7

Lemme 2 Soient m,n € C(0,T,R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout t € [0,T]
et soit a > 0. Si o € C(0,T;R) est une fonction telle que

% ) < a —|—/ m(s ds—l—/ot (5)¢?*(s)ds Wt € [0,T]

alors

|<p(t)|§(a—|—/0 m(s)ds)exp(/o n(s)ds) vt € [0,T]

Lemme 3 Soient f,g: [a,b] — R deuz fonction continues qui satifont

c/bf(s)ds Yt € [a, b],

pour une constante ¢ > 0. Alors,

b
f0 <90+ ¢ [ gloyepds Ve ),

D’ailleurs, si g n’est pas décroissant, alors

F(t) < g(t) exp= ds vt € [a,b],
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Chapitre 2

Probéme de contact avec compliance
normale et adhésion en viscoélasticité
avec endommagement

Nous considérons ici un probléme dynamique de contact sans frottement avec com-
pliance normale et adhésion entre un corps viscoélastique avec endommagement et une
fondation déformable. Le processus d’adhésion sur la surface de contact est modélisé par
une variable interne de surface, du champ d’adhésion. L’endommagement causé par les dé-
formations élastiques du matériau estmodélisé par une variable interne du corps appellée
champ d’endommagement.

Le probléme est formulé comme un systéme d’équation et d’inéquation aux dérivées
partielles contenant 1’équation de mouvement ou d’équilibre du corps, la loi de comporte-
ment du matériau avec endommagement, une inclusion du type parabolique modélisant
le champ d’endommagement, une équation différentielle modélisant le champ d’adhésion
et les conditions aux limites auxquelles il est soumis.

Ce chapitre est divisée en trois sections. Dans la premiére section, nous commencons
par formuler le probléme mécanique, puis nous indiquons les hypothéses sur les données.
Ensuite, dans la deuxiéme section nous donnons la formulation variationnelle du probléme
mécanique. Enfin, dans la troisiéme section, nous énongons et démontrons un théoréme
d’existence et d’unicité de la solution faible pour ce probléme en utilisant des arguments

du point fixe de Banach, et des équations d’évolution non linéaires.
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2.1 Formulation du probléme mécanique-Hypothéses

Nous considérons un corps viscoélastiqu avec endomagement qui a l'instant ¢ = 0
occupe un domaine borné 0 C R, d = (2,3) de frontiére réguliére, constitué de trois
parties disjointes 'y, T’y et,I'3 tel que mesT’; > 0 Soit T > 0 et soit [0, 7] 'intervalle de
temps en question.

Ce corps est encastré sur I'; x (0,7"), soumis & une densité de forces volumiques f; sur
Q x [0,T], et des forces surfaciques de densité fo sur I'y x (0,7') et en contact avec une
fondation déformable le long de I's. De plus le contact, avec cette fondation, est supposée
avec adhésion et endommgement.

Le probléme mécanique qu’on étudie est le premier probléme du chapitre 1.

Probléme P

Trouver le champ des déplacements u : Q x [0, 7] — R?, et le champ des contraintes
o:0x[0,T] = S%1le champ d’endommagement « : 2 x [0, 7] — R et le champ d’adhésion
B :T5x[0,T] — [0,1] tels que

o(t) = Ae(0) + Ge(u, a) dans Q x (0,7), (2.1.1)
& — kAo + 0ok (a) 3 ¢(e(u), a), dans Q x (0,7) (2.1.2)
pit = Divo + f; dans Q x (0,7), (2.1.3)
u=0 sur T'y x (0,7), (2.1.4)
ov =1, sur Iy x (0,7), (2.1.5)
—o, =p,(u) — 1B (—R(u,))+ sur I's x (0,7), (2.1.6)
—o, = p.(8,u;) sur I's x (0,7), (2.1.7)
B = Hoa(B, s, R(|u])) sur I's x (0, 7), (2.1.8)
‘;—‘;‘ =0 sur I' x (0,7), (2.1.9)
u(0) = up, u(0) =vo, (0)= g dans €, (2.1.10)
3(0) = Ao sur T'y. (2.1.11)

L’équation ([2.1.1]) représente la loi de comportement viscoélastique non linéaire avec
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I’endommagement. L’évolution du champ d’endommagement est modelisée par I'inclusion
du type parabolique donnée par la relation (2.1.2)) ot ¢ est la fonction source d’endom-
magement, supposé étre une fonction générale radher des souches et se nuire, et dpx est
le sous-différentiel de la fonction indicatrice des fonctions d’endommagement admissibles
fixé K. L’équation (2.1.3)) représente 1’équation du mouvement ot p désigne la masse
volumique matériau, — sont respectivement, des conditions aux limites de
déplacement-traction. Les conditions — représentent les conditions de contact
avec compliance normale et adhésion sur la partie I'3 de la frontiére 2. L’équation ([2.1.9))
représente une condition aux limites de Neumann homogéne ol (9_loj représente la dérivée
normale de a. Dans ([2.1.10) nous considérons les conditions initiales ol ug est le dépla-
cement initial, v( la vitesse initiale et g le endommagement initial. Enfin, est la
condition initiale, dans laquelle (3, désigne la liaison initiale.

Pour I'é¢tude du probléme mécanique - on considére les hypothéses sui-
vantes :

Nous supposons que l’opérateur de viscosité A : Q x ST — S? satisfait

((a) Il existe Ly > 0 tel que
|A(x, &) — A(x, &) < Lalé — &
V€€ €S pp. x €N
(b) Il existe m4 > 0 tel que
(A(x, &) — A(x, &) - (€1 — &) > malé) — & (2.1.12)
VE L€, €S pp.x €.
(c) L’application x — A(x, &) est Lebesgue measurable sur €2,
pour tout & € S%.
| (d) L'application x — A(x,0) € H.

L’opérateur d’élasticité G : Q x S — S? satisfait

[ (a) Il existe Mg > 0 tel que
1G(x, €4, 1) — Gx, &, 02)] < M(J&, — &l + o — )
Ve €, €SV, a0 € R, pp. x € Q.
(b) L'application x — G(x, &) est (2.1.13)
Lebesgue measurable sur §2
pour tout £ € S%, o € R.
| (c) L'application x — G(x,0,0) € H.

La fonction de la source d’endommagement S :  x S x R — R satisfait
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[ (a) 1l existe Mg > 0 tel que
6%, €1, 01) — DX, €, 2)| < My(|€, — &l + |ar — ).
Ve €, €S9, Yai,as € R, p.p. x € Q.
(b) Pour tout £ € S¢, a € R, x — ¢(x,&, ) est
Lebesgue measurable sur {2
| (c) L'application x — ¢(x,0,0) € L*(Q).

La fonction de contact tangentiel p, : I's x R — R satisfait

((a) Il existe L, > 0 tel que
’pu(xa Tl) - pI/<X7 T2)’ < Ll/’rl - T2’
r,7o €ERY pp.x€T;

(b) L'application x — p,(x,r) est Lebesgue measurable sur I's
reR?

| (c) L'application x ~ p,(x,7) = 0 pour tout r <0

La fonction de contact tangentiel p, : I's x R x RY — R? satisfait

((a) 1l existe L, > 0 tel que
pr (X, B1,71) — pr(X, B2, 72)| < Lo (|81 — Ba| + |11 — 12)
VB1,P2 €R, 1,79 ERd, p.p. x€l';
(b) L'application x — p,(x, 3,7) est Lebesgue measurable sur I's
VB eR,r € R?
(c) L'application x +— p,(x,0,0) € L>(T'3)?
| (d) p-(x,8,7).v(x) =0, VreR?tel que r.v(x) =0, p.p. x € I's.

La fonction d’adhésion H,y : T's x R x R x [—L, L] — R satisfait

((a) Il existe Lyqq > 0 tel que
’Had(X, bl, Z, T) — Had(X, bg, Z, T)l S LHadlbl — b2|
Vbi,bp €R, z€R, re|-L/L], pp.x €T}y, et
|Haa(X, b1, 21,71) — Haa(X, b2, 22,72)] <
LHad(‘bl — b2’ + ’Zl — ZQ‘ + ‘7’1 — 7’2‘)
Vbl,bg € [O, 1], 21, %2 GR, r1,T2 € [—L,L], p.p.XEFg,
(b) L'application x — H,4(X,b, z,7) est Lebesgue measurable sur I's,
Vb,z e R, re[-L,L),
(c) L'application (b, z,7) — Haa(x, b, z,7) est continu sur
R xR x [-L, L], p.p. x € I's,
(d) Huq(x,0,2,7) =0, Vre|-L,L], p.p. xé€ls,
() Hyg(x,b,2,7) >0, Vb<0, zeR, re|-L, L], pp.x€T}y
et
Hug(x,b,2,r) <0 Yo>1, zeR, rel[-L,L], pp.-x€Ts.

\
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On note que si g € L>®(I'3), z € L>(I'3) et r : I's — R est une fonction mesurable,

alors les conditions (2.1.17)) impliquent que
T — Had(xaﬁ(x)a Z(l‘),RT(Q?)) € LOO(F?))

Nous supposons que les satisfait de densité de masse

p € L>(Q), et il existe p* > 0, tel que p(z) > p*, p.p. x €

(2.1.18)

Et on suppose que les forces volumiqges et la traction surfacique ont la régularité

fo € L*(0,T; H), £, L*0,T;L>()%).
Finallement, les conditions initiales suivantes

u €V, vgeH,
ap € K,

Bo € L>(T'3) et 0 < fy <1 p.p. sur .
Nous définissons la forme bilinéaire a : H'(Q) x H'(Q2) — R par

a(C,p) = /{;/QVC -Vdzx.

(2.1.19)

(2.1.20)
(2.1.21)

(2.1.22)

(2.1.23)

Nous allons utiliser un produit intérieur modifi¢ sur H = L?*(Q)¢, proposée par

(u,v)g = (pu,v)y, VYu,v € H,

autrement dit, pondérée avec p, et nous laissons || - || la norme associée, c’est-a-dire

Vlg = (pv,v)%, VveH.

En utilisant hypothese (2.1.18)), il s’ensuit que || - ||y and || - ||z sont les normes équi-

valentes sur H De plus, la cartographie par inclusion de (V.| - ||v) into (H, || - ||z) est

continue et dense. On note V' 'espace dual de V. identifier H avec son propre double,

nous pouvons écrire le Gelfand triple

VcHcCV.
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Nous utilisons la notation (-, )y« pour représenter ’appariement de dualité entre V’
et V. Nous avons

(W, v)yrxy = (0, v)y, Yue HVveV.
Enfin, on note |-|y la norme sur l'espace dual V’. Hypotheéses (2.1.19)) nous permettre,
pour p.p. t € (0,7) a définir f(t) € V' par

(£(t), V)yixy = /Qfo(t) -vdx +/r £5(t) - vda, Vv ev, (2.1.24)

et
fe L?0,T;V"). (2.1.25)

Soit j: L*(I'3) x V x V — R la fonctionnelle

i(B,u,v) = /F puo(u)vida /F | v,6%(—R(w,)) 4 v, da

(2.1.26)
—l—/ pr(B,ur).veda, VP e L®(T3), VYuveV.
T's
Pour I’étude du probléme P, on définit le sous-espace fermé V' de H; par :
V={veH v=0surly} (2.1.27)

et on le munit du produit scalaire défini par (1.2.4]),et de la norme définie par (1.2.5).

2.2 Formulation variationnelle
En utilisant la formule de Green
(,e(v))y + (Dive,v)g = /au.vdF, Vv e Hy
r

on a

/as(v)dx—i—/Diva-vdx:/ a'l/-VdF+/ ay-vdF—I—/ ov-vdl' VveV
Q Q Iy I I3

En utilisant (2.1.3)),(2.1.4)),(2.1.5) on obtient

/ae(v)da: — / fovdx :/ fg(t)-vdx—i-/ ov-vda Vv eV
Q Q Iy I's
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et, puisque

ov-v=0,-0,+0, Vv, =—p,(u,)v, + ’y,,ﬁQ(—R(uy))wV —p(B,u;) - v,

il vient

/Q o e(v)dr = /Q fo(t)vda + /F (1) vdo /F ol
s [ PRt [ p(8ou) v
I's I's

D’aprés (2.1.24)) et (2.1.26) nous obtenons

(o(t),e(v))n + 7(B(), u(t),v) = (f(t),v)y VveV, pp.te(0,T). (2.2.1)

De (2.1.1)), (2.1.8), (2.1.10))-(2.1.11]) et (2.2.1]), on obtient la formulation variationnelle

du probléme P.

Probléme PV

Trouver le champ de déplacement u : [0,7] — V & le champ de contrainte o : [0,7] —

H le champ endommagement « : [0,7] — H'(Q) et le champ d’adhésion 3 : [0,T] —
L>(T'3) tel que

o(t) = Ae(u(t)) + Ge(u(t),a(t)) p.p.te (0,7), (2.2.2)

Oé(t) € K7 (a(t)aC - O‘(t>>L2(Q) + a(a<t)7 C - a(t)) (2 ) 3)
> (¢(e(u(t), a(t), ¢ — alt)) 2@, V(€ K, -
p.p.t € (0,77,

((t), v)vxv + ((t),e(v)n + i (B(t), ut), v) = (£(), v)yxy, VveV, (224
p.p.- t €[0,7],
B(t) = Haa(B(8), o, R(Ju(t)])), 0<B(t) <1 pp.tel0,T], (2.2.5)

u(0) =ug, u(0)=vy, «a(0)=ay, B(0)=pGo. (2.2.6)

Nous remarquons que le probléme variationnel PV est formulée en termes de dépla-

cement, champ de contrainte, terrain de endommages et champ d’adhérence. L’existence
d’une solution unique de probléeme PV est déclaré et prouvé dans la section suivante.

Notre résultat principal concernant le bien posé du probléme PV est la suivante.

26



Théoréme 2.2.1 Supposons que (2.1.12))-(2.1.22)) détiennent. Alors il existe une solution

unique {u, o, a, B} qui satisfait

uc H(0,T;V)nCY0,T; H), ie L*0,T; V"), (2.2.7)
oc L*0,T;H), Dive € L*(0,T; V'), (2.2.8)
o€ WH0,T; L*(Q)) N L*(0, T; H(Q)), (2.2.9)
B e Whee(0,T; L=(T3)). (2.2.10)

Un quadruplet {u, o, «, 5} qui satisfait (2.2.2))- (2.2.5]) est appelé solution faible pour
le probleme P. Nous concluons que, dans les hypothéses énoncées , le probléeme ([2.1.1)-

(2.1.11) a une satisfaying unique solution ([2.1.6)-(2.2.9). La preuve du théoréme
sera réalisée en plusieurs étapes et est basé sur les équations d’évolution de la théorie
avec des opérateurs monotones , un argument de point fixe et une existence classique et

résultat d’unicité pour les inégalités paraboliques cette fin, nous supposons dans la suite

que (2.1.12))-(2.1.22) tenir. Ci-dessous, C' désigne une constante positive générique qui

peut dépendre de 2, I'y, I'y, I's, A, G, p,, pr, L et T, mais ne dépend pas de t et sur le
reste des données d’entrée, et dont la valeur peut changer d’un endroit a ’autre. En outre,
pour des raisons de simplicité, nous supress, dans ce qui suit, la dépendance explicite des
différentes fonctions sur x € QU T

La démonstration du théoréme [2.2.1] sera fournie dans la section suivante.

2.3 Existence et unicité de la solution

Soit ; € L*(0,T; V") sera proposée. Dans la premiére étape, nous considérons le pro-

bléme variationnel suivant.

Probléme P

Trouver le champ de déplacement u,, : [0,7] — V tel que

(1, (1), V)vrv + (A, (1)), €(v)) 3 + (M), V)vrey = (E(1), V)vixy,
Vv eV, ppte(0,T), w (2.3.1)

u,(0) =uy, 1,(0) = vy. (2.3.2)
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Pour résoudre un probléme P}, nous appliquons une existence abstraite et le résultat

unique contenue dans le théoréme 2.29 ([27] page 48).

Lemme 4 Il existe une solution unique au probléme de P} la régularité exprimé dans

Preuve. Nous définissons l'opérateur A : V. — V' by

(Au,v)yicy = (Ae(u),e(v))y, Yu,velV. (2.3.3)

il résulte de(2.3.3) et (2.1.12))(a) que

|Au — Av]ys < Lalu—v|y, Yu,vevV, (2.3.4)

ce qui montre que A : V — V' est continu, et ainsi de hemicontinuous. Maintenant, par

(2.3.3) et (2.1.12)) (b), nous trouvons

(Au— Av,u —V)yiy > mylu—viZ, Ya,vev, (2.3.5)

cest a dire, A : V. — V’ est un opérateur monotone. Choisir v = 0y dans (2.3.5)) on
obtient

(Au,u)yryy > maluli — [A0y |y [uly,

1 1 (2.3.6)
> QmA’ul%/_M|AOV|V' YueV.
1
Ainsi, A satisfait la condition (|1.2.22]) avec w = —m 4 et A = —2—\AOV]V/. Suivante
ma

(2.3.4) on en déduit que
Aulyr < Lafuly + |40y |y, Vae V.

Cette inégalité implique que A satisfait la condition ([2.2.5)). Enfin, nous avons rappeler

que par (2.1.25)) et (2.3.2) nous avons f —n € L*(0,T;V’) et vo € H. Il résulte alors du

théoreme (2.2.1)) qu’il existe une fonction uniques v, qui satisfait

v, € L*(0,T; V)N C([0,T); H), % € L*0,T;V"), (2.3.7)
dv,,
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v,(0) = vy. (2.3.9)

Soit u, : [0; 7] — V définir par

u,(t) = /vn(s) ds + uy, vVt € [0,T]. (2.3.10)

Il résulte de (2.3.3)) et (2.3.7) - (2.3.10) que u, est une solution de I’ probléme varia-

tionnel P! et il a la régularité exprimé dans (2.2.7). Ceci conclut la preuve de la partie de

Dexistence du lemme (4)). Le caractére unique de la solution au probléme (2.3.8) - (2.3.9),
garanti par le théoréme 2.2.1 m
Dans la deuxiéme étape, nous utilisons le champ de déplacement u, obtenu dans le

lemme [4] et envisager le probléme suivant la valeur initiale.

Probléme P‘é

Trouver le champ d’adhésion 3, : [0,7] — L*®(I'3) tel que

By(t) = Haa(By(t), G5, (1), R(Juy (1)), pop- t € (0, T), (2.3.11)
B(0) = fo. (2.3.12)

En utilisant la version du théoréme de Cauchy-Lipschitz et arguments signaler fixe de

Banach. Nous avons le résultat suivant.

Lemme 5 Il existe une solution unique (3, de probleme Pg et it satisfait 8, € WH>(0,T; L>=(T'3).
En outre

0<g,(t)<1, Vtel0,T], p.p.surls. (2.3.13)

Preuve.
Soit ¢ € L>(0,T; L>=(I'3) et I'application est F,(¢,-) : L=(I's) = L*(I'3) défine p.p.
on (0,7 par
Fyc(t, B) = Haa(B(1), C(t), R(Ju,(1)]))
L’opérateur F, est continue et Lipschitz par rapport au second argument. comme

Bo € L®(I'3), t — F,(t,B) appartient a L>*(0,7; L>(I'3)). Nous pouvons appliquer le
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théoréme de Cauchy-Lipschitz et la preuve de ce théoréme voir Suquet(|?] page 60)ce qui

nous donne l'existence et unicité d’une fonction 8, € W°(0,T; L=(I'3) tel que

Bre(t) = Haa(Boc (1), C(0), R(lu, (D)) pop. t € (0,7), (2.3.14)
Bc(0) = fo. (2.3.15)

Cela prouve que f3,¢ satisfait la condition . Nous supposons que S,¢(ty) < 0
pour certains ¢y € [0,7]. En vertu de la condition nous avons 0 < £,.(0) < 1
et donc ¢y > 0 de plus, depuis la cartographie ¢t — S(t) : [0,7] — R est continue, nous
pouvons trouver ¢; € [0,%) tel que 5,¢(t1) = 0.

Maintenant, laissez t, = sup{t € [t1,%], [Byc(t) = 0}, alors to < ty, [Fyc(t2) =0 et
Bnc(t) < 0 pour t € (t2,t]. Assomption (Had 5f) et I'équation impliquent que
B,(t) > 0 pour t € (ty,to], et donc B,(tg) > B,(t2) = 0 qui est juin contradiction. Nous
concluons qué j3,(t) > 0 pour tout ¢ € [0,7].

Un argument de Similaire Montre qué S,:(¢) < 1 Aubaines pour tous ¢ € [0, 7.
0<By() <1, Vtel0,T], pp.surls. (2.3.16)

La propriété 0 < f3,¢(t) <1 si on peut considérer I'opérateur A, : L>°(0,T; L= (I's) —
L>(0,T; L*>(I'3) défine par

t
A0 = [ B(shds te 0.7 (2.3.17)
0
pour laquelle nous prouvons que d’un seul point fixe.
Soit (1,2 € L*°(0,T; L>°(T'3)) et soit s € [0,T].
De (2.3.14)), (2.3.15) pour i = 1,2 nous

Bua(5) = o+ | a0 (0).:6), R, (0)))ao,
et, en utilisant la derniére égalité et (2.1.17))(a), nous trouvons

1Bucs () = Buts ()] < Lua / 1By (0) — Brcs (0)|d0 Lo / 16(8) — Ca(8)] 6.

Ici et dans la suite, C' est une constante positive qui dépend des données, mais est
indépendante du temps et les conditions initiales, et qui peuvent changer de ligne en

ligne.
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L’application de la Gronwall lemme nous trouvons

Bnc (8) = Buea(8)] < C/Os 1C1(0) — C2(0)]d6.

et en intégrant cette inégalité dans I's étre

18nci (8) = Bres (8) [ Lo () < C/O 1€(0) = Ca(O) | ow 5 6. (2.3.18)

From (12.3.17)) et (2.3.18]) nous trouvons

[A5G(E) = AyGa(t) oo (rs) < C/O /0 1C1(0) — Co(0)|| L (ry)dBds, ¢ €[0,T]. (2.3.19)

Réitérant cette inégalité n fois, il vient

n n (1™
AL — AL Gall Lo (0, L00 (1)) < n)] 1¢1 = ol oo (0,7 100 (1s)) - (2.3.20)

Il conclut que n assez grand, un itéré A} de A, est une contraction de I'espace de
Banach L*(0,T; L*°(I'3)). Ensuite, il existe un unique ¢; :€ L>(0,T; L>(I'3)) tel que
Aj Gy = () et en outre () est également I'unique point fixe A,.

Soit B, = By¢; la solution de (2.3.14)), (2.3.15)) pour ¢ = (. En utilisant (2.3.17) et la

relation ([2.3.19)), nous obtenons

Ct) = MCi(t) = / B,C3(s)ds = / By(s)ds = s, £ €[0,T],

et en gardant a P'esprit (2.3.14)-(2.3.16) il s’ensuit que 3, est une solution au probléme

Pg et satisfait (2.2.10) et (2.3.13). Qui conclut la partie de I'existence du lemme |5, The

uniqueness follows from the uniqueness of the fixed point of the operator A, given by

R317). =

Problém P‘é}

Trouver le champ endommagement oy : [0,7] — H(Q) tel que

ag(t) € K, (dg(t),( — ag(t))r2(e) + alas(t),  — ag(t))
> (1), —ag(t)) 2@y, V¢ €K, pp.te(0,T),

ag(0) = 0. (2.3.22)

(2.3.21)

Dans I’étude du probléme de PY, nous avons le résultat suivant.
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Lemme 6 Probléme P a une solution unique o tel que
ap € HY(0,T; L*(Q) N L*0,T; H(Q)). (2.3.23)

L’inclusion de (H'(Q), ] |g1(q)) dans (L*(Q), | - [12()) est continue et sa gamme est
dense. On note (H'(€2))’ 'espace dual de H'(Q) et identifier le dual de L?*(Q2) avec lui-

méme, nous pouvons écrire le Guelfand triple
HY(Q) C L*(Q) C (H'(Q)).

Nous utilisons la notation (o, ()1 ()yxm1(e) pour appariement de la dualité entre

(HY(Q2)) et H'(2). nous avons

(o, Oy xma) = (@, 2y, Yo € L*(Q), ¢ € H(Q),

et nous notons que K est fermé convexe définie dans H'(). Puis, en utilisant la définition

(2.1.23]) de la forme bilinéaire A et le fait que ag € K dans (2.1.21]), il est facile de voir
que le lemme [6] est conséquence directement du théoréme [1.2.14] dans [6] (page 47).
Enfin, a la suite de ces résultats et en utilisant les propriétés de 'opérateur G le

fonctionnelle j et la fonction ¢ pour ¢ € [0, T, nous considérons 1’élément
A(n,0)(t) = (A'(n,0)(1), A(n. 0)(t)) € V' x L*(Q), (2.3.24)
définis par les égalités
(A (0,0)(6), V)vrsr = (Ge(uy (), (), (V) + (B (0, wy(8), V), Wv €V, (23.25)

(A2(7’]7 6)(t), V)V’XV = gb(s(un(t)), Oég(t)), Vv eV. (2326)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 7 Pour (n,0) € L*(0,T;V'x L*(Q)), la fonction A(n,0) : [0,T] — V'x L*(Q) est
continue, et il existe un unique, élément (n*,0*) € L*(0,T; V' x L?(Q)) tel que A(n*,0*) =
(n*,0%).
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Preuve. Soit (n,0) € L*(0,T;V’ x L?(Q)) et t;,ty € [0,T]. En utilisant ([2.3.18)),(2.1.26))

et ,nous avons
(AN (0, 0)(t2) — A (m,0)(t2) lvr < 1Ge(uy(tr), an(tr)) — Ge(uy(t2) — ap(t2))ln

+ Colpy (unw (t1) — (1) Lo ()
+ Co\%’LOO(FS)‘ﬁf,(tl)(—R(Unu(tl))Jr - ﬁz(tZ)(_R(unv(tQ»Jr’LOO(Fs) (2.3.27)
+ CO|pT(6n(t1)7 um’(tl)) - pT(ﬁn(h)unT(tQ)NL‘x’(Fs)

< Cluy(tr) — ug(t2)lv + lag(ts) — ap(ta)|r2@) + 18y (t1) — By(ta)|Le(rs))-

Rappelons que ci-dessus u,,,, u,, désignent les composantes normale et tangentielle de

la fonction u,, respectivement. Ensuite, en raison des régularités de u,,, oy et 3, expri-
mée en (2.2.7), (2.2.9) et (2.2.10) respectivement, on déduit de (2.3.27) que Al(n,0) €
C(0,7;V'). Par un argument similaire, de (2.3.26]) et (2.1.14]) il s’ensuit que

[A%(m1,01) () — A% (12, 02) (1) 20y < C(Jwa () — wa(t) v + |aa(t) — aa(t)]r2(e)). (2:3.28)
par conséquent, A%(n,0) € C(0,T; L*(QQ)) et A(n,0) € C(0,T; V' x L*(Q))

Soit maintenant (n;,0;), (n,,02) € L*(0,T;V’ x L*(2)). Nous utilisons la notation
u, = W;, U, =V, =V;, ap = ; et B, = pour i = 1,2 Des arguments similaires a
ceux utilisés dans la preuve de ([2.3.27)) et (2.3.28)yield

Ay, 1) (1) = A2, 02) (1) [V 12y < Ol () — wa(B)f7,

2 2 (2.3.29)
e (t) = aa(t)]72(q) + [B1(t) = Ba2(t) Lo (ry))-
depuis
w;(t) = / vi(s)ds +ug, Vte€0,T],
0
nous avons
[ (t) — wa(B)[3 < o/ Vi(s) — va(s)ds, Vi € [0,T]. (2.3.30)
0

En outre, a partir de (2.3.1)), nous en déduisons que p.p. sur (0,7)
(Vi = Vo, vi = Vo)vrxy + (Ae(vi) — Ae(va), e(vi — v2))u + () — M2, Vi — V2)vrxy = 0.

Nous intégrons cette égalité par rapport au temps. Nous utilisons les conditions ini-

tiales v1(0) = v2(0) = vp et (2.1.12) pour constater que

t

ma [ Wis) = va(@)fpds < = [0 = ml9)(9) = val)vivds. V€ 0.7
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Puis, en utilisant I'inégalité 2ab < a—j + ~b? nous obtenons

/|v1 — V(s ]Vds<C/ In,(s) —my(s)[3-ds, Vte[0,T]. (2.3.31)

D’autre part, le probléme de ’adhérence de Cauchy nous pouvons écrire

Bi(t) = Bo —l—/o H,a(Bi(s), s, (s), R(|u;(s)))ds,i = 1,2 (2.3.32)

En utilisant (2.3.32) et (2.1.17)(a) et R, nous obtenons

B1(t) = Bo(1)] < LHad/O |B1(s) = Pa(s)|ds + LHad/D [CAO R CACHTE
—l—LHad/O lui(s) — ua(s)|ds.

En utilisant (2.3.19)), nous avons

/ ¢ (5) — Con(s)]ds < © / 1B1(s) — fals)ds (2.3.33)

Maintenant par ([2.3.32)) et (2.3.33)) et I'inégalité de Gronwall nous

B1(t) — B2(1)? < C/Ot lu; (s) — uy(s)|*ds
L’intégration de cette inégalité ['s et utiliser , nous obtenons
181(8) = Ba () oo gy < C/Ot [ui (s) — ua(s)[[5 ds
De on en déduit que
(1 — Gg, 1 — )2 + alay — ag, a1 — ag) < (01 — Oy, 00 — )12y, ae. € (0,7).

Intégrer I'inégalité par rapport au temps, en utilisant les conditions initiales «;(0) =
az(0) = ap et I'inégalité a(a; — az, a3 — ag) > 0 nous trouvons
1 t
§|041(t) — as(t)[F2q) < C/D (01(s) — b2(s), a1(s) — aa(s)) L2 (@)ds,
ce qui implique que

t t
|a1(t) — &2(t)|%2(g) < C/O |91(S) - 92(8)&2(9)618 +/O |Oé1(8) - a2(3)|%2(9)d8, (2334)
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Cette inégalité combinée avec l'inégalité de Gronwall conduit a
t
|Oél<t) — a2(t)|%2(g) S C/O |91(8) — 02(8)|%2(Q)d87 Vit € [O,T] (2335)

Nous remplagons (2.3.28]) dans (2.3.23]) et nous utilisons ([2.3.24)) pour obtenir
Ay, 01)(8) — Ay, 02) (1) [V 120 < Clwa(t) — wa(t) i+

[ ) o) + o (0) = ax(0)
< / Vi(s) = vals)fyds + o) = aa(t) )

I1 en résulte maintenant de ce qui précéde et les estimations (2.3.25)) et (2.3.30]) que

A1, 01)(8) = A2, 02) (8) [V 120y < C(/O (11, 01)(5) = (M, 02)(5) [V 120y d5)-

Réitérant cette inégalité m temps de conduit a

"

m!

[A™ (11, 00) — A" (0, 02) |20 mvr2(0) < |11, 01) = (02, 02) 120,707 w 1200

Ainsi, pour m assez grand, A™ est une contraction sur le Banach espace L*(0,T; V' x
L?*(Q)) et ainsi de A a un unique point fixe. ®
Maintenant, nous avons tous les ingrédients nécessaires pour prouver le théoréme

(3.21)

Existence

Soit (n*,0*) € L?(0,T; V' x L*(2))Le point de fixe donnée par A donnée par. Notons
u,+ la solution du probleme P‘Z pour 7 = n* et soit g+ la solution du probléme P‘e pour
6 = 0*. Soit 3 la solution de probléme Pg pour 7 = n*. On note o, la fonction donnée par
o (t) = Ae( u77 —|— gs

Utilisation en gardant a lesprit que Al(n*,0*) = n*; A%(n*,0%) = 6* nous
constatons que le quadruplet {un* , Oy, g+, By } est une solution de probléme PV .Cette solution
a la régularité exprimé dans (2.2.7)-(2.2.10) ; cela découle des régularités des solutions aux pro-
blemes P, P et PJ.En outre, il résulte de (2.2.7), (2.1.12) et (2.1.13) qua o, € L2(0,T;H).
Choisir maintenant v = ¢ dans oﬁ ¢ € C°(Q)%et Iutilisation (2.1.18) rt (2.1.26) nous

trouvons

pu(t) =Dive(t) + fo(t), p.p.-te (0,7).

Puis hypothéses (2.1.18) et (2.1.19),la régularité exprimée en (2.2.7)) et 'égalité ci-dessus
signifie que Dive € L2(0,T; V') ce qui montre que o € L?(0,T;H).
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Unicité

Soit {uy«, o+, g, By« } étre la solution de PV obtenu ci-dessus et laissez {u, o, o, S} soit

une autre solution qui satisfait —.
On note n € L2(0,T; V") et 6 € L%(0,T; L*(Q)) les fonctions
(1(8), )y = (Ge(u(t),a(®),&(v)n +F(3(0), ult).v), (2.3.30)
0(t) = ¢(eu(t), a(t)). (2.3.37)

L’égalités (2.3.34)), (2.3.36) et (2.3.37) qui la condition initiale u(0) = ug signifie que u est
une solution de P{} et comme il résulte du lemme [5{ que ce probléme a une solution unique, notée
u, nous concluons que

u=u,. 2.3.38
n ( )

Ensuite, (2.2.5)), (2.3.37) et (2.3.38)) et la condition initiale 5(0) = Sy implique que (3 est un
solution de P‘é depuis le lemme |§| montre que le probléme a une solution unique, notée f3,, nous
obtenons

B = By (2.3.39)

L’égalités (2.2.3)), (2.3.37)) et la condition initiale «(0) = ag impliquent maintenant que « est
une solution de P“i du lemme E probléme Pg a une solution unique, notée ay et il s’ensuit que

a = . (2.3.40)

En utilisant (2.3.24)) et (2.3.36)-(2.3.40)), nous concluons que A(n, 8) = (n, ) et par 'unicité
du point de A fixe, il s’ensuit que

n=n", 0=0". (2.3.41)

L’unicité de la solution est maintenant une conséquence de (2.3.38])-([2.3.40) avec I'égalité
o = Ae(u) + G(e(u), ).
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Chapitre 3

Probléme de contact bilatéral avec
adhésion et endommagement

Dans ce chapitre, on considére un probléme de contact sans frottement avec adhésion dans
un processus dynamique. Le matériau est viscoélastique avec endommagement. Le processus
d’adhésion sur la surface de contact est modélisé par une variable interne de surface appellée
champ d’adhésion. L’endommagement causé par les déformations élastiques du matériau est
modélisé par une variable interne du corps appellée champ d’endommagement.

Le probléme est formulé par un systéme d’équations et d’inéquations aux dérivées partielles
contenant 1’équation de mouvement ou d’équilibre du corps, la loi de comportement du matériau
avec endommagement, une inclusion du type parabolique modélisant le champ d’endommage-
ment, une équation différentielle modélisant le champ d’adhésion et les conditions aux limites
auxquelles il est soumis.

Ce chapitre est divisé en trois sections. Dans la premiére section, nous présentons le probléme
mécanique, puis nous indiquons les hypothéses sur les données. Dans la deuxiéme section, nous
décrivons la formulation variationnelle du probléme mécanique. Enfin, dans la troisiéme section,
nous étudions 'existence et 'unicité d’une solution faible du probléme mécanique.

Les techniques employées sont basées sur les résultats des équations variationnelles et la
théorie des opérateurs monotones, suivi par les arguments du point fixe. Les résultats de cette
partie on fait l.objet de la communication [2].

3.1 Formulation du probléme mécanique-Hypothéses

Nous considérons un corps viscoélastique qui a l'instant ¢ = 0 occupe un domaine borné
Q C RY, (d = 2,3) de frontiére réguliére, constitué de trois parties disjointes 'y, 'y et I's tels que
mesI'y > 0. Soit T' > 0 et soit [0, 7] I'intervalle de temps en question.

Ce corps est encastré sur I'; x (0,7), dans une structure fixe. Sur I'y x (0,7) agissent des
tractions surfaciques de densité fo, et dans € x (0,7") agissent des forces volumiques de densité
fo et en adhésion avec une base sur la partie I's de sa frontiére. Avec ces considérations, on peut
formuler

Le probléme mécanique qu’on étudie qui est le probléme P2 du premier chapitre.
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Problém P

Trouver le champ des déplacements u : Q x [0,7] — R?, le champ des contraintes o :
Q x [0,T] — S% le champ d’endommagement o : Q x [0,7] — R et le champ d’adhésion
B :T3x1[0,T] — [0,1] tel que

pu = Dive + fy das Q x (0,7, (3.1.1)
o(t) = Ae(u(t)) + Ge(u(t), o) dans Q x (0,7), (3.1.2)
& — kAo + 0ok (a) 5 ¢(e(u), a), (3.1.3)
u=20 sur I'y x (0,7, (3.1.4)
ov =1 sur I'y x (0,7, (3.1.5)
u, =0 sur I's x (0,7, (3.1.6)
—o; =p(B,u;) sur I's x (0,7, (3.1.7)
B = Haa(B, R(Ju-|)) sur 'z x (0,T), (3.1.8)
g(j =0 sur T x (0,T), (3.1.9)
u(0) =ug, u(0) =vp, a0)=ap dans €, (3.1.10)
B(0) = B sur I's. (3.1.11)

L’équation représente I’équation du mouvement, ou fy est la densité des forces volu-
miques agissant sur le corps déformable €2 et p désigne la densité de masse. la relation
représente la loi de comportement viscoélastique non linéaire avec endommagement introduit
dans chapiter 1, I’évolution du champ d’endommagement est régie par 'inclusion , ol ¢
est la fonction source d’endommagement, supposé étre un rad sa fonction générale des souches et
endommager lui-méme, et dpg est le sous-différentiel de la fonction indicatrice des endommages
admissibles fonctions définies K. Les conditions — sont les conditions déplacement-
traction. Les conditions — représentent les conditions de contact avec adhésion sur la
partie I's de la frontiére ). L’équation représente un homogéne condition limite Newmann

N a 3 2 3 2
oll — représente la normale dérivé de a.

Dyans nous considérons les conditions initiales oil ug est le déplacement initial, vg
la vitesse initiale et ap ’endommagement initial. Enfin, est la condition initiale, dans
laquelle By désigne I’adhésion initiale.

Pour I'étude du probléme P, on considére les hypothéses suivantes :

L’opérateur de viscosité A : Q x S% — S satisfait

(a) Il existe Cf', C5' >0 tel que
A, Oll < CAICI + €5 VC € Sq pp. € O
(b) II existe m 4 > 0 tel que
(A(z, 1) = A(z,¢2)) - (G = G2) = malléi — G)?
V(1,2 € Sq, p-p-x € €
(c) L’application z — A(z, () est Lebesgue mesurable sur
pour tout ¢ € Sg;
(d) lapplication ¢ — A(z, () est continue sur Sy, p.p. z € Q.

(3.1.12)

L’opérateur d’élasticité

G : QxS — s? satisfait la condition (2.1.13). (3.1.13)
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La fonction de la source d’endommagement

é: QxS xR — R, satisfait la condition (2.1.14)). (3.1.14)

La fonction de contact tangentiel

pr: T3 x R x RY — R?, satisfait la condition (2.1.16]). (3.1.15)
La fonction d’adhésion H,q : I's x R x [0, L] — R satisfait

(a) Il existe Lqq > 0 tel que
|Haq(x,b1,7) — Haa(x,b2,7)| < Liad|br — ba|
Vbi,bo €R, re [O,L], pp-x€Tls, et
|Hoa(x,b1,71) — Haa(X,b2,72)| < Lpaa(|by — b2| + [r1 —72)
Vby,bo € [0, 1], r1,T9 € [O,L], p-p. x €'y,

(b) L'application x — H,q(x,b,r) est Lebesgue measurable sur I's,
VoeR, rel0,L],

(c) L'application (b,r) — Haq(x,b,r) est continu sur Rx[0, L],
p.p- x€l's,

(d) Huq(x,0,7) =0, Vrel0,L], p.p.x€eTl;s,

(e) Hoq(x,b,7) >0, Vb<0, rel0,L], p.p x€Tlsand
Hug(x,b,7) <0 Vb>1, rel0,L], p.p. x € Ts.

(3.1.16)

\

On note que si € L*(T's)et 7 : I's — R est une fonction mesurable, alors les conditions

(3.1.16]) impliquent que x — Hgyq(x, B(x), Rr(x)) € L>®(T'3).

On suppose que la densité de masse satisfait

p € L™(Q) et qu'il existe p* > 0 tel quep(z) > p* p.p. = € €, (3.1.17)

et que les forces volumiques et de traction surfacique ont la régularité

fo e L?(0,T; H), fy € L*(0,T; L*(I'y)?). (3.1.18)
Finallement, nous supposons que les données initiales remplissent les conditions suivantes
eV, vog€eH, (3.1.19)
o € K, (3.1.20)
Bo € L>=(I'3) et 0 < By <1 p.p.on I's. (3.1.21)

Nous définissons la forme bilinéaire a : H'(Q) x H'(Q) — R par la condition (2.1.23)
Pour I'étude du probléme P, on définit le sous-espace fermé V' de H; par

V={veH | v=0surly, v,=0surl3} (3.1.22)
Dans la suite nous définissons sur 'espace H = L?(Q)? un nouveau produit scalaire donné
par
(u,v)g = (pu,v)yg, Yu,veH, (3.1.23)
et soit || - || la norme associée i.e.
1
Vig = (pv,v)f, VveH. (3.1.24)
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En utilisant 'hypothese (3.1.17), il s’ensuit que || - || et | - |z des normes équivalentes sur
H. En outre, l'inclusion de (V,|-|y) dans (H, || - ||zz) est continue et dense. Nous notons dans la
suite par V', lespace dual de V. Identifiant H avec son propre dual nous pouvons écrire

VcHCcCV. (3.1.25)
Nous utilisons la notation (-, )y« pour représenter la dualité entre V'’ et V. Nous avons
(u,v)yrwy = (0,v)g, Yue HVveV. (3.1.26)

Finallement, nous noterons par | - [y la norme sur espace dual V.
Le théoréme de représentation de Riesz, entraine 'existence d’un élément f(t) € V' tel que

(f(t),v)yrxy = /Qfo(t).vda; +/F fo(t).vdl', VveV, pp.te(0,T). (3.1.27)

2

Soitj : L>®(T's) x V x V — R la fonctionnelle
Jj(B,u,v) = / pr(B,ur).vdl, VB e L>®(T3), VYu,velV. (3.1.28)
Ts

Gardant a l’esprit (3.1.17)), on observe que l'intégrale (3.1.28)) est bien définie et on note que
la condition (3.1.18]) implique

f e L20,T;V). (3.1.29)
3.2 Formulation variationnelle

Retournons maintenant a la formulation variationnelle du probléme mécanique P. Pour cela,
nous supposons dans la suite que {u,o,«a, S} sont des fonctions réguliéres satisfaisant (3.1.1))-

(3.1.11) et soit ve V,t e (0,T).
En utilisant la formule de Green et (3.1.1) nous avons

(pu(t),v)g + (o(t),e(v))y = /Qfo(t) - vdx —I—/Fa(t)u -vdr.

Ensuite, par (3.1.4), (3.1.5)), (3.1.23)), (3.1.26)) et (3.1.27)) nous trouvons

(a(t), v)vixy + (o(t),e(v))y = (£(t), v)vxv —1—/ ov-vdl' Yve H, (3.2.1)
s
Il s’ensuit maintenant de (3.1.6)) et (3.1.7)) que

ov-v=o0, -V, +0; v =0—p(B,u;)v; surI's x (0,7),

et par conséquent, de (3.1.28]) et de (3.2.1)) nous trouvons

(), v)vixy + (a(t),e(V))n +5(B(t), u(t),v) = (£(t), v)vixy- (3.2.2)

Pour conclure, de (3.1.2)), (2.2.9))-(3.1.11)) et (3.2.2]) nous obtenons la formulation variation-
nelle suivante du probléme mécanique P.
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Probléme Py : Trouver le champ des déplacements v : [0,7] — V, et le champ des
contraintes o : [0, 7] — H le champ endommagement « : [0, T] — H* () et le champ d’adhésion
B:[0,T] — L>®(T'3) tels que

o(t) = Ae(u(t)) + Ge(u(t),a) p.p.t€ (0,T), (3.2.3)
a(t) € K, (a(t),¢ — a(t))r2(0) + ala(t), ¢ — alt)) (3.2.4)
= (¢(e(u(t)), alt), ¢ — a(t))r2), V¢ € K, -
p.p.t € [0,T7,

(W(t), vV)vixy + (o), e(v)n +3(B(t),ut), v) = (£1), vV)vixy, VveV, (3.2.5)

p.p.t € (0,77, '
B(t) = Huq(B(t), R(Ju-(t)])), 0<B(t) <1 pp.tel0,T], (3.2.6)
u(0) =ug, u(0)=vo, a0)=ag, B(0)=7o. (3.2.7)

Nous remarquons que le probléme variationnel PV est formulée en termes de déplacement,
stressfield, terrain de endommagement et champ d’adhérence. L’existence d’une unique solution
de probléme PV est déclaré et prouvé dans la section suivante.

Le résultat principal, en ce qui concerne le probléme bien posé le probléme de PV est le
suivant.

Théoréme 3.2.1 Supposons que (3.1.12))-(3.1.21)) détiennent. Alors il existe une unique solution
{u,o0,a, B} qui satisfait

uc HY(0,T;V)nCY0,T; H), i e L%(0,T; V), (3.2.8)
o€ L*(0,T;H), Dive € L*(0,T; V), (3.2.9)
o€ WH2(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H', () (3.2.10)
B e Wh(0,T; L>(T3)). (3.2.11)

A quadruplet {u, o, «, 5} qui satisfait (3.2.3))-(3.2.7) est appelé solution faible pour le pro-
bleme P . Nous concluons que, dans les hypothéses énoncées , le probléme (3.1.1)-(3.1.11)) a une

satisfaying unique solution (3.2.8)-(3.2.11)). La preuve du théoréme sera réalisée en plusieurs

étapes et est basé sur les équations d’évolution de la théorie avec les opérateurs monotones , un
argument de point fixe et une existence classique et résultat d’unicité pour les inégalités para-

boliques . cette fin , nous supposons dans la suivant que (3.1.12))-(3.1.21)) tenir. Ci-dessous, C'
désigne un positif générique constante qui peut dépendre de Q, I'y, I's, I's, A, G , p,, L et T,

mais ne dépend pas de ¢ et sur le reste des données d’entrée , et dont la valeur peut changer
de endroit a 'autre. De plus, pour des raisons de simplicité , nous Supress , dans ce qui suit, la
dépendance explicite des différentes fonctions sur x € QUT.

La preuve du théoréme [3.2.1] sera fournie dans la section suivante.

33 Existence et unicité de la solution

Soit n € L?(0,T; V") étre proposée. Dans la premiére étape, nous considérons le pro-

bléme variationnel suivant.
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Probléme P!

Trouver le champ déplacement u, : [0, 7] — V tel que

(3,00 + (Al (1) (0))o + (00 Vv = (E(O. V) .
Vv eV, ppte(0,T), e

u,(0) = up, 11,(0) = vo. (3.3.2)

Pour résoudre un probléme P, nous appliquons une existence abstraite et résultat d’unicité
qui rappellent pour la commodité du lecteur. Soit V et H la place des espaces de Hilbert réels
tels que V est dense dans H et la inclusion carte est continue, H est identifié par son double et
avec un sous-espace de V' ie, V.C H C V' nous dire que ces inclusions définissent un Gelfand
triple. Les notations |- |y, | - [y et (-, -)y/xy représenter les normes sur V' et sur V' et la liaison
de la dualité entre eux, respectivement.

Nous appliquons a probléme Pyl

Lemme 8 Il existe une unique solution du probléeme de P{}, et qui satisfait

Preuve.

Démonstration du lemme (§)), en utilisant les memes argument du lemme .

On note par u,, la solution de probléme P! obtenue dans le lemme . [

Dans la deuxiéme étape, nous utilisons le champ de déplacement u, obtenu dans

Lemme et considérer le probléme de valeur initiale suivant.
Problém PJ)
Trouver le domaine de adhésion (3, : [0,T] — L>(I's) tel que
Balt) = Haa(By(0), R(luge (1)), D 7 € (0,7), (333)
8,(0) = fo. (3.3.4)
Nous avons le résultat suivant.

Lemme 9 [ existe une uniques solution du probléme P‘é et qui satisfait (3.2.11)) et verifie
de plus,
0 < B,(t) <1, pourtoutt € [0,T],p.p. t € I's, (3.3.5)

et il existe une constante positive C' telle que pour ny,me € C([0,T]; V), on a

t
185, () = B (D12 < C/Hum(S) —uny(s)[[vds Yt €[0,T]p.p. sur s (3.3.6)
0
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Preuve.

Soit n € C([0,T];V) fixé, et pour la simplicité nous supprimons la dépendance de
diverses fonctions de x € I's. Notons que les égalités et les inégalités ci-dessous restent
valable p.p. sur I's.

Considérons I'application F : [0,7] x L>®(I'3)toL>(T'3) défini par

F(tﬁ) - Had(ﬁ7R<HuT(t)H)a

pour t € [0,T] etf € L>(I'3).

Il est facile de vérifier que F' est de Lipschitz continue par rapport & la deuxiéme
variable, uniformement en temps en outre, pour tout 5 € L>°(I's), 'application t — F'(t, 3)
appartient a L>°(0,T; L>(I'3)).

Ainsi, l'existence et 'unicité de la solution (3, de s’ensuit d’une version du
théoréme Cauchy-Lipschitz, voir chapitre 2 théoreme ((3.2.1]).

Pour vérifier supposons, que (3,(tp) < 0 pour un certain t, € [0, 7.

Sous la condition on a0 < f3,(0) <1 et, I'application ¢t — B(t) : [0,7] - R
est continue, on peut trouver ¢; € [0,ty) tel que 3,(¢1) = 0.

Maintenant, soit to = sup{t € [t1,to], [,(t) = 0} quand t5 < t5, B,(t2) = 0 et
Bn(t) < 0 pour ¢ € (ts, o).

La condition (3.1.16|)(e) implique que Bn(t) > 0 pour t € (ts,1], donc 5, (ty) > B, (t2) =

0, ce qui est une contradiction.
Par un argument semblable on montre que j3,(t) < 1 pour tout ¢ € [0, 7.
Soit t € [0,T] fixé et soit n; € C([0,T]; V) pour i = 1,2. Alors

Bi(t) = fo + / Hoa(B:(5), R(Juir(s)|])) ds i =1,2 (33.7)

ou f; = By, et u; = u,,. En utilisant (3.3.7) et (3.1.13)(a) et la définition de 'opérateur
R(?7) on obtient

B1(t) — B2(t)] < /|Had(51(3),R(HUh(S)H) — Haa(B2(s), R(||luar(s)|)|ds
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1B1(t) — Ba(t)] < LHad/Iﬁl(S) — Ba(s)|ds + LHad/lulT(S) — Ug,(8)t|ds

Nous appliquons maintenant I'inégalité de Gronwall de déduire que

t

181(t) — Ba(t)]? < C/|u17(s) — ugr(s)|?ds

0

Intégrant cette inégalité sur I'y et utilisons ((1.2.6)) on obtient

I8:(0) = ety < € [ usl) s, Yee 0.7, (338)

Dans la troisieme étape, nous laissons 0 € L*(0,T; L*(Q2)) accordée et considérer le

probléme variationnel suivant pour le champ d’endommagement.

Problém Pg

Trouver le champ d’endommagement ag : [0, 7] — H'(Q) tel que

ag(t) € K, (dg(t),C — ap(t))r2() + alag(t), — ap(t))
> (o(t), ¢ —ag(t))r2(), V¢ € K, pp. t€(0,T),

ap(0) = 0. (3.3.10)

(3.3.9)

Pour résoudre Pg nous rappelons le résultat standard suivant pour inégalités variationnelles
paraboliques

Lemme 10 Le probléme R% a une solution unique oy tel que
ag € HY(0,T; L>(Q) N L*(0,T; HY(Q)). (3.3.11)

Preuve. Démonstration du lemme en utilisant les memes argument du lemme [6]

On note par oy la solution de probléme P‘e/ obtenue dans le lemme m [

Enfin, & la suite de ces résultats et d’utiliser les propriétés de 'opérateur G le fonctionnelle
j et la fonction S pour ¢ € [0, 7], nous considérons 1’élément

A(m.0)(t) = (A (m,0)(1), A2(n, 0)(1)) € V' x L(%), (3.3.12)

définis par les égalités
(AL (1, 0) (1), V)vixv = (Ge(uy(t), ag(t)), e(v))u + (By(t), uy(t),v), Vv eV,  (3.3.13)
(A%(n,0) (), V)vixy = d(e(uy(t), ap(t)), YveV. (3.3.14)

Nous avons le résultat suivant.
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Lemme 11 Pour (n,0) € L?(0,T;V' x L*(Q)), la fonction A(n,0) : [0,T] — V' x L?(2) est
continue, et il eviste un unique, élément (n*,0%) € L*(0,T;V’ x L*(Q)) tel que A(n*,0%) =
(n°,6°).
Preuve. .

Soit (n,0) € L2(0,T; V' x L%(Q)) et t1,ts € [0, T]. Utilisation (3.1.13),(3.1.14) et (3.1.15),
nous avons

1A (1, 0)(81) — A (m,0)(t2) [y < [|Ge(un(t), ap(tr)) — Ge(uy(t2) — as(t2))llx
+ Colp-(By(t1), unr(t1)) — pr(By(t2), unT(t2))”L2(F3)

et gradant a l'esprit (3.1.13) et (3.1.15) nous trouveons
1A (1, 0)(t1) — A (0, 0)(t2)[lvr < Cllug(tr) — uy(t2) v
+lap(tr) — ag(t)ll2) + 185 (t1) — By(t) 2 (rs)

Rappelons que ci-dessus u,, désignent composantes tangentielles de la fonction u,, . Ensuite,
en raison les régularités de u,, ag et 3, exprimée dans (3.2.8), (3.2.10)) et (3.2.11)) respectivement,
on déduit de que Al(n,0) C(0,T;V"). Par un argument de similaire, & partir de (3.3.14])
et (3.1.14) il s’ensuit que

1A2(1,0)(t1) — A*(n,0)(t2)l| 12(2) < Cllluy(t1) — wy(t2) v + [lag(tr) — ao(t2)llr2()). (3.3.16)

Therefore, A%(n,0) € C(0,T;L?(2)) et A(n,0) € C(0,T;V' x L*(Q))

Soit maintenant (ny,61), (19,62) € L*(0,T;V’ x L*(Q)). Nous utilisons la notation u,, =
u;,ay, = vy, = Vi, o, = o et B, = B; for i = 1,2 Des arguments similaires a ceux qui sont
utilisés dans la preuve de (3.3.16)) et (3.3.17))yield

1A, 02)(8) = A, 02) (1) 212y < C s (8) = ual®)
o (t) = a2l + 1818 — Bat) 22z,

Nous substitude (3.3.6) dans (3.3.17)) et nous utilisons (2.3.30) pour obtenir
1A, 02)(8) = A2, 02) (1) 21 2y < Ol (t) — wa(8)[

+/0 [ui(s) — uz(s)l5-ds + [lar (t) — az(t)[72(0),

(3.3.15)

(3.3.17)

< C(/O Ivi(s) = va(s)llfds + [lav(t) — az(t)ll72(q))-

Il en résulte maintenant de ce qui précede et les estimations (2.3.31)) et (2.3.35) que

[A(n1,01)(t) — A("72>92)(t)”%/’><L2(Q) < C(/o [(n1,61)(s) — (772702)(5)“%/’><L2(Q)d$)'

Reéitérant cette inégalité m temps de conduit a

m m crym
‘A (771791) - A (1’72792)|%2(07T;V/XL2(Q) < (Tn!)‘(nhel) - (772a02)‘%2(0,T;V’><L2(Q)'

Ainsi, pour m assez grand, A™ est une contraction sur le Banach espace L?(0,T; V' x L?(2))
et donc A a un unique point fixe. m
Maintenant, nous avons tous les ingrédients nécessaires pour démontrer le théoréme (3.2.1)
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Existence

Soit (n*,0*) € L?(0,T;V' x L?(2)) étre le point de fixe A donnée par . notons -
la solution de probléme Pg pour n = n* et soit ay« la solution du probléme P pour 6 = 0*.

Soit 3« la solution de probléme Pg pour 7 = m*. On note o,+ la fonction donnée par
oy (t) = Ae( uT7

Utilisation keepmg in mind that A'(n*,60%) = n*; A%(n*,0%) = 6* nous
constatons que le quadruplet {w,=, 0, ag~, By« } est une solution de probléeme PV. Cette so-
lution a la régularité exprimé dans —; cela découle des régularités des solutions
aux problémes P{}, P‘g, et Pg. En outre, il s’ensuit from (]3.2.11'), (]3.1.12') et d3.1.13|) that
o, € L*0,T;H). Choisir maintenant v = ¢ dans (3.2.5) ott ¢ € C°(2)%, et l'utilisation
(3.1.17) et (3.1.28)nous trouvons

pu(t) = Dive(t) + fo(t), p.p-te (0,7).

Puis hypothéses (3.1.17) et (3.1.18)), la régularité exprimé dans (3.2.8) et ’égalité ci-dessus
signifie que Dive € L(0,T; V') ce qui montre que o € L2(0,T;H).

Unicité

Soit {u,«, oy, g+, By } le solution de PV obtenu ci-dessus et laissez {u, o, o, f} une autre

solution qui satisfait (3.2.8)-(3.2.11)).

On note n € L%(0,T; V') et 6 € L?(0,T; L*(Q)) les fonctions
(n(t)v V)V’XV = (gs(u(t), O[(t)), E(V))H + ](ﬁ(t), u(t), V)? (3318)

0(t) = d(eu(t), alt)). (3.3.19)

Les égalités (3.2.3)), (3.2.5)) et (3.2.7)) qui la condition initiale u(0) = ug signifie que u est une
solution de P{} et depuis il suit du lemme @ que ce probléme a une solution unique, notée u,
nous concluons que

u=u,. (3.3.20)

Ensuite, (3.2.6)), (3.3.20)) et (3.3.19)) et la condition initiale 5(0) = Sy implique que 3 est un
solution de P‘é depuis le lemme montre que le probléme a une solution unique, notée 3,
nous obtenons

B = By (3.3.21)

Les égalités , et la condition initiale o(0) = oy impliquent maintenant que «
est une solution de Pg du lemme |D probléme P{i a une solution unique, notée oy et il s’ensuit
que

a = oy. (3.3.22)

Utilisation (3.3.22)) et (3.3.18))-(3.3.22]), nous concluons que A(n,0) = (n,0) et par l'unicité
du point fixe de A, il s’ensuit que

n=n", 0=06% (3.3.23)

L’unicité de la solution est maintenant une conséquence de ([3.3.20))-(3.3.23]) ainsi avec 1’égalité
o = Ae(u) + G(e(u),a).
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié 'existence et I'unicité de la solution de deux problémes dyna-
mique aux limites de contact en viscoélasticité, le premier est un probléme mécanique de contact
avec adhésion entre un corps viscoélastique avec endommagement et une base, le second est un
probléme bilatéral de contact avec adhésion et endommagement entre un corps viscoélastique et
une base.

On a utilisé la formule de Green pour obtenir la formulation variationnelle de ces problémes.
Comme la frontiére des corps et les données des problémes ont des bonnes régularitées ; donc, la
solution du probléme mécanique et du probléme variationnelle est la méme.

On a montré D'existence et 'unicité de la solution des problémes précédents par l'utilisa-
tion des arguments suivants équation variationnelle dépendant du temps, équation variationnelle
d’évolution, inéquation variationnelle d’évolution du type parabolique, équation différentielle et
point fixe.
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