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Notations

• Si Ω est un domaine de Rd(d = 1, 2, 3) pour les applications.

• Ω l’adhérence de Ω.

• ‖· ‖H la norme de H.

• ‖· ‖∞ la norme de ∞.

• L(H) l’espace des applications linéaires et continues de H dans H.

• Si de plus [0, T ] un intervalle de temps, K ∈ N et 1 ≤ p ≤ +∞, on note par.

• C([0, T ];H) l’espace des fonctions continues de [0, T ] dans H.

• ‖· ‖0,H la norme de C0([0, T ];H).

• C1([0, T ];H) l’espace des fonctions continument dérivables de [0, T ] dans H.

• ‖· ‖1,H la norme de C1([0, T ];H).

• Lp(0, T ;H) l’espace des fonctions f mesurables de [0, T ] dans H.

• ‖· ‖0,p,H la norme de L2(0, T ;H), telles que
∫ T

0
|f(t)|pHdt < +∞ avec les modi-

fications usuelles si p = +∞.

• W k,p(0, T ;H) l’espace de Sobolev de paramètres k et p.

• ‖· ‖k,p,H la norme de W k,p(0, T ;H).

• ∆f le delta de f .
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• ∇f le gradient de f .

• Si H1 et H2 sont deux espaces de Hilbert réels, on note par

• (H1, H2) l’espace des applications linéaires et continues de H2 dans H2.

• ‖· ‖£(H1,H2) la norme de £(H1, H2)
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Chapitre 1

Introduction

Les systèmes de reaction-diffusion jouent un role très important dans les domaines

de médecine et l’envirnoment, chime, puisque la modilisation montre que plusieurs des

maladies, épidimie, polution par exemple SIDA, ont des modèles mathématiques sous

forme de reaction-diffusion .

Ce travail est une contribution à l’étude de l’existence globale et du comportement

asymptotique des solutions de systémes de réaction-diffusion du type suivant :{
du
dt

+ Au = f(u) t > 0
u(0, x) = u0(x)

f : X −→ X est une application appelée terme réactif et u0 la donnée initiale.

Dans ce travail on a suit les pas de Kiran Mokhtar dans son article publié en(1986) ,(paris)

on a choisi une autre méthode pour arriver à du méme résultat de Kiran.

Nous essayons de refaire les calculs, montrer les pasages de plus nous ajoutons

à l’aide de proposition (8), la démonstration de la positivité des solutions qui est

une étape essentielle dans ce genre de système.

Dans le cadre de cette problématique, notre travail consiste à l’étude de l’existence

globale et du comportement asymptotique des solutions d’un système de réaction

diffusion à matrice triangulaire .

Comme les équations de réaction-diffusion font partie du domaine des équations d’évo-

lution ce travail est organisé de la façon suivante :
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Dans le premier chapitre, nous commençons par rappeler brièvement quelques notions

générales.

Dans le deuxième chapitre nous avons abordé la théorie des équations d’évolution non

homogènes

Le troisième chapitre constitue l’objet principal de notre mémoire à l’étude d’un sys-

tème de réaction diffusion à matrice de diffusion triangulaire .

Ce système entre dans le cadre des travaux réalisés parAlikakos[1],Masuda([6]), Haraux

etY oukana,.etc.

Nous avons mis en évidence une extension de résultats d’existence globale de solutions

pour cette classe de systèmes en utilisant des techniques de régions invariantes et des

techniques de la fonctionnelle de Lyapounov établie par Haraux et Youkana.
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1.1 Modéle Mathématique :

A ce titre on peut citer un exemple d’un phénomène épidémiologique :

On considére une population d’individus "diploïdes", c’est-à-dire chez qui l’informa-

tion génétique est dédoublée. On suppose qu’un certain géne sur une certaine paire de

chromosomes se présente sous deux formes possibles, ou alléles, que l’on notera a et A. La

population se subdivise alors en individus "homozygotes" de type aa ou AA, et "hétérozy-

gotes" de type aA. Notons ρ1(t, x), ρ2(t, x), ρ3(t, x) la densité d’individus de type aa, aA,

AA respectivement, au point x et à l’instant t. Supposons que les individus constituant

la population se reproduisent avec un taux r (indépendant du génotype), et se déplacent

aléatoirement dans l’espace suivant un mouvement brownien de constante d (également

indépendante du génotype). On suppose en revanche que les taux de décés τ1, τ2, τ3 des

trois populations peuvent légérement différer. Alors les densités ρ1, ρ2, ρ3 sont solution du

systéme suivant :

∂ρ1

∂t
− d∆ρ1 = −τ1ρ1 +

r

ρ
(ρ1 +

1

2
ρ2)2 sur(0,+∞)× Ω

∂ρ2

∂t
− d∆ρ2 = −τ2ρ2 +

2r

ρ
(ρ1 +

1

2
ρ2)(ρ3 +

1

2
ρ2) sur(0,+∞)× Ω

∂ρ3

∂t
− d∆ρ3 = −τ3ρ3 +

r

ρ
(ρ3 +

1

2
ρ2)2 sur(0,+∞)× Ω

ou ρ(t, x) = ρ1(t, x) + ρ2(t, x) + ρ3(t, x)

Le facteur principal favorisant la diffusion de cette épidémie est le contact sexuel.

L’objectif primordial est d’étudier la propagation de l’épidémie Ainsi nous avons à

résoudre d’abord les questions relatives à l’existence et l’unicité des solutions puis à étu-

dier leur comportement à l’infini quand ces solutions sont partout définies.
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Chapitre 2

Notation et notion générales

L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelque notions et résultats préliminaires qui sont

utiles dans les chapitres suivantes.

2.1 Opérateurs Différentiels :

Soit n un entier, on note x = x1....x2 un point(ou vecteur) de Rn.

On appelle champs de vecteurs sur Rn ube application: V : Rn −→ Rn qui à x(x1, ....xn)

associé v(x) = (v1(x), ....vn(x))

Pour une fonction u : Rn −→ R, son gradient est le champ de vecteurs définie par :

gradu(x) = ∇u(x) = (
∂u

∂x1

(x), .........,
∂u

∂xn
(x))

Pour une fonction u : Rn −→ Rn on appelle divergence de V la fonction définie par

divV (x) =
∂V

∂x1

(x) + ..........+
∂V

∂xn
(x)

On appele laplacien d’une fonction u : Rn −→ R la fonction définie par ∆u(x) =

div(∇u)(x) =
∂2u

∂x2
1

(x) + ........+
∂2u

∂x2
n

(x).
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2.2 Espace Fonctionnels :

C(Ω) designe l’espace des fonctions continues et bornées sur Ω muni de la norme ‖u‖c(Ω) =

max
x∈Ω
|u(x)|

Ck(Ω), k ∈ N désigne l’espace des fonction k fois continument différentiables sur Ω et on

écrit : C∞(Ω) =
⋂
k>0

Ck(Ω)

C0(Ω) l’espace des fonctions de C(Ω).

Lp(Ω) designe l’espace de fonctions u mesurables sur Ω 1 ≤ p ≤ ∞ telle que :
∫
Ω

|u|pdx <

∞.. muni de la norme :

‖u‖pLp(Ω) =

∫
Ω

|u|pdx .u ∈ LP (Ω)

L∞(Ω) désigne l’espace de fonctions u mesurables et vérifient

|u| ≤ C pp(presque partout) sur Ω.ou s’est une constante positive muni de la norme

‖u‖L∞(Ω) = suppss|u(x)| = inf{c, |u| < c pp sur Ω}

on définit les espace Lp(0, T,X),1 ≤ p ≤ ∞ comme sur Lp(0, T,X) = {u : [0, T ] −→ X

mesurable,
∫ T

0
‖U‖pxdt <∞} muni de la norme ‖u‖PLp(0,T,X)dt =

∫ T
0
‖u‖PXdt.

L∞(0, T,X) = {u : [0, T ] −→ X mesurable supess
t∈(0,T )

‖u‖X <∞}, muni de la norme ‖u‖p
L∞(0,T,X) =

supess
t∈(0,T )

‖u‖X Naturellement on a :

LP (0, T, LP (Ω)) = LP ((0, T )× Ω) 1 ≤ p ≤ ∞

H
1 c’est l’espace de sobolev définie par :

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω),
∂u

∂xi
∈ L2(Ω) , 1 ≤ i ≤ n}

muni de la norme :

‖u‖2
H1(Ω) =

∫
Ω

|u|2dx+

∫
Ω

n∑
i=0

| ∂u
∂xi
|2dx =

∫
Ω

|u|2dx+

∫
Ω

|∇u|2dx

pour m ∈ N∗ et 1 ≤ p ≤ ∞ , les espace de sobolev Hn(Ω) et W n,p(Ω) sont définie

comme suite :
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Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω), Dαu ∈ L2(Ω) pour tout α ∈ Nn vérifiant |α| ≤ m}

muni de la norme :

‖u‖2
Hn(Ω) =

∑
|α|≤n

∫
Ω

|Dαu|2dx =
∑
|α|≤n

‖Dαu‖2
L2(Ω)

W n,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω), Dαu ∈ Lp(Ω), |α| ≤ m}

muni de la norme :

‖u‖pn,p =
∑
α≤n

‖Dαu‖PLP (Ω)

OU Dα =
∂α1+α2+....+αn

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ....∂x

αn
n

,|α| =
n∑
i=1

αi est la dérivée au sens des distribution.

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω), u, ∈ Lp(Ω)}

muni de la norme ‖u‖1,p = ‖u‖Lp + ‖u,‖LP , u ∈ W 1,p(Ω)

D(Ω) désigne l’espace des fonction de C∞ qui a support compact sur Ω.

W n,p
0

Hm(Ω) = W n,2(Ω) H1(Ω) = W 1,2(Ω).

Hm
0 = Hn,2

0 .
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2.3 Formule de Green :

Soit Ω un ouvert borné de fontière régulière ∂Ω ,V (x)

la normale extérieure au point x, soient u une fonction de H2(Ω) et V une fonction de

H1(Ω) Alors la formule de Green s’écrit :.∫
Ω

(∆u)vdx =

∫
∂Ω

∂u

∂v
vdσ −

∫
Ω

∇u · ∇vdx

2.4 Inégalité de Gronwall :

Soient u,v,w des fonctions continues sur un intervalle [t0, t1]

Soit ϕ ∈ L∞(0, T ), ϕ > 0 et λ ∈ L1(0, T ) , λ ≥ 0

∃c1, c2 ≥ 0 tels que ϕ(t) ≤ c1 + c2

t∫
0

λ(s)ϕ(s)ds pp sur [0, T ].

Alors :

ϕ(t) 6 c1exp(c2

t∫
0

λ(s)ds pp sur [0, T ]

Démonstration : ψ(t) = c1 + c2

t∫
0

λ(s)ϕ(s)ds = c1 + c2(F (t)− F (0))

⇒ ψ,(t) = c2ϕ(t)λ(t) D’aprés (1) on aurait

ψ,(t) 6 c2ψ(t)λ(t)⇒ ψ,(t)

ψ(t)
6 c2λ(t)

⇒ lnψ(t)− lnψ(0) 6 c2

t∫
0

λ(s)ds

⇒ ψ(t) 6 exp(c2

t∫
0

λ(s)dsψ(0))

avec lnψ(0) = c1 D’ou ψ(t) 6 c1(c2

t∫
0

λ(s)ds)

comme ϕ(T ) 6 ψ(t) .
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Chapitre 3

Equations d’évolution

3.1 Semi-groupes de contractions

Définition 1 .

Un semi-groupe (S(t))t≥0 fortement continu sur X est un semi-groupe de contractions

si

‖S(t)‖ ≤ 1 pour tout t ≥ 0

Théorème 2 Un opérateur linéaire non borné (A,D(A)) dans X est le générateur

infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur X si et seulement si les conditions sui-

vantes sont satisfaites :

(i) A est fermé,

(ii) D(A) est dense dans X,

(iii) pour tout λ > 0, (λI − A) est une application bijective de D(A) sur X, et est

(λI − A)−1 est un opérateur borné sur X vérifiant

‖(λI − A)−1‖ ≤ 1

λ
(3.1)

Définition 3 Soit A un opérateur linéaire de X dans X .

On dit que A est accrétif si Re < Au, u >≥ 0, pour tout u ∈ D(A).

De plus si ∀f ∈ X, ∃u ∈ D(A), telque u + λAu = f, i.e . R(I + λA) = H, ∀λ > 0, alors

on dit que A est maximal accrétif .
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Définition 4 Soit A un opérateur linéaire de D(A) ⊂ X dans X.On d i t q ue A est m

accréatif s’il est accréatif et si I + A est surjectif.
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3.2 Théorème Hille-Yosida( homogènes) :

Théorème 5 Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors

pour tout u0 ∈ D(A) il existe une fonction u ∈ C1([0,+∞];X)
⋂
C([0,+∞[;D(A)) unique

telle que : {
du

dt
+ Au = 0 sur [0,+∞[

u(0) = u0 (donne initiale)
(3.2)

De plus on a :

|u(t)| ≤ |u0| et |
du

dt
(t)| = |Au(t)| ≤ |Au0| ∀t ≥ 0.

Remarque 6 L’intérêt principal du théorème 5 réside dans le fait que pour résoudre le

problème d’évolution (3.2) on se ramène à vérifier que A est maximal monotone, c’est-à-

dire, à étudier l’équation stationnaire u+ λAu = f .

Preuve. Nous la décomposerons en 6 étapes.

1re étape : Unicité.

Soient u et u deux solutions de probléme (3.2). On a

(
d

dt
(u− u), u− u) = - (A(u− u), u− u) ≤ 0

1

2

d

dt
|u(t)− u(t)|2 =(

d

dt
(u(t) - u(t)), u(t)− u(t))

Donc la fonction t7−→|u(t)− u(t)| est décroissante sur [0,+∞[ Comme

|u(0)− u(0)| = 0 on en déduit que

|u(t)− u(t)| = 0 ∀t ≥ 0

Pour prouver l’existence de u, on remplace A par sa régularisée Yosida Aλ, on établit

diverses estimations indépendantes de λ et on passe à la limite quand λ −→ 0.
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Soit uλ la solution du problème .

{
duλ
dt

+ Aλuλ = 0 sur [0,+∞[

uλ(0) = u0 ∈ D(A).
(3.3)

Noter que uλ existe grâce au théorème de Cauchy-Lipschitz-Picard appliqué avec

F = −Aλ.

2e étape. - On a l’estimation

|duλ
dt

(t)| = |Aλuλ(t)| ≤ |Au0| ∀t ≥ 0 ∀λ > 0. (3.4)

Cette inégalité est une conséquence immédiate du

Lemme 1 Soit w ∈ C1([0,+∞[;H)unefonction vrifiant
dw

dt
+ Aλw = 0 sur[0,+∞[(3.5)

Alors les fonctions t −→ |w(t)| et t −→ |dw
dt

(t)| = |Aλw(t)| sont décroissantes sur [0,+∞[.

Preuve. On a (
dw

dt
, w) + (Aλw,w) = 0

On (propositionV II.2)[5] (Aλw,w) ≥ 0 et par suite
1

2

d

dt
|w|2 ≤ 0.

D’autre part, comme Aλ est un opérateur linéaire borné, on déduit de (3.5) que w est C∞

et que.

d

dt
(
dw

dt
) + Aλ

dw

dt
= 0.

On applique alors ce qui précède à
dw

dt
.

3e étape. - On va montrer que, pour tout t ≥ 0,uλ(t) converge, quand λ−→ 0, vers une

limite notée u(t) ; de plus cette convergence est uniforme en t sur chaque intervalle borné

[0, T].

En effet soient λ,µ > 0. On a

duλ
dt
− duµ

dt
+ Aλuλ − Aµuµ = 0.

12



et par suite
1

2

d

dt
|uλ − uµ|2 + (Aλuλ − Aµuµ, uλ − uµ) = 0. (3.6)


(Aλuλ − Aµuµ, uλ − uµ) = (Aλuλ − Aµuµ, uλ − Jλuλ + Jλuλ − Jµuµ + Jµuµ − uµ)

= (Aλuλ − Aµuµ, λAλuλ − µAµuµ) + (A(Jλuλ − Jµuµ), Jλuλ − Jµuµ)
≥ (Aλuλ − Aµuµ, λAλuλ − µAµuµ).

(3.7)

On déduit alors de (3.4), (3.6) et (3.7) que :

1

2

d

dt
|uλ − uµ|2 ≤ 2(λ+ µ)|Au0|2

et par intégration

|uλ(t)− uµ(t)|2 ≤ 4(λ+ µ)t|Au0|2

i.e.

|uλ(t)− uµ(t)| ≤ 2
√

(λ+ µ)t|Au0| (3.8)

Il en résulte que, pour chaque t ≥ 0, (uλ(t)) est de Cauchy, et donc converge quand

λ −→ 0 vers une limite notée u(t). Passant à la limite dans (3.8) quand µ −→ 0 il vient

|uλ(t)− u(t)| ≤ 2
√

(λ)t|Au0|

Par conséquent la convergence est uniforme en t sur chaque intervalle borné [0, T] et

u ∈ C([0,+∞[;H).

4e étape : On suppose de plus que u0 ∈ D(A2) i.e.

u0 ∈ D(A) et Au0 ∈ D(A)

alors
duλ
dt

(t) converge quand λ → pour tout t > 0,et uniformément en t sur chaque

intervalle borné [0, T ]

13



En effet posons vλ =
duλ
dt

de sorte que
duλ
dt

+ Aλvλ = 0 .

Procédant comme à la 3e étape on obtient

1

2

d

dt
|vλ − vµ|2 6 (|Aλvλ|+ |Aµvµ|)(λ|Aλvλ|+ µ|Aµvµ|) (3.9)

d’apérs le lemme 1

on a

|Aλvλ| 6 |Aλvλ(0)| = |AλAλu0| (3.10)

et de même

|Aµvµ| 6 |Aµvµ(0)| = |AµAµu0| (3.11)

Enfin puisque Au0 ∈ D(A) il vient

AλAλu0 = JλAJλAu0 = J2
λA

2u0

et donc

|AλAλu0| 6 |A2u0| |AµAµu0| 6 |A2u0| (3.12)

Combinant (3.9), (3.10), (3.11) et (3.12) il vient

1

2

d

dt
|vλ − vµ|2 6 2(λ+ µ)|A2u0|2.

On conclut comme à la 3e étape que vλ(t) =
duλ
dt

(t) converge quand λ → 0 pour tout

t > 0 et uniformément en t sur chaque intervalle borné.
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5re étape .Il existe une solution de (3.2) si l’on suppose de plus que u0 ∈ D(A2)

En effet, d’après ce qui précède, on sait que pour tout T <∞ :

{
uλ(t)→ u(t) uniformment sur[0, T ]

duλ
dt

(t) converge, quand λ→ 0 uniformment sur[0, T ]

Il en résulte que u ∈ C1([0,∞[;H) et que
duλ
dt

(t) → du

dt
quand λ → 0 uniformément sur

[0, T ] On écrit (3.3) sous la forme

duλ
dt

(t) + A(Jλuλ(t)) = 0 (3.13)

Notons que Jλuλ(t)→ u(t) pour → 0 car

|Jλuλ(t)− u(t)| 6 |Jλuλ(t)− Jλu(t)|+ |Jλu(t)− u(t)| (3.14)

6 |uλ(t)− u(t)|+ |Jλu(t)− u(t)| → 0 pourλ→ 0

En appliquant le fait que le graphe de A est fermé on déduit de (3.13) que

u(t) ∈ D(A)∀t > 0 et que
du

dt
(t) + Au(t) = 0

Enfin comme u ∈ C1([O,∞[;H) la fonction t → Au(t) est continue de [0,∞[ dans H

et donc u ∈ C([0,∞[;D(A)).

Par conséquent, on a obtenu une solution de (3.2) vérifiant |u(t)| 6 |u0(t)|, t > 0 et

|du
dt

(t)| 6 |Au0|,∀t > 0

Pour conclure on aura besoin du

Lemme 2 Soit u0 ∈ D(A) Alors

∀ε > 0 , ∃u0 ∈ D(A2) telque|u0 − u0| < ε et|Au0 − Au0| < ε

Autrement dit D(A2) est dense dans D(A) (pour la norme du graphe).

15



Preuve. Soit u0 = Jλu0, de sorte que u0 ∈ D(A) et u0 + λAu0 = u0.

Donc Au0 ∈ D(A), i.e. u0 ∈ D(A2).

D’autre part, on sait ( proposition VII)[5] que

Au0 = Aλu0 = JλAu0

et

lim
λ→0
|Jλu0 − u0| = 0 , lim

λ→0
|JλAu0 − Au0| = 0

On choisit alors λ > 0 assez petit et on obtient le résultat désiré.

6e étape : : conclusion. Soit u0 ∈ D(A). Grâce au lemme précédent il existe une suite

u0n ∈ D(A2) telle que u0n → u0 et Au0n → Au0 . D’après la 5e étape on sait qu’il existe

une solution un du problème{
dun
dt

+ Aun = 0 sur[0,∞],

un(0) = u0n

(3.15)

De plus on a

|un(t)− um(t)| 6 |u0n(t)− u0m(t)| → 0 pour m, n→∞

|dun
dt

(t)− dum
dt

(t)| 6 |Au0n(t)− Au0m(t)| → 0 pour m, n→∞

Par conséquent

un(t)→ u(t)uniformment sur[0,∞[

dun
dt

(t)→ du

dt
(t) uniformment sur[0,∞[

Avec u ∈ C1([0,∞[;H). Passant à la limite dans (3.15), grâce au fait que A est fermé, on

voit que u ∈ C([0,∞[;D(A)) et que u vérifie (3.2).
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3.3 Théorème Hille-Yosida( non homogènes) :

Introduction :

Les équations d’évolution non homogènes sont de la forme :

du

dt
+ Au = f sur[0, T [ (3.16)

u(0, x) = u0(x) (3.17)

où A est un opérateur de X dans X et f est une application de X dans X.

Le théorème suivant permet d’assurer l’existence de la solution de ce type d’équa-

tions([2]).

Théorème 7 So it X un espace de Banach et A un opérateur de D(A) ⊂ X dans X. On

suppose que A est m-accrétif dans X. Alors pour tout u0 ∈ D(A) et tout f ∈ C1(0, T ;X)

u ∈ C1(0, T ;X) ∩ C(0, T ;D(A))

unique solution de (3.16),(3.17). De plus u est donnée par la formule :

u(t) = T (t)u0 +

t∫
0

T (t− s)f(s)ds

Où T (t) désigne le semi groupe engendré par −A.

Preuve.

1-Existence :

On va montrer que :

u(t) =

t∫
0

T (t− s)f(s)ds
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Puisque T (t)u0 est une solution de l’équation homogène, on montre seulement que :

v(t) =

t∫
0

T (t− s)f(s)ds

est une solution de (3.16),(3.17).

Soit t ∈ [0, T ] alors la fonction :s→ T (t− s)f(s) est dans C1([0, t], D(A)) par suite

v(t) ∈ D(A)etAv(t) =

t∫
0

T (t− s)Af(s)ds

D’ou : v ∈ C([0, T ], D(A)). de plus, on a pour t ∈ [0, T ] et h ∈ [0, T − t]

v(t+ h)− v(t)

h
=
T (h)− I

h
v(t) +

1

h

t+h∫
t

T (t+ h− s)f(s).

Par le passage à la limite on a : v ∈ C1([0, t], X) et

du

dt
= −Av + f sur [0, T ]

2-Unicité

Posons :

ϕ(s) = T (t− s)u(s)ds t ∈ [0, T ], s ∈ [0, t], h ∈ [0, t− s]

où T (t) désigne le semi groupe engendré par −A.

ϕ(s+ h)− ϕ(s)

h
= T (t− s− h){u(s+ h)− u(s)

h
− T (h)− I

h
u(s) }

qui tend vers

T (t− s)(du
dt

+ Au) = T (t− s)f(s)

quand h→ 0 ce qui implique que ϕ ∈ C1([0, t], X) , et :

dϕ

dt
(s) = T (t− s)f(s)

on a donc :

ϕ(τ) = ϕ(0) +

τ∫
0

ϕ
′
(s)ds pour τ ∈ [0, t]
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D’ou :

T (t− τ)u(τ) = T (t)u0 +

τ∫
0

T (t− s)f(s).

Lorsque τ → t on obtient :u(t) = T (t)u0 +
t∫
0

T (t− s)f(s)ds

Comme opérateurs particuliers nous allons considérer le Laplacien pour donner quelques

résultats concernant les estimations et les régularités des solutions.

Soit Ω ⊂ Rn un ouvert borné de Rn et soit l’équation semi linéaire

du

dt
−∆u = f

u(0, x) = u0(x) x ∈ Ω

∂u

∂η
= 0 sur ∂Ω
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Chapitre 4

Existence globale des solutions d’un
système de réaction-diffusion équation

Introduction :

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude de l’existence globale des solutions d’un système

de réaction-diffusion et qui est l’objet principal de notre travail dans de le cadre de ce

mémoire. 
du

dt
− a∆u = −uψ(v) surR+ × Ω

dv

dt
− c∆u− d∆v = uψ(v) surR+ × Ω

(4.1)

avec les condition limite :

∂u

∂η
=
∂v

∂η
= 0 surR+ × Ω (4.2)

et les condition initiale :

u(0, x) = u0(x) , v(0, x) = v0(x) surΩ (4.3)

Où ∆ est le Laplacien surRn ,Ω est un ouvert borné de Rn à frontière régulière Γ = ∂Ω

a, b, c des coefficients de diffusion vérifiant la condition suivante : a > 0, d > 0, c ≥ 0 et

c2 < 4ad , a > d

ψ(s) une fonction de classe C1 (R× R,R+) vérifiant :

lim
v→∞

log(1 + uψ(v))

v
= 0 (4.4)
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Ces résultats étaient généralisés par M. Kirane (1988) ([3]) , S. Kouachi et A. Youkana

(2001) ( [5]) pour des matrices de diffusion triangulaires.

Eneffet on cherche une transformation linéaire T qui fait correspondre (u, v) l’élément

(w,z).

on pose {
w = u

z = −c
a−du+ v

(4.5)

dw

dt
=
du

dt
dz

dt
=
−c
a− d

du

dt
+
dv

dt
=
−c
a− d

(a∆u− uψ(v)) + d∆v + uψ(v))

−ca
a− d

∆u+
c

a− d
uψ(v) + c∆u+ d∆v + uψ(v)

dz

dt
− d∆z = (

−ca
a− d

+ c)∆u+ d∆v + (
c

a− d
+ 1)uψ(v)− d(

c

a− d
∆u+ ∆v)

Donc le systéme réduit obtenu est :{
dw
dt
− a∆w = −uψ(v)

dz
dt
− d∆z = ( c

a−d + 1)uψ(v)
(4.6)

avec les condition limite :

∂w

∂η
=
∂z

∂η
= 0 surR+ × Ω (4.7)

et les condition initiale :

w(0, x) = w0(x) z(0, x) = z0(x) surΩ (4.8)

4.1 Existence globale des solutions

4.1.1 Positivité des solutions

Proposition 8 : Soit (w,z) les solutions de (4 .6) - (4.8) alors l’ensemble∑
= { (w, z) ∈ IR2�w0 > 0, z0 > 0}

21



est une région invariante.

Preuve.

On a {
w = u

z = −c
a−du+ v{

dw
dt
− a∆w = −wψ(v)

dz
dt
− d∆z = ( c

a−d + 1)wψ(v)

En appliquant le principe du maximum à (4.6) et en utilisant la formule de Green on

obtient
d

dt

∫
Ω

wdx = a

∫
Ω

∆wdx−
∫

Ω

wψ(v)dx (4.9)

d

dt

∫
Ω

ww−dx = a

∫
Ω

∆ww−dx−
∫

Ω

ww−ψ(v)dx

(w+ − w−)w− = −w−2∫
Ω

∆ww−dx = −
∫

Ω

∇w∇w−dx =

∫
Ω

|∇w−|2dx

d

dt

∫
Ω

(w−)2dx = −a
∫

Ω

|∇w−|2dx+

∫
Ω

ww−ψ(v)dx

6 C(T )

∫
Ω

(w−)2dx

De la même manière on obtient :

d

dt

∫
Ω

zdx = d

∫
Ω

∆zdx+ (
C

a− d
+ 1)

∫
Ω

wψ(v)dx (4.10)

d

dt

∫
Ω

(z−)2dx = −d
∫

Ω

|∇z−|2dx+ (
C

a− d
+ 1)

∫
Ω

wz−ψ(v)dx

6 C(T )

∫
Ω

(z−)2dx

En additionnant ces deux dernières inégalités on obtient

d

dt
[

∫
Ω

(w−)2dx+

∫
Ω

(z−)2dx] 6 C(T )[

∫
Ω

(w−)2dx+

∫
Ω

(z−)2dx] sur(0, T ∗)× Ω (4.11)

et donc de (4.11) on déduit que :w > 0 et z > 0sur(0, T ∗)× Ω
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4.1.2 Bornage des solutions :

Multiplions la première équation (4.6) du système par(w +M)+ où

M = ‖w0‖∞ et appliquons la formule de Green alors
d

dt

∫
Ω

((w −M)+)2dx =
∫

Ω
d
dt

((w −M)+)2dx

=

∫
Ω

(w −M)+ d

dx
(w −M)+dx

= 2

∫
Ω

(w +M)+dw
+

dt
dx

= 2

∫
Ω

(w +M)+[a∆w+ − w+ψ(v)]dx

= 2a

∫
Ω

w+∆w+ − 2a

∫
Ω

M∆w+dx−
∫

Ω

(w +M)+w+ψ(v)dx

≤ −2a

∫
Ω

|∇w+|2dx−
∫

Ω

(w +M)+w+ψ(v)dx

≤ 0 sur(0, T ∗)× Ω

Ce qui implique que :

‖w(t, .)‖∞ ≤M sur(0, T ∗)× Ω. (4.12)

Pour montrer que l’existence est globale on aura à utiliser le résultat suivant établi par

Haraux et Youkana([4]).
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Théorème 9 Pour toute solution u de (4.1) et (4.3) il existe deux nombres réels positifs

ε et δ ne dépendant que de ‖w0‖∞ telles que :

t 7−→ A(t) =

∫
Ω

{(1 + δ(w + w2)}eεzdx

est non croissante ]0, Tmax[.

Preuve. Appliquons maintenant la fonctionnelle de Lyapounov établie par Haraux et

Youkana à l’équation (3.7) .

On a :
d

dt

∫
Ω

(1 + δ(w + w2))eεzdx =
d

dt

∫
Ω

eεzdx+
d

dt

∫
Ω

δ(w + w2)eεzdx

d

dt

∫
Ω

δ(w + w2)eεzdx = δ
d

dt

∫
Ω

(w + w2)eεzdx

d

dt

∫
Ω

(w + w2)eεzdx =

∫
Ω

d

dt
(w + w2)eεzdx+

∫
Ω

deεz

dt
(w + w2)dx

=

∫
(
dw

dt
+ 2w

dw

d
t)eεzdx+

∫
ε
dz

dt
(w + w2)eεzdx)

=

∫
Ω

(a∆w−uψ(v)+2w(a∆w−uψ(v))eεzdx+

∫
Ω

ε(d∆z+(
c

a− d
+1)uψ(v))(w+w2)eεzdx

=

∫
Ω

(a(1 + 2w)∆− (1 + 2w)uψ(v))eεzdx+

ε

∫
Ω

(d∆z(w + w2) + (
c

a− d
+ 1)(w + w2)uψ(v))eεzdx

= a

∫
Ω

(1 + 2w)∆weεzdx+∫
Ω

(
c

a− d
+ 1)(w + w2)− (1 + 2w))uψ(v)eεzdx+ εd

∫
Ω

(w + w2)eεzdx

= −a
∫

Ω

∇w∇((1 + 2w)eεz)dx

−εd
∫

Ω

∇z∇((w + w2)eεz)dx+

∫
Ω

((
c

a− d
+ 1)(w + w2)− (1 + 2w))uψ(v)eεzdx
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−a
∫
Ω

∇w∇((1 + 2w)eεz)dx = −a
∫
Ω

∇w(2∇w + ε∇z(1 + 2w))eεz)dx

= −2a

∫
Ω

|∇w|2eεzdx− εa
∫
Ω

|∇w||∇z|(1 + 2w)eεzdx

−εd
∫
Ω

∇z∇((w + w2)eεz)dx = −εd
∫
Ω

∇z(∇w + 2w∇w + ε∇z(w + w2))eεzdx)

= −εd
∫
Ω

|∇z||∇w|eεzdx− εd
∫
Ω

2w|∇w||∇z|eεzdx− ε2d

∫
Ω

|∇z|2(w + w2)eεzdx

= −εd
∫
Ω

(1 + 2w)|∇z||∇w|eεzdx− ε2d

∫
Ω

|∇z|2(w + w2)eεzdx

d

dt

∫
Ω

(w + w2)eεzdx = −2a

∫
Ω

|∇w|2eεzdx− aε
∫
Ω

|∇w||∇z|(1 + 2w)eεzdx

−εd
∫
Ω

|∇w||∇z|(1+2w)eεzdx−ε2d

∫
Ω

|∇z|2(w+w2)eεzdx+

∫
Ω

((
c

a− d
+1)(w+w2)−(1+2w))uψ(v)eεzdx

= −2a

∫
Ω

|∇w|2eεzdx− ε2d

∫
Ω

|∇z|2(w + w2)eεzdx

−(a+ d)ε

∫
Ω

|∇w||∇z|(1 + 2w)eεzdx+

∫
Ω

((
c

a− d
+ 1)(w + w2)− (1 + 2w))uψ(v)eεzdx

d

dt

∫
Ω

eεzdx =

∫
Ω

d

dt
eεzdx =

∫
Ω

dz

dt
εeεzdx = ε

∫
Ω

(d∆z + (
c

a− d
+ 1)uψ(v)eεzdx)

= εd

∫
Ω

∆zeεzdx+ ε

∫
Ω

(
c

a− d
+ 1)uψ(v)eεzdx)

−εd
∫
Ω

∇z∇(eεz)dx+ ε

∫
Ω

(
c

a− d
+ 1)uψ(v)eεzdx

= −ε2d

∫
Ω

|∇z|2eεzdx+ ε

∫
Ω

(
c

a− d
+ 1)uψ(v)eεzdx
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par l’inégalité de cauchy-shwarz :

−(a+ d)ε

∫
Ω

|∇w||∇z|(1 + 2w)eεzdx ≤ (a+ d)ε

∫
Ω

|∇w||∇z|(1 + 2w)eεzdx

≤
∫
Ω

ε(a+ d)(1 + 2w)|∇z|e
1
2
εz|∇w|e

1
2
εzdx

≤
∫
Ω

ε2(a+ d)2(1 + 2w)2|∇z|2eεzdx
∫
Ω

|∇w|2eεzdx

≤ α

2
ε2(a+ d)2

∫
Ω

(1 + 2w)2|∇z|2eεzdx+
1

2α

∫
Ω

|∇w|2eεzdx

on pose

α =
1

4a

(a+ d)ε

∫
Ω

|∇w||∇z|(1 + 2w)eεzdx ≤ ε2 (a+ d)2

8a

∫
Ω

|∇z|2(1 + 2w)2eεzdx+ 2a

∫
Ω

|∇w|2eεzdx

alors
d

dt

∫
Ω

(w + w2)eεzdx = −2a

∫
Ω

|∇w|2eεzx− ε2d

∫
Ω

|∇z|2(w + w2)eεzdx

−(a+ d)ε

∫
Ω

| ∇z || ∇w|(1 + 2w)eεzdx+

∫
Ω

((
c

a− d
+ 1)(w + w2)− (1 + 2w))uψ(v)eεzdx

≤ ε2 (a+ d)2

8a

∫
Ω

(1 + 2w)2eεzdx+

∫
Ω

((
c

a− d
+ 1)(w + w2)− (1 + 2w))uψ(v)eεzdx

alors

d
dt

∫
Ω

[1 + δ(ω + ω2)]eεzdx = d
dt

∫
Ω
eεzdx+ δ d

dt

∫
Ω

(ω + ω2)eεzdx

6 −ε2d
∫

Ω
| Oz |2 eεzdx +ε

∫
Ω

( c
a−d+1)ueεzψ(v)dx +δε2 (a+d)2

8a

∫
Ω

(1+2w)2 | Oz |2 eεzdx

+δ

∫
Ω

[(
c

a+ d
+ 1)(w + w2)− (1 + 2w)]eεzuψ(v)dx
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on pose

δ =
8a

(a+ d)2
(1 + 2‖u0‖∝)−2

d

dt

∫
Ω

[1 + δ(w + w2)]eεzdx ≤ −ε2d

∫
Ω

| ∇z |2 eεzdx

+ε2d(1 + 2‖u0‖∝)−2(1 + 2‖u0‖∝)2

∫
Ω

| ∇z |2 eεzdx

+δ

∫
Ω

[(
c

a+ d
+ 1)(w + w2)− (1 + 2w)]eεzuψ(v)dx+ ε

∫
Ω

(
c

a+ d
+ 1)eεzuψ(v)dx

≤
∫

Ω

ε(
c

a− d
+ 1)− δ(1 + 2w) + εδ(

c

a+ d
+ 1)(w + w2)dx

≤
∫

Ω

ε(
c

a+ d
+ 1)− δ(1 + 2w) + εδ(

c

a+ d
+ 1)(‖w0‖∝ + ‖w0‖2

∝)dx

alors

ε(
c

a+ d
+ 1) + εδ(

c

a+ d
+ 1)(‖w0‖∝ + ‖w0‖2

∝)dx ≤ δ‖(1 + 2w0)‖∞

ε(
c

a+ d
+ 1) + δ(

c

a+ d
+ 1)(‖w0‖∝ + ‖w0‖2

∝)dx ≤ δ‖(1 + 2w0)‖∞

ε ≤ δ‖(1 + 2w0)‖∞
( c
a+d

+ 1) + δ( c
a+d

+ 1)(‖w0‖∝ + ‖w0‖2
∝)dx

alors :

d

dt

∫
Ω

[1 + δ(w + w2)]eεzdx ≤ 0sur(0, T ∗)× Ω

donc

t 7−→ A(t) =

∫
Ω

{(1 + δ(w + w2)}eεzdx

est non croissante ]0, Tmax[.
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Comme w est uniformément bornée sur (0, T ∗)× Ω alors de l’hypothèse

lim
v→∞

log(1 + uψ(v))

v
= 0

on déduit que

∀B > 0∃A > 0 v < 0 =⇒
log(1 + ( c

a−d + 1)wψ(v))

z
< B

=⇒ log(1 + ( c
a−d + 1)wψ(v)) < Bz =⇒ 1 + ( c

a−d + 1)wψ(v) ≤ eBz

si on pose : B = ε
n
alors :

1 + (
c

a− d
+ 1)wψ(v) ≤ e

ε
n
z

=⇒ (
c

a− d
+ 1)wψ(v) ≤ e

ε
n
z

=⇒
∫

Ω

((
c

a− d
+ 1)wψ(v))n ≤

∫
Ω

e(Bn)z ≤ C

où C est une constante indépendante de t ( supposée la même partout). De l’effet régula-

risant de l’équation de la chaleur appliqué à la deuxième équation de (4.6)

on déduit que

‖z(t, .)‖L∞(Ω) ≤ C ∀tε(0, T ∗) (4.13)

et donc la solution du système (4.1)− (4.3)est globale et bornée sur (0,+∞)× Ω
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Conclusion

Avec les techniques des regions invariantes et la fonctionnelle de HARAUX - YOU-

KANA on demontre l’existence global de solution d’un système à reaction- diffusion tri-

angulaire .
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