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Abstract

The aim of this work is to study the perturbed Laplace problem governed by a spectral
parameter in polygonal plane,by domain decomposition into plane sectors.
We study the problem in plane sector, and we show that by the Green function which
gives the explicit expression of the solution .After effecting the Mellin transformation, and
by the partition of the unity of the polygon we extend this study to the whole polygon.
Keys words :Mellin transformation, Green function, Sobolev spaces, partition of the

unity.
Resumé

Le but de ce travail, est d’étudier le probléme de Laplace perturbé dans un polygone plan,
et ceci par décomposition du domaine au scteurs plans.

On étudie le probléme dans un secteur plan , la fonction de Green associée au probléme
nous donne 'expression de la solution explicitement aprés avoir effectuer la transformation
de Mellin, la partition de 1'unité nous permet d’étendre I’étude dans le polygone tout
entier.

Mots clés :Transformation de Mellin, fonction de Green, espaces de Sobolev, partition

de 'unité.
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Notations S.Beloul

Notations

R : corps des réels.
R* : 'ensemble des réels positif.

o : une nombre complexe telle que 0 = p+iv p,v e R

Q est un ouvert de R? de frontiére polygonale notée I’
(2, un secteur plan infini d’ouverture ¢
N : le nombre des sommets du polygone.
S; : les sommets du polygone j =1,2;...N.
@ : angle du secteur plan, telle que 0 < ¢ < 27 :
I, : la frontiére du secteur plan.

D(Q,) : l'espace des fonctions indéfiniment différentiables & support compact
L*(Q,) : Vespace des fonctions carré intégrable pour la mesure de Lebesgue dx
H(Q,) : lespace de Sobolev d’ordrel
H?(Q,) : Pespace de Sobolev d’ordre2
H™(Q,) : T'espace de Sobolev d’ordre m ot (m entier positif)

H*(Q,) : 'espace de Sobolev d’ordre fractionel s tel que 0 <s <1
Hg () : Padherence de ©(,) dansH'(,)

H{* () : adherence de ©(€,) dansH™(€,)

(.,.) : désignera a le produit scalaire

. * . : le produit de convolution multiplicative

f: transformation de Mellin de f

f :la transformation de Fourier de f

dt

— :la mesure de Haar

(r,0) : les coordonnées polaires

+oo
['(a) = / e “2* 'dx, (a>0) :la fonction T
0
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Notations

S.Beloul

B(0, R) : la boule ouverte de centre O et de rayon R

B(0, R) : 1a boule fermé de centre O et de rayon R

A : Topérateur de Laplace A = —
opérateur de Laplace ZZ: 827
0 . . \
o : la derivee par rapport a la normale 7 ot :
n
0 _19
ov 10

Formule de Lagrange :

pour un opérateur L : y — Ly = aoy” + a1y’ + agy

d
zLy —yLz = @[ao(y’z —y2') + (a1 — ag)y=]



Introduction S.Beloul

Introduction

L’étude d’un probléme elliptique dans un domaine régulier est bien connue , mais les diffi-
cultés se trouvent quand le domaine contient des singularités soit au bord ce qui concerne
ce travail, soit dans le domaine lui méme .

La majorité des auteurs qui ont travaillé dans ce type de problémes surtout les problémes
ellliptiques dans un domaine non regulier , choisissent les espaces avec poids ,car le role
des foctions poids est trés efficace comme Kondratiev [11] qui utilise la tranformation
Inr =t.

aussi M.Merigot [14], [15],[16] publie en 1974 la premiére étude systématique de la ré-
gularité dans les espaces LP(2) .II utilise le noyau de Poisson de I'opérateur ainsi que
la transformation de Mellin pour mettre en place des inégalités a priori afin d’étudier
I’existence et 'unicité de la solution

P.Grisvard ! [5] précise la régularité des solutions du probléme de Dirichlet dans un poly-
gone plan ,il utilise ’alternative de Freholm, et généralise les résultats de Kadlec et Hanna
et Smith[9]. Monique Dauge [4] avait plusieurs travaux dans les domaines a frontiére po-
lygonale et polyédhral,aussi M.Moussaoui[17] qui est étudié un probléme oblique dans
polygone plan.

On propose dans ce travail de résoudre un probléme elliptique dans un polygone plan, et
la méthode sera comme suit :

On décompose le polygone en secteurs plan et un ouvert réguliér , ce qui nous conduit
simplement d’éudier le probléme dans un secteur plan ,apres de prolonger les cotés I'jet
Fj

Nous choisissons & travailler dans les espaces de Hilbert usuels(classiques)(les espacesH?),

donc on a pas le probléme adjoint , simplement 'opérateur de Laplace est auto adjoint.

!Pierre Grisvard est un mathématicien frangais (1940 — 1994),il a travaillé a Nice(france)

9



Introduction S.Beloul

Soit © un ouvert de R? de frontiére polygonale I' , on décompose 2 en des secteurs
plan et un ouvert régulier .

I' sera donc d'un nombre fini de segments linéaires I';, j = 1,...N , on supposera aussi 2
d’un seul coté de sa frontiére I .

S; désignera l'origine de I';c’est a dire :
[N = {5}

On note par ¢; la mesure de I’angle formé par I';,I';;; vers 'intérieur .
On note par v; la normale & I'; orientée vers l'extérieur de et 7;le vecteur unitaire

tangent a I'; et orienté dans le sens de I';

Fig. 1

Ce mémoire estcomposé d’une introduction et 4 chapitres. Dans l'introduction on ex-
plique la méthode de décomposition du domaine (polygone plan) de travail.

Dans le premier chapitre,on donne quelques définitions et notions classiques concernant :

10



Introduction S.Beloul

— La géométrie du domaine du travail , et comme le polygone est Lipchitzien ,nous

rappelons la définition d’'un domaine Lipchitzien.

— Les espaces de Sobolev et leurs propriétés qui sont trés utiles, donc il est necéssaire
de faire un rappel sur la structure de ces espaces et ses propriéteés
La transformation de Mellin est une transformation intégrale, elle est bien adaptée
a notre probléme ot on rameéne le probléme a un autre de cauchy , donc il est
necessaire de faire connaitre au moins quelques propriétés concernant cette trans-

formation.

— La construction d’une fonction de Green associée & un probléme homogéne est un
outil qui permet de nous donner I'expression de la solution explicitement , alors on
fait un rappel sur ce principe et les propriétés de la fonction de Green.

Dans le deuxiéme chapitre , on propose d’étudier le Laplacien avec les conditions de
Dirichlet et de Neumann dans un secteur plan , apres de prolonger les cotés I'y et 'y .
On établit une fonction G associé au Laplacien dans le cas de Dirichlet,travail simillaire
avec les conditions de Neumann on établit une fonction de Green N On donne quelques
remarques sur les espaces avec poids et la relation entre ces espaces et les espaces usuels
Dans le troisiéme chapitre , on s’interesse a étudier ’existence de la solution , on établira
une inégalité a priori , et par 'application du lemme de Peetre ,et a 'aide de la forme
de la solution qui est donnée par la fonction de green associe au probléme nous assurons
I’existence de la solution
Pour certaines conditions sur f, on voit premiérement pour f € L? par suite pour
f € H™ | pour m entier positif. Dans le quatriéme chapitre, nous étudions I'unicite de la
solution avec les conditions de Dirichlet or de Neumann.

On généralise I’étude au polygone tout entier, et ceci par partition de I'unité convenable.

On termine ce mémoire par une conclusion générale.

11



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Propriétés géometriques des domaines

1.1.1 Propriété du cone :

Soit 2 ouvert de R™ , on dit que 2 vérifie la propriété du cone , si pour tout z € T’
(frontiere de ) il existe un voisinage V,de x ,et de nouvelle coordonnées {yi, ya, ..., Yn }

telle que :

1. V, est un hypercube
Le: ‘/:E:{<y17y277yn)7_aj<y]<a]71§j§n}
2. Pour y€cQNV, etz€C ona y—z€cN

ou C est un cone

C ={z=(7,2,), cotb|2| < z, < h}, 6 €]0, g], h >0}

12
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1.1.2 Propriété de Lipschitz

Définition 1.1.1 Soit Q ouvert de R™ de frontiére I' , on dit que 2 est Lipshitzien' si et
seulement si I' répresente la graphe d’une fonction localement Lipschitzienne.

On dit que la fonction ¢ est de Lipshitz s’il existe une constante K tel que :
p(x) — p(a)] < K|z — 2|

Autre définition :

Définition 1.1.2 On dit que ) est Lipschitzien si pour tout x € T" il existe un voisinage

V. de x ,et une nouvelle coordonnées orthogonales {y1,ya, ...y, } telle que :

L Ve={(W, 92, Un) s —a; <yj <a;,1 <j<nj}
2. il existe une fonction lipschitzienne ¢ définit dans V' ou :

V' ={(y1, 92, o, Yn—-1) , —a; < y; < a;,1 <j<n-—1} tel que :
Qn,
el <5 pourtout Y = (Y1, ynr) €V

ANV ={y = yn) € Va/yn < 6(y')}

rnv, = {y = (y’,yn) € Vx/yn = ¢(y/)}

1.2 Espaces de Sobolev

Ce sont des espaces trés intéressant et treés important dans I'étude des équations aux
dérivées partielles , leurs avantages sont multiple.Tout d’abord ils possédent une struc-
ture des espaces de Hilbert? | ce qui rend leur utilisation commode,ensuite ils mesurent

trés finement la régularité d’une distribution ,permettant aussi de passer des solutions

I'Rudolf otto sigismund Lipschitz est un mathématicien allemand 1832 — 1903,il a travaillé & Bonn

(Allemagne
?David Hilbert est mathématicien allemand 1862 — 1943,il a travaillé & Kénigsberg(Allemagne)

13



Préliminaires S.Beloul

faibles (au sens de distribution) aux solutions classiques (fortes) d’équations aux derivées

partielles.

Définition 1.2.1 Rappelons que L*(Q) (Q est un ouvert de R"), l'espace de fonctions u

carré sommables sur €2 i.e : mesurables telle que :
1
lull 2 = (/ lu|?dx)? < oo (1.1)
Q

IHQ) = /([ [ufda)? < o0}
On posera souvent L*(2) = H°(2)

L3(2) est un espace de Hilbert pour la norme (1.1) et pour le produit scalaire suivant :

(u,v)p2 ::/uﬁdl’
Q

1.2.1 Les espaces H"())(m entier)

Soit maintenant m un entier m > 1 ,

L’espace de Sobolev H™(2) d’ordre m sur €2 est définit par :
H™(Q) = {u e L*(Q), D*u € L*(Q),Va : |a] < m}

ou
aa1+a2+..‘+an
D= ————— et a = (o, as...ap)
H™(2) est un espace de Banach muni de la norme :
N 1
lallzme@) = () [1D%ullFa(q))? (1.2)
jal<m

Proposition 1.2.1 H™(Q) est un espace de Hilbert séparable, qui s’injecte continuement
dans L*(Q) , muni du produit scalaire :

(u,v)gm = Z | D%, D) 2

|ao| <m

14
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Propriétés des espaces H™({)

1. Si my > my alors H™ () est contenu dans H™2(2) est cette inclusion est conti-

nue, de plus D(2) est contenu dans H™(£2) pour tout m > 1

2. Si Q=R", alors C§°(Q2) est dense dans H™(R™)

L’espace H"(Q?) :

Définition 1.2.2 Soit Q un ouvert borné de R™, m € N.
On note HJ'(Q) ladhérence de ®(S2) pour la norme de H™(S2)

c’est a dire D(2) = HJ'(2)

H{"(2) est un sous espace vectoriel normé , fermé de H™(2) muni de la norme(1.2)

Proposition 1.2.2 Soit ) un ouvert borné de R™ mq, mo deux entiers my < msy.

L’injection de Hy* () dans H{™(S2) est compacte.

1.2.2 Les espaces H*(2)(s réel)

Définition 1.2.3 Soit s € R, on désigne par H*(R™) ’espace vectoriel qui contient les
éléments u € S'(R™) ( lespace des distributions temperées)tels que 4 soit une fonction

mésurable et (1+ |£]?)2a € L*(R™).. ,c’est a dire :
H*(R") := {u € S'(R"); (1 +[¢|*)2a € L*(R")}
H*(R™) est un espace de Hilbert muni de la norme :

Jul2 = / (1+ (€ la(e)Pde

et du produit scalaire :

(o= [ (1 fgPa(e s

ot U désignera la transformée de Fourier’ de u avec :

u(§) == /n u(z)e ™ dx, € € R"

3Jean baptiste joseph Fourier est un mathématicien francais(1768 — 1830),il a travaillé & Auxere,puis

a Paris

15
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Remarque 1.2.1 Si s > 0 définit l’espace H*(R™) comme suit :
H*(R") := {u € L*(R"); (1 + [¢*)7a € L*(R")}

Soit 2 un ouvert de R"™ ;| on définit I’espace H*(2) pour tout réel s de différentes fagons

comme suit :

Définition 1.2.4 L’espace H*(Q)) est un espace des restrictions des fonctions de H*(R™)
a Q,
muni de la norme
[l == it [|U|zs@n)
/=1
ot
H*(R") := {u € S'(R"); (1 + [¢[*)2a € L*(R")}
on peut aussi définir I'espace H*(2) par l'interpolation :

Définition 1.2.5 Soient X,Y deux espaces de Banach , X — Y (avec injection continue)

on définit l’espace d’interpolation entre les deux espaces comme suit :
(X,Y)o :={a=a+y,t " 'K(t,a) € L*(0,4+0)}

ouxeX, yeY et K(ta)= inﬁr (lzllx +tllylly), 0<6@<1
a=x+y

Pespace (X,Y )y est un espace de Banach muni de la norme :

leloi= ([ 1Kt @PD)’
1(0) = (H7(Q), (),

o0 <0 <1,s=(1-0)m, dans ce cas l'espace H*(2) est un espace d’interpolation

entre les deux espaces H™(Q) et L*(12).

Donc l'espace H?(£2) est un espace de Hilbert muni de la norme :

e = / oK ()P
0

]

16
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Définition 1.2.6 sssssssoit € un ouvert borné de R™ | alors pour 0 < s <1 et 1 <p<

+o00 on définit L’espace WP (Q) comme suit :

|u(z) — u(y)l”

7 — g dxdy < oo}

WeP(Q) == {u € Lp,/

QJQ

Donc pour p = 2 et n = 2 on résulte :
s,2 s 2 ‘
We2(Q) = H*(Q2) —{uGL/// ’x_y’21+)dxdy<—l—oo}
L’espace H*(2) ( pour n = 2) est un espace de Hilbert muni de la norme :

ula) ~ u(y)
fully, =l + [ [ EE= ey

et généralement,on définit 'espace H™*(Q2) pour m > 0 (entier) et 0 < s <1 comme

suit :

m—+s = {u m, ’Da ) Da()|2x 00
H™ Q) :={ue H // P drdy < +oo}

ot 2 est un ouvert de R? 1'espace H™*(2) muni de la norme :

1D7u(r) — DPuly)
e i= e+ 37 [0

Remarque 1.2.2 Si Q) est de frontiére Lipschitzienne , alors les trois définitions précé-
dentes sont équivalentes.
Propriétés des ’espace H*({,)

Théoréme 1.2.1 ( la densité)
Si Q est un ouvert borné de R™ de frontiére Lipschitzienne ,alors () est dense dans

H*(Q) si et seulement si 0<s <1 (cfl§])

4 par consequent on a :

1
S0 0§s§§:>H§(Q):HS(Q)

1
st § > 5= Hi(Q) C H*(QY)  (stictement)

4[8] P.Grisvard(Elliptic Problems in Nonsmooth Domains, Pitman, Boston (1985).)

17
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Théoréme 1.2.2 (Extension)
Si ) est un ouvert de R™ |, borné de frontiere Lipschitzienne, alors pour tout s > 0 il

existe une application continue P de H*()) dans H*(R") telle que :

Pu=wu p.pdans Q)

(cf [5])

Théoréme 1.2.3 (La compacité) Soit Q0 un ouvert de R™ borné ,avec la frontiére I' est
une variété indéfiniment différentiable de dimension (n—1) ,Q étant localement d’un seul
cote de I

s réel quelconque ,alors :

Ve >0 [linjection H® — H*¢(Q) est compacte .

Démonstration :

1) 1l suffit de montrer le théoréme avec s > 0 car par passage a des sous-espces fer-
meés, U'injection de H(Q) — Hi () est également compacte et donc, par transposition
H=5%5(Q) — H75(Q) est compacte , d’ou le résultat désiré .

2) Soit donc s > 0 fixé , il existe un opérateur P :

u— Pu

linéaire continue de H*(Q) — HF(R") tel que : Pu=u  p.p sur Q

Aw soit & support dans un compact K fixé.
QCK (1.3)

Soit (u,) € H*(?) avec u, — 0dans H?*(Q2) faible. On veut montrer que u, — 0

dans H*~¢(Q)) fort ,mais on a :

vp, = Pu, — 0dans H*(R") faible (1.4)

18
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et comme l'opération (restriction a € ) est continue de H* ¢(R™) — H*¢(f2) , donc il

suffit de montrer que(1.4) entraine :
v, — 0 dans H*5(R") fort (1.5)

ou encore si v, désignant la transformation de Fourier de v, il suffit de montrer que :

Xo= [ (L+[E)*|a[*de < pour n > n(n) (1.6)
R™
or X, = (1+[€D) 7> (1 + [€)*|nl*dg +/ (1 + |])*2 |0 2dg
€=M je1<m

donec :

X, < (14 M)™ / (14 [ED¥ [ (O)2de + (1 + My / GOPdE (L7)

|€1<M

n

D’aprés (1.4) v, demeure borné de H*(R"™) donc (1.7) entraine :

X, <e(T+m)™% + (1 + M) L<M |5, (€)|2dé (1.8)

On choisit M de fagon que ¢1(1+M)7% <, et on aura donc (1.6) si 'on démontre que :

(]_ + M)2(s—£)

Mais grace a (1.3) , v, a support dans K | si 6 désigne une fonction de D(R™) on a :

[ O < g powr izt (19)

52(6) = (v, O exp(—2mizt)). (1.10)
le crochet désignant la dualité entre H*(R") et H*(R™). Mais lorsque |£| < M. 0 exp(—2mix§)
demeure dans un ensemble relativement compact de H *(R") et donc (v, # exp(—2mizf)) —

0 uniformement pour |{| < M ,donc

/ G (6)2de — 0
|€|<M

d’ou (1.9).

Remarque 1.2.3 :

Le résultat est encore vraie si la frontiére I' est Lipschitzienne. (cf.[18])

19
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1.3 Produit de convolution des fonctions

La notion de convolution (généralisé aux distributions) joue un réle fondamental en
théorie des équations aux dérivées partielles linéaires , ceci provient entre autre du fait que
I'on peut exprimer la solution d’une équation Lu = f (ou L est un opérateur différentiel

a coeficients constants ) sous la forme :
u=FExf

E' est une solution élémentaire de I’équation.

1.3.1 Définition

Soient f et g deux fonctions définies sur Rt on appelle convolution muliplicative de f

par g pour la mesure(de Haar)® n la fonction h définit par :

oo x . dt
h(z) = f(z) * g(x) = i Ft)g(3)~
Remarque 1.3.1 Une définition analogue pour la convolution additive de f par g comme
suit :
+oo
hx) = flx)* g(z) = f@)g(x —t)dt

0

1.3.2 Propriétés

1. L’opération de convolution ”x” est commutative , c’est a dire :

f(@)* g(x) = g(x) = f(x)

2. La convolution est associative pour f,g,h € D(R") on a :
(f(z) * g(x)) * h(z) = f(z) = (g9(z) * h(z))

3. supp(f*g) C suppf + supp g

SAlfréd Haar est un mathématicien hungarien1885 — 1933,il a travaillé & Gottingen(Allemagne)
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4. f+d(x —1) = f (6 est 'élément neutre)
5. 2%h(z) = z*(f(z) x g(x)) = 2* f(x) x x%g(x), a €R
Proposition 1.3.1 Si f € D(R"),etg € CY(RT), k €N, alors fxg € D(RY), et :
D(f*g) = f* D%, lal <k
(cf[20]).

Proposition 1.3.2 Si f € LP(RT) , 1 <p < +4o0 et ge L'(RT) pour la mesure de
d

Haar —x, alors (f = g) € LP(RY),et
x

If* glle@ry < gl @yl f1 ooy

Remarque 1.3.2 Si on pose z*f(x) = F(x) x%h(x) = z*(f(z) *x g(x)) = H(x), et
z%g(x) = G(x), alors on a :

si F € LP(RY) et G € LY(R") alors H € LP(RY) et :

|1 F % Glloo@+) < |Gl @)1 Fll @+

1.4 Transformation de Mellin

Puisqu’on travaille dans un domaine de frontiére polygonale qu’on décompose en sec-
teurs plans ,la transformation de Mellin est bien adapter a la géométrie de ce domaine,
aussi pour tous les domaines qui présentent des points anguleux ,et elle joue le méme roéle

que celui par la transformation de Fourier dans le cas classique.

1.4.1 Définition

Si f est définit sur RT on appelle transformée de Mellin de f la fonction f définit

par :
+oo
flo) = ()2 'dz 0 €C
0
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lorsque l'intégrale converge.

Exemple :

fixr—

>0
x+a(a )

+oo .o—1 o—1

~ x a

f(a):/ dr = = 0< Reo <1
0 r+a sinom

1.4.2 Quelques propriétés :

3. J(2) = Fl—o)

2 0Ty o e
i .

5. 0Ly = o f(0)

6. 0 = (-1 Fo )
4 -

7. (5" (o) = (110" (o)

8. Soit & la transformation de Mellin de la fonction h ,avec h = f % g alors on a :

Fonction Gamma :

Pour tout réel a > 0 , on définit la fonction Gamma I" comme suit :

+oo
[(a) = / e " dx
0

rappelons que :

[(a+1)=al'(a)
MNa—1)=(a—2)I'(a—2)
I'(n) = (n—1)!
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Transformation inverse

Définition 1.4.1 La transformée de Mellin inverse de ]7 est donnée par la fonction f,

avec f est définie pour oy < Reo < ay et

1 ptiv

f(x)= lim — flo)x™%dx ap < p < Qg

v—+oo 271 p—iv

lorsque l'intégrale converge.

1.4.3 Probléme obtenu par transformation de Mellin

Proposition 1.4.1 Soit A un opérateur différentiel homogene a coefficients constants,d’ordre
2m par rapport auz variables x ety .Alors en coordonnées polaires (r,0) l'opérateur r*™A

d
est un polynome de degré 2m par rapport a la variable rd—.
r

Démonstration :
On va utiliser un raisonnement par récurence pour démontrer cette proposition :

L’opérateur A étant homogéne , donc on peut le décomposé sous la forme suivante :

A=

n
J=

0 0 ..
<8_x +)\ja—y)k3, )\j eC

1

Les nombres complexes A; sont les racines de 'opérateur A .

. 0 0
SOlt Aj = % + /\Ja—y
On sait que :
o 1 . 0

— =cosf— — —sinf—

ox or r 00

=sinf— + — cos@—

3_y or r 00

D’out A; s’écrit en coordonnées polaires sous la forme :

1
A; = (cosf+ \; sin&)a2 + —(—sinf + ), COS@)_E?Q
ror

La proposition est donc démontrée pour un opérateur d’ordre 1 .

Supposons maintenant que la proposition est vraie pour un opérateur homogéne d’ordre
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n , et on va démontrer que la proposition reste vraie pour un opérateur d’ordre n + 1 :

ona
Buir = (al0) o +b(0) ) B,
et
P By = 1 a0) S 4 00) ) [ B,
= —na(0)r" B+ a(0) (r5) (" By) + b{6) o (" B,)

d’ou le résultat.

Conséquences :

1. Si A est un opérateur différentiel homogene elliptique d’ordre 2m la transformation

de Mellin de 7?™Au, s’écrit :

0
m Ay = P —u
r U om (0, 0, ae)u(a, 0)

ou P, est un polynoéme de dégré 2m par rapport a la variable o.

2. La transformation de Mellin de A; f = 0, vérifie :

ij: ;{:? = —(cosO+ \; sinf)o f + (— sin 02 + A cos@)g—]; =0

les solutions sont de la forme :

. 1
f(o,0) = C(cosl + ysinﬁ)_" =0

J

avec A—lj # 0 car A; est elliptique.

Nous utiliserons cette proposition pour le cas particulier ot m = 1 et A = A (I'opérateur

de Laplace), 'opérateur r2A est donc un polynéme du second degré par rapport a r——,il

or

s’écrit donc :
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Cette formule est trés utile surtout pour établir une fonction de Green adaptée au probléme
(2.2), et pour mettre en évidence des inégalités a priori.
Exemple :

Considérons le probléme :

Au=0 dans Q2
u(r,0) =g (1.11)

u(rcosp,rsing) =0

Ou Q est un secteur plan infini d’ouverture ¢, c’est a dire :
Q={(r0eR*r>0 0<6<¢p<2r}

En multipliant I'opérateur A par 72, et en passant a la transformation de Mellin, le

probléme (1.11) sera :

%:0 dans 2

u(o,0) =g (1.12)
u(o,0) =0
On a
— ou ou d*u
2 — ()2 V2 — 2 2~
r2Au (rar)+(89) 802+0u 0

On obtient un probléme différentiel ordinaire d’ordre deux par rapport a la variable 6, et

dépendant d’un parameétre complexe o,

TR

w%—au(ﬁ)—O 0<f<op

(0,0) = § (1.13)
u(o,p) =0

Il admet comme solution :
u(o,0) = acosof + bsinof
En utilisant les conditions aux limites etsi en posant g = 1, on obtient :

u(o,0)=1=a=1
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u(o,p) =0=0b= S
sinop
d’ou :
u(o,0) = cosob — CBTYL in ol
sinop
la fonction
~ sino(p — 6
N(o,0,r) = ————
(0,0,7) sin o6

est la transformation de Mellin du noyau de Poisson N(r,0, ). En utilisant le produit de

convolution multiplicative, il vient :

r

u(r, 0) = /0 o 9N 0, o)

ou u(r, @) représente la transformation de Mellin inverse de u(o, 6)

Remarque 1.4.1 Il y a une certaine analogie entre la transformation de Mellin et celle
de Fourier, on peut passer de l'une a lautre en effectuant un changement de variable
convenable comme par exemple : v = e~t. Si l'on pose o = i, on aura :

—+00
~ o dr

flo) = (r)r -

0

t

et en posant r = e~", il vient :

“+o00

flo) = fle™)e ™ dt = F(€)

qui n'est autre que la transformation de Fourier de F(t) = f(r).

1.5 L’alternative de Fredholm

Soit le probléme de Cauchy :

Lu=f a<x<b (1.14)
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1. Si le probléme homogéne associé a (1.14) n’admet que la solution triviale u = 0
(i.e A = 0 n’est pas une valeur propre), alors le probléme non homogéne admet

une solution unique

2. Si le probléme homogéne admet une solution non triviale (i.e A = 0 est une valeur
propre), alors le probléme(1.14) n’admet aucune solution ot un nombre infinie des
solutions
si v est solution du probléeme homogeéne alors :

b
si / vf = 0 = le probléme non homogéne admet un nombre infini des solutions
a

b
si / vf # 0 = il n’ya aucune solution
a

Exemple :

Au = e* 0<zx<l1
(1.15)
uw(0) =u(l) =1

La solution de I’équation homogéne Au = 0 s’écrit :

u(z) = Ar+ B
Pour u(0)=1= B =1
Et pouru(l)=1= A=0
On remarque que v = 1 est une solution de I’équation homogéne car Av =0
Mais
1
/ le"dr =e—1%#0
0

donc le probléme (1.15) n’admet aucune solution.

27



Préliminaires S.Beloul

1.6 Principe de la fonction de Green

1.6.1 Définition

La fonction de Green® associée a un opérateur de dérivation injectif L avec des condi-

tions aux bords homogénes est une solution du probléme :

LG(z,y) = d0(z —y)

x +— G(z,.) verifie les conditions aux bords homogen

ou § désigne a la fonction de Dirac’

Remarque 1.6.1 Définissons la fonction de Dirac 0 en un point xo € R par :

6|Z=$0 = 5($ - IO) = 1111(1) fe(x)

ot ]
- sizg— 5 <z <o+ 5
fg(l‘):: 8 ‘
0 si (x>20+5)V(z<z0—5
Alors :
00 T = Ty
Sz —x9) =
0 s x# x
et donc

b 1 a<z<b
/6(x—:v0)dx:
a 0 si x¢la,b

si f est une fonction continue en xqy ,on a également :

flxg) a<z<b

/ f(z)o(x — xo)dx = _
a 0 six ¢ [a,b]

Multiplions I’équation :
L(G(z,8)) = d(z = &) (1.16)

6George Green est un mathématicien anglais (1793-1841)
"Paul Andrien maurice Dirac est un physicien anglais (1902-1984),il a obtenu le prix de Nobel en

1933,il a travaillé & Cambridge(Angleterre)
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par f(&) on obtient :
FEL(G(x,€)) = f(§)d(z =€)

et on intégre les deux termes par rapport a £ ,on obtient :
+00 +oo

f(§)o(x — §)dE = FOL(G(x,€))dE

+o0o
En remarquant que : f(x) = f(&)d(x — &)dE

—00

Alors : Lu = [*7 f(&)L(G(x,€))d¢ = f(x)
done : u(x) = [ f(&)G(w,&)d¢

1.6.2 Quelques propriétés

1. la fonction de Green est symétrique, i.e G(x,&) = G(&, x)

2. (G est une fonction continue et bornée.

dG(x,y)
i

3. la fonction z — est continue pour tout x # y

1.6.3 Existence de la fonction de Green

Soient p, q, f € C'([a,b]), (a < b) et (a;, 3;) € R? telles que Vi = 1,2 |ay| + |l | 1] +

|B2] # 0 .On a les équations différentielles ordinaires :
wy) +ay=0 (H)

(py) +qy=/f (NH)

ainsi que les conditions aux bords associées :

(CB), { ary(a) + agy'(a) =0
Bry(b) + B2 =y(b) =0

(CB)., { ay(a) + ay'(a) =~
Biy(b) + B2 =y(b) =6
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Théoréme 1.6.1 . Si le probléme homogéne (H) — (CB), n’admet pas de solution non
triviale. Alors, il existe une (et une seule) fonction G ne dépend pas de f , et dite fonc-
tion de Green, telle que, pour toute fonction f , la solution y du probléme non homogene

(NH) — (CB)y, s’écrit de maniére unique sous la forme :

y(z) = / G, 5) f(s)ds.

Démonstration :
(1)Existence de la fonction G :

Soient ¢ et ¢y les solutions respectives des problémes aux conditions initiales :

() + $1(a) = oy
Pi(a) = —aq

(H) + P2(a) = (o
Pr(a) = B

Alors , ¢1,¢s # 0 sont linéairement indépendantes car sinon, elles sont solutions du
probléeme (Fy : (H) + (CB);) ,ce qui contredit I'hypothése.

Soit donc W # 0 leur Wronskien et G la fonction de Green définie par :

Gi(@)daly)
G(z,y) = p(z)W(x) <z <y

T y<x<b

p@W(y) 777

En remarquant que le produit pWW est constant car :
p(@)W(z) = Py)W(y) = Pa)W(a) = P(L)W(b) # 0,Vz,y € [a,b]
En effet d’apreés la formule de Lagrange, on a :
G2(pdy)' — 1(pgs) = 0 <= (pdad))’ — (pP1¢2)" =0

= (p(d20) — 195) =0

< pW = cte
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Enfin,G vérifie bien les hypotheses de la fonction de Green.
(2)Unicité de la fonction G :

soient G et H, deux fonctions de Green; alors on a :

/ (Gla,y) — Hlx.y))f(y)dy = 0

Pour toute fonction continue f : [a,b] — R.

Pour z fixé posons f(y) = G(z,y) — H(z,y) ,on a :

/ = [G(z,y) — H(z,y))]*dy = 0,Vz € [a, ]

Comme G et H sont continueés ,alors G = H
C’est a dire : G(x,.) = H(z,.),Vz € [a, b]
(3)Existence et unicité d’une solution :
La fonction F' définie par :

F<x>=/G< 0 F () dy—@ /¢ d+¢1 /¢
NH

est une solution du probléme ( (CB)p,en effet

P = [ e
et
@ = [ 28 s + @108 @) - 2w
) = 5w
)= ")
) - Sl =

On a 'expression :

ainsi que :
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Par suite,

0P +aF = [ 1650+ aF ! (@) f5)dy + 1 (0)
¢

(par la définition de G) (@) (y) f(y)dy + f(x)

a

(par la définition de ¢) = f(x)
L’unicité de la solution y résulte de 'hypothése sur le probléme homogéne ainsi que de

lalternative de Fredholm.

Exemplel :

On calcule une fonction de Green du probléme aux limites suivant :
y' +y=0 dans 0 <z < %

y(0) =y(5) =0

La solution générale de I’équation 3" + y = 0 s’écrit sous la forme :

(1.17)

y=acosx + bsinx
y(0)=0=a=0

y(g):0:>b:0

Donc il existe une (et seulement une)fonction de Green associée au probléme(1.17).

Il est clair que : {cosz,sinz} est un systéme de solutions fondamentales ,alors on calcule

le Wronskien :

cosxr sinzx

W = =1
—sinx cosx
et on obtient :
coszx.siné si0 < x <€
G(z,§) =
sinz.cos§ si§<x <7
Exemple?2 :
Soit le probléme :
"—y=u 0<x<1
vy (1.18)
y(0) =y(1) =0
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1) Etablissons pour commencer l'existence de la fonction de Green du probléme aux limites

homogéne suivant :

y' —y=20 dans 0 <z < 1
y(0) =y(1) =0

Il est clair que : {y1,y2} = {€*,e "} est évidemment le syséme fondamental des solutions

(1.19)

du probléme (1.19) ,donc la solution générale du probléme homogéne associé est :
y(x) = Ae® + Be ™
En passant aux conditions aux limites :
y(0)=0= A=—B

y(1)=0=A=B=0

Et nous avons démontré ’existence de la fonction de Green.

2) On va calculer la fonction de Green, soit {y1,y2} un systeme des solutions qui sont

vérifiées :
" — 1y =0 0<zx<1
e (1.20)
y1(0) =0, »1(0)=-1
7 —yy =0 0<x<l1
Ya — Y2 (1.21)

(1) =0, yy(1) =1
Donc pour (1.20), on a :

T

Yy = ae” + be”

1
yl(O):O:>a:—bet,yi(O):—1:>a:—§

Et ca implique :

Et pour le probléme (1.21), on a :

Yo = ce® +de™”
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p(l)=0=ce+de ' =0et,yh(1)=1=ce—de ' =1
1
Donc on obtient :y, = 5(696_1 —e!™") = sinh(x — 1)
—sinhz  sinh(z — 1)

Wy, v2)(x) = = —sinh1
—coshz  cosh(z — 1)

Alors la fonction de Green associée au probleme (1.19) est donnée par :

y1(@)y2(§) O<z<§

_ ] W)

G(z,8) = ()1 (2) sizr<&<1
(ylay2)

Donc on a : inh zsinh(€ — 1)

sinh x sinh (¢ —

_ 0<€f<z

G@,6) = guneimhls — 1) siz<&<1

sinh 1

3) Cherchons la solution du probléme aux limites (1.18) sous la forme :

y(z) = / G, €)6de

¢ sinh ¢ sinh(z / ¢sinh z sinh(§ — 1)
d d¢ =
ylr) = /0 sinh 1 &+ sinh 1 ¢

_EﬁL———!/§QM@%+ﬁmhx/zﬁmh £ —1)d¢
sinh 1
Puisque :

/ ¢sinh £dé = x coshxz — sinh x,

0

1
/ ¢sinh(§ — 1)dé =1 — zcosh(x — 1) + sinh(z — 1)

On a

y(z) = ——[sinh(z — 1)z coshz — sinh 2] + sinh 2[1 — z cosh(z — 1) + sinh(z — 1)]]

sinh 1

sinh z
sinh 1

Nous nous sommes servi de la formule :
sinh(a £ 3) = sinh o cosh § £ cosh asinh 3
Et de fait que la fonction sinh x est impaire.
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1.7 Partition de 'unité

1.7.1 Définition

soit (£2;) ey une famille d’ouverts de R™ telle que :

2. 2, est compact pour tout j € N

3. Tout point de R" a un voisinage ne rencontrant qu’un nombre fini de €2;.

Il existe alors ,pour tout j € N des fonctions w; € C*°(R™) telle que suppw; C Q; ,
+0o0

0<yp;<let ijzlpourtoutxeR”.
=0
La famille (w;) est appellée une partition de 1'unité subordonnées au recouvrement (€2;)

de R™.(cf[23]

1.7.2 Partition de 'unité dans un polygone

soit 2 un ouvert de R? des sommets s; de frontiére polygonale I' = Ué-vzlfj pour
7 =1,2...N, ou N est le nombre des sommets du polygone.
Q. j=1,2...N est un secteur plan infini d’ouverture ;.
Soit (w;) pour j = 1,2...N une partition de I'unité de classe C*>°(2) du polygone qui isole
chacun des sommets s; pour j = 1,2...N.

Soit la fonction de troncature ¢; qui définie comme suit :

1 dans V(s;) NQy,, j=12,..N
0 dans Q\V(s;) N Q,
ot V/(s;) un voisinage du sommet s; .
N

Soit T" est une fonction troncature définie sur €2 telle que T+ Z wj =1
j=1
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N
et comme E w; = 1 alors la fonction troncature donnée par :
j=1

0 dans V(s;)NQ,,, j=12,..N
1 dans Q\V(s;) N,

T est une fonction définie sur un ouvert O (qui est en fait le polygone privé des voisinages

de ses sommets).
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Chapitre 2

Le probléme dans un secteur plan

2.1 Position du probléme

Soit Q est un ouvert de R? | de frontiére polygonale I', on décompose €2 en un nombre
finie de secteurs plan €2, ou j € {1,2,...N'} et un ouvert régulier O, le sommet de chaque
secteur peut étre ramener a l'origine par rotation et translation comme suivant :

Si on suppose que s;(z;,y;) le sommet du secteur Q. , et soit R(S;,0) la rotation de

) N IS]' - ysj_l
centre S; et d’angle 6 ou tantl = ————
Ts, — Ts;_,

T

c’est & dire la rotation (r,0) — rexpif S; i

Fig 2
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—
Soit T3 la translation de vecteur S;0 ou O est 'origine de repére ,
J

alors la tansformation 7: 50° R(s;,0) ramene chaque sommet S; a l'origine de repére O .

Yy

T

j
Fig3

Et nous prolongeons cette idée pour chaque secteur 2, ou j = 1,2,...N donc choisis-
sons I'un des secteurs , ol nous faisons notre étude et pour le reste des secteurs nous

obtenons les mémes résultats et conséquences.

On propose de résoudre le probléme elliptique :

Au=f dans Q
Bu=0 (surl)

(2.1)

ot € est un ouvert de R? ,de frontiére polygonale I' et A est un opérateur différentiel aux
derivées partielles d’ordre 2m définit dans ) et B est un opérateur de trace définit sur I'
on supposera que {2 d’un seul coté de sa frontiére .

Pour notre probléme , on choisira comme modéle d'un probléme elliptique un probléeme
de Laplace perturbé ou plus précisement le probléme de Poisson perturbé .

C’est & dire on prend A = A + A A > 0(réel) , B d’ordre 0 ('identité) pour les
conditions du Dirichlet , ou d’ordre 1 pour les conditions du Neumann.

Pour le premier ,on étudiera I'existence et 'unicité du probléme du Dirichlet suivant :

Au+ dlu = f dans
(2.2)

u=20 (sur I')
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En suite, le probléme de Neumann suivant :

Au+ A u = f dans ()
(2.3)

Du =0 (sur I')

Mais il est nécessaire de passer au probléme non perturbé,puis on déduit les résultas pour
le problémen perturbe.
Donc on va étudier I'existence et l'unicité de la solution du probléme de Dirichlet non

perturbé suivant :

Au = f dans
(2.4)
u=0  (surl)
De la méme facon pour le probléme de Neumann suivant :
Au=f dans
(2.5)

Du=0 (surl)

Et comme ’étude de notre probléme dans le polygone tout entier est basée sur I'idée de
faire I’étude dans I'un des secteurs plan , par une partition de I'unité on fait par la suite

de I’étude une extension au polygone.

2.1.1 Les coordonnées polaires

Les coordonnées polaires sont bien adaptées pour le cas de notre probléme ;

x =rcosf
y =rsinf
Donc on a :
dx = cos Odr — rsin 6d6
et

dy = sin @dr + r cos 6df
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ou eau B 1 . Ou
or o8 or r S 09
0u_ g 10
9y sin e coS 50

2.1.2 Expression du Laplacien

L’opérateur de Laplace A est elliptique .
Son polyndéme caractéristique est sachant que r? = 22442, alors A s’écrit en coordonnées

polaires comme :

A 0? +16 N 1 02
o2 ror  r2062

Théoréme 2.1.1 L’opérateur de Laplace A peut se mettre sous la forme

1 0 5 0
A= ﬁ[(T’E) + @)]
Démonstration :
On a:
0., 0 0 0 0?
Uor) tae = o))t e
9?2 10 1 0?
A= o T raw
or’" Or 002 Or2 or 062
_ 2(8_2 + lg + l8_2)
-7 or?2  ror  r2002
=7r2A
Donc :
1 d., 0
A=5l0g)" + 5g)
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Et comme nous travaillons dans les espaces de Sobolev usuels, nous avons besoin de faire
une comparaison entre les espaces H; et les espaces H;, ou 7 est le vecteur normal a

I', et ceci au moins pour les deux cas s =1,2

Proposition 2.1.1 Les deux espaces :

ou Ou
1. 2 . 2
H,, = {u e L*(Q,); e —ay € L7 (Q,)}
ou Ou ou 10u
1 . 2 . 2 -
H,, = {uel (Q“’)’_OT’ 5 e L(Q,)} ou 5 = 750

. . 3 N . 1 _ 1
sont identiques ,c’est a dire H, = H,,

Démonstration :

‘s . . . 1 1
Commengons par la premiére inclusion : H_, (Q,) C H,,

ou Ou
Supposons que : 9 oy € L*(,)
0 10
On a . % = ;% et
@ = CoSs 8@ + si @
or ar o0 Jy
ou . Ou ou
W —SIHQ% —I—COSQa—y

ou Oou . Ou, / ou / ou / Ou Ou
12 = i 12 < - i 9 e
/waary /Qw]cosﬁax—l—stad - Qv|8x| + Q¢|8y| + wa(?x@y

0 0
/Q |a—z|2 < 400 (car au € L2(Q<p))

Ox
ou ou 9
/%]ay] < +4oo  (car 8yEL(Q‘p))

Ou du ou o, 1 ou 5. 1
— < _ 2 2. - 2 5 92 Lz A .
/Q¢ | | < (/% |8:v ) (/Qw | y| ) (par I'inégalité de Holder)

@
or

Par la méme méthode on obtient :

Donc € L*(Q,)
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ou . 0u ou ou / ou / Ju Ou
—* = — sin— 0—|° < — — 2 —
/leaul /le S ax—i—cos 6y| _/QJ(%' + Q¢|8y| + Qw|8x8y

En utilisant une autre fois 'inégalité de Holder on obtient :

ou
— e L}
ay S ( <P)
Alors H, , C H;,
On montre 'inclusion inverse :
ou ou
Supposons que 3 € L*(,), et o € L*(,)
On a:
ou eau B ou
or  Var MM ag
% = sin 6% + %
oy or  Ov

ou ou ou o / Ou Ou
hilnd PP e e 9 bt
/ml@aj| _/Qw|0r| +/Q¢|8V| + Q¢|8r8y
ou ou 9
/% |E| < 400 (CWE € L (Q,))

Aussi :

9 9
/Q |a—Z|2 < 400 (cara—u e LX(Q,))

1%
8u8u 8u 1 8u 1
/|——|s</ |—2>z.</ 12123
Q(p 37’ 8V Q(P 37" Qw 8V

(par 'inégalité de Holder).
Donc :

HS,V(QSO) - H;,y(Q@)

Alors on arrive au resultat desiré dont — H}, = H, ,

Proposition 2.1.2 L’espace H ,(€,) est inclus(srictement) dans l'espace H7?,(Q,)

Démonstration :On définit 'espace H7 (Q,) comme suit :

Pu Pu  O%u
T 0x? 02927 Oxdy

Hiy(Q@) = {U € LQ(Q¢) € L2(Qw)}
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Et
Pu 0*u  O*u
H? = L*(Q L?
rv = {u € L*(9), or?’ on?’ oron € L%
Pu Pu )
Supposons : 002" 322 9wy € L7 ()
0%u 0?u 0%u 0%u
a2 = Cos 9@ + sin 982 5 +Sm298x8y

0%u 0%u 0%u 0%u
53l <5zl + 152+ |
or ox 0%y 0xdy

En utilisant 'inégalité (a + b + ¢)? < 3(a® + b* + ¢?) on obtient :

Pu
o2y 2' 150,

0u
2 2 2 2
PR = =y =T

La derniére intégrale converge car :

| |2 (| |2+|

Donc :

Pu Pu u N
0x2’ 02y2" Oxdy € L7(S2)
On a aussi :
0%u 9%u 0%u J%u
w = sin 0@ — sin 208x8y 4+ cos 9@

0%u 0?u
2 2y O"u 2
/Q| < </Qr b [ gl [ gyl < e
0

2u 0%u '82

: L*(
car a‘xa? 823/2’ 7axay € ( 90)
11 reste & mont AT :
reste & montrer que ;= ), ona:
Pu 1 0*u 0*u 0*u
— 29— 28— 2 20
Groy ~ 3L S W + s t 2e0s 2055 ]
0?u 0*u
Alors - 2 L 2 | / 2
st [ gl </Q| d /Q| 0 ] Tyt
Pu Pu o*u
E ; L*(Q lors : — <
t comme  ——, 8y2”8x8y€ (€2,), alors /S]w]aray] < 400

Doncona: HZ (9,) C H?,(Q,)
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Remarque 2.1.1 L’inclusion inverse ny C Hiy n’est pas vrate dans le cas géné-
ral,comme dans le contre exemple suivant :

u(z,y) = \/m =71 = u(r,0) , u n'est pas dérivable par rapport a x et y en point
(0,0) car

@_ T
a$_,/x2+y2
ou Y

Ay 2+

et les deux derniéres fonctions ne sont pas définies au point (0,0).
Mais la fonction u : (r,0) — r est indéfiniment dérivable par rapport a r

l.eu € L*®

Pour obtenir une étude valable sur tout le polygone, il sera nécessaire d’éffectuer I’étude
d’un probléme modele sur le secteur plan.
Considérons le secteur plan €2, o ¢ la mesure de I’angle d’ouverture a 'intérieur qui est

définie par :

Q, = {(z,y) e R* 2> +4* > 0,0 < arctan — < < 2m}
)

2.2 Le probléme obtenu en coordonnées polaires

2.2.1 Probléme de Dirichlet

Soit le probléme de Dirichlet suivant :(écrit en coordonnées cartésiennes) :

Au(z,y) = f(z,y) dans €, (2.6)

u(z,0) = u(x, xtang) =0

En coordonnées polaires le probléme (2.6) s’écrit :

u  10u 1 0%u
W+;E+T_2w —f(’f‘,@) dans ng (27)

u(r,0) = u(r,¢) =0
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Avec Q, = {(r,0) e R%,r > 0,0 < § < 27}.
Suivant 'alternative de Fredholm ,Commengons par résoudre le probléme homogeéne :

Pu  1ou 1 0%
e Q
or? * ror i r2 00 Ocans 2, (2.8)

u(r,0) = u(r,p) =0

On utilise la méthode de séparation des variables , on pose : u(r,8) = R(r)©(0)

L’équation differentielle homogéne s’écrit :

1 R
OR"+-ROe+—-0"=0
r 72

Ce qui implique :
r?— +r— = —— = X\ (contante)
D’ou :
©"+X0 =0
r?R'+rR — AR =0

On obtient deux équations différentielles ordinaires homogénes . L’équation :
"+ X0 =0 (2.10)

On cherche les valeurs propres et les vecteurs propres associés a I’équation (2.10)
On trouve que les valeurs propres sont de la forme : ++v/\

Donc les vecteurs propres s’écivent :
v(#) = acos VA + bsin v\

Et quand on utilise les conditions initiales ,on obtient :

v(0) = bsin nmd
¥

Alors la solution de I’équation (2.10) est :v(f) = A, sin %9
Pour I'équation :

R’ +rR — AR =0 (2.11)

45



Le Probléme dans un secteur plan S.Beloul

On remarque que c’est une équation d’Euler , pour la resoudre on pose R(r) = r*, en

remplagant dans ’équation(2.11) il vient :

(kP —k+k—=X)=0
2
Dou k%= (n_7r9
(p nmwf
Alors la solution est :R(r) =1+ )
Ce qui nous donne :
kno . kmo

vp(r,0) = agr v sin—, keZ
¥

Qui sont des solutions du probléme homogéne(2.8)).
Et suivant 'alternative de Fredholm, le probléme non homogéne (2.7) admet un nombre

infinie des solutions si et seulement si :

<Uk7 f> =0
Alors en calculant : (v, f) par I'itégration par partie,il vient :
(05 ) = (g, Aus) = / ot / Vo,V

Et comme / vp=— =0 (caru=0surIy),
r

%2}
En intégrant par partie une autre fois , on obtient :

(vg, Au) = — Vu,u +/ uAvyVu =0
I, Q

%)
car Vuv, = 0 et comme les fonctions v sont des solutions du probléme homogéne
F‘P

donc Av;, =0

On déduit que les solutions du probléme non homogéne (2.7) s’écrivent sous la forme :
ix . kml

u(r,0) = agr ¢ sin — +w
¥

ol w est une solution particuliére du probléme non homogene. (v € H?*(,))
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w0
Remarque 2.2.1 Pourk =1, u; = aqr ¢ sm’%

9%u

™, m_9
—_— | — — 1 P
or? <p(g0 r
Alors :
0%u s
— € L*(Q) = ——2> -1
87’2 ( <P) ©
Alors si o <7 la solution uy appartient a H*(Q,),
o Pu ,
mais st > o ¢ L7(,).

donc vy ¢ H*(Q,), et ¢a entraine que u ¢ H*(Qy,)
En effet on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1 Soit Q) est ouvert borné de R? de frontiére T polygonale ,ou O € T, et

soit V' un voisinage de O tel que :
VNnQcC {(rcosé’;rsin@);r >0,0<0<p< 27r}
Et soit u une fonction de classe C* dans Q/{O} et coinside avec r®¢(6) dans V NQ
(aeC) ou¢e C™0,p),alors
1. we H*(Q) pour Rea >s—1
2. u¢ H*(Q2) pour Rea <s—1

et ceci quand Rea non entier . (cf[8])

2.2.2 Reélation entre les espaces usuels et les espaces avec poids

. .. 2U s N . ™ 82U
Si en multipliant la terme — par r+ dans le cas ol ¢ > 7 on obtient : r¢

or? or?

donc on introduit un espace H**(),) comme suit :

e L?

Définition 2.2.1 On note par H**(Q,) ot a = % Uespace des fonctions de HY(Q,) a

support compact telle que : r¢ D*u € L?

2

H2(Q,) = {u e HNQ,), 02 € 12(0,)},0 =

T
or? "

Ou les fonctions u sont a support compact.
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H?%% est un espace de Hilbert muni de la norme :
lullfrza = llullp + 7 D?||72
et du produit scalaire :

(u, v) gz = (u, V) + Z (DPu, DPv)
1B]=2

Il est clair que sip €], 27 v, € H>®.
Proposition 2.2.1 L’espace H**(,) est un espace intermediaire entre H*(Qy,) et H*(Qy,)

. et UVinjection H*>*(Qy,) — H'(S,) est compacte.

Démonstration :

Par définition on a la premiére inclusion :(H*>*(Q,) C H'(Q,,).
Alors ,il suffit de montrer que : H*(Q,) C H>*(Q,)

Soit u € H*(Q, N B(o,R)) ,on a :

/ / P D2u(r, 0)|2drdo < / [( /ORr4adr)%.( /OR(DZu)4dr)%}de

©
§/ 1,.1,d6
0

(En appliquant I'inégalité de Holder)

Ou :
R . 1 \
]’1 — (/ 7'4ad7')§ — —1R2a+§
0 (da+1)2

1 vt
Alors : / / Ir*D*u(r, 0)|*drdf < 115320‘“L§(/ / (D*u)*drdf)? < +o0
(dac+1)2 o Jo
Car  D?u e [* = (D?u)? € L?

Donc : r*D?*u € L?* = u € H**(Q, N B(o, R))

]
2.2.3 Probléme de Neumann
Pour le probléme :
Au=f  dans
9 (2.12)

o 0 (surI'y)
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Comme dans le cas du probléme de Dirichlet , on utilise la séparation des variables, ce

qui donne que les solutions du probléme homogéne associé au (2.12) sont :

u(r,0) = ﬁkr% cos ]%0

ou (3 est une constante réel.

Donc les solutions du (2.12) sont :
b kmo

u(r, ) = Brr ¢ cos— +w

Ou w est une solution particuliére du probléme non homogéne (2.12).

2.3 Construction de la fonction de Green du probléme

2.3.1 Probléme de Dirichlet

On aura établi une fonction de Green (noyau de Green ou fonction d’'infleance) associée

au probléme de Dirichlet suivant :

Au=f dans
(2.13)
u=0  (surI)
Ce dérnier probléme équivaut au suivant :
r?Au =r%f dans
(2.14)
u=0 (sur I')
on a:
Z,O'u  du  ,0%u

Pu 10w o
or2  ror 00 (2.15)
u(r.0) = u(r. ) =
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On a:

—_——

r2f(r,0) = f(c +2,0) = F(0,0)
— d 8/2\7;2 o*u
2Au=(r—u+ — =—+(—-1)%u
r2Au (rdr)u 50 502 (—1)*c*u(c,0)

par la transformation de Mellin ,on transforme le probléme (2.15) au suivant :

— 4 ould) = fc+2,0) 0<6<
O+ o) = Flo+2.0 ’ o1
u(0) =u(p) =0
.~ . ) . ~ oo dx
o u représente la transformée de Mellin de u . (v — (o) = u(z)z®—)
0 x

Donc on obtient un probléme de cauchy par rapport & la variable # que 1’on peut écrire

sous la forme :

T(0) + ou(0) = F(0) 0< 0 < ¢
u(0) =u(p) =0

Cherchons maintenant une fonction de Green associée & (2.16) ,en effet nous avons le

(2.17)

théoréme suivant :

Théoréme 2.3.1 :Si le probleme homogéne associe a (2.16) n’admet que la solution

triviale alors il existe une ( seule une) fonction de Green G continue et symetrique dé-

finit par :
Q)@ o o <
G(0,0,a) = W (tn, 1)
)y Y ul(oz)UQ(@) Si 0 <a < Sp
W (11, a) -

Ou {uy,uz} est un systeme fondamental de solutions pour le probléme homogéne, et W

leur Wronskien. Alors le probléme(2.15) admet une solution représenter par :

u(o,0) = /OLP G(0,0,a)F (0, a)da
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Démonstration :
1) On a le probléme homogéne associé a (2.16) s’écrit :
a"(0)+c*u(@) =00< 6 <

#(0) = () = 0

(2.18)

La solution générale de (2.18) s’écrit :

u(0) = cicos o + cysinad, (e, c) € R?

En passant au conditions unitiales :

w(0)=0=0¢,=0
u(p) =0= (c2=0) V (cp=nm),nel
Par suite ,si oy # nm pour tout n dans Z alors : ¢; =0 alors ©u=0
Donc il existe une fonction de Green G associé au probléme (2.16)

2) Pour determiner cette fonction de Green ,cherchons un systéme des solutions fonde-

mentales des problémes de Cauchy respectifs suivants :

")+ 20 (0) =00 < 0 <
' (0) + 0% (6) ¢ 210
u1(0) =0, u,'(0)=-1

" (0) + o?z(0) = 0 (2.20)
Ua(p) =0, 03'(p)=1

Pour (2.19), on a :

Uy = ¢ cos ol + cysinob
u1(0)=0= ¢, =0
1,'(0) = -1 = 0cy = —1
D’ou :

Cyp = —
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Alors

u(0) = _71 sin o

Pour (2.20) ,on a :

Uy = c3cos ol + ¢y sinob
Uz(p) =0 = c3cos0¢ + ¢cysinop =0

En multipliant le deux derniers termes par osinog on obtient :
ocs3sinopcos o + ocysin® o = 0

Uy (p) =1 = —0oczsinop + ocycosop = 1

En multipliant le deux derniers termes par cos o on obtient :
—0C38in 0@ cos oY + 0cy COSE 0P = COS TP
Et on fait la somme maintenant on trouve :

ocy(sin® o + cos? o) = cos o

Alors :
cos o
Cy =
o
—1 ) sin o
c3 = ——(cosopsinop) = —
0 COs TP o

Donc :

- —sinop.cosof  cosopsinol  —(sinop.coscol — cosopsinab)

i (0) = o * o - o

1
= ——sino(p —0)
o
On remarque que :

sin(op — 06) = sinop cos g — cos oy sin gl

Alors :
! sin o6 ! sino (¢ — 0)
—singf ——sino(p — '
W (i, @)(0) = | © o =T 40
—cosof cosa(p —0) g
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Donc :
sm op

W (u1, uz)(0) = W(u, u2)(0) = W, uz)(p) = 70

3) La fonction de Green est une fonction symétrique , bornée et donnée par :

@(9)%(05) si0<a<é@
Glo.6.0) = 4 W (i, @)(0)
y Uy - ﬁi(a)@(@) sif<a<
W@, @) ) '
N _Slnf’(%ﬁfo‘)‘smae i 0<a<d
Glo,0,0) =4 g ooy
_smaa.slnff@ 0 si 0<a<op

osinop

Il reste maintenant & montrer que la solution du probléme (2.16), s’écrit sous la forme

suivante :
u(o,0) = ’ G(0,0,a)F(0,0)do
0
Et pour cela posons :
0? 9
L= 902 +o°1
Qui est 'opérateur de notre probléme.
C’est a dire :
Li=F

Ot L représente la transformée de Mellin de I'opérateur r2A
Alors d’aprés la définition de la fonction de Green on a :
.

LG(0,0,a) = 6(0 — o) <> 27(5 +0%G =6(0— )

~ © _ ©
Lﬂ:F<:>/ GLﬂ:/ GF
0 0

En integrant la terme gauche deux fois par partie ,on obtient :

o r=0U _0G G
/ GLu—/ G(0,0,a) 802+0u [G%]g—[u%]§+/ (W+02G)

oG 9*G
- %% +/0 W57 +0*C)da
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on a
~ 00U
[G@]o =0
car u est nulle sur le bord, et : N
_0G 1,
[u%]o =0

car G vérifie les conditions au bord aussi (par la définition de la fonction de Green) En

remarquant que :

2~ ~ ~
?97?+02G:LG:5(9—@)

On aura :

¢ o _
/ ud(0 — a)da = / G(o,0,a)da
0 0

Et d’aprés de la définition de la fonction de Dirac on a :
©
u(o, o) = / u(0)6(0 — a)db
0
LA ~
= u(o,a) = / G(o,0,a)Fda
0

Donc si on pose 6 = « ,on obtient :

u(o,0) = /(;p G(o,,0)F (0, a)da

Et comme la fonction de Green est symétrique, on aura alors :

u(o,0) = /O<P G(0,0,a)F (0, a)da

0 . _ . _ 0 o _ . _
ii(0,0) = / _sino(yp — a).sin UQF(U, 0)do — / sino (¢ — 0).sin gaF(a, 0)da
0 0

osinop osinop

Ou u est la transformée de Mellin de w.
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Remarque 2.3.1 La fonction G:o— é(U,e,Oé), considerée comme une fonction com-
nm

pleze de la variable o ou les pdles sont les nombres : 0 = —, elle est a décroissance

exponentielle pour tout couple (6, ) # 0 quand |Imo| — +oo,  on peut donc deéfinir une

fonction inverse G ,en effet on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.2 Soit z — f(z) une fonction analytique dans l'angle —a < 0 < f3

(z = re?) telle que pour tout & >0 :

O(lz|7*%) quand |z| — 0

O(|z|7¢)  quand |z| — +oo
avec 0 < a < b < 7 uniformement dans tout secteur fermé intérieur au précedent ,alors :
La fonction f est analytique dans la bande B.py={0,a <pu<b} et:

Pour tout € >0 on a :

~ O(e= =) quand v — +o0
flo) =

O(el*=®¥)  quand v — —o0

ou o = pu+iv ,uniformément dans toute bande intérieur a la précédente et reciproquement.

(cf [14])
Soit G la fonction inverse de G ,alors on a :
1 ptiv

G(r,0,a) = lim — G(o,0,a)r “do

v—+oo 271 p—iv

Rappelons que :

—_— ~ o~

GxF=G.F

C’est a dire que la solution du (2.15) s’écrit sous la forme :

u(r,0) = /0 G(r,0,a) « 2 f(t,a)da

ou ”+" designe le produit de convolution multiplicative de G et F = r?f

+oo ® r
= u(r,0) = / / G(Z,Q,Q)F(t,a)dadt
0 0
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r2f(r,0) alors :

u(r, 0) /+Oo/ ~.0,0)t2f(t, a)dodt

Et comme :F(r,0) =

2.3.2 probléme de Neumann

On construira une fonction de Green , associée au probléme de Neumann suivant

Au=f dans Q,
o (2.21)
W ==0 surly,

Aprés I'application de la transformation de Mellin sur notre probléme qui vient

0*u 7
oz TOHO) = f(0) 0<b<y¢ (2.22)
w(0) = (p) =0

1) Pour qu’il existe une fonction de Green associée au probléme (2.22) il suffit que le

probléme homogéne :
826+ UH)=00<6<
062 v (2.23)

w'(0) = () =0
n’admet que la solution triviale.

La solution générale de I'équation :

w +o0 u(@) =0

est donnée par :
u(o,8) = acoscof + bsinof

ol a et b sont de constantes réelles.

En passant aux conditions au bord :

70)=0=b=0

' (¢) =0= —oasinop =0
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Si: cp#knr (k€Z), alorsa=0.
Donc il existe une fonction de Green associée au probléme(2.22) .

2)Soit {¢1, P2} un systéme des solutions du probléme (2.23) ,alors elles verifient :

¢,1 —|—O'2(b1 =0
¢1(0) =1, ¢4(0) =0

(2.24)

¢/2 -+ 0'2¢2 == 0
Pa(p) = 0, d5(p) =1

(2.25)

Pour le probléme (2.24) on a :
$1(0) = ¢y cos gl + ¢y sin ol
»(0)=0= ¢ =1
#(0)=0=c, =0
= ¢1(0) = cos b
Et pour le probléme (2.25) on a :
¢2(0) = by cos gl + by sin o)
G2(p) =1 = bycosop+ b20p =1 (2.26)
Py(0) =0 => —ob;sinogp + aby = o = 1. (2.27)
En multipliant (2.26) par cosog et (2.27) par osinogp , et faisant la somme on obtient :
oby(cos® op + sin o) = osinop

= by =sinoyp

Si J@Zg—FkW,;k‘EZ, il est clair que b; =0
Si a(p#g—i-lmzﬂ)l:cosmp

¢2(6) = cos o cos af + sin oy sin o6
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=coso(p —0)

En remarquant que :
cos(op — o) = cosop cos ol + sin o sin ol

On calcule maintenant le Wronskien :

cos o coso(p —0
W (61, 62)(0)(6) — o0 sinop 0

—osinof osino(p —0)

Remarquons que :
cosaf.sino(p —0) +sinof.coso(p — 0) = sin(o(p — 0) + o) = sinop
Alors W est constant (independant de 6),c’est a dire :

1 cosoyp
W (g1, 2)(0) = W (1, ¢2) () = =osinop

0 osinoyp

Donc la fonction de Green N sera,

cosaf.coso(p — a)

~ B osinop
N(0,0,0) = cosoar. cos (e —0)

si0<a <6

- sif<a<yp
osinop

La fonction N est une fonction a la variable complexe o, dont les poles sont les nombres

o= —W.On resulte que la solution du probléme (2.22) ,s’écrit sous la forme :
®

u(o,0) = /0@ N(0,0,0)F(c,0)da

c’est a dire que la solution est donnée par :

0 o _ ) . "
i(0,0) = / cos ). cos o (p Q)F(a, 0)da +/ cosoa. cos oy G)F(o, 0)da
0

osinop 0 osinop

ol U(o, 0) est la transformée de Mellin de u(r, §) La fonction N : o — N(o, 0, o) considerée
comme une fonction complexe de la variable o est a décroissance exponentielle pour tout

couple (0, ) # 0 quand I'mo — +00, on peut donc deéfinir une fonction inverse N par :

1 ptiv
N(r,0,a) = lim — N(o,0,a)r %do

v—+o0 271 p—iv
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Donc la solution du probléme (2.21) s’écrit :

u(r,0) = /j N(r,0,a) * F(t,a)do

car (N(r,0,a)* F(r,0)) = N(o,0,0).F(c, )
ce qui nous donne :

400 % r
u(r,@):/o /0 N(Z,H,a)F(t,a)dadt

400 ® r
= / / N(=,0,a)t*f(t, a)dodt
0 0 t
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Chapitre 3

Existence de la solution

3.1 Inégalité a priori

Pour étudier 'existence de la solution du notre probléme on a besoin de montrer que
I'opérateur du probléme est surjectif, ce que nous conduit & utiliser le lemme suivant ,dit

lemme de Peetre! :

Lemme 3.1.1 (lemme de Peetre) :
Sotent E, F, G trois espaces de Banach réfléxifs, tel que E C F  avec injection compacte
et soit A un opérateur linéaire continue de E dans G. Alors les conditions suivantes sont

équivalentes :
1. limage de A est fermée dans G et le noyau de A est de dimension finie.
2. Il existe une constante K > 0, telle que :
lullz < K{]|Aullp + |ullc} (3.1)
Démonstration :
1)1 =27

D’abord on a (1) entraine que la boule unité dans ker A est compacte , et donc ker A

est de dimension finie,

1 Jaak Peetre est un mathématicien Suéde,il est né en Estonie (1935),il a travaillé & Lund (Suéde)
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alors on décompose E en somme direct : FE = ker A @ M, donc la restriction de A & M

est injective et alors on démontre que :

lullz < CllAullg, Yue M (3.2)

Par I’absurde,en utilisant (1) et I'hypothése que Iinjection de E dans F' est compacte
.On en déduit que ImA est fermée dans G

car si on prend une suite (u,) dans ImA qui tend vers u dans G alors il existe une suite
(v,) dans ker A tel que u, = Av, et on en deduit de (2) que v, tend vers v dans ker A
, d’ott Av =wu doncu € ImA .

2) (2)=(1)?

Décomposons toujours F en somme directe : E =ker A® M .

La restriction de A a M est injective et surjective , donc grace au théoréme du graphe

fermé on en déduit (2) .on démontre aussi que :
llullg < Collul|F, Vu € ker A (3.3)

Toujours par I'absurde en utilisant I'hypothése que I'injection de E dans F' est compacte
alors si u € E et u = uy +uy avec uj; € ker A , on en deduit (1) ,a partir de (3.2) et

(3.3) ,d’ou le resultat.

2
3.2 Cas f e L)
on applique le lemme précédent pour le cas Bu = 0 , et prendrons E = H?*({,)
F = HQ,) = L*(Q,) et G = H} et l'opérateur A = A .premiérement on a :
1. H% L? H!' sont des espaces de Hilbert donc sont de Banach réflexifs.

2. A est continue de H?(Q,) dans L*(Q,,).
Sont verifiéés ,aussi la compacité de injection H?(2,) dans L?({),) est satisfaite d’apres

le théoréme (1.2.3) .
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Pour arriver au resultat desiré(i.e A est d’image fermé dans H'(€,)), on a besoin d'une

inégalité de type : 3C' > 0 telle que :

[ull> < C{l[Aul[z2 + [lullm }

3.2.1 Probléme de Dirichlet homogéne
Probléme non perturbé

D’aprés ce que précéde la solution du probléme était donnée par :

u(r,0) = /0(’0 G(r,0,a) * (r’f(r,a))da

:>u(r,9):/:/o mG(%,e,a).(th(t,a))dtda

En effet, on a le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1 ( de Mikhlin )
Si f € LP(R+) et si M vérifie :

—~ 1
1. M(-+1iv) définie pour tout v
p
ar/1 . d - 1 .
2. sup [M (5 +iv)| < +oo et sup]ud—M(— +iv)| < 4+oo alors :
o p

e dt
h(r) = f(t)M(%)T appartient a LT (R™) et il existe ¢ >0 tel que :
0

1Pl < el flle (cf[14])

pour :f € L*(Q,) , on a:

0*u 10%u 2 0%*u 1 ou

Dy= — + _— 1+ = -
Y or? +r2 86’2+7’8T89 r2 00

Donc il suffit de montrer que :

Pu 1 0%u 2 0%u
— e L*(Q,). = L (0
oz € L) D5 € L), 2555 € (%)
0%u ¢ 02G
52 = W(r,@,a) % 7“2f(r, a)da
0
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//+0032G7, ).f(t,a)%da

En appliquant les propriétés de la transformation de Mellin on aura :

a;rc;(r 0,0) = (o0 —1)(0 — 2)@(0 —2,0,a)
Posons Ki(a,0,a) = (6 — 1)(0 — 2)G(0 — 2,6, ),

et soit K la transformée inverse de K ,alors on peut écrire :

0%u L dt
e K. (- =
5 /0 i 1(t,9,a)f(t,0z)tda

En utilisant le théoréme de Mikhlin ,on obtient :

Pu o
WEL(R)

+oo 82 , ©
| 15ar < [ el )l da
0 0

En integrant par rapport & € les deux termes on obtient :

¥ a2u
[ 1S et <l

donc :
0%u
||ﬁ(7“, 2, < Cillfllz2 @

Maintenant on va montrer que :

1 Ou )
rarap < L)
On a:
1 0*u v 102G ,
r 0rof _/0 ~ a0 ) x (P f(r,a))da

tee 1 9%2G r dt
/ / r@r@@ t )t a) t da

On remarque que :

1 9°G oG
roras ~ 0T Dgglo—Lba)
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Posons :

oG
00

et soit Ky la transformée inverse de Ko, alors il vient :

Ka(0,0,a) = —(0 — 1)==(0 — 1,6, )

1 0%u ¢
S | 0.0 £ )

En utilisant une autre fois le théoréme de Mikhlin on obtient :

1 9%u

i 2+
oro6 € L (RY)

Et :
1 0%u
”r@ 89||L2(R+) < Co|| fll 2wty

7 L0
s I T P

L
roro @

Ce qui implique :

Donc :

< C2HfHLQ(Q<p) (35)

Il reste & montrer que :
1 9*u 9
ERTER

1 0%*u ¥ 10°G
iy :/ 502 —(r,0,a) * f(r,a)do
On remarque que :

102G 82G

T2892(7’9a) (0_2)862( o—2,0,a)

Alors posons :

K3(0,60,0) = (0 — 2)G(0 — 2,6, )

On obtient :

1 0%u v~ ~
T_QW:/O K3<079,04)f(0704)d04

Soit K3 la transformée inverse de K3 ,donc on aura :

1 0%u 14
ﬁw — /0 KS(Ta 07 Oé) * f(ra a)dOé
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En utilisant le théoréme de Mikhlin,il vient :

1 0%u

Et :
1 0%u
Hﬁ_(%? l(®+) < Csllfllze@y

De la méme demarche du cas précédent ,on obtient :

1 0%u
||T—2@H(Q¢) < Csl fllz2 o, (3.6)
10
Pour ——u, on utilise 'inégalité de Poincaré :
r2 00
1 Ou 1 0%u
||§%||L2(Q¢) < Hﬁ@”mg“’) (3.7)
Enfin d’aprés :(3.4), (3.5), (3.6), et(3.7) il résulte :
1 0%u 1 9%u 1 0%u 10u
2
| D%ull 2, < ||ﬁw(7“a 20, + HFWHLZ(Q“’) + ||ﬁ@|| + ||;%||L2(Q¢)
< Cillfllizey) + Callfllz2,) + (Cs + D fll2(0,)
1
Si on prend M = 3 max(Cy, Cy, C3 + 1) on obtient :
I1D%ull 2,y < M| fllz20y)
”DQUHLQ(Q@ +ullgr < M| fllz2a,) + lullm
Enfin on arrive a I'inégalité :
[ullm2(0,) < K{l[Aullz2(0,) + lullm} (3.8)

Remarque :
Si ¢ > 7, on a deja vu que la solution est dans H +e—e (¢ > 0 un nombre arbitraire
quelconque).

Et comme l'injection H? «— H 14572 est continue , alors il existe une constante N tel que :

Jull ez < Nlluflg2
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Ce qui entraine :

[ull oz e < NEL{[|Aul[r2 + [Jull g }

< K| Aullr> + [lull

Probléme perturbé
On a besoin d’une inégalité du type :dK > 0, telle que :
[ullz> < KAI[(A + Mullze + [[ullm }
On a:
|Aul| = ||[Au + Au — Aul|
< (A 4+ Mul| + [[Au]
<A+ Null + [Aff[ull

Soit M = max(1, |A]) alors : [[Aul| < M(|[(A + Nu|| + [Jul])
alors on a :

[ull 2 < K{MI[(A + Aul[r2 + Mllul| + |Jullm }

et comme l'injection H' < L? est continue ,alors il existe une constante C telle que :

ul[ze < Cllul| g

Donc

[ull 2 < K{M[(A + Aull gz + (MC + 1)[ull 3 }

Posons L = max(KM, K(MC + 1)).

Donc on a le résultat desiré :

[ull < LAII(A + Nullz + [[ullm ¥ (3.9)
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Reésultats de Grisvard :

P.Grisvard [5] a étudié le Laplacien dans un polygone plan et a 'aide de I'alternative de
Fredholm , il a utilisé les coordonnées cartesienne, il ajoute une condition sur f, ou il faut
que f soit nulle sur la frontiére I' ,donc il a introduisé un espace Wy ,dans le quel il a
cherché les solutions du probléme.

Classiquement ,lorsque €2 est & frontiére réguliére, la résolution de ce probléme est basée

sur 'inégalité a priori :

ore < || Al

He (3.10)

[l

Pour u € H*"(Q)N H} (). dans le cas ot € est un polygone,il peut arriver que I'inégalité
(3.10) soit fausse .
Cependant,on prouvera que l'inégalité (3.10) est verifiée dans tous le cas si on impose une

condition supplémentaire

Au € Hi(Q)

C’est a dire pour v dans |’espace :

Wi(Q) = {u € H*(Q) N H}(Q); Au € Hy(Q))

Théoréme 3.2.2 On a :

IDzull® + | Dyul* + 2] Do Dyul|* < || Aul]®
pour tout u € W§(2)

Démonstration :
on a :||Aul]* = || Diu + DZul|* = || Diul]?* + || Djul® + 2(D2u, D3u)
(Diu, Dju) = f% DiuD?udxdy

Posons D,u =v et D,u=w on trouve :

(va,Dyw):/ vDywdy—/ vD, Dywdzdy
Q

Ty @
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= —(v, D,Dyw) = —(v, D,D,)

car :
/ vDywdy =0
Ly
—(| DyvD,wdy — (Dyv, D,w)) = (Dyv, Dyw)
Ly
Donc :
(D2u, Diu) = /Q D,D,u.D,D,dxdy

= [| D Dyul®

Alors :

(Dzu, Dyu) = || Do Dyul?

1Aull* = 1D + [ Dy1* + 2/| Dz Dyulf?
Et par conséquent
lulle = llullZe + [ Dullz. + IDZIP + 1 DFI1* + 2/ D Dyul*

Ou le resultat (avec K = 1)

ull < [[Awl® + [fullZ

O
3.2.2 Probléme de Neumann
pour le probléme de Neumann homogéne :
Au =0 dans €,
ou (3.11)

e 0 (surI,)

On a deja trouvé une fonction de Green N associe a ce probléme. Donc le calcul est le
méme ,il suffit de remplacer G par N et G par N.

Dans le deuxiéme chapitre , on avait trouvé que la solution du probléme (3.11) s’écrit sous

¢ ptoo
u= / / N(C,Q,a)th(t,a)@da
o Jo t t
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Ot N la transformée de Mellin inverse de la fonction de Green trouvée N , donc on fait
un raisonnement analogue comme dans le cas de la condition de Dirichlet, car la fonction
de Green N satisfait aussi les hypothéses du théoréme de Mikhlin, donc on déduit qu’il

existe une constante K tel que :

lull> < K{l[Aullz2 + [lull

3.3 cas fe H"(S,)(m > 0, entier)

3.3.1 Probléme de Dirichlet homogéne
Probléme non perturbé

Supposons maintenant que f € H™ avec m > 0 entier , et on va voir que la solution
du probléme (3.2) sera dans H™*?*(Q, N B(o, R)) (pour m+1< 2)-

Donc on a besoin d’une inégalité de type : 3K > 0, telle que :

lullzrmse < K{l| Aull g + [|ull e §

Ou
[ullgmee = > ([ Dullr
|a|=m+2
On a :
. o 0
D=2 gigg olel=m

k+i=|c|

donc il suffit de montrer que : D*u € L*(Q, N B(o, R)) pour |a| =

On étudie I'expression suivante :

Gty oo e gEHG dt
T =g )y
g /  arrag (g It e

— /SD 7R f(t, o) % M(r, o)do

0
oG
orkan
la fonction M (la transformeée de Mellin de M) est définiée pour tout o = p + iv :

Ou: M(r,0,a) = ——(r,0,«)
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~ G

M(o,0,0) = (=1)* (0 —1)(0 —2)...(0c — k)=—+ 500 (0 —k,0,«)

On verra que la fonction M satisfaite aussi les hypothéses du théoréme de Mikhlin ,en

effet on a les deux lemmes suivants :

Lemme 3.3.1 Soient les deux polynomes P(o),Q(o) tel que dégreéQ) -degré P > 2
e(o,0) solution élémentaire du probleme (2.16)

P(o) e(o,0)
Qo) e(o, ¢)

la fonction verifie :

ka P(o) e(o,0)

L 17 58 Qo) el )

1 o't P(o) e(o

2. Oild}gpw-k-i_ aglJrl( ( ) 6(
ouv <0, (cf[14])

| < +o0

79)
, )

| < o0

e(o,0)
e(o,9)

Lemme 3.3.2 Soit g(0,0) = o"(¢ — 6)'
Alors :

1) sup |g(0,0)| < +oc
0<0<p

2) sup |rg(o,0)| < +oo
0<0<p

owo=p+ivetv <0, (cf [14])

Appllication :
On a : i 0).si
) _sino(p —6).sinoa 0 g
_ osinoy
G(o,0,a) = sinof.sino(p —a)
_ sif<a<yp

osinop
Il est clair que si on pose e(c,0) =sinof , et e(o,p) = sinop.

Pour 0 < a <0 ,alors :
sincasino(p — 6)

G(0,0,0) =

osinop

G vérifie les conditions du lemme (3.3.1) ,alors on a :

LO'G
1. sup |o"

0
Sup 1o G —(0,0,a)] < 40
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al+lé
2. sup |oFt!
ogego | 09+

pour < a <y

(0,0,)] < 400

sinofsino(p — «)

G(0,0,a) =

osinop

G vérifie les conditions du lemme (3.3.2), alors :

1) sup |G(o,0, )| < +oo
0<0<¢p

2) sup |[vG(0,0,a)] < o0
0<0<p

Et comme :

— oG

M(o,0,0) = (=1 (o —1)(o — 2)...(c — k:)w(a —k,0,q)

Donc dans les deux cas la fonction M satisfait les hypothéses du théoréme de Mikhlin.
C’est a dire :

D*u € L*(Q, N B(o, R)) pour toutla] <m

Si on pose : v = D%u,et fait une étude simillaire comme dans le cas ou m = 0, juste a

remplacer u par v ,et G par M il vient :
1D*v]|12(0,) < CsllAul|z2(q,)

1D ull 2,y < K[| Aul| 120,

donc ||u||gm+2 = Z | D%ul|z2 < Csl| f]| L2

|| <m+2
mais L? < H™ (pour tout m > 0 grace a l'injection de Sobolev)

Enfin on arrive au résultat desiré :

[ullmes < K ([Jullzm + llull )

[l gmes < K([Jullm + [Ju]| )

71



Existence de la solution S.Beloul

3.3.2 probléme de Neumann homogéne

L’étude est tout a fait analogue comme celle des conditions de Dirichlet, car la fonction

de Green N associée au probléme (2.22) verifie aussi les conditions lesquels @G verificé.

Remarque 3.3.1 On peut aussi obtenir ce dernier résultat ,par raisonnement de recu-

rence comme suit :

On restrient ’étude sur le cas des conditions de Dirichlet ,dans le cas de Neumann est

simillaire.

Probléme non perturbé :

Supposons maintenant que f € H™ avec m > 0 entier ,et on va voir que la solution du
probléme (2.4) sera dans H™"? (m + 1 < %), et pour cela on raisonnera par recurence.
donc pour arriver au résultat desiré ,on aura besoin d'une inégalité de type Jk > 0, telle

que :

[l e < K[ Aul[ e + [Jul| e}

1) Pour m = 0 on a deja démontrer qu’il existe une constante K telle que :
[ul| > < K| Aull 2 + [[ull

En passant a la deuxiéme condition du recurence :
2)Supposons que si f € H™ alors la solution du probléme (2.4) est dans H™?(Q,).

Et on va montrer le suivant :

sif € H™(Q,) = u € H™?(Q,)?

du d
C’est a dire que : u € H™2 et —u, U e g2
dx’ dy
Soit u la solution du probléme (3.4) , alors u € H™"? (par hypothése de recurence)
d
Posons v = d_u ,alors v € H™ C Hi(Q,)
x

Carue H™2? et v =0 sur I.

72



Existence de la solution S.Beloul

d

Sife H"W = g = % € H™(,)
En derivant par rapport & x dans le probléme (2.4) ,on aura :

i(Au) _ 4 dans Q

dr dx (3.12)

pri 0 (sur I')

Av =g dans ()
(3.13)

v=0 (surI)
Alors v une solution du probléme (2.4)
Par hypothése de recurence on a : v € H™?

i.e D% € L? , pour tout « tel que :ja| <m +2 .

Donc :
v = du € H™?
dx
du
Et on fait un raisonnement analogue,on posera : v = T ,est on arrive au résultat suivant :
Y
d_u Hm+2
dy

Donc v € H™*3 | alors pour tout m entier on a l'inégalité desirée :

[ullmez < K| Awflgm + [Ju] ggnss }
Remarque : Pour le cas : ¢ > 7, on a:

Hm+2 SN HerlJrg*E N Hm+1

Donc il existe une constante C' tel que :

[ull i1+ z-2 < Clluflgmee < CELAul|gzm + [Jull g} (3.14)

Probléme perturbé

Comme dans le cas du probléme non perturbé ,on fait un raisonnement analogue
comme suit :

1) Le cas ou m = 0 deja on a (3.5) satisfaite
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2) Supposons que si f € H™ alors la solution du probléme (2.2) soit dans H™ 2
du

o

En dérivant le probléme (2.2) on obtient :

Posons : v =

i(Au + Au) = 4 dans
dx dx (3.15)
pri 0 (sur I')

Ce qui donne :

Av+ v = dans
g (3.16)

v=0 (sur I')
Donc on déduit que v est une solution du probléme (2.2).

: . du :
Par ’hypothése de recurence v € H™"2 ce qui entraine e € H™"2 on arrivera au résultat
x
du du

annalogue si on pose v = 2 que - € H™*"2 alors on résulte uw € H™3
Y Y
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Chapitre 4

L’unicité de la solution

4.1 probléme de Dirichlet

4.1.1 probléme non perturbé

on étudie le noyau du probléme (2.4), nous cherchons la solution du probléme :

Au =0 dans €2, (4.1)

u=0 (surIy,)

On a dans ce cas 'unicité vartionnelle car :

(Au,u) = Vu.udx —/ (Vu)?dz
Q

Ty ®

=— /Qw(Vu)de =0

du du
VufP =0 = |—*+ |—*=0
[Vl 2l g

— |0 = |
dx dy

du,,

’ =
= u=c (constante)
Et comme v =0 sur I' ,donc u =0
ker A = {0}
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i.e opérateur du probléme est injectif.

résultat : L’opérateur de Laplace est un isomorphisme de HZ(f,) dans L?(Q,)

4.1.2 Probléme petrurbé

On étudie le noyau du probléme (2.2) . Les éléments du noyau sont les solutions du

probléme suivant :

Au~+ du =0 dans €,
u(r,0) =0 (sur I'y,) (4.2)
u(rcosp,rsing) =0 (sur I'y,)
en retournant aux coordonnées cartesiennes,on a :
Au~+ du =0 dans 2
u(z,0) =0 (sur I'y,) (4.3)
u(z,xtanp) =0 (surI'y,)
On resourd le dernier systéme par séparation des variables.
On pose :
wz,y) =X (@)Y (y) = Au=Y X"+ XY"

donc

Au4+ =0 YX"+ XY"+)XXY =0
_Y”—AY Xl/
v  ~x

si on resourd I’équation différentielle ordinaire :

=C

X"-CX =0
On trouve les valeurs propres associé :
22
n°m
An =5
x“ tan® ¢
2_2
. nem
Premier cas :C =y = ———— >0
2 tan® ¢
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L’unicité de la solution S.Beloul

1.Si A+u?2>0:
Alors on a le systeme :
Y'+ (A4 —5—
) ' g
x2tan? ¢

Alors I'équation :

n?m?

x'— T x_y
2 tan? ¢

est une équation d’ Euler ,leurs solutions sont de la forme : X (z) = 2*

Alors il vient :

_ n?m?
Mk = )2t = et =0
¥
En multipliant par 2?2 il vient :
2 9
k(k —1)2* — 2% =0
tan® ¢
n2n?
tan? ¢
Alors k, = tan ¢ + \/tan2 »+ 47r2n27 ky = tan ¢ — \/tan2 @ + 4m2n2
2tan ¢ 2tan ¢

la solution générale sera :

X (z) = ar® + bk

Donc :

tan o + /tan? @ 4 472n?2 tan o — \/tan? ¢ + 4m2n2
X(z) = ax 2tan ¢ +bx 2tan ¢

donc la solution générale du systéme (4.4) est donnée par :

X(x) = = axk + bxh2

=Clcoszy/ A+ 5 ————Cysinzy [N+ ——— W
r?tan? @ 22 tan? @

En passant aux conditions aux limites :

u(z,0)=0=C; =0
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u(z,rtanp) = 0 = Cysinx tan @

sl

Et si

alors :

En remarquant que :

Et :

Alors

Donc :

n’m?

P L
+ r?tan? @

Cy=0, alors u=0

Cy # 0

n’m?

L
2 tan? o

n?m?
— vtanp|\ A+ 55— =km k€L
r*tan® ¢

n’n?

sinzq | A+

2,2 2_2
=z tan” (A + ——— = k°«w
o 22 tan? ¢

= Az’ tan® p = (k* — n*)n°

(k*

_ n2)7r2

— tan®p =
14 Az

cos2p = 2cos® p — 1

1 —cos2¢p
1+ cos2¢

2
1+ cos2¢p B

tan? Y=

— tan2g0 =

2 (k? — n?)m?
1+cos2p Ax?
2 (B = n?)m® + \a?
1 +cos2p Ax?
222
(k%2 —n?) + \a?

tan? p=

1+ cos2¢ =
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2% — (k* — n?*) 7% — \z?

Donc la solution n’est pas unique si et seulement si :

gp:

u(z,0) =0=0b=0

u(z, rtanyp) =0 =

e 2 =
cOS=p (k%2 — n?) + \z?
= Ccos2p = Ao? — (K — )
7= (k% — n?) + A2
. 1 Az? — (k? — n?)n?
= — arccos
L (k? —n?) + \x?
1 Az? — (k? — n?)n?
§arccos 2 =0+ a2 keZ, neN
Y(y)=ay+b
rtanp =0
— @ =km

La solution est unique

n?m?

3. SiA+ ——— <0
' +x2tan2<,0

nm? n?m?
A =T ) bexp(—yy A+
22 tan? go) xp(=y r?tan?

u(z,rtany) =0 = 2xtany =0
— @ =km
La solution est unique.
n?m?
Deuzxiéme cas :5i C = ————5— < 0:
x? tan® ¢
22
x4 tan® ¢
n?m?
X'+ ——=—X=0
x*tan® ¢
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/ n?m? n?n?
Y(y) =acosyy/\ — ———— + bsinyy |\ — ———
() 4 2 tan? ¢ Y 2 tan? ¢

En passant aux conditions au limites on trouve :

u(r,0)=0=a=0

n*m?
u(z, ztan ) = 0 = bsinztan oy [A — 5—5— =10
r° tan® ¢

Sib=0 alors u =0

n*m?
Sib#0,etalors vtanpy [N — ———— =k«
2 tan® ¢

22
2? tan® (A — 271—%2 = k*r?
T4 tan® ¢
(k? 4+ n?)m?
tanZp = — 2
an” o 2
9 E2 1 n2) 2
fanlp= 2 = W)
1+ cos2¢ Ax?
2)\1?
1 20 =
TS = ) 1
1 Az? — (k* + n?)r?
= — arccos
L (k2 —n?) + Az?
Alors la solution n’est pas unique si et seulement si
1 recos Az? — (k? — n?)n?
= —ar
773 (k2 + n?) + Aa?
22
2. SiA\— — =0
x?tan®

Ce cas ,on a deja étudié ,et a trouvé :
Y(y) =ay+b

u(z,0) =0=0b=0

u(z,rtanyp) =0 = xtany =0

— p =km
Donc la solution est unique
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22
3. siA— 5 —s— <0
x4 tan® ¢
n?n? n?n?
alors Y(y) = aexp(y A+ m) + bexp(—y\/—)\ + m)
les conditions aux limites nous donnent
n’m?
2x tan gO(—A + m) =0
22
9. o nem B
— 2" tan (p(—)\—l-m) =0
Az tan? ¢ = n?r?
= tan ——
= arctan
4 VA
La solution n’est pas unique si et seulement si :
; T
= arctan
4 eV
4.2 probléme du Neumann
4.2.1 Probléme non perturbé
'étude du noyau du probléme (2.3) nous donne :
Au =0 dans ()
o (4.6)
0 (sur I')
on
Qui est équivalent au probléme :
Au =10 dans )
Ju
a—y(x, 0)=0 (sur I'y) (4.7)
0
a—z(x, rtang) =0 (sur ['y)

Au=0= (Au,u) =0

= uVudxdy — / (Vu)*dzdy = 0

T, Qp
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Et comme Vu =0 sur I', on deduit que / Vu=20
Qe
donc Vu = 0 = u = constante.
C’est a dire qu'il existe au moins une fonction constante differente de zero appartenant

au noyau,

donc la solution n’est pas unique .

4.2.2 Probléme perturbé

On étudie le noyau du probléme (2.3) | les éléments du noyau sont les solutions du

probléme suivant :

Au+ =0 dans

d (4.8)
ﬁ =0 (sur I',,)
Les ¢éléments de noyau du probléme les quels sont les solutions du probléme suivant :
(
Au+ A u=0 dans 2
du
d—n(r, 0)=0 (sur I'y,) (4.9)
d
d—u(r cosf,rsinf) =0 (surIy,,)
\ an

En utilisant les coordonnées cartesiennes) :

(

Au+Au =0 dans €2
du
d_y(x’ O) =0 (Sur F@l) (410)
du
—(z,ztanp) =0 (sur I'y,)
[ dy -
On utilise la méme méthode que celle utiliseé pour le probléme de Dirichlet,on trouve :
=YY"+ Y X" o
X X
22
Premier cas :siC = — >0
x2tan? ¢
22
Y”+(/\+n—7T2)Y:0
x? tan® ¢ (4.11)
., o :
XN = s X =0
x* tan® ¢
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n?n?

I.siA+ —=——5—>0:
. +x2tan2g0

alors la solution du systéme(4.11), s’écrit :

tan ¢ 4+ y/tan ¢ + 47w2n? tan o — \/tan @ + 4w?n?

X(z 2tan ¢ 2tan ¢

n?m? n’m?
=CicosTy [ AN+ ———F— +Cosinay [N+ ——-—
22 tan? ¢ 2 tan? ¢

En utilisantt les condition aux limites on trouve :

du
dy(x ,0)=0=0Cy=0

du n?m?
— t =0= Cizt \AT 5=k
i (x,z tan @) 1xtan o4 | A + Ztan’ T

2 2
Si C; # 0, alors 2% tan? p(\ + ) = k*r?

n’m
2 tan? ¢

comme dans le cas du probléme de Dirichlet ,on trouve :

1 Ar? — (k? — n?)n?

p =  arccos (2 = n0)  aa? keZ,neN
22
2. SiA+ s =0:
T4 tan® ¢
Alors ,on a :
Y(y) =ay+b
u
Pour d—(x, 0) =0 ,on trouve : a =0
Y
Donc Y(y) =0
d
Et pour d—u(m, ztany) = 0,il vient : Si b # 0 alors la solution n’est pas unique
Y
22
3. SiA+ 55— <0
x“ tan® @
nm nm
X(z) = b -
() anp(xtawy) + bexp( xtawy)
n’n? n?m?
Y(y) =C “A————-—)+C —Y AN+ ———
(y) = Crexp(y o 90) + Cyexp(—y4 /A + i so)
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En utilisant les conditions aux limites,il vient :

Z—Z(JL‘,O)—O:>C'2—01
Z—Z(x,xtango):0:>2xtang0 >\+%:O
— tanyp =0
— p =km
Dexiéme cas :si C = —pu® = —% <0
X"+ 12X =0

(4.12)
Y+ (A= )Y =0

I siA+pu?>0:
alors on a :
Y (y) = C} cos py + Cy sin puy

d
Pour d—u(x, 0) =0, il vient Cy =0
Y

u
Et pour d—(x,:r;tan ¢) =0, on touve :
Y

—Cisinpxrtanp =0
Si C7 # 0 alors px tan p = km ,ce équivaut a :

pw2x? tan® ¢ = k*r?

(n? + k*)7?

Ax?
= ¢ = 1arccos Ao? = (k= nh)r
2 (k2 +n?) + A2’

Alors la solution n’est pas unique si et seulement si :

— tan2g0 =

keZ,neN

1 Az? — (k? — n?)n?
= — arccos
773 (k%2 +n?) + A2’

keZneN

2. sid+ u? =0, alors y(y) = ay + b

Et le résultat comme dans le premier cas.
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3.siA+pu?<0
alors Y (y) = Cy exp(uy) + Cs exp(—py)
du

d—y(ZE,O) =0= Cy = -0

du
d—y(a:, rtanp) = 0 = Cypu(exp(py) — exp(—py)) =0

, du n’m?
Si Cy # 0, alors — (z,xtang) = 0 = 2ztan gy [A + —5——5— =0
dy x? tan® ¢

= tanyp =0

alors ¢ = km

donc la solution est unique .

4.3 Extension I’étude dans le polygone tout entier

On propose maintenant d’étendre 1’étude du probléme (2.1) , avec les conditions de
Dirichlet et de Neumann dans un secteur plan au polygone €2 tout entier ,pour cela nous
utiliserons une partition de 1'unité de celui -ci :

Uj_Vlew
Soit (w;) j = 1,2,...N (ou N le nombre du sommets de la polygone),une partition de
I'unité de classe C*° qui est isolée chaque sommetsS; .

c’est a dire la fonction trancature definit par :

1 Q¢jﬂV5jﬂQ
U)j:

0 Qg /Vs,

ou V,, = B(o,¢;) ( voisinage de s;

Soit T fonction trancature definit par :
0 Q, NVs,NQ
I QnVs,

Donc on a :

N
7=1
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Ezxtension l’étude dans le polygone tout entier S.Beloul

Alors

N N
u= (T+ij)u:Tu+iju
=1 =1

N
u:Tu—i-Zuj
j=1

ou Uj = w]’U,

Le probléme suivant :

Au = f dans Q
(4.13)
u=20 sur I’
devient :
N
A(T + Zu]) = [ dans
j=1 (4.14)

Tu+2§vzluj20 sur I’

aux voisinage des sommets S; il s’écrit :

N N
Z Au; = f dans U Qp, NV,
= =t (4.15)

N N
Z uj =0 (sur U Ly))
j=1 Jj=1

En isolant chaque sommet S;, alors le probléeme au voisinage du chaqu’un des sommets

du polygone,s’écrit :
Auj; = f dans €, (4.16)
u; =0 (surI'y)
La fonction u; est a support compact,on peut considérer le probléme ci dessus définit dans
un secteur plan €, de sommet S; oll ¢; la mesure de I'angle formé par I'; et I'; ;.
Nous savons déja que si Au; = f € L? alors u; € H? pour ¢; <7

Le probléme dans un secteur plan €2, on a deja étudié. Pour la fonction ® = Tu elle

définie dans un domaine régulier donc 'inégalité & priori (3.1) :
1] < K([[A®]|z2 + [[[lrn)

est vérifiée.
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Conclusion

Nous avons étudié le probléme de Laplace (plus générale de Poisson) dans un polygone
plan, et cette étude est fait par la décomposition du domaine.

On a décomposé le polygone, €2 = Uj»V:lQ%. Uuo

ot Q.7 =1,2..N sont des secteurs plans des sommets s; , et O est un ouvert régulier.
On localise I'¢tude de notre probléme ,en faisant I’étude dans un secteur plan €2,.

par des élements du groupe de déplacement (tanslations et rotations), on raméne le som-
met s; de chaque secteur plan & l'origine O du répére (O, z,y)

On avait résolu un modéle dans un secteur plan,et on a trouvé que la solution au voisinage

du sommet est donnée suivant les conditions qui sont poseés sur f :

1. Pour f € L*(Q,)
si o < 7 alors la solution est reguliére .
c’est a dire u € H*(Q,,)
si p > 7 alors la solution n’appartient pas a H?({,),et elle s’écrit sous la forme :

x k0
u(r,0) = apr's sin T
¥

ot w € H?*(Q,) ,dans ce cas on peut dire que la solution u se décompose en deux
parties

Une partie singuliere :

kw6
Using = 5in == & H2(0,)

Et une partie réguliére :
2
Upeg = w € H ()
™
iy N . .
remarquant que dans ce casu € He ™' °(€,) , ot € un nombre arbitraire quelconque.
U = Using + Ureg

2. Pour f € H™(Q,N B(o,R)),m € N
si 2 <m+1alorsu € H™(Q,)

- o7 Z+l+m—e
si ;>m+1alorsuEHsoJrJr (2,)
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Et pour généraliser I’étude dans le polygone tout entier,on a revenu a la partition de

I'unité correspondante.
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