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 Int ro duct i o n

De la modélisation mathématique de plusieurs phénomènes dans la nature ou dans

d’autres domaines dans la pratique proviennent certains systèmes d’équations, appelées

équations de réaction-diffusion.

Ces équations traduisent l’interaction entre plusieurs composantes ou masses d’une

même espèce ou d’une même population.

Ces systémes d’équations sont de la forme :

du

dt
+Au = f (u) , t > 0.

u (o, x) = u0 (x)

où A =


−d1∆ 0 0 0

0 −d2∆ 0 0

0 0 .. 0

0 0 0 −dm∆

,

avec ∆ =
nP
i=1

∂2

∂x2i
le Laplacien sur l’espace de Banach X,

di des constantes positives appelées coefficients de diffusion,

f : X → X une application appelée terme réactif et u0 la donnée initiale.

A ce titre on peut citer comme exemple un phénomène épidémiologique notée par

FIV(Felire Immunde Ficienayvirus) modélisant la propagation d’une épidémie dans une

population de chats. Celle ci est supposée être divisée en plusieurs classes, u,w, v, z, représentant

successivement la classe des males susceptibles, des males infectés, des femelles suscep-

tibles et des femelles infectées.

Le modèle est le suivant :
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ut − d1∆u = −λ1ϕ1 (u)wγ − λ2ϕ2 (u) z
η

wt − d2∆w = λ1ϕ1 (u)w
γ − λ2ϕ2 (u) z

η − aw, x ∈ Ω, t > 0

vt − d3∆v = λ3ϕ3 (v)w
σ − λ4ϕ4 (v) z

ρ

zt − d4∆z = λ3ϕ3 (v)w
σ − λ4ϕ4 (v) z

ρ − az
∂u

∂η
=

∂w

∂η
=

∂v

∂η
=

∂z

∂η
= 0 x ∈ Ω, t > 0

(u,w, v, z) (x, 0) = (u0, w0, v0, z0) x ∈ Ω

où Ω est un ouvert borné de IRn , di, λi, i = 1, 2, 3, 4 , a et λ, γ, ρ,σ des

coefficients tels que di > 0, λi > 0 , i = 1, 2, 3, 4 , a > 0 et λ, γ, ρ,σ ≥ 1.
Les fonctions ϕi, i = 1, 2, 3, 4 sont continues et positives sur Ω.

u0, w0, v0, z0 sont les données initiales du système supposées comme fonctions conti-

nues positives et uniformément bornées sur Ω.

Le facteur principal favorisant la diffusion de cette épidémie est le contact sexuel.

L’étude de ce système par W. E.Fitzgibbon, M. E.Parrott et G. F.Webb a permis

de montrer que ce phénomène n’est pas endémique tant qu’il n’ya pas de source de

succeptibles.

L’objectif primordial est d’étudier la propagation de l’épidémie

Ainsi nous avons à résoudre d’abord les questions relatives à l’existence et l’unicité

des solutions puis à étudier leur comportement à l’infini quand ces solutions sont partout

définies.

Dans le cadre de cette problématique, notre travail consiste à l’étude de l’existence

globale et du comportement asymptotique des solutions d’un système de réaction diffusion

à matrice de diffusion pleine.
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Comme les équations de réaction-diffusion font partie du domaine des équations d’évo-

lution, nous avons donné à travers le chapitre1 des rappels et des notions générales sur

ces équations d’évolution.

Au chapitre 2, nous avons abordé la théorie des équations d’évolution non homogènes

et au chapitre 3 nous avons essayé d’expliciter à partir d’exemples assez simples la pro-

blématique qui subsiste dans les équations paraboliques au niveau de l’alternative entre

l’existence globale ou l’explosion en temps fini des solutions.

Le chapitre 4 qui constitue l’objet principal de notre mémoire a été exclusif à l’étude

d’un système de réaction diffusion à matrice de diffusion pleine et à non linéarités faible-

ment exponentielles. Ce système entre dans le cadre des travaux réalisés par Alikakos[1],

Masuda([11]), Haraux et Youkana, ([5]) Hoshino. ([7]).etc.

Nous avons mis en évidence une extension de résultats d’existence globale de solutions

pour cette classe de systèmes en utilisant des techniques de régions invariantes et des

techniques de la fonctionnelle de Lyapounov établie par Haraux et Youkana.
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Chapitre 1

Equations d’évolution

1.1 Introduction

Nous allons exposer dans ce chapitre la théorie des équations d’évolution, une théorie

qui a permis de donner des réponses aux questions d’existence et d’unicité de solutions

pour une large classe d’équations.

Les équations d’évolution sont des équations qui s’écrivent sous la forme :

du

dt
+Au = f, t > 0. ((1.1))

u(0, x) = u0 ((1.2))

où u = u (t, x) , A : X → X est un opérateur d’un espace de Banach X dans X,

u0 la donnée initiale et f une application dansX.

Comparativement avec les équations différentielles ordinaires, il est tout à fait raison-

nable d’envisager l’existence et l’unicité de la solution du problème (1.1)− (1.2) à partir
des propriétés de l’opérateur A.
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Ainsi on note par D (A) le domaine de l’opérateur A , R (I +A) l’ensemble image

de I +A et G (A) le graphe de A.

Comme cas particulier et cas très pratique, nous allons considérer en premier lieu

l’espace X comme un espace de Hilbert.

1.2 Premier cas : X est un espace de Hilbert (X = H)

Dé fini t i on  1- 1 : Soit  A un opérat eur l i néai re de X dans X .

On dit que A est accrétif si Re < Au, u > ≥ 0 pour tout u ∈ D(A).

De plus si ∀f ∈ X,∃ u ∈ D (A) telque u+ λAu = f i.e . R(I +λA) = H ∀λ > 0
alors on dit que A est maximal accrétif .

Pr op os i t i on 1- 1 : Si A e st ma ximal a cc ré t i f a lors A e st f e rmé et d e d omai ne dense.

Preuve. Soit z dans l’orthogonal de D(A), et on choisit u = (I +A)−1z ∈D(A), on

a < z, u >= 0 =< u−Au, u >,
par conséquent kuk2 =< Au, u >≤ 0 par suite u = z = 0 et donc D(A)est dense

dans X.

Montrons que A est fermé ; on a: J1 = (I + A)−1 ∈ L(X), G(J1) est fermé. Il en
résulte que G(A+ I) est fermé ce qui montre que G(A) est aussi.

Pr op os i t i on  2- 1 :Si A est accrétif alors les assertions suivantes sont équival entes.

(1) A est un opérateur accrétif.

(2) k(A+ λI)uk ≥ Re λ kuk pour tout u ∈ D(A) et tout λ
vérifiant Reλ >0.

(3) k(A+ λI)uk ≥ λ kuk pour tout u ∈ D(A) ,∀ λ > 0.

Preuve. (1)⇒ (2) :Soit u ∈ D(A) et Reλ >0 ; alors :

Re hA+ λI)u, ui = Re hAu, ui+Reλ kuk2 +Reλ kuk2
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Ce qui imlique :

k(A+ λI)uk kuk ≥ Re h(A+ λI)u, u)i ≥ Reλ kuk

(2)⇒ (3) :c’est évident.

(3)⇒ (1) :

∀u ∈ D(A) et λ > 0 on a :

kAuk2 + 2λRe hAu, ui = k(A+ λI)uk2 + λ2 kuk2 ≥ 0

kAuk2 + 2λRe hAu, ui = k(A+ λI)uk2 + λ2 kuk2 ≥ 0

Ce qui implique :

2λRe(Au, u) ≥ − kAuk2

λ est une valeur arbitraire alors : Re hAu, ui ≥ 0.

Pr op os i t i on  3- 1 :Soit A : H → H un opérat eur de H dans H accrétif. Alors l es trois
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) A est un maximal accrétif.

(2)R(A+ λI) = H ∀λ tel que :Reλ > 0.

(3) R(A+ λI) = H pour λ fixé tel que : Reλ > 0.

Preuve. (1)⇒ (2) : par définition.

(2)⇒ (3) : c’est évident

(3)⇒ (1) :

Soit λ > 0 et considérons l’équation

u+ λAu = f.
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On remarque que cette équation est équivalente à

u+ λ0Au =
λ0
λ
f + (1− λ0

λ
)u.

Comme A est accrétif et

R(I + λ0A) = H

alors on peut définir l’opérateur :

Jλ0 = (I + λ0A)
−1

qui est une contraction sur H. L’équation précédente est alors équivalente à :

u = Jλ0

·
λ0
λ
f + (1− λ0

λ
)u

¸
.

Lorsque 2λ > λ0 , cette dernière équation s’écrit u = f(u), ou f est une application

Lipchitzienne sur H de rapport

k =

¯̄̄̄
1− λ0

λ

¯̄̄̄
.

En appliquant le théorème du point fixe, on peut donc résoudre l’équation :

u− λAu = f

pour tout λ ∈ ¤λ0
2
,+∞£ . Avec ce procédé , on résoud encore cette équation pour

λ ∈
¸
λ0
2n
,+∞

·
n ∈ N

et donc pour tout λ > 0.
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Définition 5 2-1 :Soit A un opérateur non borné à domaine dense

A : D(A) ⊂ H → H.

On définit l’opérateur adjoint de A qu’on notera A∗ par

A∗ : D(A∗) ⊂ H → H

tel que :

D(A∗) = {v ∈ H ;∃ c ≥ 0 telque |hv,Aui| ≤ c kuk∀u ∈ D(A)}

G(A∗) = {(v,ϕ) ∈ H ×H,∀(u,f) ∈ G(A),hϕ,ui = hv, fi}

et

hv,AuiH,H = hA∗v, uiH,H .

Thé o rème 1-1 :Soit A : H → H un opé rat e ur d e d omai ne dense .
Alors A est maximal accrétif si et seulement si A∗ est accrétif et G(A) est fermé.

Preuve. Si A estmaximal accrétif alors G(A) est fermé d’après la proposition(1.1)

Mont rons que A∗ est accrétif.

Soit v ∈ D(A∗), on a :

hA∗v, Jλvi = hv,AJλvi = hv,Aλvi = 1

λ
hv, Jλv − vi = 1

λ

£hv, Jλvi− kvk2¤ ≥ 0
et

hA∗v, Jλvi→ hA∗v, vi quand λ→ 0

Donc hA∗v, vi ≥ 0 et A∗ est accrétif

Réciproquement comme A∗ est accrétif et G(A) est fermé il est immédiat de voir que

R (I +A) est fermé dans H.
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D0autre part , on a :

R (I +A)
⊥
= {v ∈ D(A∗), v +A∗v = 0} = {0}

donc R (I +A) = H et A est maximal accrétif d’après la proposition (2.1)

1.3 Deuxième cas : X est un espace de Banach

On note par Fu l’ensemble de tous les éléments f ∈ X∗ tel que :

∀u ∈ X , f vérifiant :

hf, ui = kuk2 = kfk2

c’est à dire

Fu =
©
f ∈ X∗ : hf, ui = kuk2 = kfk2ª

D’après le théorème de Hahn Banach, l’ensemble Fu est non vide.

Dé fini t i on  3- 1 :Un opérateur linéaire A de D (A) ⊂ X dans X est dit accrétif si
pour chaque x ∈ D(A) il existe f ∈ Fx tel que Re < Ax, f >≥ 0.

Lemme 1-1 :

Soient u,v ∈ X. Alors kuk ≤ ku+ αvk pour tout α > 0 si et seulement
si il existe f ∈ Fu vérifiant : Re hv, fi ≥ 0.

Re ma r q u e 1-1 : Le l emme (1-1) donne un critère d’ accrétivité

qui jouera un rôle ordinaire dans le cas où l’espaceX est un espace de Banach.

Thé o rème 2-1 :Soit A un opé rat e ur d é fini de D (A) ⊂ X dans X .
Alors A est accrétif si et seulement si

k(λI +A) uk ≥ λ kuk

pour tout u ∈ D(A) et tout λ > 0.
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Preuve. Supposons que A est accrétif .

Soit λ > 0 et soit x ∈ D(A)

si x∗ ∈ Fx =
©
x∗ ∈ X, hx∗, xi = kxk2 = kx∗k2ª

Re hAx ,x∗i ≥ 0

alors

k(λI +A) xk kxk ≥ [h(λx+Ax) , x∗i] ≥ Re hλx+Ax, x∗i ≥ λ kxk2 .

Réciproquement, soit x ∈ D(A) et supposons que :

λ kxk ≤ k(λI +A) xk ∀λ > 0.

Si

y∗λ ∈ F (λx+Ax) et z =
y∗λ
ky∗λk

alors kz∗λk = 1

alors

λ kxk ≤ k(λI +A)xk = hλx+Ax, z∗λi = λRe hx, z∗λi
+Re hAx; z∗λi ≤ λ kxk+Re hAx; z∗λi ∀λ > 0

d’où :

Re hAx; z∗λi ≥ 0 et Re hx, z∗λi ≥ kxk−
1

λ
kAxk

Comme la boule unité de X∗ est compacte pour la topologie faible∗ de X∗,

alors la suite (z∗λ)λ>0 admet un point d’accumulation faible z
∗ tel que kz∗k = 1,

par conséquent

Re hx, z∗λi ≥ 0 etRe hx, z∗λi ≥ kxk .

12



D’autre part on a

Re hx, z∗i ≤ |hx, z∗i| ≤ kxk

alors

Re hx, z∗i = kxk .

Posons : x∗=kxk z∗, on a x∗ ∈ Fx et Re hAx ,x∗i ≥ 0 ce qui implique :
∀ x ∈ D(A) ∃x∗ ∈ Fx tel que :hAx, x∗i ≥ 0 .

Dé fini ti on  4-1 : Soit A un opé rat e ur l i n éa i re d e D (A) ⊂ X dans X.On d i t q ue
A est m accrétif s ’il est accrétif et si I +A est surjectif.

On conclut les propriétés d’un opérateur m accrétif dans la proposition suivante :

Pr op os i t i on 4- 1 :Soi t A un opérat eur de D (A) ⊂ X dans X accrét i f al ors :
(1) (λI +A) est injectif pour tout λ > 0 et

°°(λ+A)−1 z°° ≤ 1
λ
kzk

pour tout z ∈ R (λI +A) et tout λ > 0.
(2) (λI +A) est surjectif pour toutλ > 0 et dans ce cas [0,∞] ⊂ ρ(A) ;

où ρ(A) désigne la résolvante de A.

(3) A est fermé si et seulement si R (λI +A) est fermé pour un certain λ > 0

(4) Si R(A) ⊂ D(A) alors A est fermable et Ā est aussi
accrétif et vérifie : R

¡
λI +A

¢
= R (λI +A).

Les propriétés de l’opérateur A jouent un rôle primordial pour l’existence et

l’unicité des solutions de l’équation d’évolution homogène :

du

dt
+Au = 0 sur [0,+∞[
u(0) = u0

Ainsi nous avons le théorème fondamental suivant dû à Hille-Yosida
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Thé o rème 3-1( Hil le -Yosida) :

Soit A un opérateur maximal accrétif dans un espace de Hilbert.

Alors pour tout u0 ∈ D(A) il existe une fonction

u ∈ C1 ([0,+∞[ ;H) ∩ C ([0,+∞[ ;D(A))

unique telle que :

du

dt
+Au = 0 sur [0,+∞[
u(0) = u0

De plus on a :

|u(t)| ≤ |u0| ∀t ≥ 0

et ¯̄̄̄
du(t)

dt

¯̄̄̄
≤ |Au(t)| ≤ |Au0| ∀t ≥ 0.

Re ma r q u e  2- 1 :L’intérêt pr incipal e du théorème ( 3-1 ) réside dans le fait que pour

résoudre le problème d’évolution on se ramène à vérifier que A est maximal accrétif

.

Preuve. D’aprés ([3]) elle est basée sur l’approximation Aλ =
(I − Jλ)

λ
où Jλ =

(I + λA)−1 et de

L’équation approchée

duλ
dt

+Aλuλ = 0

uλ (0, x) = u0 (x) .

On montre que l’opérateur Aλ est lipschitzien et par suite le théorème d’existence et

d’unicité de Cauchy Picard permet de montrer l’existence d’une solution uλ de l’équation

précédente.
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Les propriétés de l’opérateur A en particulier l’accrétivité permettent de montrer que

la suite (uλ)λ>0 est de Cauchy dans H et donc elle est convergente.

La régularité de la solution dépend essentiellement de la donnée initiale ([3])

1.4 Les semi groupes

1.4.1 Les semi groupes fortement continus

Soit X un espace de Banach réel ou complexe.

Considérons une famille (T (t))t ≥ 0 d’opérateurs linaires et continus.

Dé fini ti on 5-1 :

Dans l’espace X, la famille (T (t))t ≥ 0 est appelée semi groupe si :

T (0) = id

et

T (s+ t) = T (s).T (t) ∀ s, t ∈ IR+.

L’application : t → T (t) est donc un homomorphisme du semi groupe additif

(IR+,+)

dans le groupe multiplicatif (L(X), •).
On dit que le semi groupe (T (t))t ≥ 0 est fortement continu :

Si l’application : t→ T (t) est continue pour la topologie forte d’opérateurs sur L(X)

i.e.

lim
t→t0

kT (t)f − T (t0)fk = 0 pour tout f ∈ X

On note par c0− semi groupes les semi groupes fortements continus.
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D’ une maniére analogue, on définit les semi groupes faiblement continus et unifor-

mément continus en s’appuyant sur les topologies d’opérateurs([2]).

Pr op os i t i on 5- 1 :

Soit (T (t))t ≥ 0 un C0 semi groupe.

Alors il existe deux réels w et M , w > 0 , M ≥ 1 tels que :

kT (t)k ≤M e−wt pour tout t ≥ 0.

En particulier, nous avons les semi groupes importants suivants :

a) les semi groupes bornés i.e kT (t)k ≤M ∀t ≥ 0
b) les semi groupes de contraction i.e kT (t)k ≤ 1 ∀t ≥ 0.

Re ma r q u e 3- 1 :

Le semi groupe (T (t))t ≥ 0 sur X est fortement continu si et seulement si :

lim
t→0

T (t) f = f pour tout f ∈ X

1.4.2 Etude d’un semi groupe T (t)

Soit (T (t))t≥0 définit par :

T (t)u0 = T (t)u0 =
1

(2πt)
N
2

Z
IRN

u0(y) exp−(x− y)
2

4t
dy

Si on utilise la transformation de Fourrier, on obtient :

kT (t)u0kL2(IRN ) =
°°û0 exp− |k|2 t°°

L2(IRN )

≤ kû0k
L2(IRN )

= ku0k
L2(IRN )

Ce qui implique que T (t) est un opérateur continu de L2(IRN)dans lui même.

On a :

T̂ (t)u0 = û0 exp− |k|2 t
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ainsi

T (t+ t1)u0 = û0 · exp− |k|2 t · exp− |k|2 t1
= T̂ (t)u0 · exp− |k|2 t1 = T̂ (t1)(T (t)u0).

En appliquant la transformée deFourrier inverse on obtient que :

T (t+ t1)u0 = T (t1)(T (t)u0).

Il est clair de voir que T (t) est fortement continu c’est à dire :

lim
t→0

kT (t)u0 − u0kL2(IRN ) = 0.

D’où T (t) est un semi groupe de contraction.

Notons enfin que le théorème de Hille Yosida s’étend également aux cas où l’opérateur

A est définit sur un espace de Banach. Et nous avons le théorème suivant :

Thé o rème  4-1 (Hil le -Yosida ) :

Soit A un opérateur m-accrétif définit de D (A) ⊂ X dans X.
Alors pour tout u0 ∈ D(A) il existe u ∈ C1([0,+∞[;X) ∩ C([0,+∞[;D(A)) unique

telle que : 
∂u

∂t
+Au = 0 sur[0,+∞[

u(0) = u0

De plus on a :

ku(t)k ≤ ku0k et
°°°°∂u∂t (t)

°°°° = kAu(t)k ≤ kAu(0)k ∀t ≥ 0.
L’opérateur TA(t) : u0 → u(t) peut être prolonger par continuité surX.
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Il est facile de voir que (TA(t))t ≥ 0 est un semi groupe continu de contraction.

Réciproquement, étant donné un semi groupe continu de contraction (T (t))t ≥ 0,il a

été établit qu’il existe un opérateur A m-accrétif unique tel queT (t) = TA(t) pour tout

t > 0.

Preuve. voir ([3])

De ce théoréme on constate qu’il ya un lien entre le semi groupes de contraction et

une classe d’opérateurs linéaires appelés les générateurs infinitésimaux ([13]).

1.5 Générateurs infinitésimaux

Dé fini ti on  5-1 :

Soient X un espace de Banach et (T (t))t≥0 une famille de C0- semi groupe.On appelle

générateur infinitésimal de (T (t))t≥0 l’opérateur (A,D(A));

défini par :

D(A) =

½
f ∈ X/ lim

h→0
T (h)f − f

h
existe

¾
et Af = lim

h→0
T (h)f − f

h
pour tout f ∈ D (A)

Il est clair que D(A) est un sous-espace vectoriel de X et que A est linéaire de D(A)

dans X.

On peut résumer les propriétés de ces générateurs infinitésimaux en ce qui suit :

Pr op os i t i on  6- 1 :

Soit A le générateur d’un C0 semi groupe (T (t))t ≥ 0.

Alors D(A) est dense dans X et A est fermé.
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Preuve. voir([13])

Pr op os i t i on  7- 1 :

Soit X un espace de Banach et (T(t))t≥0 une famille de

C0- semi groupe.Alors :

a)∀x ∈ X on a lim
h→0

1

h

t+hR
t

T (s)xds = T (t)x

b)∀x ∈ X,
tR
0

T (s)xds ∈ DA et A(
tR
0

T (s)xds) = T (t)x− x

c) ∀x ∈ DA, T (t)x ∈ DA et
d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax

d) ∀x ∈ DA, T (t)x ∈ T (s)x =
Z t

s

AT (z)xdz =

Z t

s

T (z)Axdz

Preuve. a) la fonction :t→ T (t)x est continue alors :

lim
h→0

1

h

Z t+h

t

T (s)xds = T (t)x

b) Soient x ∈ X et h > 0 alors pour tout t > 0 on a :

T (h)− I
h

tR
0

T (s)xds =
1

h

Z t

0

[T (s+ h)x− T (s)x] ds = 1

h

Z t

0

T (s)xds

Par passage à la limite quand h→ 0 on obtient le résultat.

c) Soit x ∈ D(A) et h > 0 alors

lim
h→0

T (h)− I
h

T (t)x =lim
h→0

µ
T (h)− I

h

¶
x = T (t)Ax.

Mais on a

lim
h→0

T (h)− I
h

T (t)x =lim
h→0

1

h
[(T (t+ h)x− T (t)x] .

On a
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lim
h→0

1

h
[(T (t+ h)x− T (t)x] =lim

h→0
1

h
[(T (h)T (t)x− T (t)x] .

Si on pose T (t)x = x1 ∈ X, d’aprés la définition on peut dire que :

lim
h→0

1

h
[T (t+ h)x-T (t)x]

existe et elle est égale à : AT (t)x. i.e.

lim
h→0

1

h
[T (t+ h)x-T (t)x] = AT (t)x .

Finalement on a :
dt

d
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax ,

Si on pose T (t)x = x1 ∈ X, d’aprés la définition on peut dire que

lim
h→0

1

h
[T (t+ h)x-T (t)x]

existe et elle est égale à AT (t)x i.e

.

lim
h→0

1

h
[T (t+ h)x-T (t)x] = AT (t)x .

Finalement on a :
dt

d
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax .

d) Immédiate.

Comme exemple très fréquent qui est celui de l’équation de la chaleur, on peut donner

le résultat suivant :
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Pr op os i t i on  8- 1 :Soient X = Lp (IRN ), 1 ≤ p ≤ ∞ et l e semi groupe de diffus i on
définit par

(T (t)f)(x) =


1

(4πt)
N
2

R
IRN

(exp− (x−y)2
4t

)f(s)ds

f(s) si t = 0.

Alors (T (t))t≥0 est un semi groupe fortement continu et le générateur infinitésimal coin-

cide avec le Laplacien

∆u =
X ∂2u

∂x2
∀u ∈ Lp(IRN).
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Chapitre 2

Equationsd’évolution non

homogènes

2.1 Introduction

Les équations d’évolution non homogènes sont de la forme :

du

dt
+Au = f sur [0, T [ (2.1)

u (0, x) = u0 (x) (2.2)

où A est un opérateur de X dans X et f est une application de X dans X.

Le théorème suivant permet d’assurer l’existence de la solution de ce type d’équations([3]).

Thé o rème 1-2 (Hi l l e - Yo s i d a ) :

So it X un espace de Banach et A un opérateur de D (A) ⊂ X dans X.

On suppose que A est m-accrétif dans X. Alors pour tout u0 ∈ D(A) et tout f ∈
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C1 (0, T ;X) il existe une fonction

u ∈ C1 (0, T ;X) ∩ C (0, T ;D(A))

unique solution de (2.1)-(2.2).

De plus u est donnée par la formule :

u(t) = T (t)u0 +

Z t

0

T (t− s)f(s)ds

Où T (t) désigne le semi groupe engendré par −A.

Pre uve . 1-Exi s t e n c e : -

On montre que :

u(t) = T (t)u0 +

Z t

0

T (t− s)f(s)ds

est une solution de (2.1)− (2.2).
Puisque T (t)u0 est une solution de l’équation homogène, on montre seulement que :

v(t) =

Z t

0

T (t− s)f(s)

est une solution de (2.1)− (2.2).
Soit t ∈ [0, T ] alors la fonction :s→ T (t− s)f(s) est dans C1([0, t] ,D(A))
Par suite

v(t) ∈ D(A) et Av(t) =
Z t

0

T (t− s)Af(s)

D’ou : v ∈ C( [0, T ] ,D(A)).
de plus, on a pour t ∈ [0, T ] et h ∈ [0, T − t] ,

v(t+ h)− v(t)
h

=
T (h)− I

h
v(t) +

1

h

Z t+h

t

T (t+ h− s)f(s).
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Par le passage à la limite on a : v ∈ C1([0, t] , X) et

dv

dt
= −Av + f sur [0, T ] .

2-Un i c i t é :

Posons :

ϕ(s) = T (t− s)u(s)ds t ∈ [0, T ] , s ∈ [0, t] , h ∈ [0, t− s]

où T (t) désigne le semi groupe engendré par −A.

ϕ(s+ h)− ϕ(s)

h
= T (t− s− h)

½
u(s+ h)− u(s)

h
− T (h)− I

h
u(s)

¾

qui tend vers

T (t− s)(du
dt
+Au) = T (t− s)f(s)

quand h→ 0 ce qui implique que ϕ ∈ C1([0, t] ,X)
et

dϕ

dt
(s) = T (t− s)f(s)

on a donc :

ϕ(τ) = ϕ(0) +

Z τ

0

ϕ
0
(s)d(s) pour τ ∈ [0, t] .

D’où :

T (t− τ)u(τ) = T (t) u0+

Z τ

0

T (t− s)f(s).

Lorsque τ → t on obtient : u(t) = T (t)u0 +
R t
0
T (t− s)f(s)ds.

.

Comme opérateurs particuliers nous allons considérer le Laplacien pour donner quelques

résultats concernant les estimations et les régularités des solutions.

Soit Ω ⊂ IRN un ouvert borné de IRN et soit l’équation semi linéaire

24



du

dt
−∆u = f t > 0

u (0, x) = u0 (x) x ∈ Ω,

∂u

∂η
= 0 sur ∂Ω.

2.2 Estimations à priori

Pr op os i t i on 1- 2 :

Soit u0 ∈ C0(Ω) alors pour tout t > 0
le semi groupe T (t) définit un opérateur borné de Lp vers Lq i.e.

kT (t)u0kp ≤
1

(4πt)N/2(
1
q
− 1
p
)
ku0kq

pour tout : 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞

Preuve. Soit le problème de Cauchy

∂v

∂t
−∆v = 0

v(x, 0) = |u0(x)| pour x ∈ Ω

v(x, 0) = 0 pour x ∈ IRNÂΩ

La solution explicite de cette équation est

v(x, t) =
1

(4πt)
N
2

Z
IRN

(exp−(x− y)
2

4t
) |u0(y)| ds
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En utilisant l’inégalité de Young on obtient

kv(x.t)kq ≤ kzkr · kv(x, 0)kp où :
1

r
=
1

q
− 1
p
+ 1

tel que :

z(y) =
1

(4πt)
N
2

(exp−y
2

4t
)

ce qui donne : kT (t)u0kq ≤ 1

(4πt)
N
2 (

1
q− 1

p )
· ku0kp

Pr op os i t i on 2- 2 :

Si f ∈ L∞((0, T ) ;LP (Ω)) et si p > N
2
alors u ∈ L∞((0, T ) ;L∞ (Ω)).

Preuve. Voir Haraux et Kirane ([4]).

2.3 L’influence de u0 sur la solution de l’équation

semi linéaire

Soit l’équation semi linéaire

du

dt
−4u = f(u) sur [0, T [ (2.1)

u = 0 sur ∂Ω (2.2)

u(0, x) = u0(x) x ∈ Ω (2.3)

La solution d’une équation d’évolution dépend de u0 d’une façon régulière.

Dans ce sens on peut énoncer le théorème suivant donnant quelques résultats de

régularité dans le cas Hilbertien.
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Thé o rème  2-2 :

a) On suppose que u0 ∈ H10(Ω) alors la solution u de (2.1)-(2.3) vérifie :

u ∈ C ¡[0,∞[ ;L2(Ω)¢ ∩ L2 ¡[0,∞[ ;H2(Ω)
¢

et
du

dt
∈ L2 ¡[0,∞[ ;L2(Ω)¢

de plus on a Z t

0

¯̄̄̄
du

dt
(t)

¯̄̄̄2
L2
dt+

1

2
|∇u(t)|2L2 =

1

2
|∇u0|2L2

b)On suppose que

u0 ∈ H 1
0(Ω) ∩H 2(Ω),

alors on a :

u ∈ C ¡[0,∞[ ;H2(Ω)
¢ ∩ L2 ¡[0,∞[ ;H3(Ω)

¢
.

et
du

dt
∈ L2 ¡[0,∞[ ;H1(Ω)

¢
c)On suppose que u0 ∈ Hk (Ω)∀k et vérifie les relations de compatilité suivantes

u0 = 4u0 = .....4ju0 = ..... = 0 sur Γ ∀j entier.

alors :

u ∈ C∞ ¡[0,∞[ , Ω̄¢ .
Preuve. a) Immédiat.

b) On définit le produit scalaire dans H2 par

(u, v)H2 = (∆u,∆v)L2 + (u, v)L2 .
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Dans H2 on considère l’opérateur non-borné A2 : D(A2) ⊂ H2 → H2 défini par :

 D(A2) = {u ∈ H4(Ω) ∩H1
0(Ω) et ∆u ∈ H1

0 (Ω)}
A2u = −∆u

on vérifie que A2 est maximal accrétif et autoadjoint dans H2 .Enfin on pose

ϕ(t) =
1

2
|∆u(t)|2L2

la fonction ϕ est C∞ sur ]0,∞[ et l’on a :

ϕ́(t) =

µ
∆u(t),∆

du

dt
(t)

¶
L2 = − |∇∆u(t)|2L2 .

D’ou : pour 0 < ε < T <∞

1

2
|∆u(t)|2L2 −

1

2
|∆u(ε)|2L2 +

Z T

ε

|∇∆u(t)|2L2 dt = 0

à la limite , quand ε→ 0, on voit que :

u ∈ L2(0,∞;H3(Ω)) et
du

dt
∈ L2(0,∞;H1(Ω))

c) On considère dans H = L2(Ω) l’opérateur A : D(A) ⊂ H → H défini par :

 D(A) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)

Au = −∆u

On sait que pour u0 ∈ D(Ak) , k > 2, alors

u ∈ Ck−j, ([0,∞[ ;D(Aj)) ∀j = 0, 1, .....k

Il en résulte que : u ∈ C∞([0,∞[×Ω).

Re ma r q u e 1- 2 : l’équation de l a chaleur a un effet f o rt ement rég ul ari s ant s ur u 0.
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Chapitre 3

Existence globale ou explosion en

temps fini des solutions

Dans ce chapitre, nous aborderons à travers quelques exemples des résultats d’exis-

tence globale ou d’explosion en temps fini des solutions.

Considérons l’équation non homogène suivante :

du

dt
+Au = f(u) t > 0 (3.1)

u(0, x) = u0 (3.2)

en supposant que X est un espace de Banach, A est un opérateur m accrétif défini

de D (A) ⊂ X dans X et f une application localement lipschitzienne par rapport à u

définie sur X et à valeurs dans X.

Le théorème de Hille Yosida nous permet de conclure que

∀u0 ∈ D (A) ∃u ∈ C1 ((0, T );X) ∩C ((0, T );D(A)) unique solution de (3.1)-(3.2).

Et donc il existe un intervalle maximal (0, Tmax) où la solution reste définie.

Le principe de prolongement de la solution nous conduit à l’alternative suivante :
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a) ou bien Tmax = +∞ et la solution est dite globale.

b) ou bien Tmax < +∞ et la solution explose en temps fini c’est à dire

lim
t→Tmax

ku(t)kX =∞.

Ainsi pour étudier l’existence globale des solutions, il suffit d’avoir des estimations

uniformes sur ces solutions.

Exe mp l e  1-3([6] ) :

Soit Ω ⊂ IRn un ouvert borné de IRn à frontière régulière et soit l’équation

du(t, x)

dt
−∆u(t, x) = −u2(t, x), t > 0, x ∈ Ω (3.3)

u(x, .) = 0 x ∈ ∂Ω (3.4)

u(0, x) = u0(x) x ∈ Ω (3.5)

avec ∆ est le Laplacien, u0 (.) = 0 sur ∂Ω et 0 ≤ u0(x) ≤M ∀x ∈ Ω.

Si l’on choisit comme cadre fonctionnel l’espace de Hilbert H = H1 (Ω)

D (A) = H1
0 (Ω) = {u ∈ H1 (Ω) / u = 0 sur∂Ω}

Au = −∆u
Alors on vérifie aisément que A est maximal monotone dans H par suite il existe un

intervalle local (0, T ∗) sur lequel est définie l’unique solution de (3.3)-(3.5).

En appliquant le principe du maximum à cette équation on obtient

0 ≤ u (t, x) ≤ ku0k∞ ∀(t, x) ∈ (0, T ∗)×Ω.

D’où Tmax = +∞ et l’existence des solutions est globale.

Exe mp l e  2-3 : Soit l ’équat ion s ui vant e :

du

dt
−4u− u1+α = 0 sur Ω× [0, T [ (3.6)
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u(x, 0) = 0 sur ∂Ω (3.7)

u(0, x) = u0 (x) sur Ω (3.8)

où Ω ⊂ IRn un ouvert borné de IRn à frontière régulière.
L’existence locale est assurée d’après le théorème de Hille Yosida, quant à l’existence

globale nous avons les résultats suivants : ( cf M. Lions( [8]).

Thé o rème 1-3 : On suppose que nα > 2; al ors pour t out Ψ > 0 il existe σ > 0 tel

que :

si u0 est une fonction continue vérifiant :

0 ≤ u0 ≤ σ exp(− 1

4Ψ
|x|2)

alors Tmax = +∞ et u vérifie :

0 ≤ u(x, t) ≤ c 1

(t +Ψ)n/2
exp(− 1

4(t +Ψ)
|x|2).

Thé o rème 2-3 : On supose que u 0 ∈ L1+α (IRn ) u0 ≥ 0 p.p u0 6= 0.
et αn < 2 alors il n’existe pas de solution du problème( 3 .6 ) − (3.8)telle que : u∈

L1+α ([0, T [ , L1+α (IRn )) ∀T > 0.

Exe mp l e 3-3 :( [6])

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
+ u3 0 < x < π, t > 0 (3.9)

u (t, 0) = u (π, t) = 0 t > 0. (3.10)

u(0, x) = ϕ (x) 0 < x < π. (3.11)
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où ϕ est une fonction régulière de IR+ à valeurs dans IR+.

Thé o rème 3-3 : Si
R π

0
(sinx)u (t, x) dx > 2 alors la solution de (3.9)−(3.11) explose

en temps fini.

Preuve. L’existence locale des solutions est classiques alors considérons

v (t) =

Z π

0

(sinx)u (t, x) dx

et donc
dv

dt
= −v +

Z π

0

(sinx)u3 (t, x) dx.

Alors de l’inégalité de Hölder appliquée à v (t) il vient :

v (t) ≤ 22/3(
Z π

0

(sinx)u3 (t, x) dx)1/3

par suite

dv

dt
≥ −v + 1

4
v3 pour tout t > 0.

Cette inéquation différentielle ordinaire nous conduit à

Tmax =
1

2
Log (v (0) + 2) /(v (0)− 2)

et

lim
t→Tmax

kv (t, .)k∞ = +∞

et donc explosion en temps fini des solutions.
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Chapitre 4

Existence globale des solutions

d’un système de

réaction-diffusion àmatrice de

diffusion pleine.

4.1 Introduction :

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude de l’existence globale des solutions d’un

système de réaction-diffusion et qui est l’objet principal de notre travail dans de le cadre

de ce mémoire.

Il s’agit d’un système parabolique à matrice de diffusion pleine de la forme suivante :
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du

dt
− a4u− b4v = −f (u, v) sur IR+ × Ω, (4.1)

dv

dt
− c4u− a4v = f (u, v) sur IR+ ×Ω

u (0, x) = u0 (x) , v (0, x) = v0 (x) sur Ω, (4.2)

∂u

∂η
=

∂v

∂η
= 0 sur IR+ × ∂Ω, (4.3)

Où ∆ est le Laplacien sur IRn, Ω est un ouvert borné de IRn à frontière régulière

Γ = ∂Ω , a, b, c des coefficients de diffusion positifs vérifiant la condition de parabolicité

c+ b < 2a , f une fonctionde classe C1 (IR× IR, IR+) vérifiant

lim
v→+∞

log

µ
1 + f (u, v)

v

¶
= 0 (A.1)

et

f

µ
1

2

r
c

b
s, s

¶
= 0,∀s ∈ IR si b > c et f

µ
−1
2

r
c

b
s, s

¶
= 0,∀s ∈ IR si b ≤ c (A.2)

avec u0 et v0 des fonctions positives uniformement continues sur
−
Ω vérifiants

√
cu0 ≥

√
bv0 si b > c et

√
c u0 ≤

√
bv0 si b ≤ c . (A.3)
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Ce système a été initialement proposé par R. H.Martin au cas où la matrice de

diffusion est diagonale. Il a fait l’objet de plusieurs travaux. En premier lieu par N.

D.Alikakos[1] en 1979 qui a montré que les solutions sont classiques, positives et qu’elles

ne sont globales que pour des non linéarités de la forme f (u, v) = uvβ avec en plusdes

conditions sur β de la forme 1 ≤ β <
n+ 2

n
. Ce résultat était basé sur des injections

de Sobolev.

Contrairement à Alikakos, K. Masuda ([11]) (1983) a pu généraliser ce résultat pour

toutes les non linéarités à sous croissance polynomiales, c’est à dire pour tout β ≥ 1.
Ce problème était resté ouvert pour les non linéarités à croissance rapide telles que

l’exponentielle. En se basant sur une inégalité d’énergie qu’ils ont construit A. Haraux

et A. Youkana ([5]) (1988) avaient établis un résultat d’existence globale pour des non

linéarités faiblement exponentielles, c’est à dire pour des fonctions f vérifiant

lim
v→+∞

log

µ
1 + f (u, v)

v

¶
= 0

Ces résultats étaient généralisés par M. Kirane (1889) ([4]) , S. Kouachi et A. Youkana

(2001) ( [9]) pour des matrices de diffusion triangulaires.

Notre travail est de montrer que ces résultats peuvent être encore étendus aux matrices

de diffusion pleine à éléments diagonaux égaux.

La méthode utilisée est essentiellement basée sur la théorie des régions invariantes et

sur la fonctionnelle de Lyapounov établie par Haraux et Youkana.

4.1.1 Résultats préliminaires :

Posons

A =

 −a∆ -b4
−c4 -a4
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Ainsi le système (4.1)− (4.3) est équivalent à :

dU

dt
+AU = F (U) , t > 0, x ∈ Ω (4.4)

∂U

∂η
= 0 sur (0,+∞)× ∂Ω (4.5)

U (0, .) = U0 sur Ω (4.6)

où

U =

 u

v

 U0 =

 u0

v0



F (U) =

 −f (u, v)
+f (u, v)

 .
Notons par X = C

¡
Ω̄
¢× C ¡Ω̄¢ et par W 2,p (Ω) l’espace de Sobolev d’ordre 2.

On définit le domaine de Apar

D(A) =

½
U ∈ (W 2,p (Ω))2;

∂U

∂n
= 0

¾
.

Notre principal est le suivant :

Thé o rème 1-4 : Sous l es hypot hèses A. 1-A. 3, l e syst ème (4.1) − (4.3) admet une
so lution globale unique restant uniformement bornée sur (0,+∞)× Ω.

Preuve. Nous allons considérer uniquement le cas b < c , le cas b > c se fait d’une

façon tout à fait similaire avec une autre transformation linéaire.

La condition de parabolicité est donnée par

∪TA∪ = a R |∇u|2 + (c+ b) R |∇u| |∇v|+ a R |∇v|2 >0 ,
comme c+ b < 2a, le discriminant de cette forme quadratique est
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(c + b)2−4a2< 0 .

Notre but est de réduire le systéme ([4.1])-([4.3]) comme suit :

∂w

∂t
− λ1∆w = f1 (4.7)

∂z

∂t
− λ2∆z = f2. (4.8)

En effet on cherche une transformation linéaireT qui fait correspondre à (u, v) l’élé-

ment (w, z).

Soit :  w = α1u+ β1v

z = α2u+ β2v
(4.9)

alors

dw

dt
= α1

du

dt
+ β1

dv

dt
= α1 [a4u+ b4v − f (u, v)] + β1 [c4u+ a4v + f (u, v)]

= (α1a+ β1c)∆u+ (α1b+ β1a)∆v + (β1 − α1) f (u, v)

dz

dt
= α2

du

dt
+ β2

dv

dt
= α2 [a4u+ b4v − f (u, v)] + β2 [−c4u− a4v + f (u, v)]

= (α2a+ β2c)∆u+ (α2b+ β2a)∆v + (β2 − α2) f (u, v) ,

ce qui permet de conclure qu’il suffit de choisir

 α1a+ β1c = λ1α1

α1b+ β1a = λ1β1
(4.10)

 α2(a− λ2) + β2c = 0

α2b+ β2(a− λ2) = 0
. (4.11)
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pour avoir (4.7) - (4.8) .

D’où , si le discriminant de (4.10) est nul le système admet une infinité de solutions.

(a− λi)
2 − bc = 0 i = 1, 2 ⇒ (4.12)

(a− λi)
2 = bc i = 1, 2.

Choisissons α1 = 1,α2. = −1 alors β1 =
a− λ1
c

, β2 =
a− λ2
c

ce qui donne

β1 =

√
bc

c
=

r
b

c
et

β2 =

√
bc

c
= +

r
b

c
. (4.13)

Finalement on peut choisir comme transformation :

T : (u, v)→ (u+

r
b

c
v, −u+

r
b

c
v). (4.14)

w = u+

r
b

c
v, z = −u+

r
b

c
v.

Donc le systéme réduit obtenu est :
d w

d t
− λ1∆w = f1 (w, z) / λ1 = a+

√
bc sur IR+ ×Ω,

d z

d t
− λ2∆z = f2 (w, z) / λ2 = a−

√
cb

(4.15)

∂w

∂η
=

∂z

∂η
= 0 sur IR+ × ∂Ω (4.16)

w (0, x) = w0 (x) , z (0, x) = z0 (x) sur Ω. (4.17)
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où

f1 (w, z) = (

r
b

c
− 1) f (u, v) ≤ 0 (4.18)

f2 (w, z) = (

r
b

c
+ 1) f (u, v) ≥ 0. (4.19)

La condition b + c < 2a ⇒ a ≥ √bc , et donc le système (4.11) − (4.13)
admet une solution unique (w, z) .

4.1.2 Existence globale des solutions :

1-Positivité des solutions

Pr op os i t i on 1- 4 : Soit  (w, z ) l e s s ol ut i o ns de (4 .15)− (4.17) al ors l ’ensembl eP
= {(w, z) ∈ IR2/ w0 ≥ 0, z0 ≥ 0} est une région invariante.

Preuve. De (4.14)et (4.19) on a : z (0, x) = −u0 +
r
b

c
v0 ≥ 0 sur (0, T ∗)×Ω et

w (0, x) =

r
b

c
u0 + v0 ≥ 0 sur (0, T ∗)×Ω .

De la relation y = y+ − y− et de A.2 en utilisant les accroissements finis on écrit

f (u, v) = f

µ
1

2
(w − z) , 1

2

r
c

b
(w + z)

¶
− f

Ã
−
r
b

c
(2v), 2v

!

=

·
1

2
(w − z)− (− (w + z))

¸
f
0
(ξ, .) = wf

0
(ξ, .) ,

en appliquant le principe du maximum à (4.15) et en utilisant la formule de Green

on obtient
d

dt

R
Ω
(w−)2dx = −λ1

R
Ω
|∇w−|2 dx+ (

q
b
c
− 1) R

Ω
ww−f

0
(ξ, .) dx

≤ C (T ) R
Ω
((w−)2dx.

de la même manière on obtient :
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d

dt

R
Ω
(z−)2dx = −λ2

R
Ω
|∇z−|2 dx+ (

q
b
c
+ 1)

R
Ω
wz−f

0
(ξ, .)dx

≤ C (T ) R
Ω
((z−)2.

En additionnant ces deux dernières inégalités on obtient

d

dt

·Z
Ω

(w−)2dx+
Z
Ω

(z−)2dx
¸
≤ C (T )

·Z
Ω

(w−)2dx+
Z
Ω

(z−)2dx
¸
sur (0, T ∗)×Ω

(4.20)

et donc de (4.14) et (4.20) on déduit que : w ≥ 0 et z ≥ 0 sur (0, T ∗)×Ω.

2-Bornage des solutions :

Multiplions la première équation (4.15)du système par (w −M)+ oùM = kw0k∞ et

appliquons la formule de Green alors

d

d t

Z
Ω

((w −M)+)2 = −λ1
Z
Ω

¯̄∇w−¯̄2 + Z
Ω

f1 (w, z) (w −M)+

≤ 0 sur (0, T ∗)× Ω.

Ce qui implique que :

kw (t, .)k∞ ≤M sur (0, T ∗)×Ω. (4.21)

Pour montrer que l’existence est globale on aura à utiliser le résultat suivant établi

par Haraux et Youkana([3]).

Pr op os i t i on  2- 4 : Il existe deux constantes positives δ et ε ne dépe ndant q ue de
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kw( 0, .)k∞telle que la fonctionnelle

F (t) =

Z
Ω

¡
1 + δ

¡
w + w2

¢
eεz
¢
est décroissante en t.

Preuve. On a f2 (w, z) = (
q

b
c
+ 1) f (u, v) ≥ 0 sur (0, T ∗)×Ω.

Appliquons maintenant la fonctionnelle de Lyapounov établie par Haraux et Youkana

à l’équation (4.16) .

On a :

d

dt

Z
Ω

¡
w + w2

¢
eεzdx = −2λ1

Z
Ω

eεz |∇w|2 dx− λ2ε
2

Z
Ω

|∇z|2 eεz ¡w + w2¢ dx
−(λ1 + λ2)ε

Z
Ω

eεz(1 + 2w)∇z∇wdx+

1√
c

Z h
ε
¡
w + w2

¢ ³√
b+
√
c
´
−
³√
c−
√
b
´
(1 + 2w)

i
•

eεzf (w, z) dx.

d

dt

Z
Ω

eεz = −λ2ε2
Z
Ω

eεz |∇z|2 + ε(

r
b

c
+ 1)

Z
Ω

eεzf (w, z) dx.

Par l’inégalité de Young :

(λ1 + λ2)ε

Z
Ω

(1 + 2w)∇w∇z ≤ (λ1 + λ2)
2

8λ1
ε2
Z
Ω

(1 + 2w)2 |∇w|2 eεzdx

+2λ1

Z
Ω

|∇w|2 eεzdx

donc :

d

dt

Z
Ω

¡
w + w2

¢
eεzdx ≤ ε2 (λ1 + λ2)

2

8λ1

Z
Ω

(1 + 2w)2 |∇z|2 eεzdx+
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1√
c

Z h
ε
¡
w + w2

¢ ³√
b+
√
c
´
−
³√
c−
√
b
´
(1 + 2w)

i
•

eεvf (w, z) dx

d

dt

R
Ω

£
1 + δ

¡
w + w2

¢¤
eεvdx = −λ2ε2

Z
Ω

eεz |∇z|2 dx

+
δε2 (λ1 + λ2)

2

8λ1

Z
(1 + 2w)2 |∇w|2 eεzdx+

1√
c

Z ε(√b+√c) + δ

 ε (w + w2)
³√
b+
√
c
´

−
³√
c−√b

´
(1 + 2w)

 •
eεzf (w, z) dx

Si on prend :

δ =
8λ1λ2

(λ1 + λ2)2
(1 + 2 kw0k∞)−2 alors

d

dt

Z
Ω

£
1 + δ

¡
w + w2

¢¤
eεzdx ≤

1√
c

R
Ω

(ε
³√
b+
√
c
´
+ δ[ε

¡
w + w2

¢ ³√
b+
√
c
´
−³√

c−
√
b
´
(1 + 2w)])f (w, z) dx

Si l’inégalité

ε
³√
b+
√
c
´
+ δε

¡kw0k∞ + kw0k2∞¢ ³√b+√c´ ≤ δ
³√
c−
√
b
´
est satisfaite

autrement dit si

ε ≤
δ
³√
c−√b

´
³√
b+
√
c
´ £
1 + δ(ku0k∞ + ku0k2∞

¤
alors :

d

dt

Z
Ω

£
1 +

¡
w + w2

¢¤
eεzdx ≤ 0 sur (0, T ∗)× Ω.
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Comme w est uniformément bornée sur (0, T ∗)×Ω alors de l’hypothèse

lim
v→∞

log (1 + f (u, v))

v
= 0

on déduit que

∀B > 0 ∃A > 0 ; v > 0⇒ log (1 + f2 (w, z))

z
< B

⇒ log (1 + f2 (w, z)) < Bz ⇒ 1 + f2 (w, z) ≤ eBz

Si on pose :B =
ε

n
alors ;

1 + f2 (w, z) ≤ e
ε

n
z ⇒ f2 (w, z) ≤ e

ε

n
z ⇒

Z
Ω

(f2 (w, z))
n ≤

Z
Ω

e
.

(B.n).z ≤ C

où C est une constante indépendante de t ( supposée la même partout).

De l’effet régularisant de l’équation de la chaleur appliqué à la deuxième équation de

(4.15)

on déduit que

kz (t, .)kL∞(Ω) ≤ C ∀t ∈ (0, T ∗) (4.22)

et donc la solution du système (4.1)−(4.3) est globale et bornée sur (0,+∞)×Ω.

4.2 Comportement à l’infini :

On a le résultat suivant :

Thé o rème 1-4 : Sous l es hypot h ès es A. 1, A.2, (4. 18) et (4. 19) il existe deux constantes

positives u∗,v∗telle que :

lim
t→+∞

ku(t, .)− u∗k∞ = lim
t→+∞

kv(t, .)− v∗k∞ = 0.
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Preuve. En intégrant sur (0, t)×Ω les deux équations du système (4.15)
d w

d t
− λ1∆w = (

q
b
c
− 1) f (u, v) , / λ1 = a+

√
bc sur IR+ × Ω,

d z

d t
− λ2∆z = (

q
b
c
+ 1) f (u, v) / λ2 = a−

√
bc

et en posant g (w, z) = f (u, v) ≥ 0 on obtient :

Z
Ω

wdx−
Z
Ω

w0dx = (

r
b

c
− 1)

tR
0

R
Ω

g (w, z) dsdx (4.23)

Z
Ω

zdx−
Z
Ω

z0dx = (

r
b

c
+ 1)

tR
0

R
Ω

g (w, z) dsdx (4.24)

Puis en multipliant successivement les deux équations du système (4.15)

par w et z et par intégration sur (0, t)on obtient :

Z
Ω

w2dx−
Z
Ω

w20dx+ λ1
tR
0

R
Ω

|∇w|2 dsdx = (
r
b

c
− 1)

tR
0

R
Ω

wg (w, z) dsdx (4.25)

Z
Ω

z2dx−
Z
Ω

z20dx+ λ2
tR
0

R
Ω

|∇z|2 dsdx = (1 +
r
b

c
)
tR
0

R
Ω

zg (w, z) dsdx (4.26)

De (4.23) , (4.25) et (4.26) on déduit que
tR
0

R
Ω

g (w, z) dsdx < +∞ ,
tR
0

R
Ω

wg (w, z) dsdx < +∞ ,
tR
0

R
Ω

|∇w|2 dsdx < +∞ ,
tR
0

R
Ω

|∇z|2 dsdx < +∞ .
Comme ces expressions sont croissantes en t et majorées alors elles sont convergentes

et donc de (4.23) et (4.24) on déduit qu’il existe deux constantes positives c1et c2 telles

que

lim
t→+∞

Z
Ω

w (t, x) dx = c1 et lim
t→+∞

Z
Ω

z (t, x) dx = c2. (4.27)
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Utilisons un résultat de précompacité des trajectoires( [4]), on montre qu’il existe une

sous suite (tnk)k≥1 et il existe deux fonctions w
∗ et z∗ telles que

lim
k→+∞

sup |w (tnk , x)− w∗| = lim
k→+∞

sup |z (tnk , x)− z∗| = 0. (4.28)

De (4.27) on déduit que

w∗ =
1

|Ω|c1 et z∗ =
1

|Ω|c2 (4.29)

Enfin de (4.14) , (4.21) , (4.22) et (4.29) on déduit que :

ku (t, .)kL∞(Ω) ≤
1

2

°°°°°u (t, .) +
r
b

c
v (t, .) + u (t, .)−

r
b

c
v (t, .)

°°°°°
L∞(Ω)

≤°°°°°u (t, .) +
r
b

c
v (t, .)

°°°°°
L∞(Ω)

+

°°°°°u (t, .)−
r
b

c
v (t, .)

°°°°°
≤ C ,

kv (t, .)kL∞(Ω) ≤
1

2

r
c

b

h
kw (t, .)kL∞(Ω) + kz (t, .)kL∞(Ω)

i
≤ C ∀t ∈ (0, T ∗)

et qu’il existe deux constantes u∗ et v∗ telles que lim
t→+∞

sup |u (t, x)− u∗| = lim
t→+∞

sup |v (t, x)− v∗| = 0.

Re ma r q u e 1- 4 :

Ces résultats restent encore valables pour des matrices de diffusion pleines à coeffi-

cients de diffusion constants, positifs et quelconques vérifiant la condition de parabolicité

Voir [8] .
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