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0.1 Introduction

Dans ce travail, on étudie quelques problémes aux limites pour les équations aux
dérivées partielles :

- semi-linéaires du deuxiéme ordre,

- le probléme dynamique de la diffusion.

Les premiers problémes aux limites, qui sont non-linéaires, modélisent les petites
vibrations, d’une corde, d’'une membrane élastique et de maniere générale la propagation
d’une onde (acoustique, électromagnétique, etc) dans un milieu élastique homogene Q C
R"™. Ces phénomeénes sont modélisés mathématiquement par ’équation des ondes linéaires
ou non-linéaires suivant le cas, avec des conditions aux limites et initiales. En pratique,
la partie non-linéaire définie les changements des perturbations du phénomeéne.

Le second probléme, est celui de la diffusion et est du type parabolique. Ce genre de
problémes interviennent dans plusieurs applications, comme la théorie de la chaleur, la
diffusion des gaz, etc.

Dans le premier chapitre, on donne des rappels d’analyse fonctionnelle, dans le deux-
iéme et le troisiéme chapitres, on considére d’abord, le modele mathématique général des
ondes perturbées, notons par f (u) cette perturbation, composée d’une équation différen-
tielle semi-linéaire du second ordre et de type hyperbolique, dans un ouvert 2 de R™ borné
et de frontiere I' réguliére avec :

-une condition aux limites de Dirichlet © = 0 sur I,

-et les conditions initiales : déplacement initial ug(x) et la vitesse initiale uq(z).

On a commencé par les cas particuliers ou F (u) = |u|’u, p > 0, F(u) = u® et
F (u) = a(x,t)u?. Dans chaque cas on s'intéressera a ’existence, 1'unicité et la régularité
des solutions. Les techniques qu’on utilisera ici sont celles de la méthode de compacité
(de Faedo-Galerkin), cette technique est inspirée des travaux de [5].

Dans le dernier chapitre constituant un travail original, on étudie pour la premiére fois
le probléme de la diffusion par les techniques de régularisation elliptique. On démontrera
un théoréme d’existence d’une solution de ce probléme.

Les problémes considérés sont les suivants :

* Probléme semi - linéaire :

Pu AU—I—F(U) =0, dans € x ]07T[

otz
(po) uw=0, sur I x |0, T
u(x,0) = ug (), % (x,0) = uy (), sur Q.



* Probléme de la diffusion :

Q2 désigne un ouvert borné de R™ a frontiere réguliere I', ) désigne ouvert 0, T x 2
avec T' > 0, de frontiére X et 2 < p < co. On cherche une fonction u, solution du probléme

suivant :

G-y (el ge) = £ dans @
(pa) u=0, sur &
u(x,0) =wuo(z), v €.

Ou f, ug(z) et uy(z) sont données et ¢ € [0, 7).

Dans ce travail on suira le plan suivant :

Chapitre 1 :

Dans ce chapitre, on introduit les espaces fonctionnelles, les résultats d’injections
topologiques ainsi que compactes entre ces espaces et les théoréemes de base des techniques

de la méthode de régularisation elliptique.

Chapitre 2 :

Dans ce chapitre, on traite comme dans [5], 'existence, 'unicité et la régularité de la

solution du probléme (o p > 0)

8y — Au+|ul’u = f, dans Q x 0,77,
(p1) u=0, sur I x 0, T
0 (,0) = o (2), % (2,0) = (1), 7 €.

Comme cas particulier du probléme (p;), on considére le cas ot p = 2 (soit le probléme
(p2) ot F(u) = u?).

Chapitre 3 :

Dans ce chapitre, par les mémes techniques on étudie le probléme (p3), c’est-a-dire
le cas ou F (u) = a(z,t)u?. Lexistence globale et la régularité des solutions dépendent

du coefficient a (z,t). On donnera a la fin de ce chapitre, des remarques sur le probléme

(p0> .



Chapitre 4 :

Dans ce dernier chapitre, on étudie par les techniques de régularisation elliptique, le
probléme (py).

On transforme le probléme en une suite de problémes elliptiques approchés (dépen-
dant de €). Pour conclure, on cherche des estimations de la solution approchée ainsi que

pour sa dérivée, et on passera a la limite.



Chapitre 1
Rappels d’analyse fonctionnelle

On rappellera ci-dessous les principaux résultats d’analyse fonctionnelle, dont nous

aurons besoin dans toute la suite.

1.1 Topologie faible

Définition 1.1.1 On note E un espace normé, E' son dual topologique. On appelle
topologie faible sur E et que l'on note o (E, E'), la topologie la moins fine rendant con-

tinues toutes les formes linéaires f € F'.

Définition 1.1.2 Siz,, — x danso (E, E'), on notera x,, — x et on dira que x,, converge

faiblement vers x dans E.

Proposition 1.1.3 Soit E un espace de banach et (x,) une suite d’éléments de E ; alors :
o=z f(2) = f (), ¥f € E.

Soit F un espace de Banach, E’ son dual, E” son bidual topologique muni de la

norme :

€1l g = sup € (f)].
feE!

Ir<t

On a une injection canonique J : £ — E”. En effet tout élément x € E définit un
élément J, € E” par :

Jo (f) = [ (z)

J, est bien une forme linéaire continue sur £’ puisque :



[ Je (N = 1F @) < Nlzllg [1f1] g

En fait || J;|| zv = ||z|| 5 car :

[ Joll g = sup | (f)| = sup | (z)] = ||z||5-
fer’ fer’
IflI<1 [IfII<1

Corollaire 1.1.4 Soit E un espace de Banach séparable et soit { f,,} une suite bornée dans

E'. Alors, il existe une sous-suite extraite {f,, } qui converge pour la topologie o (E', F) .
C’est a dire :
(fn @) = {f,2), Vo€ E

Définition 1.1.5 L’espace E est dit réflexif, si J(E) = E".

Théoréme 1.1.6 Soit E' un espace de Banach réflexif; alors toute suite bornée dans E

admet au moins une sous-suite faiblement convergente.

Définition 1.1.7 Un espace métrique séparable est un espace métrique qui contient un
sous emsenble dense et dénombrable.
1.2 Espaces de Sobolev

Soit (X, ||.|[y) un espace de Banach, 1 < p < oo et T > 0. On définit I'espace
LP (0,7, X) comme suit :

T
LP(0,7,X) =< f:]0,T] — X, telle que f mesurable et /||f O)|% dt < o0 g,
0

cet espace est munit de la norme :

T
1l o) = / oxan
0

et pour p = 0o, on pose :

11| oo 0.0, x) = sup ess |[f ()]l x -
t€]0,T'[

)



propriétés

(1) Pour 1 < p < oo, LP (0,7, X) est un espace de Banach et on particulier,
L?(0,T, X) est un espace de Hilbert, lorsque X est un espace de Hilbert.

(i7) Pour 1 < p < oo et si X est réflexif, alors LP (0,7, X) est un espace réflexif.
(173) Pour 1 < p < oo et si X séparable, alors L? (0,7, X) est aussi séparable.

Espaces de Sobolev d’ordre entier

Définition 1.2.1 Soit p un réel, 1 < p < oo, Q un ouvert de R™ et m un entier naturel.

On appelle espace de Sobolev d’ordre m et on note H™ (Q) . L’ensemble :
H™(Q) = { umesurable, tel que D*u € L* (), YVa € N, |a| <m},

ol

dlely _ L
D% = ER T désigne la dérivé d’ordre o au sens des distributions avec
1 n

o= (051,062,...,&”) € Nn’ ‘05| =1 t+ay+ -+ Q.

Quelques propriétés des espaces H™ ({2)

(¢) On munit 'espace H™ (§2) du produit scalaire :

(U, ) gm0y = Z (D%, D) 12y, Yu,v € H™(€2).

|a|<m

La norme associé étant donné par :

>
lull gy = | D 1D ullfagy | > Vue H™(Q),
laj<m

de plus, il est bien connu que cet espace est un espace de Hilbert.

(i) Pour m = 0 on a H°(Q2) = L?(Q) et pour tout m; > my, on a : H™ (Q) C
H™ (Q)

avec injection continue.

(i43) Pour tout m >0, H™ (§2) est un espace séparable.

(iv) Pour tout m > 0, nous désignons par H}" (2) la fermeture de D (§2) dans H™ (£2) :

H"(Q) =D (Q) dans H™ (Q2)



et par H~™ (Q) le dual topologique de HJ" (2).
(v) Gréace aux applications traces, que nous allons voir aprés, les espaces H{" ()

peuvent étre définis comme suit :

y]
H" () = {u e H™(Q) telle que : % =0, Vj=0,....m— 1.},

ol : a% est la dérivée normale de v suivant la normale extérieur a I' = 0f2 :

Lemme 1.2.2 5%

fer©riX) a ey q<p<o),

alors f est, aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de J0,T[ con-
tinue de [0,T] — X.

Lemme 1.2.3 L’espace Hj (Q) N LP () ot p = p + 2 est séparable.(i.e : il existe un
ensemble dénombrable dense).

Espaces de Sobolev d’ordre non entier

Définition 1.2.4 Soit s un réel, 0 < s < 1 et 2 un ouvert de R™, on désigne par H® ()
l’espace :

H(Q)={ueL* ,telque/ [u (& dxdy<oo ,

n—|—2$

munt de la norme :

N[

| (
) = wmm+/ 0L oty

Si s désigne un réel positif de partie entiére [s| = m, Uespase H® () peut étre défini de
la maniére suivante :

H*(Q)={ue H"(Q), Va eN", |a| =m, D*ue H ™ (Q)},



l'orsque 2 = R™, nous pouvons définir l’espace de Sobolev H* (R™) au moyen de la trans-

formée de Fourier. En effet, siv € L*> (R"™), sa transformée de fourier est donnée par :

0O = o [ ep(iag) vy <R

Rn
et nous avons :

H () = {ue 2R, tel que (1+¢%) " v (¢) € 12 R},

muni de la norme :
s/2 "

[l = || (1 + 1€1) 0 €)]

£2(Q)’

qui est équivalente a la norme de H®* (R™), (voir P. A. Raviart et J. M. Thomas [12] page
28-33).

1.3 Reésultats de compacité et application trace

Théoréme 1.3.1 Soit 2 un ouvert borné de R™ de frontiére I' assez régquliére; alors
["injection :
Id: H' (Q) — L*(Q),

est compact, et on dit que H* (Q) s’injecte de fagon compacte dans L* ().
Preuve. Voir H. Brezis [1], (Théoréme IX.16, page 169) m

Lemme 1.3.2 (de Gronwall) : Soit T un réel positif, C une constante positive, f et g

deux fonctions vérifiant :

f e L>(0,T), f(t)>0pnpt,
L'(0,T), g(t) >0 p.p.t, et

t

f) < /g<s>f<s>ds+cp.p.t.

0

Alors f vérifie :

t

Ft) < Cexp /g(s)ds

0

Théoréme 1.3.3 Soit F' un espace de Banach réflexif strictement convexe ainsi que son
dual. Soit J Uapplication de dualité de F' — F' relative a ®. Pour f donné dans F’, il

9



existe u unique dans F' tel que

J(u) = f.

Théoréme 1.3.4 Soit s un réel quelconque et Q0 un ouvert borné de R™ de frontiére
[ assez réguliére; alors nous avons le résultat suivant Ne > 0, lUinjection: H® () —
H*=(Q) est compacte.

Preuve. Voir J. L. lions-Magenes [6]. ®

Dans la suite on se donne trois espaces de Banach : By, B et By, tels que :
1) By C B C B; avec injections continues,

2) Les B;, i = 0, 1, sont réflexifs.

Alors nous avons le résultat suivant :

Lemme 1.3.5 L’espace des fonctions :

(1.1) W= {U € L™ (0,T, By), tel que v' = % e L™ (0,7, Bl)} ,

munt de la norme :
vl = HUHLpo(o,T,BO) + HU/HLM(O,T,Bl) ’

ouT est fini et 1 <p; < o0, 1=0,1, est un espace de Banach réflexif.

Preuve. Ce lemme est classique, pour sa démonstration nous renvoyons le lecteur au
livre de lions- Magenes [6]. m

Lemme 1.3.6 Si, en plus des hypothéses du lemme 1.3.5 nous supposons que l'injection
By — By est compacte, alors pour tout n > 0, il existe une constante C,, > 0 dépendant

seulement de n, telle que :
(1.2) Vv e By, |vllz <nllvllg, +Cyllvllg, -
Comme conséquence, il existe une constante D, telle que :

(1.3) Vv € By, ||UHLpo(0,T,B) <7 ”UHLPo(o,T,BO) + Dy HUHLPO(O,T,Bl)

Preuve. Nous faisons la démonstration par ’absurde. Alors nous pouvons construire

une sous suite (v,,) € By, telle que ||v, ||z — oo, avec :

(1.4) lonllg > nllonll g, + 7 llvall 5, -

10



posons:
Un

[vnll 5,

on adonc : ||w,||g > n+n|w,|p, , et comme I'injection By — B est continues, on écrit :

Wy, =

lwallp < €l = € < o,

Donc (1.4) entraine :
(1.5)  [lwnllp, — 0

mais ||wy||p, = 1 et comme l'injection : By — B; et compacte, on peut extraire de (w,)
une sous suite (w,) fortement convergente dans B et nécessairement d’aprés (1.5) tendant
vers 0 dans By, car I'injection de B dans B, est continue. Donc ||w, || ; — 0 ce qui contredit
(1.4), d’ott nous avons bien montré (1.2). =

On a alors le résultat :

Théoréme 1.3.7 Sous les hypothéses du lemme 1.53.6 et si 1 < pg, p1 < 00, alors l'injec-
tion de W dans L (0,T, B) est compacte.

Preuve. Soit (v,), une suite bornée dans W' :

Nous voulons montrer que (v,), posséde une sous-suite qui converge fortement dans
Lr (0,7, B). Comme W est réflexif (d’aprés lemme 1.3.5), il existe une sous-suite (v,),

qui converge faiblement dans W. Sans perdre de généralité, nous supposons que :
v, — 0 dans W faiblement.

D’autre part, le lemme 1.3.6, pour tout n > 0, il existe D, > 0, telle que :

N

an”LPO(O,T,B) > 7N HUnHLpo(o,T,BO) + Dy [[onl 1 (0,7,By) *
< nC + Dy [|vn|l o (0,T,B1)

Soit maintenant € > 0 donné et choisissons 7, telle que nC' < 5, alors on aura :
€
||UnHLpo(o,T,B) < 9 + dn [lvall 1o (0,7,By) >
tout revient donc & montrer que :

(1.6) v, — 0 dans LP* (0,7, B;) fortement

11



Comme W s’injecte continument dans C° ([0, 7], By) la sous suite (u,) est donc bornée

dans C°([0,T], By), ce qui permet d’écrire :
o ()], < € < o0,
de sorte que, d’aprés le théoréme de lebesgue on aura (1.6) si 'on montre que :
vy, (8) — 0 dans By fortement, Vs € [0,77],
mais comme s ne joue aucun role spécial tout revient finalement & montrer que :
(1.7) v, (0) — 0 dans B; fortement

Si 'on introduit w,, :
(1.8) wy, (t) = v, (At), A >0 fixé,

on a
vy (0) = wy (0),
(1.9) 1wl oo o1 < CLAP,

1—L
||w7/’LHLT—’1(0’T’Bl) S Cg)\ P1

SipeC ([0,T]), ¢(0)=—1,o(T)=0,0na:

T
w, (0) = / (own) dt = B, + 6,
0

ou

By =

o\ﬁ

T
ow, dt, 6, = /gp’wndt.

0
d’aprés (1.9), on en déduit :

(L.10) Jloa ()| < I18ullp, + 18ull5, < CaA" 7 + (164l 5,

1—L

Si € > 0, on choisit A de fagon que C3A™ 71 < £ et on aura (1.7) si 'on montre que :

3
(1.11) 94, — 0 dans B, fortement,

or w, — 0 dans L (0,7, By) faible (A fixé et on peut toujour le supposer < 1), donc
0, — 0 dans By faiblement. Comme l'injection By — Bj; est suppopsé compacte on en

déduit (1.7) et par conséquent le théoréme est prouvé =

12



Application trace sur H™ ()

Désignons par D (Q) l'espace des restrictions des fonctions de D (R") a Q. Nous

pouvons alors parler de la trace d’une fonction de D (ﬁ) et nous définissons ’application :

v D(ﬁ) — L*(I),
e = 7(p) =9
L’application ~ est dite application trace. Il est bien connu qu’elle est linéaire est
continue au sens de la norme de H' (Q), il est aussi connu que si § est régulier, alors
D (Q) est dense dans H' ().

Voir par exemple Raviart et Thomas [12].

Ceci nous permet d’énnoncer le résultat suivant :

Théoréme 1.3.8 On suppose que €2 est un ouvert borné de frontiére I' assez régquliére.
Alors lapplication v de :
D(Q) — L*(T),

se prolonge par continuité en une application liniéaire continue de :

H*(Q) — L*(I)

u =y (u)

Preuve. Voir lions-Magenes [6]

13



Nous aurons besion aussi dans la suite de quelques définitions et propriétés des opéra-

teurs. Soit Vun espace de Banach et V' son dual topologique.

1.4 Définitions

Définition 1.4.1 On dit que l'opérateur A, définit de V dans V', est
1) borné s’il existe C > 0 tel que :

AWy < Cllully, Yu e V;
2) coercive s’il existe o > 0 tel que :

(A(u),u) > alulty, Vue V,a>0, 1<p< oo, ou bien
(A (u),u)

— 400 si ||ullyy — +oo.
[ully

3) monotone de V dans V' s’il vérifie :
Vu,v € Vi(A(u) —A(),u—v)yy >0.
4) hemi continue de V dans V' s’il vérifie la propriété suivante :
Yu,v,w € V : la fonction A — (A (u+ \v) ,w)vl’v est continue de R dans R

5) pseudo monotone si :
a) A est borné,
b) lorsque u; — u dans V faible et limsup (A (u;),u —v) <0, alors

Jj—00

liminf (A (u;),u —v) > (A(u) ,u—v), Vv € V.

Jj—00

Remarque 1.4.2 La somme d’un opérateur pseudo-monotone A et d’un opérateur borné

hémi continue monotone M est pseudo-monotone.

Proposition 1.4.3 On a les implications :

(A borné, hémicontinue et monotone) = (A pseudo-monotone) =

14



(A ala propriété : u, — u dans 'V faible, A (u,) — 1 dans V' faible etlimsup (A (u,) ,u,) <
(0, u) = ¢ = A(u)

Les deux théorémes suivants sont la base de la méthode de régularisation elliptique.

1.5 Théorémes d’existence

Théoréme 1.5.1 Soit V un espace de Banach réflexif de morme strictement conveze,
ainsi que celle de son dual V'. Soit L un opérateur linéaire de D (L) sous espace dense
de V, a valeurs dans V', L étant maximal monotone. Soit A un opérateur de V.— V',

pseudo-monotone, coercive, donc :

(A(v),v)

(1.12) T

— 400 si ||v]] — 4o0.

Alors,
VeV’ Jue D(L) tel que Lu+ A (u) = f.

Preuve. (voir J. L. lions [5]). =

Théoréme 1.5.2 Soit V un espace de Banach réflexif de norme strictement conveze,
ainsi que celle de son dual. Soit L un opérateur linéaire de D (L), sous espace dense de
V, a valeurs dans V', L étant mazimal monotone. Soit A un opérateur de D (L) (et non

V tout entier) — V' wvérifiant les hypothéses suivantes :

st u; — u dans 'V faible,
u; € D(L), we D(L), Luj — Lu dans V' faible,
et limsup (A (u;),u; —u) <0 alors liminf (A (u;) ,u; —v) > (A(u),u—v),
j—00

J—00

il existe une fonction A — W () de A > 0 — Ry bornée sur tout compact,

et il existe un nombre 0, 0 < 0 < 1 tels que :
[A ()], < W (|lul) + 6| Lull,, Vue D(L).

On suppose que (1.12) a lieu. Alors,
VeV’ Jue D(L) solution de Lu+ A (u) = f
Preuve. (voir J. L. lions [5]). =

15



Chapitre 2

Etude d’un cas particulier de (pg)

2.1 Position du probléme

On désigne par 2 un ouvert de R, et I' sa frontiére (assez réguliére). On désigne par
@, pour T fini, Pouvert Q x |0, 7T, et par X la frontiére latérale de @, soit ¥ =T x |0, 77,

et lorsque f (u) = |u|”u; p > 0 est donné, on résout le probléme :

(2.1) Qu _ Ay + |u|’u=f, dans Q,

9t2

(p1) ¢ (2.2) u =0, sur X,
(2.3) u(z,0) =wuo(z), % (z,0) =us(z), z € Q.

2.2 Etude ’existence et 1’unicité

2.2.1 Existence

Théoréme 2.2.1 On suppose que 2 est un ouvert borné. On donne f, ug et u; avec

(2.4) fel?(Q),
(2.5) wo € Hy (Q)NLP(Q), p=p+2,
(2.6) up € L* ().
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1l existe alors une fonction u vérifiant

(2.7) we L™ (0,T;Hy () NLP(Q)),
(2.8) Qu e L= (0,T;L* (),
(2.9) 2% — Au+|uf’u= f dans Q,
(2.10) u(0) = up(z), x € Q,
(2.11) 9 (0) = ui(z), z € Q.

Preuve. Le plan de la démonstration est le suivant :

(i) Construire des solutions approchées par la méthode de Faedo-Galerkin ;
(ii) Etablire, sur ces solutions approchées, des estimations a priori;

(iii) Passer a la limite, grace a la compacité.

Etape (i), solution approchées

Pour simplifier I’écriture, on posera

, ov , 0%
vV=—, v = —.
ot ot?
D’aprés le lemme 1.2.3, on introduit une suite wy, ..., w,,, ... des fonctions ayant les

propriétés suivantes :

w; € HE (Q) N LP(Q) Vi

(2.12) vYm, wi, ..., w, sont linéairement indépendants :

les combinaisons linéaires finies des w; sont denses dans

HI(Q) N LP(Q).

Donc il existe une suite, telle que wu,, = u,, (t)

(solution approchée) sous la forme :

(2.13) (1) =) _gimwi.

On détermine les g;,,

17



Tel que a est une forme bilinéaire définit comme suit :

ou 81}
(2.15) a(u,v) /
z_; ox; 8@

[o]l = V/a (v, v).

Le systéme (2.14) est a compléter par les conditions initiales :

m

(2.16) um (0) = uom, Uom = Zaimwi = o dans Hj (Q) N LP (),
i=1

(2.17) 2y, (0) = Ui, Uiy = Zﬁimwi — wuy dans L? (Q).
i=1

Grace a la linéaire indépendance de wy, ..., wy,, donc det (w;, w;) # 0 c’est a dire que
le systéme composé de (2.14), (2.16) et (2.17) admet une solution pour tout ¢ de [0, t,,).

Etape (ii), estimations a priori

Les estimations a priori qui suivent montreront que ¢,, =T

On multiplie I’équation (2.14) d’indice j par g7, (t) on a :

(U (8) 113 (£)) + @ (i (8) i, (£)) + ([t (D]t (£) 203, () = (f (£) ui, (£)) =

1 d /

537 0 (0. ()5 0 () (D)5 O 00, () = (£ (8,3, 0) =

337 (1 (O o (1) =55 (B (017 0 (810 ) = (5 (). 0

Mais, [t (£)|° um (t) € LT (Q) et p = p + 2, alors d’aprés I'inégalité de Cauchy-

Schwartz on a :
1d ,
oy (Ium(t)|2+||um (t)ll +—— /Ium z, )" dr | < [f ()] |, (1))

Donc on intégrant entre 0, ¢ on en déduit :

1/, 1 1
5 (1 (OF + 1 O+ @Oy < 5|u1m<x>|2+—uu0m<x>u2+
1
L (0 / 1 )] (0] do
p
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D’apres (2.16), (2.17) et I'inégalité :

ab < ;a + = 62
On a . .
LS (@) |z (0)] < 5 f (0)]” + 5 lum ()]
Alors

218) 5 (1 (OF + s 01 1 2 )25 / o) oty / uf

fel?Q) = / £ (0)]? do < constant.

On déduit donc, en particulier de (2.18) que :

t

(2.19) | () gc’+/|u;n (0)]* do.

0

Et d’aprées I'inégalité de Gronwall on a :
(2.20)  |u, (t)] < constant.

Alors
(221)  |um (O + llum (2)]| (@) < constant.

o)|* do.

D’apres (2.20), (2.21) et lorsque m — oo on a, u, dans un ensemble borné de

L>(0,T; H} (Q) N LP (Q)) et u), dans un ensemble born¢ de L> (0, T; L* (£2)).

Etape (iii), passge a la limite

En étape (ii), on a u,, est borné dans L*> (0,T; H} (2) N L? (Q)) alors est borné dans

L*(0,T; Hg (). Donc il existe une sous suite de u,, u, telle que,
comme L> (0,T; Hy (Q) N L? (Q2)) {resp.de L (0,T;L? ()}
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est le dual de L' (0,T; H~' (Q) + L” (Q)){resp.de L' (0,T; L*(£2))}, donc d’apres le

corollaire 1.1.4, on a :

Vg € L (o,T;H—l (Q) + L (Q)):
T T

[w@.g@a - [wo.oma

p—00
0 0

Qui implique
(2.22) w, — u faible dans L (0,T; Hy () N LP (Q)) et dans L* (0,7} Hy (2)),

Donc

(223) EIU‘/LL — u’ daﬂs D, (07 T, H& (Q) M Lp (Q)) = U;L N u/ falb]_e danS LOO (O, T, L2 (Q))

et dans L? (0,7 L* ().
Alors en particulier u,, borné dans H! (Q), mais on sait que Iinjection suivante est

compact :
(224) H'(Q) = L*(Q).

Donc, on peut supposer que la suite u,, extraite de u,, qui vérifie (2.22) (2.23), donc

u, u' existe et dans L? (Q) alors :

u!, — v dans L*(0,T; L? () faible (p.p).

I

(2.25) { w, — u dans L? (0,7 Hy (2) N LP () fort (p.p),

Etudier la convergence de |uy,|” tup, :
|tn|” U étant dans un borné de L (0, T; L¥ (£2)), donc on pose :

(2.26) |u,|” u, — w dans L™ <O,T; L (Q)) ,
Montrant que
(2.27) w = |u|’u.

Pour cela on donne le lemme suivant :
Lemme (cf.[5]) Soit O un ouvert borné de R xRy, g, et g des fonctions de L (O),
1 < g < o0, telles que

||gu||Lq(O) <c 9u — g P.P. dans O

Alors
g, — g dans L7 faible.
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Quand pose, O = Q et g, = |u,|” u,, d’apres (2.25)

u,, — u dans L* (Q) (p.p).

Donc

9u = |uu|p Uy — lu|”u = g (p.p) dans Lr Q).

Telle que p’ = % =q (car p = p+2), et d’aprés (2.26)

|, |” u, — w dans LY (Q)
Mais la limite est unique donc
g=|ul’u=w.

On montre que cette solution vérifié I’équation des solutions approchées, donc quand

pose m = p et j fixe et qui p > j alors :

(228)  (uy (1) wy) + a (upy wy) + (lu (D)1 (8) ,wy) = (f (£) ,w))

D’apres (2.22)

a(uy, w;) = a(u,w;) dans L*(0,7).

(u,,w;) — (v,w;) dans L*(0,T) =

J73

% (u;,wj) = (uZ,wj) — (u",w;) dans D’ (0,7T),

Et d’apres (2.26), (2.27)
(| wp, w) = (Jul”u, wy) dans L= (0,T).

On déduit donc de (2.28) que
d2
o (W W) +a(u,wy) + (Jul”w, wy) = (f,wy).
D’apres la densité de la base {w;} dans lespace séparable H} () N L? (), on a :
d2
-5 (W 0) +a(w,v) + (jul” v, v) = (f,v), Yo € Hy (@) 0 L7 (Q).

Alors la solution u satisfait (2.7), (2.8) et (2.9).
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Reste & montrer que la solution u vérifié les conditions initiales (2.10), (2.11), u (0) =
ug, u' (0) = uy.
D’apres (2.22), (2.23) et le lemme 1.2.2 on a :
(2.22) w, — udans L™ (0,T; Hy () N LP (),

d
(2.23) % = u), — ' dans L™ (0,T; L* () .

Donc u,, est continue sur [0, 7] alors continue en 0 donc :
g, = u, (0) — u (0) = uy dans Hy () N LP ().
D’ou (2.10). Et encore

(u),w;) — (u",w;) dans L*®(0,T),

oo

(u,,w;) — (v,w;) dans L*(0,T).

oo

D’aprés le lemme 1.2.2

(1, (0),wj) = (v, w5) li=o= (v (0) ,wy),
et d’apres (2.17)
(), (0),wy) = (1, wy).
On a
(v (0),wy) = (w1, w;), Vj.

Alors

Dot (2.11). m

2.2.2 Unicité

Théoréme 2.2.2 On se place dans les hypothéses du théoréme 2.2.1 avec :

2
n—2

(2.29) p<

(p fini quelconque sin = 2).

Alors la solution u obtenue au théoréme 2.2.1 est unique.
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Preuve. n > 3. Comme dans J. Lions, soient u et v deux solutions, au sens du

théoréeme 2.2.1, alors w = u — v vérifie :

(2.30) w”" — Aw = |v|’v — |u|’ u,
(2.31) w(0) =0, w' (0) =0,
(2.32) we L™ (0,T; H () NLF(Q)),
(2.33) w' € L™ (0,T;L*(Q)).

Donc (2.30) implique
(2.34)  (w",v) +a(w,v) = (||’ v — |u|’u,v), Yo € H ().

Pour remplacer v par w' il faut que w’ € H} () car v € H} (©), mais on a
w’ € L? () donc il faut introduire une fonction auxiliaire : Vs € |0, 7], ¥ : |0,7[ — R

R \Il(t){ —{w(a)da, t<s

0, t>s
t

v'(t) = w(t);wl(t):/w(c)dasi‘v’tgs.

Donc

Alors (2.30) donne :
(", U (1) +a(w,¥(h) = (o"v—lul"u, V() =

—/(w’,\If’ (t))dt+/a(w,\ll(t))dt -

/i
s s ]<

[v]? v — |u|”u, ¥ (t))dt =

[v]? v — |ul|”u, ¥ (1)) dt =
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1 2 p p
L+ S G — a5 ) = [ o~ a9 )

S [ G+ 3 fur DI~ fln ()P = / (ol v — hul” 0, ¥ (£) dt =

0

S

1 1
O =5l @I = [ (ol o= fulu ¥ @) de =
0
1 1 ]
Sl + 5 lwn@IE = = [ (oo = ol w0 () de
0
On a
(ol o~ u W )] < e f sup (ul” ol") fu — o] |9 (8)] o =

¢ [ sup ([ul”, [v]") |w ()] [¥ (£)] dz.

l
[

D’apres I'inégalité de Holder on a :

0/ sup ([ul”, [0]") [w ()| [ (£)] dx = C/ sup (|ul”, [0]") Jw ()] Jwy () = ws ()] dz

Q Q

< {( / (um")i ( / <|vp>") 1 {( / oy W)Z ( / 0y (S)q);] x

1

2
2
{ [ 1w ] < el gy + 01N | 01 Ol gy + o1 ()], ] %
Q
[w (@)l 120 -

Tel que
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alors

n—2
2n
2n

< |

Mais en théoréme 2.2.2

2
p = = pn <

n—2 n—2:q
= pn <gq.
On a
235 HI(QcL@, =:-1 53
0 7q 92 7’L’ jal
Alors

/(Iu\pu—lv\”v)‘l’(t)dﬂf < c(flu @I + llv ®1°) x

Q

(o1 Ol agay + ln ()l agey ) o Oll 20

Et comme u, v € L® (0,T; Hy (Q)) (car Hy () C L1(Q)), on a :

/(|UIPU—|UIPU)‘P(t)d:v < clw (@®)] (Jwr @1 + [lws (s)11) -

Q

Donc
S

[w (s)[* + [lwn (s)]* < C/ (lw (O + s (£)]?) dt.

D’apres l'inégalité de Gronwall on a :

w (s)* + [lwy (3)* = 0=
w(s)=0 U=,
{wl(s):o ~ {u':v’.

Alors on a 'unicité. =
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2.3 Etude la régularité

Dans le cas d’existence de la solution on fait ’étudie dans un espace plus large soit

H™ (). On a le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.1 On se place dans les conditions du théoréme 2.2.1 avec en outre :

(2.36) Y e12(Q)),
(2.37) wp € HY () N H?(Q),
(2.38) u, € HE (),
(2.39)

p fini quelconque si n = 2. Il existe alors une solution et une seule du systéme (2.9),
(2.10) et (2.11) vérifiant :

(2.40) we L= (0,T; HL (Q) N H? (),
(2.41) W € L (0,T; HE (),
(2.42) u’ € L= (0,T; L2 ().

Preuve. Existence
u, solutions approchées du probléme (2.14), (2.16) et (2.17) telle que w; forme une
base de I'espace Hj (2) N H? (). (2.16) implique :

(2.43)  ugm — up dans Hy (2) N H?(Q),

(2.17) implique :
(2.44) U1y, — wydans Hy (Q),
(2.14)  (up, (1) w;) + @ (um (£) , w;) + ([um () wm (£) ,w;) = (f () ,w;), 1< j<m.

Avec

(2.15) a(u,v) Z/ggg;

Il y a deux étapes pour la démonstration de I’existence.
Etape (i)
On montre existence d’une solution avec (2.41), (2.42) et les conditions initiales.

(2.14) = (uy, (1) ,w;) = (f () + At (£) = [t ()] i (£) , w5) ,
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ent=0,ona
(tt, (0),w5) = (f (0) 4 Aty (0) = |tima (0)|” 2ty (0) , w5) =

(2.45)  (up, (0) ,wy) = (f(0) + Augy — |om|” vom, wj) 1< j < m.

Ona, % € L*(Q) et f € L?(Q) donc d’aprés le lemme 1.2.2, f (0) € L*(9).
D’apres (2.43)
| Aug,,| < constante.

Et

|[2om|” Uom borné dans L? (€2) .

On déduit donc de (2.45), en multipliant par g7, (0) et sommant en j :

(t, (0), 1y, (0)) (f (0) + Augm — [tom|” tom, v, (0)) =
[y, O < (1F (O)] + | Attgra| + [[ttonal” o) [, (0)] -

Alors
(2.46) |ul (0)| < constante.

C’est a dire u, (0) existe et est bien définit. Dérivant (2.14) en ¢, il vient :

d

" d d p —
=7 (i () wy) + —a (um (), wy) + = (|l () (8) ,wy) = = (f(E),w;) =

247) (uy) (1), w;) +a ) + (p+ 1) (fu O, (8)0) = (F (1) ).

On multiplie (2.47) par gj,, (t) et on somme en j, il vient :

(e (1, (8)) + (aty (8) s () + (p 4 1) (s ()7, (8) i, () = (F(8) il () =

1d, ., 1d

577 [t OF + 5=t O + (1) (Jum (O w, (8), i, (1)) = (F (1), (8) =

(248) 55 (It () + [l ()12) = (7 (1), (6) = 1) (e 1)y (6) 1 ().

D’apres I'inégalité de Holder on a :

(2.49) <um<t>|’3u;1<t>,u:;<t>><</ |um<t>”dx) (/ u;%<t>|qda:) x

Q
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M

"

2
/|um OF dz | < [t O[] oy i O] oy 1t O L2 -

Q
Tel que
1 1
—+-+-=-=1
n q
alors
1 _ n— 2
g  2n
B 2n
7= n—2
Donc on a
[t (O1°] ) < llum (£)]|” < constante,
et d’aprés

(2.21)  Jum ()| + |ltm ()] s ) < constante,

on sorte que

(2.50)  [(fetm (8)1" iy (£) , i, ()] < iz, ()] e, (]
et (2.48) donne

t t

(251) / 2 (I (OF + a0 < / (@)l (o) dor +
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t

1 " 2 1 / 2 1 " 2 1 / 2 1 / 2
Z Z _Z _Z < Z
= gl () 5 ek ()1 = 5 L OO = 5 Iy O < 5 [ 1 (o) +
0
t t t
1
3 [ 1@ o +5 [t @ o+ 5 [ 1 (o) dor
0 0 0

= Jup, OF + s, O < Ly, O + |1, (0)||2+/\f’(0)!2d0+
0

t

| [ (1@ + s (0)) o

0

Mais on a
Fel* @), 0 <cet |u, () <ec

Donc .
i OF + O < ¢ [ (I (@I +a, () do
0
D’aprés le lemme de Gronwall on a :

lu” (t)]> + |, )| < cexp T, pour tout t.

Donc
luy, (t)] < constante,
|lur, ()| < constante.
Alors

(2.52) u!, borné dans L> (0,T; H} (),
' u” borné dans L> (0,T; L*(2)) .

Donc il existe une sous suite de u,,, notée u,, comme dans la démonstration du théoréme

2.2.1 on en déduit que :

w, — u'dans L?(0,T; Hy (2)) fort (p.p),
w, — u"dans L? (0,T; L (Q)) faible.

Alors u vérifie (2.41) et (2.42) a savoir que :
(2.53) we L™ (0,T;H* ().
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Etape (ii), démonstration de (2.53)
On déduit de (2.9) que :

(2.54) Au=u"+ |[ul’u— f.

puisque u € L* (0,T; H} (), donc |u|” v € L (0,T; L? (), comme f € L*(0,T; L*(Q))
donc on déduit de (2.54) que :

(2.55) Aue L™ (0,T;L*(Q)).
On pose
Au = h,

tel que
(2.56) Ae £ (H& Q) ,H ! (Q)) .

Et soit GG son inverse
G:H'(Q) — H (Q).

Alors
(2.57) u(t) = Gh(t) p.p.

Car,u € L™ (0,T; H} (Q2)). D’apres les théorémes de régularité des solutions des équations

linéaires elliptiques on a :
(258) G € £(L*(Q),H* ().
Alors d’aprés (2.57) et (2.58) on a :
u(t)=Gh(t): L*(Q) — H*(Q).

Donc
u(t) € H* (),

C’est & dire
ue L= (0,T; H* (Q)).

En conclusion on a une solution u vérifiant (2.40), (2.41) et (2.42).

Unicité
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Comme dans la démonstration du théoréme 2.2.2. On arrive &

%% (|u/ ) + ||lw (t)||2> < ¢ <|||U(t)|p||Ln(Q) + |||v(t)|”||Ln(m) x

lw ()]l Loy [w" ()] 120y -
et comme
1w (O oy + v O] gy < € (car pn < gq),
) )

2 (1 P + o OF) < el ()] (1)

d’ou 'unicité suit. =

2.4 Application a d’autre cas

2.4.1 Position du probléme

On étudie un cas particulier de (p;), soit p = 2, sous des hypotheses différentes sur
f. Le probléme (ps) est le suivant :

(2.2.1) % — Au+u? = f, dans Q,

(p2) {4 (2.2.2) u=0, sur X,
(2.2.3) u(z,0) =ug (), & (2,0) =u (x), € Q.

>0t

En choisissant convenablement les donnés, nous allons étudier, par les mémes tech-
niques,
- 'existence de la solution pour n quelconque,

- P'unicité et la régularité pour n = 3.

2.4.2 Etude l'existence et 1’unicité
Existence

Théoréme 2.4.1 Soient f, ug et u; avec :

(2.24) fe L'(0,T;L2(Q)),
(2.2.5) up € HF () NLH(Q),
(2.2.6) up € L*(9).
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Alors, il existe une solution u vérifiant :

(2.2.7) we€ L>®(0,T; H} () N LY (),
2.8) Qu e L= (0,T; L*(Q)).

Preuve. On suivra le méme plan que celui du théoréeme 2.2.1.
Etape (i), solutions approchées

Pour simplifier I’écriture, on posera :

! @ //_@
o U T o

D’apres le lemme 1.2.3 on introduit une base vérifiant les propriétés (2.12). Donc il existe

une suite telle que u,, = u, (t) sous forme :

un (1) = Zgi (1) wi,

telle que
(2.2.9) (uh — Au, +u) — fw;) =0, 1<i<n.

Ce systeéme est a compléter par les conditions initiales :
(2.2.10) w, (0) = ug, — uo dans Hy (Q) N L*(Q),

(2.2.11) wy, — udans L? ().

Comme {w;},.  est une base, alors (w;,w;) # 0 c’est a dire que le systéme (2.2.9) , (2.2.10)
et (2.2.11) admet une solution w,, locale sur I'intervalle [0, ¢,].

Etape (ii), estimations a priori

Les estimations a priori montreront que t,, = 7. On multiplie I’équation (2.2.9) a

l'indice i par ¢, () on aura :

(UZ—Aun—i—Ui—f,wi
(up — Au, +ul — fu

)
) = 0=
)
)

(s ) + (= Dun, uy) + (up,uy) = (fruy) = 0=
1d 1d 1
§a(u;~mu;)+§a(_Aun;un)+Z(uiaun)_(fau;, = 0=
1d 9 1
537 |10 Tl + 5 [l de | = (Fi) = o

Q
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ENE

_1d
3 ./ _ _ 4
Q

1 d
= Adt |Un|L4(Q)

et
(frun) <1 D2 [Unl 20
d (1 /
(2.2.12) s \3 |+ ||un||Hl(Q)Jr |Un|L4(Q) < |f Ol 2@ [l r2@
On pose
1 1
p(t) = |+ ||UHHH1 @ T —Iunli4 =
d
@ww= ) < F @IV < V2IF @1 Ve

wwfggﬁw:(¢@)9§uw

t \/§ t
5 1 )lds =

0 0

—
N
AN
©
~—
Q.
V2
VAN

t
1
2213) Vo < Vo +5 [ If )l
0
Mais, f € L' (0,T; L*(Q2)) et d’aprés les conditions (2.2.10), (2.2.11). On déduit en
particulier de (2.2.13) que :

(2.2.14) |u,, (t)| < constant.

Alors
(2.2.15)  [Jun (O] + [un ()] 14(q) < constant.

D’apres (2.2.14), (2.2.15) et lorsque n — oo on a {u,} dans un ensemble borné de
L>(0,T; Hy (Q) N L* (Q)) et {u,} dans un ensemble borné de L (0,T; L? (9)).
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Etape (iii), passage a limite
Comme Hg (Q) N L (Q) est réflexive, donc on peut extraie une sous suite {u,,} qui
converge faiblement dans L (0,T; H} (2) N L* (Q)) vers u, et donc :

diy, R du . . o —
o T faible dans L (O,T,L (),
et aussi
Uy, — u faible dans L (0,7 Hy () N L*(Q)) .
Donc 5 9
ﬂ N _u 1 S .72
P e faible dans L (0,7 L* (),
car 5
e Hy (QNLY(Q) — L* ().
x

On applique le théoréme d’injection compacte de H} () N L*(Q) — L?(Q), car
est born¢, (V — Hj (Q) — L*(Q)), donc, {u,} borné¢ dans L (0,T; H} (Q) N L*(Q))
et L7 (0,T; Hy () NL* () pour 1 < p < oo (pour LP est réflexif) et aussi {L=} est
borné dans L (0, T L? (2)) et LP (0, T; L* () pour 1 < p < oo, donc {u,,} est dans un
ensemble compacte dans LP (0,7T; L? () pour 1 < p < oo, donc :

Uy, — u fort dans L? (0,T; L% (), (T < o).

Alors

d*u,, 3 .
proR Ay, +u,, — fyw; | =0, pour i =1,2,....m.

D’apres les convergences au-dessus on étudie u2,. On a

U, — u fort dans L (O,T; L? (Q)) , et
Uy — wu faible dans L7 (0,75 L* (), (Hy () NL*(Q) C L* ().

D’aprés l'inégalité de Holder :
U, — u fort dans LP (0,75 L7 (2)) pour 2 < g < 4,

car
_ 1 1—-106
o =l < i = w2 o =l tel que — = ==+

)

Quand, g >3 et p>3ona:

u?, — u® fort dans L5 (O,T; L3 (Q)) :

m
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Pour la limite on a :

au sens de distribution
(—Aup,, w;) = (—Au, w;) faible dans L* (0,7")

et
(ul,,w;) = (v, w;) fort dans L (0,T).

2
(M—Au—kug—f,wi) =

Alors

dt?
C’est a dire u est une solution de (p2). =
Unicité

Théoréme 2.4.2 On se place dans les hypothéses du théoréme 2.4.1 avec, n = 3. Alors,

la solution u obtenue au théoréme 2.4.1 est unique.

Preuve. On suppose que u et v sont deux solutions du probléme, en posant w = u—wv

ona:
d* (u —v)
— —Alu—v)+ (¥ =0*) = 0=
2
%—Aw—i—(quLuv—i—vg)(u—v) = 0=
2
%—Aw—i—a(u—v) = 0.
Ot on a posé
ut — 0 2 2
a= =u"+uv+v.
U—v

Pour n = 3, de I'inégalité de Sobolev implique :
H) (Q) C L°(Q).
Alors

u, v € L™(0,T;Hy (QNL*(Q)), ac L=(0,T;L*(Q)),
w € L*(0,T;Hy(Q)) et w' € L= (0,T;L* ().
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On multiple ’équation par w’

on aura :

(w//7 wz) + (_Aw, U}Z) = — (aw7 wz) =
(w//,’w/) + (_Aw, 'LU/) = — (aw7w/) =
1d 1d
5%( /’w,)+§% (Vw,Vw) = —(aw,w') =
1d 9 9
2dt ('w/’ * Hwnﬂé(m < aw] gy 0] 2y -
On a
a€ L*(Q) etwe Hy (Q) C L°(Q)
Donc :
aw € L? (Q),
car
1 . I
3 6 2
alors L4
2
2dt (|w'| + HwHi’é(Q)) < ||a||L3(Q) ||w||L6(Q) |w/|L2(Q).

D’aprés l'inégalité

et H} (Q) C LS (Q),on a

2
(1! + Il

N —
SRS AESY

t

2 2
= (1w + llwl

1 1
b< =a®+ =b*
a_2a—|—2,

||UHL6(Q) <c HUHH&(Q)'

L2 1 2
@) < el (500w + 5ol ) =
2 2
@) <l (10 + ol ).

En integrant sur (0,¢) on trouve :

t
2 2
P+ oy << [ lal,
0

2 2 2 2
o (0 + 0l ) (0 + Tl

Les conditions initiales implique :

2 2
(‘w,|L2(Q) + Hw”Hg(Q)) |t=0= 0.
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L’inégalité de Gronwall

t
2 2 2 2
W+ flye < f llall (1P + o) ds =

w =
[w'* + Jwl* = 0=>{

Qui donne I'unicité. m

2.4.3 Etude la régularité

Théoréme 2.4.3 On se place dans les hypothéses du théoréme 2.4.1 avec en outre :

(2.2.16) 4L e L'(0,T;L* (),
(2.2.17) wp € HI (Q) NH2(Q),
(2.2.18) uy, € H (),
(2.2.19) n=3.

Il existe alors une solution et une seule du systéme (2.2.1), (2.2.2) et (2.2.3) vérifiant :

(2.2.20) we L™ (0,T; H} () N H?(Q)),
(2.2.21) u' € L= (0,T; Hy (),
(2.2.22) u” € L (0,T; L*(Q)).

Preuve. On utilise la méthode de Galerkin avec les fonctions propres w; € Hj () N

H? (9), pour obtenir des estimations. On prend w; = g (si ug # 0) et on pose :
up, (0) = uo,

et
duy,
—=(0) = v/, (0) — u; dans Hj (), % = v,
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Donc

jt ( — Au, + u — = 0=
a2 [ du, du, d df
—_— _ —_— A —_— pu—
(dﬂ(dt) (dt>+dt ) 0=
d? du,,
<ﬁ — Awv, + 3u? ( > 1, wz) = 0=
( — Av,, + 3u? So — f, wz = 0.

{u,} borné dans Hy (Q).

(o) = (£ o)

= (f(0)+ Aug — uo,wl).

Donc, £ (0) = % (0), c’est la projection de (f (0) + Aug — ug) sur (wy,...,w,). On a
f(0)eL*(Q), Aug € L*(Q), ug € L* () et L? (Q) C L* ().
Donc
f(0) + Aug —ujy € L* ().
C’est a dire que u! (0) existe et est bien définit. On a
(vg — Av, + 3utv, — f’,wi) = 0=
(v — Av, + 3uiv, — fo0)) = 0=

1d 2 2
(Ion + ol ) + 3 (udonvt) = (F0)).

2dt

D’apres I'i négalité de Holder on a :

d (1 / / 3
(1 + 3ty ) < 1@l +3 | [ @2

Q Q
< 1 O]+ 32 ol sy ol ooy

ol
o=
ol

(remarquant que 3 4+ ¢ + £ = 1). Mais on a

Hy (Q) € L°(92) = 3c > 0 : Jull yo(q) < ¢ lull gy o)

38



Donc

d 2
7 (G + 5 Il ) <17 @11l + elagy ol Tl

Car

ey = 2= o
Q

||unH |un|\L6 < constant.

Donc d’apres I'inégalité
1 1
ab S 5@2 + 5172
d 1 712 1 2 / / 1 712 1 2
7 (Gl + 3 Il ) <17 @11+ e (G0l + 5 ol?)

On pose
1
P (1) =5 o l"+ 5 anHHl Q)

\/ng/so—(t)-

on a

Alors

¢ () < V2IF ()] Ve ) +epl(t
\/§\f'(t)!\/<ﬂ(lﬁ):>

901 (t) — P (t) g |f/ (t)| -

ﬁ\
=
|
-
€ 6
= =
IAN I

IN

©
=
IA

Lo
ﬁlf @) =

(Ve®) < Z=Ir0l+5v/e0 =

75 [ 11 Elds+ Vo + 5 Ve

©
=
IN

Mais on a f" € L' (0,T; L*(Q)) et en utilisant les conditions initiales on trouve :

Ve <e+ s [Volds
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I'inégalité de Gronwall implique :
¢ (t) < cexpcT, pour tout t.

Alors

|uy| < constant, ||v,|| < constant.

Alors {v/,} demeure dans un borné¢ de L> (0,7; L*(Q)) et {v,} est dans un borné de
L>(0,T; Hy (Q)), mais {v, = %} cest a dire {u,},{u}}, sont dans L> (0,T’; H} (Q))
et {u/} dans L> (0,T; L*(Q)). Quand n — oo on a :

u, u' € L®(0,T; Hy () et v’ € L™ (0,T;L*(Q)).

Alors
ue L™ (0,T; H* (Q)).

En conclusion on a une solution u vérifiant (2.2.20), (2.2.21) et (2.2.22). =
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Chapitre 3

Etude du probléme (p3)

3.1 Position du probléme

Avec les mémes notations que celles du chapitre 2, on pose F (u) = a(t,x)u? ou a
est borné, on obtient le probléme (p3) . Dans ce chapitre nous allons étudier I'existence et

I'unicité de la solution du probléme :

(3.1) 94— Au+a(t,z)u? = f, dansQ,

(ps) 4 (3.2) u=0, sur ¥
(3.3) u(x,0) =uo (), % (z,0) =uy (z), sur

3.1.1 Etude l'existence et 1’unicité
Existence

On a le théoréme suivant

Théoréme 3.1.1 Soient n < 6, |a(t,z)] < M, Vo € Q C R"et t € [0,T]; on se donne
ug, uy et [ telles que : ug € Hy (Q),u; € L2(Q) et f € L' (0,T;L*(Q)), et

b 1

1, 1. 5 1 1 12

o= | 3lul+ 3 lal? +3 fa@) uds +E/|f(s)|ds<(6—cg> |
Q 0

Alors il existe une solution u du probléme (ps3) satisfaisant a :

u € L*(0,T;Hg (),
u € L*®(0,T;L%(Q)).
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Preuve. Solutions approchées
On utilise la méthode de Faedo-Galerkin, soit {w;} une base de H] (€2) au sens de

(2.12). On cherche une solution sous la forme :

tel que
(W () ,w;) + a(up (8) ,w;) + (a(t,z)ud () ,w) = (f(t),w;) 1<i<mn,
(34) Unp, (0) = Ugp € [wla wn] ;
ul, (0) = uyy, € [wy, ....wp)

ou

- ou Ov

a(u,v) /8% axldx
=1 Q

1) Existence local

n < 4 et la définition de la base {w;} implique qu’il existe une suite {u,} tel que
Up, = Uy (t) sur Vintervalle [0,¢,,) ou ¢, < T.Alors il existe un Tp :0 < Ty < T et il existe
une solution u € L™ (0, Ty; Hy (Q)) avec u' € L>® (0,Tp; L? (©2)) . On dira qu’il existe une
solution locale, dont la démonstration est bien connue dans [10].

2) Existence global

On suppose maintenant que a (¢, x) est indépendant du temps ¢, et est |a (z)| < 1, on

suppose en plus que n < 6 et ug est dans I’ensemble :

1
v={ueH3<Q>; uu||<c—}.
0

et
3 3
|ulr30) < collullg o

En effet, pour démonter cela on établit des
Estimations a priori

On multiplie 'équation (3.4) d’un indice ¢ par g, (t) on a :

(1) (0)) o (0) 1, (0) () 1) 0 () = (7 (1) () =
37 (0 (00,16, () 5 1 (00 (00) 4 [ 02 (0) i, (01 = (7 ()., (1) =
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2y OF + 3 ()] + %/a (2)u (£) dr| = (f (1) 1, (1))

Q

On cherche u,, € V, pour cela on utilise le graphe de la fonction :

2 o
35) y=—o 9
(35) y=5 -3
Pourxzﬁ,ave00§5<%,ona:
2 3
9 6_ _ COB
On démontre, comme dans [10], que
1
’u;’L (t)’2 < 5 o Sur [Oatn[
3¢k
et 5
1 2 Collun (B)] 2
N, (0|7 — 2220 <
L oy - O

Alors ||uy,|| vérifie 'équation (3.5), c’est a dire :

1
lunl] < B < — sur [0,t,].
Co

Ces estimations sont indépendant de n et t,, alors ¢, = T, et par suite u,, € V et {u,},
{u/,} sont dans des ensembles bornées dans L> (0,T; H} (©2)) et dans L> (0,T; L*(2))

respectivement.

Passage a la limite

D’apres les estimations a priori précédentes, {u,} est borné dans L> (0,T; H} (Q2)),
donc dans L% (0,T; H} (€2)) . De méme {u,} est borné dans L> (0,T’; L? (Q2)), donc dans
L*(0,T; L* (). Hy (Q) étant réflexif, donc d’apres le corollaire 1.1.4 il existe une sous

suite de u,,, soit u, telle que :
(3.6) w, — udans L™ (0,T; Hy (Q)) et dans L* (0,T; Hy () .
Donc au sens de distribution on a :

(3.7) w), = dans L™ (0,75 L* () et dans L? (0,T; L* (Q)) .

Et en particulier u,, est borné dans H' (Q)) mais I'injection, H' (Q) < L? (Q) est compact,

donc la suite u,, vérifie (3.6) et (3.7), par conséquent u et u’ existent et sont dans L? (Q)
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et alors
(3.8) w, — u dans L* (0,T; H (Q)) fort

(3.9) wj, —u' dans L? (0,T;L*(Q)) faible.
u, étant borné dans L* (0,T; H} (), alors u? borné dans L> (0,7; H~'(Q)) et dans
L>(0,T;L*(Q)), donc on trouve :
(3.10) ..uZ, = u® dans L™ (0,T; L* () .
Lorsque n = u, pour i fixé tel que > ¢, on a :
(U/Z, wz) +a (u,ua wz) =+ (a’ <$) ui? wl) = (fv wz) :

D’apres (3.8), (3.9) et (3.10) on trouve :
d2
ﬁ (U, wz) +a (U, wl) + (CL (I) UZ, wl) = (fa wl) :
Et d’apres la densité de la base {w;} dans P'espace séparable Hj () on a :
d2
o (u,v) + a(u,v) + (a(z)u*,v) = (f,v), Vv € Hy (D).

Alors la solution u vérifie ’équation (3.1) et le lemme 1.2.2 implique que la solution u
vérifie les conditions initiales ug, u;. m
Unicité

Théoréme 3.1.2 On se place dans les hypothéses du théoreme 3.1.1 avec n < 4. Alors,

la solution u obtenue au théoréme 3.1.1 est une unique.

Preuve. On suppose que u et v sont deux solutions, soit w = u — v donc :

Ly Au+a(x)u? = f,dans Q
%—Av+a(x)v2:f,dansQ

Alors 2 )
T—A(u—v)—ka(w) (u2—v2) =0=
d*w
W—Aw=—a(w)(u+v)(u—0):>
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%—Aw=—a(m)(u+v)w,

w (0) =0,
2 (0) = 0.

On multipliant 1’équation par ¢}, on a :
(W w;) + a(w,w;) = — (a(x) (u+v)w,w;) =
Jw) 4 a(w,w') = —(a(z) (u+v)w,w') =

1d 2
s (107 + lll) < e (lull + 1ol ] [w].

Et comme u, v dans L (0,T; H} (Q)) alors :

d 2 2
= (10 + o) < el ]

D’apres 'inégalité de Holder et I'intégration sur (0,¢) on trouve :

t

Wl < 5 [ (o)1 + ' () ds.

0

Et par conséquent le lemme de Gronwall nous donne :

w(t) =0,
= 0.

112 2
w” + ||lw||"=0=
'+ ] {w@)

u=w,
u =

Alors

3.1.2 Etude la régularité

Théoréme 3.1.3 On se place dans les hypothéses du théoréme 3.1.1 avec :

n < 4,

e L'0,T;L% (),
u € VNH?(Q),

u; € H(9Q).
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Il exziste une unique solution w du probléme (ps) vérifiant :

(3.11) we L (0,T; HL (Q) N H2(Q)),
(3.12) u' € L (0, T; H (Q)),
(3.13) u' € L% (0,T; L2 ().

Preuve. u,, solutions approchées de systeme (3.4) telle que {w;} est la base de I’espace
H (Q)NH?*(Q). On a

(3.14) ug, — up dans Hy (Q) N H*(Q),

(3.15) wy, — uy dans Hy (),

et
(3.16)  (up (), w;) + a(uy () ,w;) + (a (@)l (), w;) = (f () ,w;) 1 <i<n.

Avec

Ju 81}
(u,v)
Z / ox; ﬁxz
On montre P'existence d’une solution vérifiant (3.12), (3.13) et les conditions initiales. Il
y a deux étapes pour la démonstration.

Etape(i)
L’équation (3.16) donne

(W (8) ) = (F (8) + Bt (1) — ) (6,0
Ent=0o0na
(ur, (0),wi) = (f (0) + Auy (0) = a(z) up, (0) ,wi) =
(3.17)  (up (0),w;) = (f (0) + Augy, — a (2) ugy, w;) 1 <i<n

Comme
freLlr(0,T;L7(Q)) et fe L'(0,T;L*(Q)),

alors le lemme 1.2.2 implique que

f(0)e L*(9).
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D’apres (3.14), on a

|Aug,| < constante et

}ugn ‘ < constante.

On en déduit donc de (3.17), en multipliant par g7, (0) et sommant en i, que :

(un (0), 1, (0) = (£ (0) + Augn — a (x) ug,, uy (0)) =
i OF < (1F (0)] + [Augn| + [a (@) ug,|) [ur, (0)].

Et par conséquent
(3.18) |uy (0)| < constante.

C’est a dire que u! (0) existe et est bien définit.

Dérivons (3.16) en t, et multiplie par g/ (¢) et somme en 4, il vient :

(uif’) (t) ,wz‘> +a(uy, (), w) +2(a (@) u, () u, (¢),wi) = (f' (), w;) =
(" (6 () .y 1) 0 (6)) + 2 (@ () (), (6) 0 () = (770 (0) =
%% (1 @) + I (8] ) = =2 (a (&) o (8) e (1) 1 (1)) + (F (8) s ()
D’apres I'inégalité de Holder et,

la(z)| <1, u, € Hy ().

(Gl + 31 @) < 1 @l @0+ ¢ (51 OF + 3 1)

1

o (0) = 5l (O + 5 s )1

V2y/lug (O < V20 ().
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Alors

Do) = &0 <VRIF OIVED +co(0)
§t)—cp(t) < \/§|f’(t)|\/m:>§w

¢ (1)
< Lipa)- (f'f?t)> NED
< S0l (VD) - 5vel s 10l
:/WW)'“;ZWCZS < j§:/f’<s>ds:,
| ds.

f0 < Vel +g [VeBis+ = 1

Mais on a
e L' (0,T; L ().

En intégrant de 0 & t et en utilisant les conditions initiales on trouve :

V() < c—l—%/\/go(s)ds.

L’inégalité de Gronwall implique :
¢ (t) < cexpcT, pour tout t.

Alors
|u;'| < constante et ||u;,|| < constante
Donc, u!, est bornée dans L (0,T; H} (Q2)) et u!) est borné dans L> (0,T; L? (Q)) ,et par
suite il existe une sous suite de u,; u, telle que :
u, — u dans L™ (0,T; H; (Q)) fort,
w, — u"dans L™ (0,T;L*(2)) faible.

Alors u vérifie (3.12) et (3.13).
Etape(ii)
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Reste a démontrer que
(3.19) we L®(0,T;H*(Q)) .
On déduit de (3.1) que :

(3.20) Au=1u"+a(z)u® - f.

Et
ue L™ (0,T; Hy ().
Donc
a(z)u? € L (0,T;L* (Q)), car |a(z)| < 1.
Et on a

feL'(0,T;L% ().
Donc on déduit de (3.20) que :
Au e L™ (0,T; L*(Q)) .

On pose
Au=h, tel que A € £ (Hy (), H " ().

Et soit GG son inverse
G:H! Q) — H& (Q),

alors
(3.21) u(t) =Gh(t) p.p.

car
ue L™ (0,T; Hy ().

D’apres les théorémes de régularité des solutions des équations linéaires elliptiques on a :
(322) Ge £(L*(Q),H* ().

Alors d’aprés (3.21) et (3.22) on a :
u(t) =Gh(t): L*(Q) — H*(Q).

Donc
u(t) € H* (),
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alors
ue L™ (0,T; H* (Q)) .

En conclusion, on a une solution u vérifiant (3.11), (3.12) et (3.13).
Remarque : Pour avoir 'unicité de la solution on doit imposer la condition n < 4.

La démonstration est la méme que celle du théoréme 3.1.2. m

3.2 Quelques remarques sur le probléme (p)

On considére le probleme (py) :

g4 — Au+F (u) =0, dans Q,
(po) u=0, sur X
W (2,0) = w0 (), & (2,0) = (v), v €0,

D’aprés 1’étude des problémes (p;), (p2) et (ps), on peut donner une définition de
I’énergie.

Comme dans [10], on multiple I'équation par 4* et on integre (avec F'(u) = 0) :

0%u ou " 9%udu
PR TA / D sl = 0=

Rn Rre =1

1d ou 82u8u

2 di (a) do *Z/ oot = 0
R”l

On intégre par partie :

1d ou 0%*u
2dt ( ) Z/@xz(?xzat v =0=
R"l

o] (o) o s[5 (e o
of |GG -
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Ot u est réguliere. L’intégrale est constant en temps et représente 1’énergie totale. Le
premier terme désigne 1’énergie cinétique et le deuxiéme terme est I’énergie potentielle.
Dans ce cas on cherche deux points pour le terme non-linéaire f (u), dans (pp) :

-On cherche la forme de F pour I’énergie.

-On calcule le nombre des invariants de I’équation du probléme (py).

Le premier point : On donne des estimations spéciales sur ’équation d’onde du prob-

léeme linéaire. D’aprés la définition de I’énergie, on pose :

E (1) :/ [(%)Zi (ggi)z] dz = constant.

E est 'énergie.
L’énergie ne peut pas étre nulle dans R™. Cependant, si 2 C R" et 2 est borné,

I’énergie dans () :

peut étre nulle, quand ¢ augmente.

Trois invariant pour

Rappel
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ou ou
gradu = a—xl,...,% s
ro= Jalge = > |l
oul? ) Au Hu ou
Es (1) —/ [t (‘E + |gradul| ) +2TEE +(n—1) UE] dx.
]Rn
ou
ou xr; Ou
G Dy s
ou|? ou Ou ou
_ 2, 42 agu 2 ou ou B Ju 2
Eg(t)—/ (r* + %) (‘& + |gradul ) +4trat o +2(n 1)tu8t (n —1)u*| d.

R’Il

Pour obtenir ces quantités, on doit multiplier I’équation par des termes :

Pour E;, on multiplie par

ou
2—.
ot
Pour FE5, on multiplie par
ou ou
— + 2r— —1)u.
2t8t+ rar—l—(n )u

Et pour Ej3, on multiplie par

2(r 4+ ) o

9 40Uy

5 (n—1)tu.
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Remarques

1) Toujours dans R™. Si on travaille dans Q # R", avec u = 0 sur 02, on a :

B @)=
7 1 (t) =0,
mais
d oul?
GE 0 =[5 @ do,
20
et

Lo ]

o

2) E3 > 0. Si E3 <0, on démontre, pour n = 3, que :

(s

car ) un ensemble borné.

2

1
+ |gmdu|2] dr — 0, quand 2 0.

Proposition 3.2.1 On suppose que u est réguliére et a support compact dans R" (Avec
n>1)et
82
— Au =
o J

Alors, on a

oul?

ot

ou du

or ot 1/’“

+ |gmdu|2> +b(t)r

a
a | ¥
Rn

ou 0 oY ou 1
= /l2<pa+b() 81; wu} fdx+/la—fua—?+§Az/}|u|21 dx

R™ R”

Ou ¢, b et ¢ sont données.
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Preuve. On multiple ’équation 2 8t2 — Au = f par go Y et on intégre par partie, on a

2@% _2@@_@6_@@:
oz o) T a\or o at’atat
9 Pu Ou\ 2/ ou\?
oz Yor) T )P\ ot
R'Il
Pu Ou 10 ou go
RTL
(@ Ou) 0 (0w 0u\ (0w dpdu ,(0u dpou)
92270t ) = ot \ 0wy ¥ o 9z, Ot O, Oz, Ox; O

Ou  du 10 ou\> o ( Ou\?
(382.2) (%%) = 5&/ “’(ax,.) dv = / a1 (m) d

RYL RYL
Jp Ou (9u
T2 | B o ot

R?L

(3.2.3) (f, go%) aa?fdx
Rn

De (3.2.1), (3.2.2) et (3.2.3) on en déduit que

Gu Ou\  (Pu Ou) _ f@:lﬁ/ ou\*
o2 % ot 0.2%ot ) — \UFa) T2at) P \ar )

R’?L
1 [Op (Ou 2 10 ou\”
5/5 (E) dm*aa/ﬂ”(axi) de
R Rn
Oy ( Ou dp Ou Ju
/8t (895@) du 2 ) w0 e
= goafdxi

R

o4



L8 @] - 36 ()]

Rn
dp Ou du ou
ox; Gxiad$+/(pafdx’
Rn

R

? Oy
2 J—
+ |gradul ) de = /_8t <
R

8@ ou 8u ou
Rn

R

ce qui implique

020 4§ [o

oul?

ot

ou

ot

+ \gmduf) dr —

Par les mémes calcules, en multipliant ’équation 2% — Au = f par a (x,t) % (resp par

at2
Yu) cette foi-ci on montre que

d ou Ou 1 Oa; ou|? 18&z da; Ou Ou
25 — [ag—=— = e s -
(325 G | “on o / [ 20, |9t | T 20, I ’ Zaxj oz, axj]
Rn Rn
Oda; Ou Ou ou
o om ot ) i
Rn Rr
(resp
d ou ou? oY Ou 1 2
(3.2.6) %/wua —/ [w e — ¢ |gradul’® + 5t + 2Aw|u| dx—l—/z/}ufda:).
Si on travaille avec des fonctions de (r, %), on utilise :
B~ 27 By
ce qui montre que ¢ dépende seulement de 7, ce qui implique que
(3.2.7) i/ a”2+|mdu|2 dr = /8—“0 @2+|mdu|2 +
=)\ o] Y ~ Joae \|oe| TV
R™ Rn

Op Ou du ou
/ [—255% + 290@]0} dx

R

%)



On suppose
a; (z,t) = Zig (r,t),
r

: . 2
alors, comme un exemple on calcule le coefficient —1 94i de ‘@| .Ona
) 244 0x; ot
7

da; x; Oa x; 0 (x;
o~ 2 l?%? o (?)} ’

i i

mais
Oox; \r r ox; \r
1+ 0 1
r ox;
Z‘$l|2
1 ZT;
(VEIr)
1+ ( xl)
= — xz —_
r r3
1
o3
Donc

da; z? da 1 22
So = S g%
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Finalement, on a

d Ou Ou 8u
Rn R
[1 (Oa (n—3)a da Ou Ju
/ 5 <8_ . ) \gradul® + EG_E] dx
Rn
[ /8a ou’ ou
[ G55 e [
Rn - ]Rn
De (3.2.7), (3.2.8) et (3.2.6) on en déduit que
d ou|? 2 oudu d ou
T @(E —I—|gmdu\>d:c—l—— W o a/wua
Rn Rn
d ou? 9 Ou du
= = [4,0 ( o T |gradul > tago— ¢u—] dx
Rn
B Oy ou|? 8g0 Ou Ou ou
= / ot ( or| T loradul ) “2ararar Tt |t
RTL
[ da  (n—1) oul> 1/da (n—3)a 9
/ <87" o a) T +3 (5 +— \gradu|”| dx +
Rn L
[ 9a Ou Ou oa 8u ou
Rn RTL RTL
/ Y E — 1 |gradul® + 2t %ot + §Aw |ul ] dx

R L

2

ot

(e b (2 o)

Rn L

0 0 -3
/_<8—f+w+ (az+(n - )a>)|gmdu|21 dz +

R
N ( 28@ N 8@) ou Ou

/' o
or or ot ) or ot

/a—fdm+/¢ufdm+/{aazf ?Z-i— A |u ‘}

R?L R?L R?’L

oul?
or

dz + 24,08 fdx +
Rn
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On cherche les coefficients des termes

%2| d|2 @@
ot | I B o
et

@2

or

da

a du 2 ]
ga _ ;) de E} est nul si, et seulement

Donc le coefficient — (

a(r,t)=>b(t)r,

et 9
a /
Alors 3 L /8 ( ) 5
% a (n— _ 9o n
ot TV 2<8r+ ; a>_8t 2o+
Oy 1 /0a (n—3)a) 0Jp n—2
8t+w+2(8r+ r )_8t+ 7 -
dp Oa 0o
—25t 4 o = =2 (B
Ces termes sont nulles si et seulement si
n Oy
=500 -~
. dp 1. dp 1
4 p 1,
or ~3" W 5 =50
Car 5 5
p_n _ 92 _ Ty —
(3.2.9) oy 2b(t)+¢—0:8t 2b(t) (%
dp n—2 B dp n—2
(3.2.10) E"_ 5 b(t)—zb—O:E—@b 5 b(t).
de (3.2.9) et (3.2.10) on en déduit que
dp n n—2 e 1
25_2b(t)+ 5 b(t) w+w=>at Zb(t).
0p i dp 1,
23T+b<t)r_0:>8r_ b (t)r
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Et par conséquent
b (t) = 0.

D’ou la solution générale
w = a+5t+7(r2+t2),

2(6 4+ 27t),
Y = (n=1)(B+271).

S8
I

Finalement, on aura

d

% ¥

0 0 o 0
/l2ap£+aa—z+w}fd +/[¢ A Aw|u|]dx:>

ot Ot
Rn Rn
ou Ou 8u] dr —

oul?

ot

+|gmdu|2> a@@ + Ypu— ]d:c—

or

2

d au 2
(3.2.11) .. dt/[ (E + |gradul ) —l—b(t)rEE%— 5

0 0 oY 0O
/[2@8?+b()ra—u+¢u} fd$+/|:8—qfua—1;+ =AY |u ]}

R’?L RTL

Remarques

Pour des valeurs particulier de «, 3 et v on distingue trois cas :

Premier cas

On prend

a=0, =1etvy=0.

Donc

p=1b=0ety»=0.
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En reportant dans (3.2.11) on aura lexpression de F (t) :

Deuxiéme cas

On prend

a=0,=1etvy=0.

Donc

p=t, b=2etyp=n—1.

En reportant dans (3.2.11) on aura l'expression de Fs (1) :

ou

ot or Ot ot

2
+ |gmdu|2) + 27“@@ +(n—1) u@] dr =

Ju Ju
/ l2ta + 27“5 +(n—1) u] fdx.

Rﬂ,
Troisiéme cas

On prend

a=0, =0ety=1.

Donc
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90:7”24-152, b=4dtet=2(n—1)t.

En reportant dans (3.2.11) on aura Uexpression de Fj (t) :

2
(72 +12) < o

+ |gradu|2> + 4tr @@dx +2(n—1)tu 8u] dx =

dt or ot ot
R
d 9 5 o\ OU ou
p (n 1)udx+/[2(r +t)8t+4trar+2(n 1) tu| fdx =
R'Il R”l
ou |’ Oud 0
7 (r* +t*) (‘8—1; +|gradu|2> + 4tr a_ua_?”( 1)tu8—? - (n—l)u2] dzx =
R
ou ou
2 42\ 0U ou _
/{2(7“ +1%) 8t+4trar+2(n 1)tu| fdx.
R™
puisque
8@[) ou ou d 9
En 8t+ A@Z)|u| =2(n—1u at—dt(n—l)u.

Maintenant, nous allons voir, si u” — Au = F (u), quelle sont les cas ou la fonctions
F' donne les mémes invariant ?
Soit GG la primitive de F

EGF

Donc, en utilisant (3.2.11) et apres calcul simple on aura

du du ou ou dG
/ {21&5 +2r§ + (n— 1)u] F (u) dx :/ {%E —1—27"5 +(n—1u %dl‘.

R?’L R'Il
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et par conséquent

—d t
dt
Rn

= /[(n —DuF (u) —2(n+1)G (u)] dm+/zai (22,G (u)) da.

Rn

ou

T dx

? Ou Ou ou
2

Il y a une seule fonction qui vérifie cela, & savoir

n+1

. a+1 —
F (u) = cu®"" avec « —

Pour n =3, on a f (u) = cu®.

D’autres cas

En plus des trois invariants F; (t), Fs (t) et E3 (t) de ’équation

v’ — Au = 0 dans R",

Il y a d’autres invariants, comme le montre le tableau suivant

Nombre Invariant multiplicateur correspondant

ou Ou ou
Ox; Ot Ox;
n

R
n S (|51 + lgradul®) + 26022 298 + 122
Rn

n(n—1) Ou . Bu ) du Ou 4. Ou
2 I[‘l[ (x%axj L 8:1:,'> ot xz&rj Ty ox;

Remarque

Chaque multiplicateur vérifie I’équation % — Av =0.

Lemme 3.2.2 Si u, v vérifient I’équation

0*w
W — Aw = 0,
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alors

I—/ @—@ t tant
= u@t Otv .est constante.

Preuve.

a _ 4 v _Ou
a  oar) \Yor Tt
]Rn

B / Quov Pv  Fu  Oudv
- otot "o " or' T ot ot

Rn
v u
= / (uw - ﬁv> = /(uAv — Auw) = (u, Av) — (Au,v) = 0.
Rr R

vu que A est auto-adjoint. Pour u, v de supports compactes, on a

dl
— = (0 = ] = constant

dt

Le lemme 3.2.2 implique le
Lemme 3.2.3 Si p transforme les solutions de

0*u
W —AU—O,

en d’autre solutions, on en déduit que

est constant en temps.

Maintenant, on va calculer tous les opérateurs
0 "0
=ap—+ Y bi— +c
p 0 8t zz—l: Zal’i

Soit

d2
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le commutateur.

d? d?
r(m-8) - (-2

il est de second ordre, donc il s’écrit sous la forme

On vérifie aisément que

9bj _ dag _ _d

8.73j ot r_ 2)

(3.212)Q Vi#j S+ 5r=0,
. ob; Oa.
i 6—;:%.

ot?
(3213)¢ Vi —22 + 50 — Ab; =0,
Ze _ Ac=0

(3.2.12) implique que

Pag P 0%,
. . 2 — ] 1 —
Vit gt T Gmor T om0t

0.

ce qui donne

b _

Soit
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. 82CL0 . 82bj _82a0 Vi
CT e T omor 922

j
0 ok
Vi, 8_92 = Wgox? =0 pour certain j (n>1).

Soit

_ 9%aq _ 9%b; 0%, .
Bi = oot = a2 = B0, Vi,
92, :
61' = — 2 v;ﬂ # 1.

2
Oz

Ce qui donne

- 0B, da __
VZ ot - 8357;3_ 07
4 98 _ _0%ag  _
Vi#j e = Bmowot = 0>
Vi i - a0 _ da
ox; axfat ot -

(3.2.13) implique que

oc

25 = (n—l)a,
oc
28_%- = (n—1)8;,

et

d%c n—l@a n-1
= 20 Ac
0 ot? 2 Z@xj

(n—1)* 0
2 ot

Donc « et 3, sont constants et en générale la forme de ag est donnée par :
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:%(ﬁ—i—r +tZB T 775—}—25 z;+ €.

D’ou
ﬁi -
b, = 5 (& —r*) + xiZﬁjxj + atx; + vz + 0t + b;.
J
Avec B )
ob;, __ Ob; __
oo = ot = 0,
, b .
ggz_ + 7 =0, Vi, j.
et
n—1
c=— onH—Zﬁjxj + o
J
De

Po, P
Ox;j0xy, N 0x;0xy,
82by 82b;

dx0x;  Oxpdr;

On en déduit que la forme de l;z est > \i;x; + f;, avec \;j, p1; sont
i

constants et tels que

Nous obtenons les invariants si on remarque que :

/ ou B 0 J _/
8tpu uatpu r = ap

R'Il R?’L

ot

+ ao |gradul® + QZbﬂ a@u gu> dx+
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Ou [ dag |ul® 0%b; 86
/“at ( Z@x]) dr +/ ( 0+Z@x33t o )
RTL

R

Pour cela on donne le

Théoréme 3.2.4 Siu est d support compact en x et vérifie léquation 24 —Au = 0, alors

/<ao
”_1 /|u| da.

Est constante en t. Ot

dt2

2
a—? + ag |gradul’ +2Zb]aau gu) dr+ (n—1) %u@dx—

ag =

(2 +1%) + 1> Bjwj+t+ > 5w +e,
J J

b =

CIRSSEEV s

(t2 — 7’2) + ZL’Z‘Zﬁjl’j + Oé?fl’z' + YL; + (5zt + Z)\ijxj + iy
J J

-1
c = nT <at+ Zﬁj%) + constant,
J
avec
)\ij + )\ji =0
Et on a 3+3n+ @ invariants de ce type et n + 2 de ces invariants correspondant
d(z,t) # 0.
Remarque

Soit I’équation 2 5z — Au =0, tel que A = A*. Si F (u d—“) est un invariant différen-

t2 ’dt

tiable, comme fonction F (u,v), alors

w(t) =5 (1.5

est une solution de ’équation
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d*w
W —I—Aw =0.

On peut démontre cela dans le cas ot V = H = R¥. Alors,

est une constante égale a

or or
(v 5 +0%5 ).

Ouv = fli—?. Si F est homogene, cela vaut C'F. Tous les invariants homogeénes sont de

forme

dpu _ (du
u’ dt dt’pu ?

ol p est homogeéne et transforme des solutions en d’autres solutions. Dans le cas
n = 1 pour I’équation d’onde, il y a des transformations non linéaire p qui tronsforme des
solutions en d’autres solutions.

Sin > 1,il n’y a aucune transformation non affine qui conserve les solutions réguliéres
de I’équation d’onde.

Exemple pour n = 1.

ou\ 2 n ou\ >
N el ’v
Y ot or )’

Conserve des solutions. Dans ce cas, u est une solution si, et seulement si

u=f(x+t)+g(x—t).
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w = (%)2+<%>2=(f’—g’)2+(f’+g')2
= 20/ 420 = filet i) +gi(@—1).

L’invariant correspondent est

/ @ 2—1—3@ @_u : dx—/ ua—w—%w dx
ot ot \ 0z n ot ot ’
ol u est une solution.

Si n =1, on peut prouver que si F (u,v) satisfait

Pr _OF
o2 ov?’
Alors f F (% — %) dx est une constante. Donc, pour n = 1 il y a beaucoup d’invari-
ants.
Lemme 3.2.5

EgZO

Preuve. Premiére preuve : E3 est indépendant de ¢, donc prenez ¢t = 0. Alors, on

démontre que
/ [? |gradul® — (n — 1) u?] dz > 0 pour u € D (R").

C’est une généralisation d’inégalité de Poincaré.

Considérons

2 2 -\ 2
/ r? Ou + 2u%om + a2t ) do = / r Ou + o) de = 0.
8@ 81’1 r? aZL’Z r

Par une intégration par parties, on trouve

ou 2 xQ
r? dr — | auv’de + | *u?Zdr > 0.
ox; r2
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En sommant sur ¢, on en déduit que

/r2 \gradul® dz — /nomfdx + /a2u2dx >0,

/r2 \gradul® dz > (na—a2)/|u|2dx, Va.

a = 1 donne le résultat désiré, mais o = 5 donne la meilleure inégalité

2 n? 2
/r2 |gradul|” dx > Z/M dx.

donc

Deuxiéme preuve :
U

&::/‘w+ﬁ<32+§)a+u—zpl
(n—l)(n—B)/(r +t%)
[uf* da.

dr +

4

Avec
\ ou n n—1z;
i = —Uu.
ox; 2 r?

Pour n = 3, le dernier terme est nul :

(n—=1)(n-=3) [ (r*+1?
= [ e =

Cependant, le reste de I'expression de Fj5 est positif par Cauchy-Schwartz. En effet,

du_ i du_§, Ou
"or — T - ror; - %8%7
Ju Ou ou  Ou 8u (n—1)
8u8 ou
4757“58— +2(n—1) tua = 4t—2xl 0
avec
N - ou n— 1
" Oy 2 r2
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et

B . LtV 1
|gradul? Z)\ (n 12 u :

2 o0x; 4 r2
E3 = / (7"2 ‘I— t2 (

ol, apres intégration par partie
x; Ou (n—1)|ul? 2
X = / (r? + ) <Zﬁ%u+—r2 + |ul
2 4 42 2
= (3—n)/—(r + ) Ju dx,

Donc

ou?

+ Z)\2> + 4t—ZmZ ,] dr — (n—1) X,

dx

4r?
donc
E, :/ (T2+t2 < @ +Z)\2> +4t_zxz l] dx > 0.
|
Remarque

Sin > 3 et u est une solution réguliére

[l (20 56) s

Théoréme 3.2.6 Pour0 <6 <1, etn=3ona

/(5

r<6t

ou

dx—l— —1)(n—23) / (r? 4 12) Ude <k

4 72

2

+ |gmdu|2> dz < 2 t2’ quand t — o00.

Preuve. Sir < 6t, 6 < 1, alors

20
< 2 4 42\
2r < T (r* +1%)

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

(o) (29 <
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puisque r = /3 |z;|°, et d’apres 'inégalité de Young, on a

()

- 2
1 au 2 1 [ 2
g 2
- ZA?]
20
< 2
- 1+¥(r+ (

d’aprés la remarque au-dessus on donne

<1— 1?92) / (r* +¢) (‘%'Z;ﬁ) dz < k.

r<6t

Atr |—

IA

IN

2tr

oul?

- ZV)

20 (1-6)

14 1+ 0

/ oul?
ot
r<6t

Vu la définition des \;, on a

x; Ou n—1)?
/Z)\f = / [|g7‘adu|2 +(n— 1)Zﬁa—:rzu+ ( 47“2> u2] dr.

r<ft r<ft

par conséquent

2 (1-9)
- ZA) dr < 4

On inteégre par partie

2
/Z)\2 /]gmdu] dx — /|u| n—1) 3)dx—{— /Mda.
4r2 2r

r<ét " r<6t r<0t r=0t

Donc, pour n = 3, nous n’avons aucun probléme. Pour n > 3,

2 2 2 2
JLaZaIT T S
r r 12

r<0t r<6t
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Remarque

Sin > 1, donc

2

/(|2
ot 12

r>nt

+ |gmdu|2> dr < 22

. . e A e 2
Remarques, sur I’équation non-linéaire % — Au+F (u) =0.

1) Est-ce que nous avons les mémes invariants dans ce cas?

Réponse : Le nombre 1 4 2n + @ des invariants pour tout f reste valables. De

ol ou « dépend de n (o = 2 si

méme, n + 2 invariants reste valables pour F (u) = cu
n = 3).

2) Le cas ou F (u) = m?u, m # 0, donne I'équation de Klein-Gordon.
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Chapitre 4

Etude du probléme (py)

4.1 Notations et position du probléme

) désigne un ouvert borné de R" a frontiére réguliére I', () désigne I'ouvert |0, 7 x
avec T > 0, de frontiére ¥ et 2 < p < oco. Etant donné f, on cherche une fonction u,

solution du probléme suivant :

(4.1) % - ;ai <|u|p—2 3—“) = f, dans Q,
(pa) 4 (42) u=0, sur X,
(4.3) u(z,0) =ug(z), x €.

Ce probléme intervient dans plusieurs applications, comme la théorie de la chaleur,
la diffusion des gaz, etc.

Partant des considérations physiques, on voit que pour décrire de facon unique le
processus de propagation, il convient de se donner en plus de ’équation principale, la
température a l'instant ¢t = 0 et le régime thermique au bord, ce qui manifeste dans ce
probléme par la condition initiale u (x,0) = ug (z) dans €2 et la condition au limite de
Dirichlet v = 0 sur X.

Pour que le processus de la diffusion, se préte & une description univoque il faut
connaitre la répartition de la densité f telle que u (x,0) = g () dans €2 en plus toujours
on décrit le régime diffusion au bord par la condition au limite de Dirichlet u = 0 sur X.

Pour résoudre ce probléme, on applique la méthode de régularisation elliptique. Dans

ce qui suit, nous allons démontrer le théoréme d’existence suivant :

74



4.2 Théoréme (d’existence)

Soit V = WyP(Q), muni de la norme usuelle de WP(Q) et soit L = 2 de D (L),
sous-espace dense de V', dans V', L étant maximal monotone. Alors, il existe un opérateur

A de D(L) (et non V tout entier)— V' pseudo monotone et vérifiant : (A\(|Z\)|’v) — 00 si

]| — o0
Alors, Vf € V', il existe u € D (L) solution de

Lu+ A(u) = f.

Preuve. L’espace V (o112 < p < o0)

ov

&ri

V =W,P(Q) = {v, telle que v, eLl”(Q), VYi=1,...,n, v=0p.p sur Z} .

n p
lolly = (HUH’EP(Q) +) >
i=1 LP(Q)

Est un sous espace fermé de LP (@), donc V est un espace de Banach réflexif ainsi que
son dual V' = (W, *(Q)).

Pour vérifier les propriétés du théoréme ci-dessus, on procéde par étape :

Etape (1)

Par la méthode de régularisation elliptique, on approche 1’équation parabolique (4.1),

Munit de la norme, strictement convexe,

D=

ov

&ri

par une équation elliptique, en suite on résout le probléme approché.
Formulation variationnelle :

On suppose
<u7 U>V = <u7mV’ .
Tel que v est la solution de

— AV = .
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0 _ _9 Ou o Ou
%(|U|p u) = (p—2)[uf 2(%, |ul” 2@
= - DhP
|U|p72@ . (lul" " u) .

ox; (p—1) Ox;

On multiplions ’équation (4.1) par v € V, alors

ou _ 0 -2 Ou B
()2 G (7 5) ), = e
ou ~ u 0 p—2
<E7U>V, _2/3@ <|u|
=t

ou - 0 1 0
<E’U>V, B ;gﬁxz [p—laxi

(9u ~ 1 - 82 p—2 ~ ~
<W>V,‘F§/ gz () v = ()
=0

ou '\ - ~
axz) vde = (f,0),, =

(|u|p_2u)1 vde = (f,0),, =

Avec la condition (4.2) et en utilisant la formule de Green on obtient
ou 1 b2\ 0%
(32), e o e
Q =
~ 1 _ ~
<%,v>v/ - pTl/ [l P ulvde = (f,0), =

Q
au ~ 1 p—2 .
<§,U>VI+E/|U| wdr = (f,0)y,
Q

On prend
1 _
a(u,v) = —/ uP% wvdz.
p—1
Q
On vérifie que a (u,v) est une forme continue de V' x V' — R. Comme, pour tout v de V'
I’application

V —R,v— a(u,v)

est une forme linéaire continue alors, le théoréme de représentation de Riez, implique
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qu'il existe un unique représentant noté A (u) € L (Q), tel que

a(u,v) = (A(u),v)
= L/ ulP~? uwodz, Vv e V.
p—1
Q

i

Vérifiant que A = _Z:lai“’i <|.|5”72 a%) , pour tout v de D(2) on a
a(u,v) = L/|u|p_2fcwclac b {ul"~?u,v)
Y p o 1 p _ 1 )
0

1 p2 _ 1 /0, 0\ ~
= p—— ] <|u| u, —Av> = —p—_ 12 92 (|u| u) U
i=1 i

= —zn: > L]u\pdu v
B —~ \ 0z} \p—1 ’

Donc,

En appliquant la proposition 1.4.3, nous allons démontrer que A est borné, monotone

et hémi continue et par conséquent, A est pseudo-monotone. On a

[A@ly = sup [(A(w).v)y.y|. alors
1 P-1
4@y = sup (A () v}y | < 5 lullfigy sup oy
lvll<1 vl <1

- P-1
< Clullfty, < Cllullf

Donc A est borné.

L’application  — |z|” de R dans R, étant convexe, alors
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Vr,y € R, (|x|p_2x — |yl y) (x —y) >0, et par suit

(A(u) — A(v),u—wv)= ﬁ/ (]u|p72u— |U|p721}) (u—v)dx > 0.

C’est-a-dire A est monotone.
A hémi continue si, Yu,v,w € V, la fonction R — R, A — (A (u+ \v),w), est

continue. Soit ), une suite, telle que A\, — A, dans R. On pose
Fo () = [u () + Ao (@) (u (@) + Ao (2) w (),
fn est converge presque par tout vers la fonction f telle que
@) =lu(@)+ @) (u(z) + @) w (@), ©eR.

Donc

[fa @) = Ju@) +Xo (@) (u(2) + Ao (2)) w ()]
< Ju @) + Aw (@) [(u (2) + A (2))] Jw ()]
< u(@) + A (@) w (@),

d’apres l'inégalité

1 1
ab < §a2+ 5b2, Ya,b >0

on trouve 1 ]
[fu (@)] < 5 Ju(z) + Anv ()7 + 5w ()],

de plus en utilisant I'inégalité

Vf9€ LP(Q) 1 + 9l < 27 (A7 + Nlgl™)

alors
1) 20-1) ]

+ 2273\ v (z)] + 5

2(p—1)

[fo ()] < 2773 Ju (2))]
mais A, est converge dans R, alors elle est bornée, donc

2(p—1) 1 9
+Co(2)| +3 lw (@)

2(p—1)

o ()] < 279 (|u<:c>|
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On définit la fonction g par

o) =5 [20 (@ @) 4w

est dans L' (Q2), alors on a f, () — f (x) p.p. sur ©, et Ig € L' (Q) tel que | f,, (z)] < g ()
p.p. sur 2.

Donc, vu le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, en on déduit que
FELYQ) et [fu— i — O
Par conséquent
(A(u+ M)Wy — (A(u+ Av),w)yy pour u,v,w € V.

Alors A est hémi continue.
Nous allons démontrer que a(u,v) est coercive, c’est-a-dire qu’il existe une constante
a > 0 telle que
a(u,u) > alul®, Yo e V.

Yu €V, on a

(A(u),u) = alu,u) = p%l/ luP~% u?dx

1
= Ml o2 a

Donc, A est coercive.
On définit 'opérateur M par Mv = —g—g, avec

D(M):{UEV, %EI?(Q), v (z,0) =g (), .’L‘EQ}.

D (M) est un sous espace fermé dense dans V' C L? () (pour 2 < p < o0 ).
On prend

<u’ U>V - <u7mV’ )

tel que —Av = v, et on pose
0
L=M=—.
ot
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D’aprés la définition de M, on vérifie qu’il est linéaire et fermé. En effet, on a

ou Ov
(Mu— Mv,u—v) = <_E+E7U_U>

_ <—%(u—v),u—v>

= (M (u—v),u—v)

Vu; € D (M), tel que u; — wu, et Mu; — Mu, tel que uw € D (M).
]—)

j—00
On applique le résultat suivant :

M est un opérateur linéaire et fermé de domaine dans V' réflexif,

strictement convexe ainsi que son dual, tel que :
(Mu,u) >0, Yue D(M), (M*u,u) >0, Yu € D (M*),

alors M est un opérateur de D (M) — V', maximal monotone et & domaine dense.

En effet

ou 1[0
(Mu,u) = /— o u(x,t) dedt = 5/8_ )? dadt
Q

— _%/7% ) dadt = ;/ [(u (2, 7)) = (u(,0))"] da
1

1
= —5/ 25/ (2,0))? dx = 2 (Mu,u) = / ) dx > 0.
Q Q Q
On vérifie de mémes que
(M*u,u) > 0.

alors M est maximal monotone.
Donc, Vf € V' il existe u € D (M) tel que

(u, M)y + (A (W), 0)y = (f,v)y Vo€ D(M)=
(u, MT),, + (A (u), —AD), = (f,0), Yo e D(M)=

(91) 1 p—2 ~
_ W - _A _ ,
/ uatdxdt—l—p_ 1/]u| u (—Av) dxdt /fvdxdt

Q Q Q
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Vu la formule de Green, on a

/ — u@dxdt @vdxdt

ot ot
Q Q
et
T
L/ luP"% u (—AD) dedt = L/—A (|u|p_2 u) 5dxdt+L// (|u|p_2 u) v dldt.
p—lQ p—lQ p=1J)

Et par suit, en utilisant (4.2) ,
1 p=2 1 1 p=2,\ >
—— [ Juf" T u(—AD) dadt = —— | — A (|u""" u) vdzdt.
p—1 p—1
Q Q
Alors

‘g“ dmdt—— / (Jul?"2 u) Ddadt = / Fodadt.

Ce qui montre que u est solution du probléme (py).
Lu+ Au = f.

1) Régularisation elliptique :
On introduit 'opérateur J de dualité de V' — V' relatif a ¢ (r) = r (donc ||.J (v)|l,» =
|v|]). On va approcher 'équation Lu + Au = f par

eL*J M (Lu.) + Lu. + A(u.) = f=
%QJ%%%+%QAWJ:f:

ot ot ot

Donc, le probléme approché est sous la forme :

(44) —e2J 1 (%) 42 4 A(u) = f, e >0,
(p:) 4 (4.5) u, =0, sur X
(4.6) ue (2,0) = ug (x), = € Q.

Pour résoudre ce probléme, on munit D (L) de la norme du graphe

1
2 2
LQ(Q))

ou,
ot

2
|M%@f=oﬁmwﬁw
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Pour u, v € D (L), on pose

Ou. Ov ou
— -1z 27 =
HE(’U,,U)—<€J 8t’8t)+<6t’v)+(A(u€)’v)

La forme v — Il (u,v) est continue sur D (L) car

L (u,v)| = ‘(dl%ﬁf,%) + (%,Q (A () ,0)

(55| | (5-0)
ot ot ot’
ou. ov ou.
ot ot ot

+ (A (ue) , 0)|

6 ‘

[0l 2@y + C lluell 2y V]l 20

L2(Q) L2(Q) ‘ L2(Q)

< Clluellpy Ivllpy + Nuellpy 1ollpy + Cllusllpey 101l

< allulpy lvllpzy » Pour tout u, v € D(L).
Donc, d’apres le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet

3B. (v) € (D(L)), tel que IL (u,v) = (B. (u),v)

Ou. Ov ou
-1 e YU Yle

I (u,v) = (M (u) ,v) + (A (ue) ,v)

On prend

tel que

(M. (u) ,v) = (w-la;ts%) + <%,u) , M. (u) € (D(L))'.

Donc M, est borné, hémi continue et monotone, ce qui montre que M, est pseudo-
monotone. Vu la remarque 1.4.2, on en déduit que B, est pseudo-monotone. L’opérateur
B. est coercif, en effet, on a

B0 = (505 )+ (Fre) + () )

ot ot ot
8”8 2 2
Z € + (A (ue) ,v) = (A(ue),v) + € || Luelly -
ot ||y
Par conséquent
(B: (u) , u) :
— o008t lullpy — oo
||U||D(L)

Vu le théoréme 1.3.3, on en déduit qu’il existe u. € D (L) tel que B. (u.) = f.
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Donc
Hé(u7v) = (f?v)7 V/UE D(L)7

v (eJ 7 (Lue), Lv) = (f — A(ug) — %,0 ,

est continue sur D (L), muni de la topologie induite par V' ce qui montre que
(4.7) J ' (Lu.) € D(L").

2) Estimations sur u. et 9%

d’équation (4.4) avec u. € D (L), on a

: On prend le produit scalaire des deux membres

(7550 ) + (G + (400 = (. 2> 0=

ot ot
aua ? 8u5
6‘ at - + (Euue) + (A (u5)7u6> = (f)ue).

1 1
A € e) — 1 Ep_2 2d :—/ spd
(A ), ) W4éww e = g b

et comme (Lug,u:) > 0

donc
ou, 2 1 U/
£ + uel”dz - < || flly [|uelly =
ot |, p—1 : veimelv
Q
1 p
—— [ lul"dz < [Iflully =
Q
1 P
pTlHueHv < Ol =
1 1
FHUEHI\)/ < C=

uell,, < C(p-— 1)ﬁ = Constant.

(48) llucll, < C(p— 17T = Cst.

On peut choisir u. de fagon que, u. demeure dans un borné de V' lorsque ¢ — 0.

Oue .
ot

Esimation sur On prend le produit scalaire des deux membres d’équation (4.4)
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avec (4.7)

_2 4, 0us _,0u. Oue 1 0u. 1 0us\ _,0u,
<€8tJ o’ 8t)+(8t’J at)+(A<“€>’J o )=\ )

mais on a L* = —% > 0, alors

2
ou ou
1 e ) < 1 € ‘
5], + (40075 ) < (275

On a u. demeure dans un borné de V, A est borné et

ou.
ot

—1
1A (ue)llyr < e lluclly

donc
ou. ||* ou ou
€ < ) e . p—1 €
e IR K e K
du. ||? ou
€ < ) . p—1 €
xR G K
ou, _
Vel < Al el )
V/
ou.
< C|flly» + C = constant.
ot ||y
ou,
(4.9) 5 < C| flly» + C = constant.
V/

Alors aa“; demeure dans un borné de V.

Oue
) ot

d’apres (4.8), (4.9), alors on peut extraire une sous suite, notée encore u., telle que :

3) Passage a la limite en ¢ : On a A (u.) est borné est borné et L est fermé

us — u dans V faible u € D (L),

ou, ou Ao
5 — 5 dans V' faible,

A (u:) — x dans V" faible.

lim sup (A (ua) y Ue — u) < 07

e—0
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En effet, d’aprés (4.4) on a

(A (), ue —u) = (f—% u —u) +5(J18“€ 0 (ug—u)>,

ot © ot ot

et d’aprés (4.9), on a

e (2o
Donc
(A(ue),u. —u) < (f—Lu,u. —u) — (Lu. — Lu,u. —u) + Ce
< (f = Luyu. —u) — (L (ue — u),ue —u) + Ce,
or,

est maximal monotone
— (L (ue —u),ue —u) <0,
alors

%u:,ug—u) + Ce,

(A= < (£ -
quand € — 0 on a

limsup (A (ue) , u. —u) <0.

e—0

Alors, A étant pseudo-monotone,

(4.10)  (x,u —v) = liminf (A (u:) ,ue —v) > (A(u),u —v)

e—0

donc d’apres la proposition 1.4.3, on a, x = A (u) .
Dans ce cas, Vv € D (L), d’aprés (4.4) on a

(A(ue),ue —v) = (f = Lue,ue —v) —e (J7" (Lue), L (ue — v))
= (f - Lv,u. —v) — (Lu. — Lv,u. —v) —e (J7" (Lu.) , Lu. — Lv),

L est maximal monotone, alors

(A(us),u. —v) < (f — Lv,u. —v) + Cie.
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Par conséquent on a

limsup (A (ue) ,u. —u) < (f — Lv,u—v), Yv € D (L)

e—0

mais
liminf (A (ue) , ue — u) < limsup (A (ue) ,ue —u), Yv € D (L)

=0 e—0

et d’aprés (4.10), on a
(4.11) (A(u),u—v) < (f—Lv,u—v) Yve D(L).
On prend v = u — 6w, § >0 et w e D (L), donc (4.11) implique

(A(u),u—u—0w)
0 (A (u),w)
(A (u), w)

IN

(f = L(u—0w),u—u—0w)=
(f = L(u—06w),w) =
(f = L(u—0w),w),

IN TN

quand § — O on a
(A(u),w) < (f — Lu,w), Yw e D(L).

Puisque D (L) est dense dans V, donc u est solution du probléme (py). m
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Conclusion

Ce travail, comprend quelques problémes aux limites pour les équations aux dérivées
partielles semi-linéaires du deuxiéme ordre et le probléme dynamique de la diffusion.

La premiére catégorie des problémes aux limites, modélisent les petites vibrations, par
exemple, d'une corde, d'une membrane élastique et de maniére générale la propagation
d’une onde (acoustique, électromagnétique, etc) dans un milieu élastique homogene Q C
R". Ces phénoménes sont modélisés mathématiquement par I’équation des ondes linéaires
ou non-linéaires suivant le cas, avec des conditions aux limites et initiales. En pratique,
la partie non-linéaire définie les changements des perturbations du phénomeéne.

Le dernier probléme, est celui de la diffusion et est du type parabolique. Ce genre de
problémes interviennent dans plusieurs applications, comme la théorie de la chaleur, la
diffusion des gaz, etc.

Dans le premier chapitre, on introduit un rappel sur l'analyse fonctionnelle, dans
le deuxiéme et le troisiéme chapitres, on a considéré d’abord, le modéle mathématique
général des ondes perturbées, notons par F (u) cette perturbation, composée d’une équa-
tion différentielle semi-linéaire du second ordre et de type hyperbolique, dans un ouvert
Q2 de R™ borné et de frontiére I' réguliére avec :

- une condition aux limites de Dirichlet u = 0 sur T,

- et les conditions initiales : déplacement initial ug(x) et la vitesse initiale u;(z).

On a commencé par les cas particuliers ou F(u) = |u|’u, p > 0, F(u) = u® et
F (u) = a(x,t)u®. Pour chaque cas, on a démontré 'existence, I'unicité et la régularité
des solutions. Les techniques utilisées, sont celles de la méthode de compacité (de Faedo-
Galerkin).

Le dernier chapitre constitue un travail original. On a étudié pour la premiere fois,
le probléme de la diffusion par les techniques de régularisation elliptique. On a démontré

un théoréme d’existence d’une solution de ce probléme.
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Résumé:

Ce travail, comprend quelques problémes aux limites pour les équations aux dérivées
partielles semi- linéaires du deuxiéme ordre de type hyperbolique et le probléme dynamique
de la diffusion. La premiére catégoric de problémes aux limites modélise la propagation
d’une onde dans un milieu élastique homogene. La deuxiéme catégorie modélise le probléme
de la diffusion qui est du type parabolique, ou il intervient dans plusieurs applications.

Dans le premier chapitre, on donne des rappels d'analyse fonctionnelle, dans le
deuxiéme et le troisiéme chapitres, on a considéré d'abord, le modele mathématique générale
des ondes perturbées et on étudie des cas particuliers du probléme général. Dans chaque cas
on s'intéressera a l'existence, l'unicité et la régularité des solutions. Les techniques utilisées,
sont celles de la méthode de compacité.

Le dernier chapitre constitue un travail original. On a étudié¢ pour la premiere fois, le
probléme de la diffusion par les techniques de régularisation elliptique. On a démontré un
théoréme d'existence d'une solution de ce probléme.

Mots clefs: dynamique de la diffusion, milieu élastique homogéne, perturbation, existence,
unicité, régularité, compacité, ondes, type hyperbolique, type parabolique.
Abstract.

This work includes some problems in extreme cases for the partial derivative
equations semi linear second-order of hyperbolic type and the dynamic problem of the
diffusion. The first category of problems in extreme cases models the propagation of a wave
in a homogeneous elastic medium. While the second models the problem of the diffusion
which is of parabolic type, where it intervenes in several applications. In the first chapter, one
recalled the function analytic, the second and the third chapters, one considered initially, the
mathematical model general of the disturbed waves, and one studies particular cases of the
problem general. In each case one will be interested in the existence, the unicity and the
regularity of the solutions. The techniques used, are those of the method of compactness.

The final chapter constitutes an original work; one studied for the first time the problem of
the diffusion by the techniques of elliptic regularization. One showed a theorem of existence
of a solution of this problem

Key words: dynamics of the diffusion, homogeneous elastic medium, perturbation, existence,
unicity, regularity, compactness, waves, hyperbolic type, parabolic type.





