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Introduction

Un grand nombre de phénomenes physiques, chimigissgiques et autres
issus de la technologie moderne sont décris pasyd#émes complexes
d’équations dtérentielles aux dérivées partielles. La résolutiomérique

de ces systémes d’équations nécessite des com@ssgpprofondies en ma-
thématiques. Chacune de ces équatiofférdntielles aux dérivées partielles
peut étre répertoriée par type. Ainsi, les équatamtype elliptique décrivent
les phénomenes deffilision stationnaire, les équations de type parabeliq
décrivent les phénoménes défusion évolutive et les équations de type hy-
perbolique décrivent les phénoménes de transpotgsse finie.

De plus, dans la plupart des cas, le phénopleysique évolue durant
un intervalle de temps déterminé, aussi, afin daré&monvenablement le
phénomene, nous devons imposer des conditionsraited( au début et a
la fin de l'intervalle de temps en question). Nobteaons ainsi un probleme
aux limites pour des equationgfdrentielles.

Nous allons donner dans ce mémoire un aperquelgues méthodes de
résolution des problemes aux limites (et de caleslvariations) qui jouent
actuellement un grand réle en analyse numérique.

L’idée commune a ces méthodes est la "décompositibe’agit, utili-

sant certaines propriétés spécifiques du problégm(dposition des opéra-
teurs pour les problémes aux limites, décomposdesopérateurs et des
contraintes en calcul des variations), de ramengatdolution d’'un pro-
bleme donné a la résolution d’'un certain nombrprdblémes beaucoup
plus simples.

Il n’est pas possible de faire un exposé cohgulele sujet, nous nous
contenterons de montrer sur quelques exemplelgééérale de ces meé-
thodes.

Dans ce travail, nous développons le cas deatiéns de Carleman, qui
est un systeme hyperbolique non linéaire intervedans la théorie de la
cinétique des gaz [2], et introduit par T. Carlemaes méthodes de décom-
position permettent d’obtenir un schéma d’approxiomaparticulierement
simple.




On présente ici la résolution d’'un probleme tridim@nnel, mais on va com-
moncer le probléeme bidimentionnel :

Dans l'ouvert Q =0x]0, T[, ouQ =]a*, b'[x]a?, b7.

On cherche les fonctions u(x, t) et v(x, t), tale e Q, t €]0, T[ et véri-
fiant :

ou ou
—+—+4u?—v2=0 avec u(a;,x;,t)=0
ot axl

etu(x,0) = ug(x),
av ﬂ

Ia+axz

k etv(x,0) = vy(x),

+vZi—u?=0 avec v(xq,a,t)=0

Puis, on généralise au probléeme tridimentionnalnsd’ouvert Q =Q2x]0, T,
ou Q =]a’, b'x]a? bx]a3 b.

On cherche les fonctions u(x, t), v(x, t) et wlxtelles que »x Q, t€]0, T[
et vérifiant :

( Ou , ou 2 2 _ _
6t+6x1+u ve =0 avec u(a;,xy,%x3t)=0
etu(x,0) = uy(x),
P a
a—:+i+v2—u2=0 avec v(xq,a,,X3,t)=0

etv(x,0) = vy(x),

ow 0
T2 L w?- (U —v?) = 0 avec w(Xy, Xy, a3,t) =0
at 0)63

\ etw(x,0) = wy(x).

Nous allons d’abord démontrer 'unicité par la noété classique. Pour la
démonstration de I'existence on utilise la techeiqui utilise la méthode de
décomposition.

Premiérement, on étudie I'existence d’une approtonade la solution.
Deuxiément, on étudie des estimations a priorlesiapproximations
Troisiement, on passe a la limite et par suiteélaaihstration de I'existence.

(1)

(1)




Ce mémoire est divisé en cinq chapitres.

Dans le chapitre 1, on présente quelques nagtdéfinitions et pré-
liminaires issus de I'analyse fonctionnelle et pergu de I'approximation
d’équations aux dérivées partielles par des méthddalécomposition, qui
nous permettent de mieux comprendre le contene dieacail.

Dans le chapitre 2, on donne un résumé surdeaux de L.TARTAR
sur les solutions oscillantes des équations dee@arh

Dans le chapitre 3, nous traitons le problemdimension deux, et on
va étudier I'existence et I'unicité de la solutidum probleme

Dans le chapitre 4, on présente la généralisatii probleme a la dimen-
sion trois, et on pose le théoréme de I'existentemcité de la solution.

Dans le chapitre 5, on va étudier I'existencéueicité de la solution du
probleme en dimension trois

On termine ce mémoire par une conclusion quilestsynthese ou on
récapitule les résultats obtenus.




Chapitre 1
Préliminaires

1.1 Notations et Définitions

1.1.1Notations

Dans toute la suite nous utiliserons les notatsumgantes :
» On désigne par p.p. la notation qui veut diresgue partout.

« fOL 10(Q) si pour tout compadt 0 Q, f O L* (K).

» D(Q2) désigne I'espace des fonctions de classe&aGupport compact dags
*Bin={x € IRV, ||x|| < 1}.

« L(X,X) désigne I'espace des applications linéaires dané X continues
inférieurement.

* C([0, T];X) désigne I'espace des fonctions deTPdans X continues infé-
rieurement.

« C°%(Q) est 'ensemble des fonctionsholdériennes de {X2), c'est-a-dire qui
vérifientak > 0 tel quev(x, y) € Q, |u(x) — u(y)K k||x = y|}.




SIiEOV, (E |- lle) ©(V, |I-1l,) signifie que E s'injecte continuement dans \éstc'
a dire que l'injection E- V est continue (donclC > 0 tel quelx O E, ||x}} =C||x][.).

LP(Q) est I'espace des fonctions de puissace p-iemmabta sur pour la mesure
dx = dxdx,........ dx

L™(Q) est I'espace des ( classes des ) fonctions edkament bornés

Silsp<wo: 1 1 ee @ =Ug 1f 1 pdx)P
Sip = 11/ 1 L= (@)= SuPxoa | f(X)]

Pour T= 0 et X un espace de Banach pour la noijing x, On note :
i. C(0, T,X): I'espace des fonctions continues suJ@ valeurs dans X.

i. LP@O, T,X) : I'espace des fonctions v telles que :
t- |[v(t)|| x est une fonction de”(0, T), 1S p<

oo = (o, 02, ...y 0n), Jo| =21 ad.

1.1.2La topologie faible

Définition 1.1.2.1: Soit E un espace vectoriel réel ou complexe. &pmication p de
E dans IR, appelésemi-normequand :

a)vVx € E,VA €IR, ou IC, pix) = 0p(X)

b)vx € E, ¥y € E, p(X + y)< p(x) + p(y)
Définition 1.1.2.2 :Soit E un espace vectoriel normé F un sous-espace
vectoriel de E’( dual topologique de Hg,topologie faibles(E, F) sur
E est définie comme ci-dessus par les semi-normes :

P: X € E — pp(X) = | <, x > |. quandp décrit F.
Autrement dit :

x— X danss(E, F)e Vo € F, <, X, >—< ¢, X >




1.1.3 La topologie faible

Soit E un espace de Banach, E’ son dual et norme :

bl =supxeg, xj<1 [P
et E”son bidual, c’est a dire le dual de E’'munildaorme :
IF][ =supgegs,joi<1|F(P)]
I
Proposition 1.1.3.1 Soit E un espace de Banach, E” son bidual, alors
I'applicationJ de E dans E”définie par :

JO01(¢) = d(x)

est une isométrie linéaire de E dans E”
Preuve.: la démonstration de cette proposition se trodees
M. SAMUELIDES, L. TOUZILLIER [10] ( page 169).

Définition 1.1.3.1Sur E’ on a défini deux topologies : la topologis@

ciée a la norme de E’ et la topologie faib(&’,E”). On considérera aussi

sur E’ une autre topologie faible, la topolog{&’,E) appelégopologie faiblex

car J n'est pas nécessairement surjective, mais toujdidentifier E a un sous-
espace de E”.

Remarque 1.1.3.1La topologies(E’,E) est la topologie la moins fine

sur E’ rendant continues toutes les applicatippsu x € E.

Donc chaque ouvert pour la topologiE’,E) est un ouvert pour la topologie

de la norme.

1.1.4Espaces réflexifs, espaces séparables

Soit E un espace de BanachletE — E” I'injection canonique de E
dans E” définie par :
«) = f(x), pourtout x E, fe E’

Définition 1.1.4.1L’espace E est réflexif, s(E) = E”
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Théoréme 1.1.4.1Soit E un espace de Banach réflexif, alors toute su
bornée dans E admet au moins une sous-suite fahleztonvergente.
Preuve.la démonstration de ce théoreme se trouve danREZES [1]

( Théoreme 111.27, page 50 ).

Définition 1.1.4.2Un espace métrique séparable est un espace neétriqu
qui contient un sous ensemble D dense et dénonebrabl

Théoréme 1.1.4.250it E un espace de Banach séparable, alorsdoiiite
bornée (f)n-0 dans E’ admet au moins une sous-suite faiblergenter-
gente.

Preuve :la démonstration de ce théoréme se trouve danREZES [1]

( corollaire 111.26, page 50 ).

1.2 Rappels sur les espace¥Q)

1.2.1 Inégalités principales

Théoréme 1.2.1.1Si Q est un ouvert de fR1< p , < o deux réels
1 . z y ~ 1.1
et g=p’ I'exposant conjugué de p, c’est a (%rr%:l
(1) Inégalite de Holder
Sife LP(Q), ge LP(Q), alors f.ge LY(Q) et
IIf. gllL1@) < [fllp@) gl

(2) Inégalité d’interpolation
Sif e LP(Q) N LYQ), alors fe L'(Q) quelque soit E [p, q] et
— 1 1-
Ifll= N1 Loy IIEIIT ™ Lq @ avec —= % + Ta
pour un certain & a <1

(3) Inégalité d’inclusion
Si de plus@| <x et fe LYQ), alors fe LP(Q) et

1 1
Ifll P < [P alIfll

En particulier
L)< La(2), vi<p, g <o

11



1.2.2 Convolution et régularisation

Définition 1.2.2.1Soitp € C” (IRY) une fonction non négative telle
que :
Jirn POdx=1, suppc B(0, 1)
Poure > 0 arbitrairement choisi, la fonctign, (x) :=¢™ p (%) appartient &

C” o (IRV) et supp . © B(0,¢). La fonctionp ; est appelée fonction régularisante
et la convolution :

W(X) = (o x U)X) = [ipy P € (x = Y)u(y)dy

est appelée, pour autant que le membre a droitégidité ait un sens, la
régularisation de u.

Corollaire 1.2.2.1Soient p> 1, fe LY(IR") et ge LP(IRM). Les as-
sertions suivantes sont verifiées :

(1) pour presque tout& IR, la fonction y— f(x — y)g(y) est intégrable
sur IR,

(2) on pose

(& 9)(X) =Jjgp fx — Y)8(¥)dy

Alors fx g€ LP(IR™) etllf = gllLpgry < IIf llLzarny g lliparny
En outre, on a (¥ g)(x) = (g* f)(x)

Théoréme 1.2.2.1Soient fe C%, (IRVY), g€ LYo(IRM) eta un multi-indice
tel que ¢| = k. Alors

£ge C(IRY) et D(fxg)=(D"=*g
En particulier si € C” o (IRM), g€ LYo (IRVY), alors fx g € C*(IRM). Ici D*
représente la-ieme dérivée au sens usuel.

Corollaire 1.2.2.2 Si ue L o(IRVY), £ > 0, alors we C*(IR"Y).
et D'(p: * u) = (D’pe) * u

Théoréme 1.2.2.2Soit ue C(IR"), alorsp.* u— u uniformément sur
tout compact de I

12



Corollaire 1.2.2.3 SoientQ un domaine ouvert de 1Ret u une fonction
définie sur IR qui s'annule identiquement en dehor<td es assertions
suivantes sont vérifiées :

(1) Si te LYo¢( Q) alors ue Co(IRN).

(2) Si de plus suppaic Q, alors Y € C* o (IRY) pour autant que

e< dist(suppugpQ)

(3) Si L.e LP(Q) avec 1< p <, alors we LP(Q). De plus

Il uellip@=Ilullip@ etlime _oll ue—u |[Lp@=0
(4) Si e C(QQ) etQ’ cc Q, alors lim._,qu, (X) = u(x) uniformément suR’

(5) Si Le C(Q2), alors lim,_qu, (X) = u(x) uniformément su@
(6) C o (Q) est dense dan(Q) si 1< p <oo.

1.3 Rappels sur les espaces de Sobolev

Dans tout ce qui suit est un ouvert de [Ret p est un réel tel que
1<p<oo.

1.3.1 Dérivées faibles

Lemme 1.3.1.1Soient f, g Lo(Q). Si pour toute fonctionp € D(Q)
ona:

Jo £ ¢ dx=], g(x) d¢(x) dx
alors f=g p.p.
Définition 1.3.1.10n dit que fe L () est dérivable dans la direction

i, i € [1,N], au sens faible s'il existeDe LY. (Q) telle que pour toute
fonctiond € D(Q),

[, f0 Z2dx=f, Dif(x) dx

Remarque 1.3.1.1Par le lemme ci-dessus, si une telleeRiste, elle est
unique. Néanmoins, elle n’existe pas toujours...

Définition 1.3.1.2Si Q est un ouvert de MRalors on note :

13



1. Pour K& Q compact, R(Q) = {$ € D(Q) | suppd) < K},
2. Poun. €INN et € D(Q), Pu(db) = ||0ad ||oo.

al+..+aN ¢

Remarque 1.3.1.2poura = (04, ...,an) €INY, 8¢ désigne———x.

Définition 1.3.1.3
1. On dit que E D’(Q), (T est une distribution) si
T:DQ) — IR, est linéaire et vérifie : pour tout K compautlu
dang, il existe G > 0 et nx €IN, tels quev € Dk(Q2),
| < T.d > | = G SURumcPa(d).
2. Si i€ [1,N] alors on définit la dérivée deelD’(Q) dans la direction
i comme étant la distribution;D vérifiant :

<DT, ¢ >=-< T%>
Remarques 1.3.1.3
1. On a bien sOr noté@ =< T, ¢ >.
2. S’il existe meIN, tel que I'on puisse choisir gr= m pour tout Kc Q
compact, alors on dit que T est d’ordre ifiéra m.
Une mesure de Radon est une distributiorddéod
3. Si Te D’(Q) est d’'ordre m alors D € D’(Q) est d'ordre m + 1.

Définition 1.3.1.4 Si (T,) € D'(Q) et Te D’(Q) alors :
Tn 2T sivp € D(Q), < Tn, b >—<T, d >.

Remarque 1.3.1.4 On a alors T 2T implique DT, ZDiT.

14



Définition 1.3.1.5 Si f€ LY(Q2) alors on définit la distribution d’ordre O :

Tr () =J, () d(x) dx

On appelle alors dérivée faible, au sens des hiigioins, de f dans la direc-
tion i la distribution BTt que I'on note B3.

Remarque 1.3.1.5 Si f est dérivable au sens faible dans la diredtio
alors :

DiTt = Toir -
Proposition 1.3.1.1 :Si f € L(Q2) alors :

f est lipschitzienne ssii € [1,N], Dif € L*(Q).
1.3.2 Espaces de Sobolev

Définition 1.3.2.1 Les espaces de Sobolev sont, g@wuvert de IR,
m €IN, et p€ [1,+x] :

H™(Q) = {f € LAQ) | Va €IN avec ¢|< m, D'f € LAQ)},

W™P(Q) = {f € LP(Q) | Va eIN™ avec ¢| < m,D*f € LP(Q)}.

On définit :
sur H(Q), le produit scalaire < U, Vig=Yjqj<m < Dau, Dav >*,
sur W), la norme [[ulf"" =X 1<mlID%ullp.

Remarques 1.3.2.1

1. ¥ étant une distribution, jPe L? signifie qu'il existe ¢g L?
telle que P=Ty:

v € D(Q), < Df, ¢ >=[, g(x) d(x) dx

2. W= H™ et les normes sur W et sur H' sont équivalentes.

15



Proposition 1.3.2.1
1. W"P(Q) est un espace de Banach.
2. Pour p <, W™(Q) est séparable.
3. Pour 1 < p <o, W™R(Q) est réflexif.

Remarque 1.3.2.2H™(Q) est donc un banach muni d’'un produit scalaire :
c’est un hilbert.

Définition 1.3.2.2 :
SiQ est un ouvert de flRmeIN, et pe [1,+x], on définit :
W™ () =D (), ol I'adhérence est prise pour la topologie d&&2).

Proposition 1.3.2.2 Si ue W™Fy(Q) et i est définie par :

{u sur ()
0 sur Q¢

alors T € W™M(Q).
1.3.3 Théorémes de densité

Théoréme 1.3.3.1Si 1< p < alors D(IR") est dense dans W(IR").
Définition 1.3.3.1 SiQ est un ouvert de R on pose :
C” ¢ (@) = {uq, ue D(IRM}.

Théoréme 1.3.3.5i IR, = {(x1, y) € IRY | % > 0, ye IRN Y}
et 1<p <o alors:
1. C¢ (TRV,) est dense dans\WR(IRV,).
2. Il existe une application linéaire congn
P : WPIRM,) — WHP(IRY), telle que :
vu e WH(IRY,), P(u) = u sur IR,.

16



Remarque 1.3.3.10n a en fait WP(IRY,) = {ug" + , ue WHP(IRM)].

Définition 1.3.3.2Un ouvert born& de IRN est dit a frontiere lip-
schitzienne s'il existe des ouvertsy(Oy, ...,Q,) de IR’ et des applications
(o, b1, ... bn) tels que :

- QcUL,0i etQcQ,

— o : Op — BN est bijective avedo, ¢y lipschitziennes,

— Pour tout & 1, ¢i : O — B“Nest bijective aved, ¢ lipschitziennes
etdi(O N Q) = BN IRY,, i(0 N aQ) =B*NN {(0, y), y € IRN ™.

Théoreme 1.3.3.35iQ est un ouvert borné a frontiere lipschitzienne
et 1<p <w alors :

1. C’¢ (Q) est dense dans\R(Q).

2. il existe une application linéaire continue

P : WAQ) -—— W(IRV), telle que :
vu e WH(Q), P(u) = u suf.

1.3.4 Trace

Si 1< p < etQ est un ouvert borné a frontiere lipschitziennesalo
I'application :
_(Cc"(Q) € W1,p(Q) — Lp(99)
YO_{ u— u|oQ

est linéaire continue et se prolonge donc en urguarapplication linéaire
continuey : WHP(Q) —— LP(6Q) : c’est 'opérateur trace.

Remarque 1.3.4.1SiQ =IR", alors [°(6Q) = LP(IR™). En fait, pour
démontrer la continuité de, on la fait pou2 =IR", et on se raméne & ce
cas pouK2 borné a frontiere lipschitzienne.

17



Remarque 1.3.4.2Pour définir une intégrale saf, on prend 4 )iejo,n
une approximation de I'unité’Gsubordonnée au recouvrement)(®t on
écrit :

fan f(x)do(x) = X=1 [5in9q MO do(X).
On est donc ramené a calculer

fomaﬂg(x)dcj(x) i€ [0, n]

pour cela, on paramétrise @aQ pary(y) =% (0, y), (ye BN et on
pose :

ady
d
—1” Y

fo  g00do() = fB L EOO) H%A A

ou ||.]| est la norme euclidienne et aay-; est le produit mixte dans R

Proposition 1.3.4.1Si Q est un ouvert borné a frontiere lipschitzienne
alors :

1. key = WH(Q)

2. Si ue C(@) NWP(Q) alorsyu = ysq.

Proposition 1.3.4.2Si Q est un ouvert borné a frontiére lipschitzienne et

n(x) = (ny(x), ...,Nn(X)) désigne la normale extérieuré@ en x alors, pour
tous (u, v)e HY(Q) etie [1,N],on a:

Jo uE)DivE)dx =[ yu@)yv(y)ni(y)do(y) — J, Diu(x)v(x)dx
Remarque 1.3.4.e théoreme d’intégration par parties est audabla

si Q =IRN,. Dans ce cas, le vecteur normal extérieury Bt constant :
n=(-1,0,..,0).
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1.3.5 Compacité

Théoréme 1.3.5.1 (Kolmogoro\gi Q est un ouvert borné
et 1< p <w et Bc LP(Q) alors les propositions suivantes sont équiva-
lentes :
1. B est relativement compacte dal(€).
2. Il existe un opérateur P =B LP(IRM) tel que :
—VYu € B, Pu = u suf,
—{Pu, & B} est borné dansA(IR")
— SURes
IIThPu — PU.” |_p(|RN) —0 quand h- 0.

Théoreme 1.3.5.2 (Rellich) Si () est un ouvert borné a frontiere lipschitzienne
et 1 < p < o alors toute partie bornée dans Wlr(Q) est relativement compacte
dans Lr(Q).

Remarque 1.3.5.1 Ceci traduit que l'inculsion WLr(Q)<Lr(Q) est compacte.

Remarque 1.3.5.2Si I'on supprime I'hypothése "a frontiere lipsidienne”
alors le théoréme reste valable en remplacaritpar W .

Théoreme 1.3.5.3SiQ est un ouvert borné a frontiere lipschitzienne
et 1 <p < alors la trace : WP(Q) — LP(6Q) est compacte.

Remarque 1.3.5.3Jne application linéaire est compacte si I'image d
tout borné est relativement compacte.

Remarque 1.3.5.4Ce théoreme est faux pour p = 1, puisque :
v WH(Q) — LY(6Q) est surjective.

1.3.6 Injections de Sobolev

Théoréme 1.3.6.5i Q est un ouvert borné a frontiere lipschitzienne
ousiQ=IR"ona:
Np_
1. si p < N alors WA(Q) & LN-p (Q)
2. si p> N alors W(Q) & Co'l'%] Q)
3. pour tout &]N,+so[, WNQ) & LYQ).
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Remarque 1.3.6.1Si I'on supprime I'hypothese "a frontiére lipsaddnne”
alors le théoréme reste valable en remplacarfpat W, . Dans ce cas, et
siN>1, le 3) est méme valable pour tow f,+oo[.

1.4 Approximation d’équations aux dériveées par-
tielles par des méthodes de decomposition

1.4.1 Problemes d’évolution

Description heuristique de la méthode des pasdctionnaires
On considere dans un espace de Hilbert H une égudigvolution

{Z_ltx(t) +Au(t) =f(t),0 <t <T (1.1)
u(O) = u0.

ou A est un opérateur linéaire dans H (hypothegaédser).

Dans les méthodes usuelles d’approximation, onidéresun découpage de
l'intervalle [0, T] en N intervalles égaux de loregur k, et on définit une famille
d’éléments de H,

W, L
Par récurrence, en part de :
= U (1.2)

etde:

unti_yn + AuRtl = fn+1 (= f((n + 1)1()),

) (1.3)
n=20,..,N-1. '

Si I'opérateur A admet une décompositibn ;

AELLA; (1.4)

on peut utiliser cette décomposition pour appro¢h€r) et ceci conduit au
schéma de pas fractionnaires suivant : on défmiéléments :
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tels que :

=W (1.5)
et
n+t n-22 i
u -u + Aiun+q — fn+—’
k (1.6)
n=a2o, N-1,1 =1,...,q
ou '

foil = 39 £t 2.7)

Dans le cas du schéma (1.3), le calcuhdé® nécessite I'inversion de I'opéra-

1

teur (I+kA) ; dans le cas du schéma (1.6), le dalew™ "9, ..., un*1, nécessite
I'inversion des opérateurs (I +A ..., (I + kAy) , et la méthode est intéres-
sante lorsque I'inversion de ces opérateurs estgaple que l'inversion de
l'opérateur | + KA.

Un résultat de convergence

Nous allons énoncer un résultat précis sur la mamiéent lesi""a ap-
proximent la solution u de (1.1). On se reportefa3d pour la démonstration
de ce résultat et pour d’autres résultats plusrgémé

Soient \{, i =1, ..., q, des espaces de Hilbert,

V =NL,V;, avec Ve Vic H

les injections étant continues et chaque espaotdtase dans le suivant.
On identifie H a son dual, V' désigne le dual deWcgelui de V, on a

¥VicHcVicV (18)
avec injections continues, chaque espace étané diams le suivant.
Supposons que AL (Vi, V') avec

{(Aiv’ v) = aglIvIIF,,
Vv € Vi' [06] > 0.
Alors, pour u0 donnée dans H et f donnée d&(©l_T];H), I'équation (1.1) posséde
une solution unique @ L%([O, T]; V) N C([0, T];H) (cf. Lions[6])

(1.9)
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On se donne une décomposition arbitraire de f

f=%1 fl feL%O, TIH) (1.10)
et on pose :
. i K
f((n ;;i-)k) =" =1 SOV (s)ds
(1.11)

Les équations (1.6) définissent alors de maniémguenies u""a comme élé-
ments de V on introduit les fonctions étagéeg 0<i<(:

Uk = u™ ', pour te [nk, (n + K[, i=1, .., q
et on a le résultat de convegernce (cf .[13]).

Théoréme 1.4.1.1 orsque k— 0,
1. 4 converge vers u dang (JO, T]; Vi) fort et L*([O, T];H) faiblex
2. K(t) —— u(t) dans H fortyt € [0, T], ou u est la solution unique de
(1.2).
Cas particulierqg =2

De fagon générale et formelle, considéronyd¢esne (u désignant éven-
tuellement un vecteur ) :

2t Ag(u) + Aou) =1, (1.12)
ou A, et A, sont deux opérateurs linéaires ou non.
Soit :
k = At

le pas de temps et supposons que Nous connaissions

u" =« approximation » de u a l'instant nk.
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Nous déterminons alor$"d=(« approximation » de u a I'instant
(n + 1)k ) en deux étapes :

Premiere étape :on consideére I'équation :

an

-+ Ar(wy) = £y,
w, vérifiant les conditions aux limites « correspondantes a A;», (1.13)
w; (nk) = u™

Et on « calcule » :
1
AM(n + 1)k) =u™*z (1.14)

Deuxieme étape pn considére la « deuxieme partie » de I'équgtloh?)
6w2
- T Ax(wp) =1,
w,vérifiant les conditions aux limites « correspondantes a A, », (1.15)

1
w,(nk) = u"*2.
ou
fi+f, =1
On prend alors :

a1 = Wy((n + 1)K) (1.16)

Pour « l'intégration » de (1.13) (1.15) il est matude se borner a une ap-
proximation de I'équation (1.13) (ou (1.15)) ( pypug, méme une intégration
exacte ne fournit qu'une « approximation » de u ).

On arrive ainsi, par exemple, au schéma décompasél¢ pas fractionnaire ) :

1
n+s
u 2-ul

1
+ Alun+5 = f{l,
(1.17)

1
n+1_,0+35

u u
—_—

+ Azun+1 = fzn.
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1.4.2 Problemes de calcul des variations

Soient H un espace de Hilbert, ¥<i < g, des espaces de Banach
réflexifs, VNZL,V; avec:

¥ Vi c H, (1.18)

les injections étant continues et chaque espaotdtase dans le suivant.
Pour chaque i, soitiin ensemble convexe fermé desV/soit K {_, K;.
SoitJ; une fonctionnelle réelle définie sur, Ktrictement convexe, semi-
continue intérieurement et vérifiant :

limyek,, fjully, sl Ji(W)}= 0

Soitalors : J X1, J;
Il est bien connu que le probléme d’optimisation :

akJ(v), (1.19)

possede une solution unique u.
On peut proposer un algorithme d’approximation g@udécomposition :

soientr > 0 et un entier N fixé%(et N destinés a tendre vers l'infini).

On définit une famille d’éléments '@ n=0,...N,i=1, .., .
On partde :
% H quelconque, (1.20)

i-1

_ i P
puis, lorsque ¥ ...,u"" @ sont connus, on définit :

ek, (1.21)
car la solution du probléme existe et unique :
i-1,2
infyeg {[v —u" 0| + 7)) (1.22)
H

Ayant ainsi définit lesu” "4, on introduit les moyennes ( du type Cesaro) :

o e ek, (1.23)
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On démontre alors le résultat suivant (cf. J.-lons et R. Temam [7]) :

Théoréme 1.4.2.1Sous les hypotheses précédentes;si0, N— o
avec

TN — © Z3)
alors, pour touti, ¥i<q,

w'a— u 1.25)
solution de (1.19) dans; Vaible.
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Chapitre 2

Résume sur les travaux de L.
Tartar :

solutions oscillantes des équations
de Carleman

2.1 Introduction

Le but de cet exposé est de présenter éngohéne de propagation d’os-
cillations pour des équations aux dérivées pagatlon linéaires qui n'a rien
a voir avec la propagation des singularités.

Il est utile de signaler que 'importance pratigltemodeéle de Carleman
considéré ici (au moins en théorie cinétique) asisgqnent nulle et qu’il
serait important d’étudier les phénoménes analoguedes modéles plus
raisonnables. Une tentative dans cette directibfags sur le modele de
Broadwell.
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2.2 Rappels sur les équations de Carleman

On a le systéme suivant :

u % 2_y2=0 xe IRt =0
ot ox
. (2.1)
Wiy _w2=0 x € IRt =0
at ox
avec les données initiales :
ux,0) = ¢
{v<x, 0) = P(x). @2

Les équations (2.1), (2.2) permettent de définisemi-groupe (non-linéaire)
S(t) dont on connait les propriétés suivantes :

R1: Si 0< ¢, vy < Mg alors la solution (u, v) = S(& v) existe sur
t € [0,+oo[ et vérifie 0<u, v< M.

R, : Le semi groupe S(t) est de contraction daliRl) x LY(IR) (il est
seulement défini sur les fonctions positives).

R3 : S(t) n'est pas ( séquentiellement ) contimuLSIR) x L*(IR) muni
de la topologie faible

R4 : Si 0< ¢, y, avec[ (¢ + Y)dx =m alors & u(x, t), v(x, t)s@
pour une certaine fonction C(m).

2.3 Questions et méthodes

La premiére question, assez naturelle quand oned R, est la sui-
vante :

QI : Soit 0< ¢, y: < M, pour une suite (tendant vers 0) alors,w; les
solutions vérifient aussiQu,, v. <M ; si¢p. ety, convergent dans™L
faiblex que peut on dire de,u.?

La deuxieme question est liée a R4 :
Q2 : Soit 0< ¢, y avecd ety € LY(IR) étudier le comportement & t zo+
de la solution (u, v).
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La troisieme question est liée g & concerne lI'extension de S(t) a des
mesures

Qs : Si 0< ¢e, y, est une suite de'(IR) x L}(IR) convergeant vaguement
vers (oo, Bdo) que peut on dire des solutionsw ?

En plus de propriétés élémentaires du systeme, (2.2) on a :
Conservation de la masse :

Jrxt) + v 0)dx=[_ (¢ + P(x))dx (2.3)
Invariance de (2.1) par le changement :
(u, ¥ (Au(Ax, At), Av(AX, At)) (2.4)
On utilisera le lemme de compacité par compensatiorant :

Lemme 2.3.1Soit (W, z) une suite de T(IR?,) x L*(IR?,) vérifiant :

owg owg

7 [o') 2
o P borné dans L™ ( IR%)

(2.5)

0z¢ . 0z¢

7 ['e) 2
5t o borné dans L*( IR%)

alors si w etz, convergent dans®( IR%) faiblex vers v et %
le produit w;, z, converge dank®( IR%) faiblex vers le produit w0zO.

2.4 Résultats

Pour répondre a la question 1 on doit remarquerd@gonnaissance des
limites ded. ety, est instifisante pour caractériser les limites detuy; il

faut plus d’'information, comme par exemple les e@sides puissances™ et
y." pour tout m (qui, en général ne se déduisentgsasres des autres). |l
est important de remarquer que, pour le modéleidérgs aucune corrélation
entred. ety. n'intervient.

Soit une suited., v) verifiant :

8 ¢., V. < M, presque partout (2.6)

m m o ; —
{q)s — ¢™ dans L*( IR) faible *, m 1,2, ... 2.7)

Y - Y™ dans L*(IR) faible x, m = 1,2, ....
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Alors la suite des solutions,(w,) vérifie :

{ufgn - u™ dans L®(IR% ) faible x, m = 1,2, .... 2.8)
v > v™ dans L®(IR% ) faible x, m = 1,2, .... '
ou la famille ({..., V4, ...) est la solution unique du systéme infini :
2 4 T8t MUpyy — MUV =0 x € IRt 2 0
Zin 4 T 4 MV — Mg Uz =0 X € IRt 2 0 (2.9)
\ 0 <Up,V,, <M
vérifiant les conditions aux limites :
U 0) = ¢n(x)
2.10
v o) = o (210)
Prenons le cas simple (le cas général n’est pagliférent) ou la suite
(d: , v ) est de la formes(tend vers 0) :
q)s(x) = a(X' E) (2 11)
< .
lIJS(X) = b (Xl ;) .
Da,b<M, (2.12)

a et b étant périodiques de période 1 dans la éeexvariable (et régulieres)
Alors :

b = [; a(xy)™dy

: (2.13)
U () = [ b(x,y)™dy
Et la solution du systéme (2.9), (2.10) est tregpte :
Corollaire 2.4.1 Sous les hypothéses (2.11), (2.12) la solutio(2d,
(2.10) est donnée par :
1 m
Un(x0) = ) A%y, )™ dy
(2.14)

V(% 1) = [ B(x,y, O™dy
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ou A, B est la solution unique (qui vérifie<QA, B < M,) de :

S T, tA = fo B(x,y,t)%dy
s 9 : (2.14)
9B L 9B _p2 _ (1 2

— +———B?=[[A(xy,D*dy

Ax,y, 0) = a(x, y), B(x, y, 0) = b(x, y)
On voit donc sur (2.15) que ffet de la convergence faible se réduit a I'ad-
jonction d’'une variable "d’espace" supplémentafieon ne s’intéresse qu’aux
limites faibles { et V; il suffit, aprés avoir résolu (2.15), de supprimer la va-
riable y par une intégration.

Un corollaire important du systeme (2.9) est l'ialig suivante sur les va-
riances :

Corollaire 2.4.2 La variancesy(x, t) = Ux(x, t) — U (X, t) vérifie 1'in-
égalité%Gu + %Gu <0.

. .0 )
De mémes, = V2 - V? vérifie—oy +—o, <0

Une des conséquences importantes est la propagisooscillations, ou
plus précisément la non création d’oscillations.

Corollaire 2.4.3 Si ¢ converge fortement (dans(l)) sur un intervalle |
alors U converge fortement sur la bande caractéristigyet( x — te I} ;
de méme sy, converge fortement sur I; gonverge fortement sur

{x,t): x+tel}.

On voit donc que des oscillations en u ne peuvastcpeer des oscillations
en v et réciproquement.

Remarque 2.4.10n peut, a partir de ces résultats répondre aas-qu
tions (2.2) et (2.3), R Rq ainsi que (2.3), (2.4) sont alors utiles.

Remarque 2.4.2 es résultats qui précedent permettent de troavier
mite faible de toute fonction (continue) deed V.. En dfet, puisque d’apres
le lemme U: V % converge faiblement vers®¥? on connait le résultat pour
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toute fonction polynédme et donc pour toute fonctontinue.
Dans le cas des données (2.11) on @ Fu— f dans L faiblex
ou :

f(x, t) =ff01 F(A(x,y,1), B(x 7 t))dydz .

2.5 Généralisation

Nous allons maintenant considérer un modéle plissté,
celui de Broadwell :

ou | Ju _ w2 = _
o T Tuww—wo= 0, u(x,0) = o(x)
%+g—z+uv—wz =0, v(x,0) =y ) (2.16)

\ aa—vtv+uv—wz=0, w(x,0) = x(x)

Ce modele est obtenu a partir d’'un modeéle plawvidedses, introduit en fait
par Maxwell, ou les particules ont une vitesse delute 1 paralléle a I'un

des axes ; on suppose ensuite que les distribigmmsndépendantes de y

et que les distributions de particules a vitessaljgde a y sont égales.

Les propriétés de ce modéle sont trégdentes de celle de Carleman. (C'est
le cas pour tous les modéles réalistes de théimédique des gaz). On a les
propriétés suivantes :

R1:Si0<d, vy, x<M,alors la solution (u, v,w) = S(th( v, y) existe sur
t € [0,+oo[ et vérifie 0< u, v,w< F(t, Mp) . (La meilleure borne F(t,y
n’est pas connue mais de toute fagon ce n’est pgs M

Une borne locale en temps F(t,M) = M(l — tM}st claire.

R : S(t) nest pas (séquentiellement) continu st(tf.)*> muni de la to-
pologie faible .

R 3: Si la norme Edes données initiales est petite alors on a :
0<u, v,w< kMg et le comportement pour t grand est analogue swu ca
linéaire u~ u(x —t), v~ (X +1t), w~ w(Xx).
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Chapitre 3

Le probleme en dimension deux

3.1 Position du probleme

Dans l'ouvert Q €2x]0, T[, ouQ =]a’, b'[x]a?, b7.
On cherche les fonctions u(x, t) et v(x, t), tale e Q, t €]0, T[ et véri-
fiant :

u  Ou , 2 _ 2 _ _
6t+6x1+u ve =0 avec u(a;,x,t)=0
etu(x,0) = ug(x),

(3.1)
|%+:TV+V2 —u?=0 avec v(xy,a,t)=0
2
k etv(x,0) = vy(x),
Relativement a ce systeme, nous allons montré&si@tat suivant (cf.J.-L.
Lions [8]) :
Théoréme ISoient g et \p donnés avec :
Ug, VpE Hl(Q)ﬂ LM(Q),
(3.2)
u(a;,x,, t) =0,v(xq,a, t)=0
U,Vo =20 (p,p) dans Q (3.3)
Il existe alors un couple des fonctions u, v, eseul tel que :
{ue L(0,T; HY{(Q) N L*(Q)) (3.4)
ve L*(0, T ; HY(Q) N L*(Q)) '
avec :
u,¥0 (p.p) dans Q, (3.5)

et u, v vérifiant (3.1) .
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Remarque 3.3.1 1l résulte de (3.1) et (3.4) que :

du ov 0 2
e ore L7(0, T; LA(Q))

de sorte quegd,vo ont un sens ( en particulier darf§) )

3.2 Etude de I'existence et l'unicité

3.2.1 L'unicité

Soient {u, vi1} et {u,, vo} deux solutions du probléeme. Posans :

U=t~ V=V =V

ona:
Ju; OJuy uz_vz_auz 6u2+u2_v2_0
at  dx, S T P 2
dv, dv, dv, 0Jv,
— +t—+v i —ut=—+ —+ v, —u,2 =0
at  ox, 7ot " ox, P 2
donc :
du; Jdu, OJu; OJdu
1_ 2+ 1_ z ulz—u22=vlz—v22
at Jdt  0x; 0xy
dv, dv, Jdvy O0v, 5 5
— — Vit =V = wt —u
at  at  Ox, Ox, 2 ! z
c’est a dire :
ou ou
ot Tag Tw’ e =" -0y (3.6)
v v
E +0_x2 + 1712 - 172 == ulz - uzz (37)

Multiplions (3.6) par u, (3.7) par v puis intégraag Q, on trouve :

ou u 2 _ 2 = 2 _y2
Jp ug;dx +], uaxldx+fnu(u1 uj) dx = [, u(vi—v3) dx
) v 2 dx +[ v dx + v(vZi-v3)dx=[ v(uf—u}) dx
0 ot 0 dx; 0 1 2 0 1 2
Posons :

(o, v)= fﬂ ewdx, jp/ = (o, y/)%
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donc :

d d
Gow + (a—;,u) o u @i —u3) dx = [, u(vi—v3) dx

d d
G, v+ (a—;,v) o v(vi—v3) dx = [, v(ui—u3) dx

alors :
Grow) = [, u(vi—v3) dx- =) - [, u(uf —ud) dx
Grov)=[, v(ui —ud) dx = GZ,v) - [, v(vi VD) dx
Notons que:
a%?l,u)= fn u;—;dx =f]a2’b2[f]a1’b1[u;—;dx1 dx,
=2 anupaglliMiey b, w2 (1, %2)]dx, 2 0,
%,v) IfQ v;—zdx :f]al,bl[f]az,bz[v;_;zdxz dx,
:% f]allbl[[limxz_)bz u?(xq,x,)]dx; 20 .
alors :

d d
(a—?,u) =J, u(vf —v3) dx-(a—;,u) - [, w(ui—ud) dx

Grv) =, v(d —ud) dx — (G=,v) - f, v (v —v3) dx
Et grace a (3.5) on a:
Ui — uz) (g — up) =(U + W )(wy — up)?20
W — v3) (v, — v)=(Vi+ W )(vy — 1,)%20
Wi — w3) (wy — wy) =(Wi + W )(wy — w,)?20
De sorte que:

% JU)S fn Wi - v, — vy) dx

'?0% VS fn (uf — ud)(uy — uy) dx
mais :
ui, vi € L*(Q)

(3.8)

(3.9)
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donc si:

Max (|[uilleo(q) » Vil lLeo(q)) =H

ona:

Dfﬂ (i — v — up) de:Dfﬂ (v + v2) (v — V) (uy — up) dxO
s2u [, [y — v2) (6 O)[(uy — up) (x 0| dx = 2p|(u, V)|

1 1
< 2w, u)z(v,v)z = 2u0v0ul

et
Of, Wi — ud)(w; — v;) dx( 2p0ul0dv0
et d’apres (3.8), (3.9) on obtient :

SuP=26; ,u )< 4uv O lu) (3.10)
Vo262 ,v )< 4plu@IvO) (3.11)
En ajoutant (3.10), (3.11) il vient :

£ (R +VOP) < 4@uluOIvOD

ona:
A%+ B>~ 2AB = (A - B> 0
donc:
2AB < A%+ B?
alors :

£ (uP +IvOP) < 4(uOf +vOP

et donc d’apres le lemme de Gronwall (Voir J.L.Daltgi[3]) :
lu®F +v©OF=0
c’est a dire :
lu(®)] = v =0
dou:
U =W, V1=V
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3.2.2 Etude de l'existence

Reprenons le systeme (3.1). Essayons de le « désamp en les deux
systemes :

Ju
—+ut—-vi=0
at

L2 w2 =0 (3.12)
at
Ju Ju
ot 0
W, ow _ g (3.13)
at = 9x,
L’intérét de cette décompbsitions est que chacusrsgstemes (3.12) (3.13)
peut étre intégré explicitement. Il est alors caralde que I'on puisse ainsi
obtenir des estimations a priori « plus fine » qelées que I'on pourrait
obtenir directement ( sans décomposition )
La semi-discétisation conduit en fin de compte 'approximation » suivante
du probléme : supposons connué, {i'} « approximation » a l'instant nk
on détermine {U*% , d”%} et {u™*, V" par:
1 1 1
Uz — " 4+ k[W"2)2-(v™2)? ] =0 (A)
1 1 1 14
Vn+2 _ Vn + k [(Vn+2 )2 _(ul’l+2 )2] — O (B) (3 )
( 1
n+1
Wiyt + k2 =0 0 (ag,x2,t) =0
axl
< (3.15)
1 n+1
Vi vk =0 ¥ (x,at)=0
0)62 !
\
Ceci a bien un sens : effet le systeme (3.14) admet une solution unique
donnée explicitement par :
(
n+: _ut+k(c™)?
W T ke (3.16)
n+% _ v +k(c™)?
T 1+2ko™
Ou: )
o"=u"+v" (3.17)

Puisque, si on ajoute (Al), (B2) il vient :

1 1
un+5+vn+5 - GI"I

36



De (A))ona:
un+%_ un_l_ kcn (un+%) _ (Vn+%) - 0
d'ou :

n+l
1 "+ ko™ v 2
n+s
u 2 =
1+ko™

de (Bl)ona:
Vn+%_ VI"I+ kcn (Vn+%) _ (un+%) - O

1
En substituant®*z dans cette égalité on trouve :

n+% _ v k(c™)?
1+2ko™

De méme systeme (3.15) admet une solution uniquneéexplicitement par :

1 a—
W) = ¢ [T (g xp) exp () dg

e i x 3.18
vitl(x) = % faz v 2(xq1, &) exp (SKT) dé ( )

Cela définit donc complétement la suité {W' }. une fois choisis {& \°};
on prendra évidemment :
UO: Uo, V0 =\o

3.3 Estimations a priori

On prend k sous la forme :
k =% , N entier,
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et I'on introduit les fonnctions :

{ u () = Uz Vi (D) = v =12 (3.19)
pourte[nk,(n + 1)k[,n = 0,1 .. ,N—-1
et

~ ~ L Ch<N —
{uk(t),vk(t) linéaire dans [nk,(n + 1)k],0<n<N —1, (3.20)

ﬁk(nk) = un,\7k(nk) =v"
On va démontrer le :

Lemme3.3.1les fonnctions i, Vi, (i = 1, 2), iy, Vi demeurent, lorsque
k- 0, dans un borné de’(0, T;H'(Q) n L*( Q)) et sont & valeurs positives
(p-p).

Nous allons diviser la démonstration de ce lemmplesieurs étapes ; on
vérifiera en cours de route que les fonnctigrs. sont bien a valeurs dans
HYQ)NL™(Q).

Lemme 3.3.2Si I'on pose :

6 = [[uollL=) + llvollL= (3.21)
ona: . _

{ 1™ 2 lm(y + 0™ o< o @2

Vn=0,..,N —1letpouri = 1,2,

et

{un+5 ) vn+§ , >0 p-p- (323)

Vneti = 1,2.

Démonstration.

Les propriétés (3.23) résultent des formules (3(34.8) .
Pour simplifier I'écriture, posons :

A2 = U |pe(y, 477 = |02 |
d’aprés les formules (3.18) ona:

1 1
2{7’14‘1 Sﬂ“n+5 ’ﬂn+1 S’un+5

et on aura donc (3.22) si I'on montre que :

I+ < g (3.24)
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On observe pour cela que, comalesA" + " et comme la fonction :

a+ko?
N
14+2ko

est croissante au moins paug a, on a ( d'aprés (3.16) ) :

n+l u™ () +k("+un)
u 2 (< 1+2k (A" +pn) p-p-
™ () +k(A"+un)?

1+2k (A" +un) p-p

(3.25)

1
2 (x) <

s AT+ RO 4 pt)?
ST 2k + o)

< u® + k(A" 4+ ut)?
ST+ 2k + o)

1
Tl+§

u)

d'ou (3.24) par addition de ces inégalités.

Du lemme (6.2) résulte aussitot que uk, (i =1, 2), iy, ¥, demeurent dans
un borné de T(0, T; L*(Q)).

Il reste maintenant a montrer que ces fonctionsedeemt dans un borné de
L™(0, T;HY(Q)).

On va montrer le :

Lemme3.3.3Si 4kg < 1, il existe une constante telle que :
ﬁun+% ﬁv"+%
1= b= 1=e (3.26)
i=1,2, etj=1,2, 0<n<N -1

Remarque 3.3.1
Naturellement les inégalités (3.26) donnent leltésdésiré et leur démons-
tration achevera donc la démonstration du lemn&1(B.
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Démonstration du Lemme 3.3.3
1) Montrons d’abord que :

1
ountlt outz

E | < E | (3.27)

1
opntl @JTH—E

ﬂxl | - | ﬂxl |

(3.28)

D’aprés la premiére équation (3.15), que I'on d&ew % on trouve :

1
ountl outz o ountt
Froniie + k—( )= 0.
2

O’sz ﬁxl ﬁxz

s (3.29)
(ap,xz, t) =0

ﬁxz

1
n+>
Cette dérivation est justifiée si, par exemgigc,—2 OL%<Q) : prenant alors
2

. . Of7un+1
le produit scalaire dans(Q) avec >

)
X2

comme :

Vi O'Jun+1 ﬂun+1
(5—961(

>
ﬂxz ’ o”xz )_ O’
il vient :

1
Dﬂun+1D2< outt |ﬁun+5
2

ox Io”xz | 0%, |

d’ou (3.27). On établit de la méme facon (3.28férnvant en xla deuxieme
équation (3.15).
1) Admettons pour I'instant les inégalités suivantes :

e 1 1
Opu™zF + ODv™ 2[F <& ( ODu™F +0ODw"F)

(3.30)
< Bl g

ax; ' 0 (1-4kco)? ' =1, 2.

et
aunHDZ Ia”nHDZ aun+%D2 Iavn+%D2
+ < + +
0x41 Fox, <kc (D x4 Fox )
Veérifions que le lemme en résulte.
Posons :

(3.31)

Bn+§ = ‘ D1un+5|2 + | Dzun+5‘2 + ‘ D1Un+5|2 + | Dzvn+5‘2 (3.32)
i =1,2.

40 |



on déduit de (3.27) (3.28) (3.31) que :
Br1< ke + Bn%

et de (3.30) on déduit ( par addition des inégajitéuri =1, 2 ) :

By <EBn
donc

Bn+1 < ke + &P
dou:
Cz(l - 4-kC0)2

Bros S ey €~ 1) +E7Bo < constante.

Utilisant alors (3.34), on a finalement :
Bn+1, Bn% < constante .

Ce qui démontre le lemme, sous réserve de la \ardicde (3.30) (3.31).
2) Vérification de (3.30) : on déduit de (3.14) que :

DiU™= = D" —2k U"ED; UM+ 2k VYED; v
d’ou ) 2 2 2 2 2
| "< DU + 2ke(ID; U + | D V™))
et de méme :
| D™ < DV + 2ke(ID V™ + [ D U™

pour simplifier, posons pour l'instant :

|DU™E [=x, | V™ [ =y, (DU = &, [V = b, 2kg =7 ;

2
alors (3.35) (3.36) s’écrivent :

Xx<a+y(x +y), y<b +y(x +vy)
d’ou par addition :

(1-2)(x+y)<a+b,

33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)
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d'ou :
a+b a+b
<a+y— < b +y=2

xsaty . ysb+y

1-2y
et donc:
X2+ yP< &+ b2+ (a+b}+ 2(a+bf=
=+ b2+2"(1 Y) ) (a + bf< &+ b2+4Y(1 (a )
@t D)
d'oll (3.30).

4) Vérification de (3.31). Dérivons ( formellemerdlabrd ) la 1° équation
(3.15) enx; il vient :

— + k &

ﬁxl ﬂxl ﬂxl

ot ou™a o (ﬂu"“) _
ﬁxl -

et I'équation (3.15) donne :

ountt 1 1
(B %) =-u""2(ay, x)

n+1
En prenant le produit scalaire de (3.37) avﬁe;% il vient :
1

1
ount1)? oyt oyntt k by outtl X
- < =
| é)xl ( ﬂxl 4 ﬂxl )— 2 faz[ Of)xl (all Xz)] dX2
d’ou, d’apres (3.38) :
punti 2 5un+ puntl 1 by sl ,
| %1 Ox1 ox1 EEJ;Z[u Z(allxz)] dxo
dou:
|ﬁun+1 2 ﬂun+% lsz Tl+% 1 2 2 dX
x4 0x1 kJa, [u (a » X )] 2

(3.37)

(3.38)

(3.39)
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mais d’apres (3.16) :

1 2
uTl+E (a]., X2)= k(Gn(al,XZ))

Py (d'aprés le lemme (3.2) ke
et donc :

L [Pl x2)] dee < k(b - @)

de sorte que (3.39) donne :

2

+ k(b2 — a2)cg. (3.40)

1
é)un+f

ﬁxl

2

|0'vun+1

ﬂxl

En partant de la deuxieme équation (3.15) ( quedérive en x), on en
déduit une inégalité analogue a (3.40) avec v atidieu de u et d’ou
(3.31).

3.4 Passage a la limite

D'aprés le lemme 3.3.1, on peut extraire des soitsss encore notées :
ikh Vi, Uy, Vi, telles que:
i— U Vik - Vi,
{ix > @,V 7. (3.41)
dans’(0, T;H(Q) n L*(Q)) faible étoile.

Ce type de convergence n'est pas suffisant posepada limite dans les
terme non linéaire, mais on a une estimation supehtaire pouiy, ¥y.

Lemme 3.4.1lorsque k- O,

ol Vg
—  — demeurent
at © ot (3.42)

dans un borné L”(0, T ; H(Q) N L2(Q))
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Démonstration

En ajoutant les égalités correspondantes de (8145), on a :

un+1 _ un + k ﬂuz_'—l + k[(un+%) 2 _ (vn+%) 2] — O (343)

x4

Ce qui équivaut a :

duk . duzk

o+ () *- (1) °=0 (3.44)
De méme :

0vk = dv2k

ot Hwy) 2 (u) 2= 0 (3.45)

Ceci extrait (3.42), grace au lemme 3.3.1.
On peut alors supposer, grace aux estimationg,stig et la compacité de
linjection de H(Q) - L%Q), que :

{dans Ezk(z)u’f‘:)l;t_;: p.p. 3.46)
mais, d’apres la définition des fonctiGnset wy, on a :

10k — Wakll im0 7 L2(qy) S SURsnena DU = ' 0
et avec (3.43) et le lemme (3.3.1), il en résulte g

Tk — vaklli=o,1;12(0)) S kes (3.47)
De méme :

1% = Vaklli=o 1; 12 < KCs (3.48)
donc, avec (3.46), on en déduit que I'on peut seepo

{ ﬁzk—)ﬁ, \721(—)\7

dans L?(Q) fortet p.p. (3.49)

mais la premiére égalité (3.15) s’écrit

duzk _
ax1

0

Uk — Uik + K
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d’ou, avec le lemme (3.3.1),

|| uzi — u1k||L°°(0 T;12(Q) = key (3.50)
Et de méme :
|| vax — VlkIILOO(o T; L2(Q)) < kcy (3.51)

on peut donc supposer, d'apres (3.49), que :

{ ﬁlk—)ﬁ, \711(—)\7 (352)

dans L?(Q) fort et p.p.
alors (avec les notations (3.41) ) :
gl (=u),y=9v(E=V),w=w=w).

et]’on a maintenant :

w)? — U? dans Q) faible,
Et, au méme sens,(y* - V°, et on peut passer a la limite dans  (3.44) §3.45
Comme, d’apres le lemme 3.3.4, on peut aussi Sepppe :

Qe 0w 0% OV o m TL2(Q)) faible étoi
5t a0 or ot dans (0, T;L(Q)) faible étoile.

ona:
i (0)— u(0), ¥, (0)— v(0) dans E(Q)

et par conséquent :
u(0) = w, v(0) =\p;

on voit ainsi que u et v satisfont au systeme (3.1)
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Chapitre 4

Etude de I'existence et I'unicité
de la solution du probleme en
dimension trois

4.1 Position du probleme

On a les problémes du type suivant :
Dans l'ouvert Q €2x]0, T[, ouQ =]ay, by[x]ay, by[Xx]as, b
On cherche les fonctions u(x, t), v(x, t) et w(x, tels que x0 Q, t [J]O, T[ et
vérifiant :

a )
( a_’t‘+a_;+u2—v2=0 avec u(aq,xy,%x3,t) =0
etu(x,0) = uyp(x),
%+;7v2+vz—u220 avec V(Xl,az,X3;t):O
) etv(x,0) = vy(x), @y
ow ow 2 2 2y — =
¥+0_363+W - (u® —v?) = 0avec w(xq,xp,a3,t) =0
L etw(x,0) = wo(x).

Relativement ace systéme, nous allons montrer le résultat suivant :
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Théoreme | Soient y, Vo et wy donnés avec :

{ uOr VO, WOe Hl(Q)m LOO(Q), (4 2)
u(al,Xz,Xg,t) == 0,V(X1,32,X3,t) = 0,W(X1,X2,33,t) = O '
oUVo,W=0 (p,p) dan¥2 ®.3

Il existe alors un triplet de fonctions (u, v, w)um seul tel que :
ue (0, T; HY(Q) N L*(Q))
ve L°(0,T; H{(Q) nL*(QY) (4.4)
we L°(0, T ; HY(Q) N L*(Q)
avec :
oHVo, Wo= 0 (p,p)dans Q, (4.5)
et u, v, wvérifiant (4.1).
Remarque 3.1 :

Il résulte de (4.1) et (4.4) que :

ou Jv Jw o0 .1 2
E’E’EDL(O’T’L Q)

De sorte que :dJVo et wy ont un sens ( en particulier darf§) )

4.2 Etude de I'existence

Reprenons le systéme (4.1), et essayons de le « décomposer » les deux
systémes :

|
4@+V2—u2=0 (4.6)

at = 9xq; 0

av v

ato, = 0 4.7)
ow ow

o =0
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L’intérét de cette décompositions est que chacsrsgstemes (4.6) (4.7)
peut étre intégré explicitement ; il est alors camble que I'on puisse ainsi
obtenir des estimations a priori « plus fine » qelées que I'on pourrait

obtenir directement ( sans décomposition )

La semi-discétisation conduit en fin de compte ‘approximation » suivante
du probléme : supposons connuég, §&',w"} « approximation » a l'instant

1 1 1
nk on détermine {i"*z ,v™z ,w"*z } et { u™ V" W™ Y par

L L k[(u“i)2 -(v“%)z] -0 (A2
2

S S k[(vr”%)2 (w2)1=0 (B2

ow 2 n+t ) net )i _
orwi= () (V) =0 @
f 1
n+1
rﬂl—l_ un+5 + kalalx =0 ﬁ+l (a;]_,XZ ,X3,t) =0
1
Yl vtz + k270 = 0™ (e xe,t) =0

1 n+1
W W+ k®— =0 W (xxe 3,1) =0
3

(4.8)

(4.9)

Cela a bien un sens : en effet le systeme (4d@mat une solution unique donnée
explicitement par :

[ n+: _ul+k(c™)?
un+z — (e™
14+2ko™

n+% _ v +k(a™)?
< 1+2ko™

wha= J/e7/tan[ arctan (‘%/) -k 7]

\

vy
o"=u"+v" o’'=0" (——)
142k o™

puisque, si on ajoute (A2), (B2) il vient :

1

1
un+5+vn+5 = Gn

(40)

(4.11)
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De (Ay)ona:

ul’l+%_ un+ kcn (ul’l+%) _ (Vl’l+%) - O

n+1

n n a5

n+%__u +ko™ 2
1+ ko™

u
de (B)ona:
Vl’l+%_ Vn+ kcn (Vn+%) _ (ul’l+%) - O

1
En substituant®*z dans cette égalité on trouve :

n+% _v+k(c™)?
1+2ko™

et (C2) donne :

dw +[WP- o"(u™z- vI*2)]dt = 0

donc:
. n u—p" -
- o"(——)]dt = 0
alors:
2 n,vt-um
dww+ o T Un)]dt
d’ ou
dw
witol —dt
donc:
1 aw _ ¢
(720 17!
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En intégrant :

wan-'—% f(n+1)k
\//77 w \/_?2.,.1)\//7/ nk

on obtient:

"2=//'/ tan [arctan(\/WT;)-k\//?'/ ]

De méme systeme (4.9) admet une solution uniqueéboexplicitement par :
(W00 = 2 [ uE w0, x3) exp (22 dgy
{V““(X) = f : “+2(x1,§ X3) exp( 2)d¢ (4.12)

I
L W) = 2 2 w™2(x, x5, £) exp (%) dg

Ceci définit donc complétement la suité' {u",w"}. une fois choisis {4 V',w"};
on prendra évidemment :

W=y, V0 = v et W = wp
4.3 L'unicité
Soient {us, vi,w1} et {uz, v2,wz} deux solutions du probléme, posons :

U=U1~ U2, V=V]1— V2, W=W1— W2

duq,  ou 2 2 ou,  OJu, 2 2
On a: —+—4u v = 22— 4u, v, =0
at oax, 1 1 at oax, 2 2
6171 6171 2 2 6172 6172 2
Dy P, ® = 224224, % % =
at ox, 1 1 at 9x, V2 Uz
ow, 0wy ow, 0Jdw, 2 2 2
—t+—tw; (U -v = —+—=+tw,-(u, " -v =0
t | oxs 1(1 1) 6t6x32(2 27)
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du; Ou ou; Ou 2 2 2 >
Donc: gty QU2 01 92 4 0202 =2
one at at  ox; ox, L+ 1 2 V2
avl 6172 6171 6172 2 2 2 2
— - t—-—+v,u," =v,-u
at  at  ax, o9x; L 1 2 %2
owy 0w, ow 0w, 2 2 2 2 2 2
— o P twtwy =(u - w”) (v v
ot ot  oxs oxs V1 W2 (ur1”-up") -(v1” -1,7)
C'est-a-dire:
Ju, Jdu 2 2 2 2
ETA i S e W 4.13
at ox; 1 2 1 V2 ( )
ov, k6 ov 2 2 2 2
o o, V1 V2 S - U 4.14
at ox, L 7?2 1 2 ( )
6w+6W + 2 2 _ 2 2 2 2 5
3t oxg W1 W2 =(w"-up") -(v1" -1,7) .18)

Multiplions (13) par u, (14) par v et (15) par wigintegrons suf,

on trouve :

il 0
/) ua_ttldx +f ua_:ldx +, ui—u3) dx=[ u(vi-v3) dx

6_v v 2 2 - 2 _ 42

Jp vopdx +/, Vo dx +, v(vi—v3) dx=[, v(uf —uj) dx
ow ow 2_ 2 _

Jp wopdx +], W, dx +, w(wf —wj) dx =

Jo w(ui—u3) dx-[, w(vi—vj) dx

Posons :
1
o(y)=J, ewdxfp/=(p v)?
donc :
0 0
(a—i.u) + (a—:l.u) +f, wi—ud) dx=[, u(vi-vji) dx
0 0
(6—1;.17)+ (0—;72.17) +, v(vi—v)) dx=[ v(ui-uj) dx

9 9
o)+ (a—Z,W)*Lfﬂ w(wi —w3) dx = [, w(ui—u3) dx— [, w(vi—v3) dx
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alors :

d ?
(a—?,u) =J, u(vf —v3) dx-(a—;,u) - [, w(ui—ud) dx

g, (7]
Lv)=1, vt —ud) dx—(2,v) - [, v (v}~ v3) dx

5} 5}
(a—Mt/,W)Zf!2 w(uf —u3) dx — [, w(vi—v3) dx- (%,W)-fn w (Wi —w3) dx

Notons que:

u _ ou _ ou
;?Z,u)— fn ua—xldx - f]a3,b3[f]a2,b2[f]al,bl[ua_xldxl dx, dxs

= f]a3,b3[f]a2,b2[ [lim,, _p, u®(x1, X2, x3)]dx, dx3 2 0,

v _ v _ ov
5%’”) “Ja vadx _f]a3,b3[f]a1,b1[f]az,bz[va_xzdxz dx, dxs

1 .
= f]a3,b3[f]a1,b1[[hmx2_’b2 u?(xy, %2, %3))]dx;dx; = 0 .

ow _ ow _ ow
(a_x3‘W)_ Ja Wa_x3dx - f]a3,b3[f]az,bz[f]a1,b1[wadx1 dx; dxs

1 .
= f]az,bz[f]al,bl[[hmx3_’b3 u?(xy, x5, x3))]dx;dx, 20 .

etgrace a (4.5)ona:

U — ud) (ug — up) =(u + W )(ug — uz)*20
U — v3) (vy— vp) =(Vit+ V2 )(vy — 1)*20
"(’12 - sz) Wy — wy) =(wg +Ws )(wy; — w,)?=0

De sorte que:

% U )S fﬂ Wi — vH)(w, — vy) dx 4.16)
% = fﬂ (uf — u)(uy — up) dx 12
(aa_vz WS [ i — ud)wy — wy) = [ (vf — v (wy — wy) dx (4.18)
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mais :
Ui, Vi , Wi € L(Q)
donc si :
Max|(u;l L) » Vil lLo)s HWillLe(q) ) =M

ona:

Of, Wi — vH g — up) dxCEO [, (vy + v2)(vy — v)(uy — up) dxO
s2u [, [y — v2) (6 O)[(uy — up) (x V)] dx = 2p|(u, V)|
< 2U(u, u)%(v, v)% = 2u0v00ul
et
Of, Wi — ud)(w; — v;) dx( 2p0ul0v0
et Of, wui— u)dx— [, wvi— vi)dx [ 2u | wDu+OvO]
et d’aprées (4.16), (4.17) et (4.18) on obtient :

% Du(t)R =2 % ,u)< 4pdv(®)0u(e)d (4.19)
S OvOF=2&,v)< 4p0u() ()0 (4.20)
S ow®F=2E",w)<4plw®DOu®HIv(H0) (4.21)

En ajoutant (4.19), (4.20) et (4.21) il vient :
= (Qu(®F +0v(®) P +0w() )<

uedv(H)I0u(®) | +| wOOu@®) O+ |l w®) DD (6)D)
Alors :

= (Qu(®F +0v(0) P +0w(H) )< 8uDu(®)F +0v(0)F +0w() )
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ona:
A%+ B>~ 2AB = (A - B> 0
donc :
2AB < A%+ B?
alors :

L (Qu@F +vOF HwOP <4 1 [u®F +VOF+ QUOF +W®F) + (vOF +HwoD)]

<4 p [u®f +HvOF +(u®F +Hw®OF) +(vOF +w©p
<8 p [u(®f +IvOF +w(t)f

Et donc d'aprés le lemme de Gronwall ( J.L.Demig8ly:
lu®F+vOF+wOF = 0,
c'est a dire :
lu(®)] = V()] = [w()] =0,
d'ou :

U=, w=V et w=w
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4.4 Estimations a priori

On prend k sous la forme :
k :£ , N entier,
et I'on introduit les fonnctions :

{uik(t) = U V(D) = v , Wik (t) = Wn+%’i =12 (4.22)
pourte[nk,(n + 1)k[,n = 0,1 ... ,N—1

et

{le(t),vk(t),\Tvk(t) linéaire dans [nk,(n + 1)k],0<n<N —1, (4.23)
ﬁk(nk) = un, Vk(nk) = Vn, Vvk(nk) =wh". '

On va démontrer le :

Lemme4.4.1 les fonnctionsy ik, Wik, (i = 1, 2), Ty, ¥, Wy, demeurent,
lorsque k-0, dans un borné de’(0, T;HY(Q) n L*(Q)) et sont & valeurs
positives (p.p).

Nous allons diviser la démonstration de ce lemmplesieurs étapes ; on
vérifiera en cours de route que les fonnctiops. sont bien a valeurs dans
HY(Q)NL*(Q).

Lemme 4.4.2 Si l'on pose :

B =IluollL>@ + Vol + [IwollL=) 24
Ona:
{uu”*fnm) F ™2 oy + W2l Ry (25)
Vn=0,..,N —1letpouri = 1,2,
Et
{um%,v“é,wméz 0 p.p. (26)
Vneti =1,2
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Démonstration.
Les propriétés (4.26) résultent des formules (44Q)2).
Pour simplifier I'écriture, posons :

gk N WL N WL
A2 =||u” 2||L°°(Q)’,un 2= ||p" 2||L°°(Q),Vn 2= ||w" 2|~
D’aprés les formules (4.12) on a:
1 1 1
ﬂn+1 < /171+E ’ ﬂn+1 Sﬂn+; ’Vn+1 < Vn+5

et on aura donc (4.25) si I'on montre que :
1 1 1
A2+ My g A v (4.27)
On observe pour cela que, comalesA" + 1" et comme la fonction :

a+ko?
N
1+2ko

est croissante au moins paug a, on a ( d'aprés (4.10) ) :
un(x)+k(kn+u“)2
1+2k(A"+un) P-p-

™ (%) +k(A"+un)?
1+2k(A"+un) p-p

1
u™z (x)<

(4.28)

1
v (x) <

d’ou I'on déduit :
A"+ kO + pm)?

1
in+§
1+ 2k + o)

IN

wed B KO + )2
poozs n
1+ 2k + p)
etona:
l n n+ n
whta= //g’/tan[ arctan (W\/?/) -k /o 7], telques = o™ (1112,(“0—,1)
dou

whta <//o/tan arctan (‘%/ )]

( puisque les fonctions tangente et arctangentessoctement croissantes )
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donc :
WTL+1< Wn
alors :
Y yn
d'ou (4.27) par addition de ces inégalités.
Du lemme (4.7) résulte aussitdt que, Wk, Wik, (i= 1, 2), Ty, Vi, Wy de-
meurent dans un borné d&(Q, T; L*(Q)).
Il reste maintenant a montrer que ces fonctionsedeemt dans un borné de

L™(0, T;HY(Q)).

On va montrer le :
Lemme 4.4.3Si 6kR < 1, il existe une constantg Relle que :
é,un+% é,vn+% é,wn+%
| ﬁxj |’| ﬁxj |’| ﬁx]- |SR1’ (29)
i=1,2, etj=1,2,3, 0<n<N -1

Remarque 4.4.1

Naturellement les inégalités (4.29) donnent leltésdésiré et leur démons-
tration achevera donc la démonstration du lemn#el(}.

Démonstration du Lemme 4.4.3

1) Montrons d'abord que :

1
n+s
ountt < ou'""z2

ol e ¥ (4.30)
j = 2,3
Iav"’rl <|au"+%|
prl El bl (4.31)
ji=1,3.
owntl <|0”wn+%|
oxj ' ox; U (4.32)
j=1,3.
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D'aprés la premiere equation (9), que I'on dérive ¢el que j= 2, 3 :

1
((ountr  oumz o ountt
-~ +k—(E—)=0.
ﬂ:lcil oxj oxy ~ Ox;j (433)
au

é’x] (al,Xz,Xg,t) = 0 et] == 2,3

1
n+s
Cette dérivation est justifiée si, par exemé@ﬁ‘ex,.—2 OL%Q),j=2, 3 :
]

+1

prenant alors le produit scalaire daigl) aveca;x , ] =2, 3, il vient,

J
comme :

(0') (aun+1 ﬂun+1
%4 5x] ! ﬂxj

)20,

ountl Auntl ﬂun+%
[F< | I I

Ox;j Ox;j Ox;j
d'ou (4.30). On etablit de la méme fagon (4.3Wl@nmvantenx, j=1, 3 la
deuxiéme équation (4.9).
Aussi (4.32) de la meme facon, en dérivantjer x 1, 2 la troisieme equa-
tion (4.9).
1) Admettonspour I'instant les inégalités suivantes :

s 1 1 1
DDiuTH'?Dz + DDiUrH-EDz + DDiWTH-EDz

< <& ( ODu"F +0OD;v"F + OD;w"F) (4.34)
é _ (1-2kRy)?
N\ D:O”_X] 1 E - (1—6kR0)2 ’ 1! 21 3
et
Of7un+1 Iﬁvn+1 IOf7WTL+1

1 1 1

un+5 ﬁvn"'f IﬁWn+E
EP%DZ S F ) (4.35)
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Vérifions que le lemme en résulte.

Posons :

B_.i = 0Du"20F + OD,u™*2F + ODyu"2(F +0D,v™*2F +0D,v" 2 F +
2

DD3U"+EiD2 +DD1W"+§Dz+DD2W"+§D2 + ngw“zimz ,i=1,2,3. (4.36)
on déduit de (4.30) (4.31) (4.32) (4.35) que:

Bos1 < KCo + Bz (4.37)
et de (4.34) on déduit ( par addition des inégalitgur i = 1, 2) :

ﬁn% <&fn (4.38)
donc :
lgn+1 < kCZ + E,Bn

dou:
Bn+1, B,,1 < constante
2

Ce qui démontre le lemme, sous réserve de la \adrdicde (4.34) (4.35)

2) Vérification de (4.34), on déduit de (4.8) que :

RS = D" -2k U™ED; UM+ 2k VD, v
2 2 2 2

2

d :
o | DU < D + 2k(0 + VD) (DU + [ D V) (4.39)
dou:
" | R < D] + 2KRy(ID; U™ + | D V) (4.40)
t de méme :
S | D™ < DV + 2KRy(ID V'] + | D ™)) (4.41)
t
e | DW"*J] < IDW"] + 2kR(ID, V™3] + | D U™+ D W) (4.42)
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pour simplifier, posons pour l'instant :
| DU =X, | DV =y, | DW=z, (B = a, [V = b
IDw" =c, 2kB=vy;
alors (4.40) (4.41) (4.42) s’écrivent :
X<a+y(x+y)<a+y(x+y+z),
ysb+yx+y)sb+y(x +y+2),
etzsc+y(x+y+2z)
d’ou par addition :

1-3)x+y+z)<a+b+c

dou:
a+b+c a+b+c a+b+c

X=aty 1-3y’ y§b+71—3y ' ZSC+Y1—3y

et donc:
Xt Y+ 2< b+ P ~(a+ b+c§+ — )2 (a + b+cl=
=et+ I+ D (a + s+ BT D (E )
(1 -v)?
— )Z(a + bP+c?)

d'oll (4.34)

4) Vérification de (4.35). Dérivons ( formellemerdlobrd ) la 1 équation
(4.9) enx;ilvient :

1
ountt  outtz o (ountt
Et I'équation (4.9) donne :
n+1 1
(@, %o, Xa) = U2 (8, %, Xa) (4.44)
1
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n+1
Prenant le produit scalaire de (4.43) a‘o"-;é;xc— il vient :
1

2 n+s
outtz puntt k b3 b, Juntl 2
< =
o o) S 2, o, o (@1 x2,x3)]7 dx2 dx3

|0'vun+1
ﬂxl

d’ou, d'apres (4.44) :

1
é’u""'l 2 é’un+i é’un+1 1 b3 b2 n+l 2
+_
| o e e s fa3 faz [u""z(al,x2,x3)]? dx2 dx3
dou:
2 n+s 2 1
é’un+1 u 2 1 b3 b2 n+= 2
+ —_
| - e kfa3 faz [u""z(al,x2,x3)]? dx2 dx3 (4.45)

Mais d’'apres (4.10) :
n4x _ k(d*(a1,x2,x3))? , N
U™z (al,x2,x3)= {2 SoE o o< ((d'apres e lemme (4.4.2)) kR

et donc :
L% (2 (al,x2, x3)]2 dx2 dx3 < k(b3 - a3)(b2 - a2

de sorte que (4.45) donne :

2

ount1)? &un%

| - |+ kb3 - a3)(b2 - a2)f8 (4.46)
Partant de la deuxiéme équation (4.9) ( que I'aivdéen % ), on en déduit
une inégalité analogue a (4.46) avec vyetxlieu de u et
Dérivons ( formellement d’abord ) la troisieme éipra(4.9) en x; il vient :

1
owntt  oyt2 o (ow™hy
ox3  Oxg + ﬁ_x3( Ox3 ) =0 (4.47)
et I'équation (4.9) donne :
(4.48)

i n+1 1 l
(kX @) = W (e, Xo, @)
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Prenant le produit scalaire de (4.47) a@é?—l il vient :
3

1
2 swta pwntl

0*7Wn+1 E bz bl évwn+1 2
|| - R < 5 S alx2,x3)) dxl dx2
d’ou, d’'apres (4.48) :
1
ﬁWn+1 2 ﬁWrH-E 0”Wn+1 1 bz bl n+l 2
|ax3 o o +— o fa1 [w™z2(al,x2,x3)]* dx1 dx2
dou :
2 +1 2 1
ownti ow™ 2 1 by b 1
28 < |2 L el ) e (449)

Mais d’'apres (4.10) :
whta (x1, x2, a3 W'(x1, x2, a3) = & kR?%
etdonc:
L% [P wial x2,x3)]? dxl dx2s< k(b2 - a2)(b1 - a1) B

de sorte que (4.49) donne :

2

+ k(b2 - a2)(bl -al)R (4.50)

1

2 &Wn‘f'i

|é7Wn+1

ﬂx3

d'oul (4.35)

4.5 Passage a la limite
D’aprés le lemme 4.4.1, on peut extraire des saiiess encore notées :
ik Vik, Wik, Uy, Vi, Wy, telles que :
il— U, Vik - Vi, Wk — W,

U - @, Vo 7, Wy - W (4.51)

dans’(0, T;HY(Q) n L°(Q)) faible étoile.
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Ce type de convergence n'est pas suffisant posepada limite dans les
terme non linéaire, mais on a une estimation supehtaire pouty, ¥, et Wy

Lemme 4.5.% lorsque k— 0,

oty V. oW
—k kK demeurent
at ' ac’ ot (4.52)

dans un borné L*(0, T ; H}(Q) N L2(Q))

Démonstration.
Ajoutant les égalités correspondantes de (4.8),(dr9a :

=+ K2 ) P () ] =0 (4.53)

Ce qui équivaut a :

duk . duzk
==+ (ug) *- (i) °=0 (4.54)
De méme :
0vk = dv2k
o) 2 (ug) 2= 0 (4.55)
et
oWk = oJdwz2k
==t S H(w) P (i) % - (ug) 2= 0 (4.56)

et ceci extrait (4.52) grace au Lemme 4.4.1.
On peut alors supposer, grace aux estimationg,stig, Wy, et la compacité

de l'injection de HQ) - L4Q), que :

i — 0, V>V, Wi —>W
{ k k k (4.57)

dans L2(Q) fortet p.p.

Mais, d'aprés la définition des fonctidiset wy, on a :
[T, — uzklle(o,T;LZ(g)) < SURs<ns<n-1 U TREERT N
Et avec (4.44) et le lemme (4.4.1), il en résulte g

Tk — voklli=go,1;12(0)) S kcs (4.58)
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De méme :

¥k — Vakllieo 7;12(q) < KCs (4.59)
Et

Wi = Wailli=o ;120 < KGs (4.60)

Donc, avec (4.57), on en déduit que I'on peut ssg@pgue :

ﬁzk—)ﬁ, \721(—)\7, ’V’vzk—w“\'/
{ dans L2(Q) fortet p.p. (4.61)
Mais la premiere égalité (4.8) s'écrit :
duzk
M= U+ k2= =0
D'ou, avec le lemme (4.4.1),
Et de méme :
Et
II Wzk - Wlkl |L00(0 ,T ; LZ(Q)) S kC4 (464)
On peut donc supposer, dapres (4.61), que :
ﬁlk—)ﬁ, \711(—)\7, Wlk—)\TV
{ dans L2(Q)fort et p. p. (4.65)

alors (avec les notations (4.51) ) :

Uu==ta(E=u),v=7v(E=V),w=w=w).

Et I'on a maintenant :

Ww)? - U? dans 4(Q) faible,

Et, au méme sens, ()’ - V> et (W)? — WA, et on peut passer a la limite dans

dans (4.54) (4.55) (4.56) ;
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Comme, d'apres le lemme 4.5.1, on peut aussi Sgomue :

6ﬁk ou 6Vk ov 6\7’vk

ow 00 2 H
P on T P 5 5, dans K(0, T;L(Q) faible*

etona:
1ik(0) - u(0),7k(0) - v(0) et wx(0) - w(0) dans E(Q) faible,
et par conséquent :
u(0) 5 w(0) =wet w(0) =w

on voit ainsi que u, v et w satisfont au systemg)(4
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons appliqué laodétde décomposition de I'opé-
rateur pour I'étude d’un probléme aux lirsiteon linéaire gouverné par un
systeme de Carleman en dimension trois darigbe parallélépipédique.

On a établi un résultat de I'existence atitité pour le cas bidimensionnel
puis on a généralisé ce résultat au caseiasionnel.

Le probléme étudié en dimension deux egtrahléme posé par
T.CARLEMAN dans [2], ce probleme a été d&jadié par KOLODNER [5].
Le résultat donné dans le texte est di0 & RAM. La méthode de décompo-
sition est 'usage courant en Analyse Numqéj bornons-nous a renvoyons
a G.I.MARCHIK [9], N.N.YANENKO [16], R.TEMAM[13] et & la biblio-
graphie de ces travaux (cf. aussi TROTTER)[1Jne démonstration d’'un
théoréme de I'existence ( pour un systergqutitions intervenant en Météo-
rologie ) utilisant la méthode de décomposiest annoncé dans DEMIDOV
et MARCHIK [4]. Une autre application dertgéthode de décomposition
pour I'étude directe des équations de Riesitdue a R. TEMAM [14] .

La méthode donnée est constructive ( a cdeidanicité, il y a convergence
sans qu’il soit nécessaire d’extraire desssites ).

La méthode peut étre généralisée a desgrad multidimensionnels.
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