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Introduction
Dans la théorie classique de la thermodynamique, le transfert de chaleur est considéré

comme un processus purement diffusif, généralement décrits en utilisant la loi de Fourier

q=—k(0)0,.

En conséquence, nous obtenons I’équation de la chaleur habituelle. Cette équation donne
une description utile de la conduction de la chaleur en vertu d’une large gamme de condi-
tions et prédit une vitesse de propagation infinie, qui est toute perturbation thermique a
un point a un effet instantané dans le reste du corps. Les expériences ont montré que la
conduction de chaleur dans certains cristaux diélectriques a basse température est libre
de ce paradoxe (la vitesse de propagation infinie) et les perturbations qui sont presque
entierement thermique, peut se propager & une vitesse finie. Cette propagation de 1’on-
dulatoire de la chaleur est connue sous le nom de deuxiéme son (second sound). Il a
d’abord été détecté dans le He, puis dans des cristaux de diélectriques puretés de floride
de sodium, Naf, et bismath Bi. La gamme de température, pour laquelle le deuxiéme son
est détectable, est en fait la propagation tout a fait petite et normale diffusive intervient
au-dessus de lui.
Dans cette théorie, il est supposé que le flux de chaleur satisfait la loi de Cattaneo
[5]
TO0)g+q=—k(0)80,, (1)

ou # est la température absolue, ¢ est le flux de chaleur, 7 et k£ sont des fonctions
strictement positives dépendant de la température absolue. Avec cette relation, I’énergie

interne, donnée par

e=e(0), (2)

n’est plus compatible avec la deuxiéme loi de la thermodynamique. Coleman, Fa-

brizio et Owen [6] ont montré en 1982 que, si (1) est adoptée, la compatibilité avec la



thermodynamique exige que (2) devrait étre remplacée par
e=¢(0,9)=a(0)+0(0)q",

ou o est une fonction déterminée par 7 et k. En particulier o () > 0. En conséquence,

nous obtenons le systéme qui régit ’évolution de 6 et ¢

G@— (@) +V () ) a+200)qq = 0

T a+qg+k(@)g = 0 (3)
au lieu de systéme de chaleur utilisé

g+k(0)0, = 0
[0F% +é, (9) Qt - 0,

qui donne, a son tour, ’équation de la chaleur linéaire bien connue 0, = kf,,, k= k/é.
Au cours des trois derniéres décennies, de nombreux chercheurs se sont intéressés a
la conduction de la chaleur et thermoélasticité avec deuxiéme son et plusieurs résultats
concernant ’existence, explosion, et le comportement asymptotique de douceur, ainsi que
des solutions faibles, liés a (3), ont été établis. Nous renvoyons le lecteur a [7], [11 — 14],
[16], [18], [20], [31 — 32] pour plus de détails.
Pour la thermoélasticité avec le deuxiéme son, nous commengons avec le travail pion-

nier de Tarabek [33], ou les problémes liés a

U — @ (um 87 Q> Uz + b (um 0’ Q) 990 = (Uaca 9) 4z
97& -9 (uma 97 q) Qx + d (’U,x, 97 Q> Uty = Q3 (Ux, 6) qq (4)

T (Ug, 0) @ + q+ k (ug,0) 0, = 0,

ont été discutés dans des situations de domaine a la fois bornées et non bornées et les



résultats d’existence globale pour les petites données initiales ont été établies. Il a égale-
ment montré que ces solutions "classiques" ont tendance & 1’équilibre quand t tend vers
I'infini, mais pas de taux de décroissance a été donné. Dans son travail, Tarabek a utilisé
I’argument de I’énergie habituelle et a exploité certaines relations de la seconde loi de
la thermodynamique pour surmonter la difficulté résultant de ’absence de 'inégalité de
Poincaré dans les domaines non bornés. En ce qui concerne le comportement asympto-
tique, Racke [27] a discuté (4) et a établi des résultats de décroissance exponentielle pour
plusieurs linéaires et non linéaires problémes aux limites. En particulier, il a étudié (4),
avec ap = ap = 0, et pour un milieu assujetti rigidement avec la température maintenue

constante sur les limites, i.e.

u(t;0) =u(t;1) =0, 0(t,0)=0(t,1) =0, t>0

et il a montré que, pour des données initiales suffisamment petites, les solutions classiques
décroissent de maniére exponentielle & ’état d’équilibre. Messaoudi et Said-Houari [20]
ont étendu le résultat de [27] au cas ott ag # 0, ay # 0. Qin et al. [26] ont considéré comme
un systéme non linéaire unidimensionnel de thermoélasticité non linéaire avec mémoire
thermique et deuxiéme son et prouvé 'existence globale et décroissance exponentielle de
la solution fournie quand les données initiales sont proches de 1’équilibre et la fonction
de relaxation décroit exponentiellement. En outre, Racke et Wang [30] ont considéré un
probléme de Cauchy non linéaire unidimensionnel de thermoélasticité avec deuxiéme son,
et ont discuté de la bien posé. Ils décrivent le comportement en long temps des solutions
globales et ont obtenu un taux de décroissance polynomiale. Voir aussi [10] et [30]. Pour
le cas multidimensionnel (n = 2, 3), Racke [28] a établi un résultat d’existence pour le

probléme



Uy — pAu — (p+ A) Vdivu + V8 =0 dans  x (0, +00)

cd + kdivg+ Sdivu, =0 dans © x (0, +00)

Toq +q+kVO =0 dans Q x (0, +o0) (5)
uw(.,0) =wug, u (.,0) =wuqg, 0(.,0) =06, ¢(.,00)=q0 dans

u=60=0 sur 092 x (0, 4+00)

\

ou 2 est un domaine borné de R", avec une frontiere lisse 92, u = u (z,t), ¢ = q (z,t) €
R" et u, 3, \,7,90,To, k sont des constantes positives, ol i1, A sont des modules de Lamé et
To est le temps de relaxation, un petit parameétre par rapport aux autres. En particulier,
si 7o = 0, () se réduit au systéme de la thermoélasticité classique, dans lequel le flux
de chaleur est donnée par la loi de Fourier, au lieu du loi de Cattaneo. Il a aussi prouvé,
dans les conditions rotu = rotqg = 0, un résultat de décroissance exponentielle pour
(5). Ce résultat s’applique automatiquement a la solution & symétrie radiale, comme un
cas particulier. Messaoudi [15] a considéré (5), en présence d’'un terme source dans la
premiére équation, et ont prouvé une existence locale, ainsi qu'un résultat d’explosion
pour des solutions avec I’énergie initiale négative. Ce résultat a ensuite été étendu a

certaines solutions d’énergie initiale positive par Messaoudi et Said-Houari [17].

Dans ce travail, on considére un systéme thermoélastique linéaire avec deuxiéme son
de 2 ou 3 dimensions, ot les perturbations thermique en se propagent de maniére ondula-
toires en se déplacant avec des points positifs & une vitesse finie. Cela se fait en utilisant
la loi de Cattaneo pour la conduction de la chaleur au lieu de la loi de Fourier, pour des
conditions aux limites de Dirichlet.

Notre objet d’étude est de traiter deux cas du systéme thermoélastique, avec deuxiéme
son. Le premier perturbé avec un terme amortissant, on essayera d’obtenir des résultats
d’existence et de comportement asymptotique. Le deuxiéme étant avec un terme visco-
élastique. On essayera d’obtenir des résultats d’un comportement asymptotique dans le

cas ou la fonction de relaxation décroit d’'une maniére générale.
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Résultats :

1- Pour le systéme :
Uy — pAu — (u+ A) V (divu) + VO + auy = 0, dans Q x (0,400),

ey + kdivg+ fdivu, =0, dans Q x (0, +00),
Toq: + g+ kVO =0, dans Q x (0,+00),
u(.,0) =ug, ut(.,0) =uy, 0(.,0) =00 q(.,0) = qo dans Q,
u=10=0, sur 9Q x (0,+00).

On va établir
- existence et unicité par la théorie des opérateurs maximaux monotones,
- décroissance exponentielle de I’énergie a I'aide de méthode des multipli-
cateurs.

2- Pour le systéme :
t
utt—uAu—(u+)\)V(divu)+ﬁV9+/ g(t—s)Au(z,s)ds=0, 2€Q, t>0
0

cdy+ kdivg+ fdivu, =0, 2€Q, t >0
Toqe +q+kVO=0, 2€Q t>0
u(.,0) =ug, u(.,0) =uy, 0(.,0) =6y ¢q(.,0) = gqo dans 2
u=20=0 sur 0Q x (0,+00)

On a établir
-décroissance générale si g décroit d’'une maniére générale,

-décroissance exponentielle de I'énergie si g décroit exponentiellement.



Chapitre 1

Notations, Rappels

1.1 Principales notations

On note :

L. |z| := /23 + 22 + ...22 la norme euclidienne de z, z = (71,73, ..., 7,) € R" .
2. (x,y) = > _x;y; le produit scalaire canonique de R™.

3. 1 = (11, 7y, ..., le vecteur normal unitaire extérieur en un point du bord de €.

Pour toute fonction u : R™ — R réguliere, on note :

o .
1. D% = #. avec a = (a1, a2, ..., an) et |a] = 3 |ay]

BM, 8—$2 v%) = grad u : Le gradient de u.

3. Z

Pour toute fonction u : R™ — R" réguliére avec u = (uq, us, ..., uy,) , ON Note

: Laplacien de u.

1. Au = (Auq, Aug, ..., Auy,) .

n
2. divu=V.uu = g—x : La divirgence de u.
i=1

3. Sin=2, rot u=V Ay= 22 _ 2u
Ox1 Oxo



S — — — (Qus _ Ouz Ouy _ OQuz OQuz _ dug
4. Sin=3,rot u=V Au = (sz S oy Do b 8@).

Soit A un opérateur d’un espace de Banach réel E dans un espace de Banach réel F'.

On note
1. D(A) : Domaine de l'opérateur A.
2. R(A) : Image de 'opérateur A.
3. E' : Espace dual de F.

4. L(E,F) : Espace des opérateurs linéaires continus de £ dans F'.

1.2 Quelques formules utiles

1.2.1 Espaces fonctionnels

Soit Q C R™ ouvert, 92 =T" frontiére de §2

1. L? () = {u mesurable sur Q et [, |u(z)|" dz < oo}, (1 <p < 00).

2. L (92) = {u mesurable sur Q et il existe C tel que |u(z)| < C p.p.t. sur Q}.
3. D(Q) ={ue C>®()/ u asupport compact dans Q}.

4. H™(Q) = {u € L*(Q) telles que D*u € L* (), YVa € N", |a| < m}.

5. H* (Q) L’adhérence de D (£2) dans H™ (£2).

1.2.2 Formules de Green

Soit Q un ouvert de classe C! et 7 (x) sa normale extérieure. Soient v et u de classe

C?* (). Alors

/Vv.Vudx: —/vAudx—l—/ %(s)v(s) ds.
Q Q 9

o On



1.2.3 Quelques inégalités utiles

Inégalité de Holder
Soient f et g deux fonctions respectivement dans L? (2), L%(2), avec ]lj + % =1.

Alors, le produit fg est dans L' () et I'on a

/Q!fg\dasg (/Q|f\”dx)l/p (/Q |g|qu>1/q.

Inégalité de Young
Soitent p et ¢ deux réels vérifiant 110 + % =1.

Alors

1
V(a,b) €RZ, Ve >0, ab < —a? + — .
p ger

Sip=g=2ona

€ 1
V(a,b) € R2, Ve >0, ab < §a2 + 2—5b2.

1.3 Propriétés des espaces de Hilbert

Soit H un espace de Hilbert munit d’un produit scalaire (., .) .
Racine d’opérateur

Définition 1 A: H — H et dit positif (A > 0) si
(Au,u) > 0, Yu # 0.

Théoréme 1 [4] Soit A = A* > 0. Alors il existe un opérateur unique B = B* > 0
tel que
B? = A.

On note B = AY/2,



Inégalité de Cauchy—Schwarz
(u,v)| < (u,w)*? (v,0)"?, Yu,v € H.

Théoréme 2 (Représentation de Riesz) [2]

Soit L une forme linéaire sur H. Il existe un élément unique x € H tel que

Lu= (u,z)y, Yu e H.

1.3.1 Le théoréme de Lax-Milgram

Définition 2. On dit qu'une forme bilinéaire
a(u,v): Hx H— R

est

1. continue s’il existe une constante C' telle que
la (u,v)| < Clul| ||v]|, Yu€ H, Yve H,
2. coercive s’il existe une constante a > 0 telle que

ja(v,0)] > alo|*, Vve H.

Théoréme 3 (Lax-Milgram) [2]
Soit a une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors pour tout ¢ € H', il existe

u € H unique tel que
a(u,v) = (p,v), Yv € H.



De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

we H et %a(u,u)—(g@,u} :%1{%@(@,@)— <g0,v>}.

1.4 Les espaces de Sobolev

Définition 3. Soit €2 un domaine de R™. On définit I’espace de Sobolev

H'(Q) = {ueﬁ(g), g—”eﬁ(ﬂ), Wzl,...,n}.
T

Remarque 1. H! () est un espace de Hilbert, pour le produit scalaire

(us V) grq) :/uvda:—I—/Vu.Vvd:c, (1)
Q Q

et est un espace de Banach pour la norme associée

1/2
2 2
||u||H1(Q) = (/Q |ul dil?+/Q|Vu| da:) i

Remarque 2 C' (Q) C H' (2), mais les fonctions de H" (2) ne sont pas nécessaire-
ment continues.

Définition 4. Soit {2 un domain de R™. On définit I'espace

Hy (@) = C§ ()

par rapport & la norme de H' (Q).
Théoréme 4 [2]
H} () est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H' ().

Inégalité de Poincaré

10



Soit 2 un domaine borné de R™. Il existe une constante positive C' telle que
[ull 2y < C[Vull 2y, Yu € Hy ().

Equivalence de normes

Si Q est borné. Alors, La semi-norme

1/2
2
oLz = ( 19 das)

définit une norme sur Hy (), équivalente & la norme de H' (2).

Définition 5. Soit €2 un domaine de R™. On définit I’espace ’espace de Sobolev

2(Q) = L <ij<n, ——— € L? :
H*(Q) {UGH (Q), 1<i,j<n, &m@ajjeL (Q)}

Remarque 3. H? () est un espace de Hilbert, pour le produit scalaire

(V) oy = Y /Q D (z) D% (z) dz (1)

0<[a|<2

Définition 6 Soit 2 un domaine de R". On désigne par H ! () l'espace dual de
H; (Q).
Remarque 4 On identifie L? (Q) et son dual, mais on n’identifie pas H} () et son

dual. On a le schéma

Hy(Q) CcL?*(Q)c H'(Q)

avec injections continues et denses.

11



1.5 Le Théoréme de Hille-Yosida

1.5.1 Définition et propriétés élémentaires des opérateurs maxi-

maux monotones

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert.

Définition 7

Soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire "non bomé". On dit que A est
monotone si

(Av,v) >0, Yv e D(A).

A est maximal monotone si de plus R (I + A) = H, i.e.
Vf e H, Jue D(A) telle que u+ Au = f.

Proposition 1 [2]

Soit A un opérateur maximal monotone. Alors

1. D (A) est dense dans H.

2. A est fermé.

3. Pour tout A < 0, (I + AA) est bijectif de D (A) sur H, (I + AA)™" est un opérateur

borné et [|(1 + AA)~ <1

Uz

1.5.2 Reésolution du probléme d’évolution

Etant donné, le probléme d’évolution suivant :

duy Au=0,t>0
u (0) = up.

Théoréme 5 (Hille-Yosida) [2]

Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout

12



ug € D (A) il existe une fonction
u € C* ([0, +oo[; H)) N C ([0, +00[; D(A))

unique telle que

vt Au=0 sur [0,+00]
u (0) = ug

De plus on a

lu ()] < |uo| et |2 (t)| = |Au (t)| < |Aug|, Vt>0.

Remarque 5. L’intérét principal du théoréme de Hille-Yosida réside dans le fait
que pour résoudre le probléme d’évolution on se raméne a vérifier que A est maximal

monotone, c’est-a-dire, & étudier I’équation stationnaire u + AAu = f.

1.5.3 Reégularité

Définition 8

On définit par récurrence ’espace
D (Ak) = {U eD (Akil)  Ave D (Akil)} k entier > 2.

On vérifie aisément que D (Ak) est un espace de Hilbert pour Ie produit scalaire

(“>U)D(Ak) = Z (Aju, Ajv) ;

=0

la norme correspondante est

) | 1/2
||u||D(Ak) = (Z HAJUHQ) )

13



Théoréme 6 [2]

On suppose que uy € D (Ak) avec k > 2. Alors la solution u du probléme

@ 4 Au =0 sur 0, 00]

u (0) = up.

obtenue au théoréme de Hille-Yosida vérifie, de plus,

ue C*7([0,00[; D (A7) pour j =0,1,..k.

1.5.4 Le cas autoadjoint

Définition 9. On dit que :

A est symétrique si (Au,v) = (u, Av) Yu, v € D (A)

A est autoadjoint si A* = A ce qui sous-entend D (A*) = D (A).

Proposition 2 [2]

Soit A un opérateur maximal monotone, symétrique. Alors A est autoadjoint.

Théoréme 7 [2]

Soit A un opérateur maximal monotone autoadjoint. Alors pour tout uy € H il existe
une fonction

u e C([0,00[; H) N C (J0,00[; H) N C (]0,00[; D (A))

unique telle que
@ 4 Au =0 sur 0, 00]
u (0) = uo.

De plus on a

d 1
u ()] < up et | (t)’ = |Au(t)] < § [uo| vt >0.

dt

14



Chapitre 2

Résultat d’existence en utilisant la
théorie des opérateurs maximaux

monotones

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudiera 'existence des solutions de probleme de stabilisation
du systeme de thermoélasticité avec deuxieme son, en utilisant la théorie des opérateurs
monotones.

On considére le probléme suivant :

U — pAu — (u+ A) V (divu) + VO + auy = 0, dans Q x (0,400), (2.1)
by + kdivg+ fdivu, =0, dans Q x [0, 4+00), (2.2)

Toq: + q + kVO =0, dans Q x [0,400), (2.3)

u (‘7 O) = Up, Ut (‘7 O) = Uz, 0 ('7 O) - 90, q (‘7 O) = 4o dans Qa (24)
u=20=0, sur 92 x [0,+00). (2.5)

15



Ce systéme est un modele linéaire. Le corps {2 est un domaine borné dans R" avec
une frontiére réguliere 0f).

u(z,t) € R" 0(x,t) € Ret g (x,t) € R" représentent des déviations de déplacement,
de température absolue et de flux de chaleur et u,3,\ 79,c,k sont des constantes
positives, ol u, A sont des modules de Lamé et 7 est le temps de relaxation, un petit

parameétre par rapport aux autres.

u Ug

Ut Uy
On pose V = € R avec V (0) = Vy =

0 6o

q qo0

et
Lu=—pAu— (pp+ )V (divu).

Le systeme s’écrit comme
up — v =0,

v + Lu+ VO 4+ av = 0,
0 + £ divg + Zdive =0,

%-F%QH—%VQ:O.

Le systéme devient

U 0 -1 0 0 U
v L a AV 0 v
+ = 0.
0 0 Zdiv. 0 Ediv 0
k 1
q . 0 0 %V % q

16



On pose

0 -1 0 0
L a \V4 0
M = p ,

0 %div 0 %le

0o o0 £v L
T0 T0

donc V' vérifie
Vi+ MV =0, V(0)=V. (2.6)

La résolution de (2.6) en espace convenable est équivalent a la résolution de (2.1) — (2.5).

2.2 Existence et unicité

On définit I'opérateur L comme suit,
L:D(L) C(L*(Q)" — (L* ()"
D (L) = [H*(Q) N 1} (9)]"
Lu = —pAu— (i + \) V (divu)

Lemme 2.1 L’opérateur L est positif et auto-adjoint.
Preuve
a- L est positif, soit u € D (L), alors, en utilisant la formule de Green et les conditions

aux limites, il vient

/Q(LU) udr = —M/QAUde—(M—l—)\)/QV(divu) uda

= u/|Vu|2dx+(,u+)\)/|divu|2dx
Q Q
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= ,u/(Vu)de—F(,u—k)\)/ |div u|? dz
v Q

= || Val® + (u+X) |[dive|® = 0.

On applique le proposition 2, on va prouver que L est symétrique et maximal mono-
tone,

bl-L est symétrique. Soient u et v dans D (L),

/Lu.vdx = —M/Auvda:—(u+)\)/V(divu) vdx
Q Q Q
= —,u/ v.%dstu/Vqudx— (u—i—)\)/ (div u) v.vds
oo OV Q 0

+ (4 A) /Q (div u) (divv) dz

= u/QVqud:L’ + (p+A) /Q (divu) (divv) dz

et on a

/Lv.uda: = —u/Avudm—(u+)\)/V(divv) udx
0 0 Q

= u /Q VoVudz + (p+ A) /Q (divo) (divu) dz

donc pour tout u,v € D (L)
/ Lu.vdx = / u.Lvdz
Q Q
d’ou L est symétrique.

b2- L est maximal. Soit f € (L?(Q2))"
u+ Lu = f

u— pAu— (p+ AV (divu) = f.

18



On applique le théoréme de Lax-Milgram sur [H{ (2)]", on multiplie cette équation

par v € [H} (2)]", on trouve

/vudaz—u/vAuda:—(u+/\)/vV (divu)dwz/fvda:,
0 Q Q Q

donc, d’apres la formule de Green

/ uvdx + u/ VuVudz + (11 + A) / (div u) (dive) dz = / fodx.
0 Q Q0 0

La forme

a(u,v) = / uvdx + /L/ VuVudr + (1 + /\)/ (divu) (divo) dz
0 Q Q

est bilinéaire, continue et coercive sur [Hy (2)]". En effet

- Soient u, v dans [H} (Q)]",

a(u,v) = /qudx —|—u/QVqud:c +(n+A) /Q (div u) (divv) dz

<l [Jolly + pl[Vully [Volly + (e + A) [[div ally [|div o],
< fully[Jolly + e l[Vaully [[Voll,

< Ellully + 1Vully) (IVolly + [loll,)

<

¢ HUH[H(%(Q)]n HUH[H(%(Q)]n :

- Soit u € [H (Q2)]"

a (u,w) :/u2dx+u/ |Vu|2dx—i—(,u+)\)/ |div u|? da,
Q Q Q
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alors

2 2 . 2
a(u,u) = |lully +pl|Vaully + (1 +A) [|divaull;
2 2
> ully + p[[Vully
2 2
e Hquz = U HUH[H(%(Q)]TL .

L‘opérateur L est positif et auto-adjoint, donc d’aprés le théoreme 1 L'/? existe.
On définit 1‘espace H
H = (Hy (Q))" x (L*(Q))" x L* (2) x (L* (2))"

avec le produit scalaire

wwH=A@W¢HW%ﬂw+/

viwide + c/ viwdde + 7'0/ viwlde,
Q Q Q

pour v = (vl v2, v3 v1) et w = (W, w? w3, wl).

Lemme 2.2. ['espace H est un espace de Hilbert.

Preuve H est un espace préhilbertien puisque c’est un sous-espace vectorial de

(L2 (Q2)*"* et (.,.),, est un produit scalaire,

car
1-

(0,00 = 2720, + 0713 + ¢ [[o?]; + 7o Jo*][3 = 0
2

(0,00 = [ 2720, + {19715 + e [[o?; + 7o [Jo*]13 = 0

— LV =0,02=0,0°=0,0" =0

=01 =0,1=0,0=0,0"=0
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LY2y! = 0 = v' = 0 puisque L'/? est linéaire et auto-adjoint donc 0 € p (L1/2) , (p
est la résolvante), et si v' = 0 on a L'/?v! = 0 puisque L'/? est linéaire
3- (aw,w) ;; = a (v, w) , pour toute o € R, a cause de la propriété de produit scalaire

de L? (Q) et que L'/? est linéaire

4-
<U7w>H = <w7U>H
- H est complet, soit (V;,), = ((vi,vZ,v3,v2)), une suite de Cauchy dans H et soit

e > 0, il existe ng € N tq Vp,q > ng

Vo= Vall = 122 (0} = o)+ 102 = 2l + < o7 = w3 + 7o e — v

< &,

ce que implique que

1272 (=)l < el

lop = vall < e/v/7o.

all <& llop —vgll <e/ve,

On a

|27 (o = o) [IF = (2 (o = 0g) L2 (1 = )
= (L (v =) (0 = %)) 12

= (A (o =), (v —v))
— (4N (V (div (v, —v})), (vp —v,))

)|

= 1]V (o =) 7+ (ot ) v (o =) < &,

) 120

1
q
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ce qui implique que (Vv}), et aussi de Cauchy dans (L? (2))" et d’apres I'équivalence
des normes entre |[.[|o, et |||, donc (vy), est aussi de Cauchy dans (Hg (2))" .

les suites v}, v2, v3 et v} sont de Cauchy dans (Hg ()", (L2 (Q))", L? (Q) et (L? (Q))"

n» -’ n?

elles convergent respectivement vers v!, v? v, v4.

D’ou (v, v2,v3, v})), converge vers (v', v2,v3, v?), alors H est complet donc c’est un

espace de Hilbert.

On définit 'opérateur A comme suit

A H—H
v— Av = Mo

D (A) = (2 (9) 1 HY ()"  (H} ()" x H} (@) x D
avec D = {w € (L*(Q))" \divw € L*(Q)} .

wl

w2

Soit W = € D(A)

donc

Lw' + aw? + BVw?
AW = P
g div w? + % div w*

k7,3 4 1,4
TOVw + W

Théoreme 2.1
Soit (ug, u1,00,q0) € D (A) et t > 0, alors le probléme (2.1)—(2.5) admet une solution

unique telle que
(u, 11,6, ) € C* ([0, +oof; H) N C ([0, +00[; D(A)) .

Pour obtenir 'existence et 'unicité il suffit d’appliquer le théoréme de Hille-Yosida.
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Lemme 2.3 L’opérateur A est monotone.

Preuve

(Aw,w),; = —/Ll/sz.Ll/leda:—l—/ (Lw' + aw® + BVw?) wdx
Q Q

1
+c/ (é divw? + E div w4) wide + 7‘0/ <£Vw3 + —w4) wdz,
o \ C c o \7o To

ce qui implique que

(Aw,w), = —/L1/2w2.L1/2w1dx+/Lwl.w2dx+a/w2w2dx
Q Q Q
—1—5/Vw3.w2dx—|—ﬂ/diva.dex+k/divw4.w3dx
Q 0 Q

+k/Vw3.w4dx—|-/ ’w4}2dx.
Q Q

On utilise la formule de Green et que L = L'/2L'Y2, on obtient

(Aw,w), = —/L1/2w2.L1/2w1dx+/L1/2w1.L1/2w2dx—|—a/ |w2‘2dx
Q Q Q
+B/Vw?’.de;v—B/wQVdex+k:/divw4.w3dx
Q Q Q

—k/w3divw4dx+/ ‘w4}2dx.
Q Q
Donc
(Aw,w)H:a/|w2‘2dx+/|w4‘2dx20,
Q Q

ce qui prouve que A est monotone.
Lemme 2.4 L’opérateur A est maximal.

Preuve
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soit

f2
f3

11 faut trouver w € D (A) telle que

w+ Aw = f,

c’est-a-dire, on cherche a résoudre

_w? 1wt I
Lw!' + aw? + Vw3 + w? f?
w+ Aw = =
B divuw? + £ divw! + w? 13

k7,3 L 1.4 4 4
oVw® + —w' w f

ou

= L

Luw' + (a+ D w* + pVw® = f2
B

k
Sdivw? +w? + —divet = f3
c c

1
+ <—+1)w4 = fh
To To
En utilisant la premiére et la derniére équation, on a

k 3 To

Arr Y Yo’

wh = fl4+w? et wt = —
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en remplagant dans la troisiéme et quatriéme équation, on aura

Lw? + (a+ l)w2 + BVw® = —Lf'+ f?
B s 3 k? 3 3 kTo I
—d - A = ——d ) 2.
- divw +w T o) w f cO T 7o) iv f (2.9)

Soit I'opérateur

T: F— (H'(Q)" xH'(Q),
F={U=(v,w)/ve (H ()", we H ()},

défini par

B .. K’
T =(L 1 — - A
(v, w) (v—i—(a—l— )v+5Vw,cd1vv+w o) w ),

avec

U,V )5 = (0,0 ) + 40 ) sy

Il suffit donc de montrer que la forme bilinéaire :

Lv+ (a+1)v+ Vw 0 0
(TU,V) = 2 , R
c c(1+70)

est continue et coercive.

La continuité :

(TU,V) = (Lv+ (a+1)v+ pVw,v') +c <§ dive +w — c(lk—jTo)Aw’ w'>
= (Lv,v") + (a+ 1) (v,0") + B (Vw,v') + B {(dive,w')
]{32
(1 + 7'[))
= p(Vo, V') + (u+ ) (dive,dive’) + (a + 1) (v,0") + B {(Vw,v")

2

(1+7'())

+c{w,w'y — (Aw, w'")

+6{(div v, w') + ¢ {w,w') +

(Vw, Vu') .
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En utilisant 'inégalité de Cauchy—Schwarz et le fait que ||divv || < ||Vv]|, on trouve

IN

IN

IN

(TU, V)|
< Cu+ NIVl IV + (a+ D) loll [0+ BIVwl [V + B ol [ Vel
/ k2 !/
e [Jwl] fw']] + 5 70) [Vl [Va']]

max {(2u+A), (e + 1), B} [(IVoll + lw]) (VI + IV l]) + (Vo] + [[ol]) [[0']]

kz !/ !/ !/
+max{c,ﬁ, m} [l + IVewll) (Il + 11 + (fwll + [ Vwl]) [Va]]

To <||U||[H3(Q)] U/HH(}(Q) + ||w||[H6(Q)]" w/HHg(Q)) 5

n <||v||[H3(m]" el [H&(m]”) <||“/”H6(ﬂ> te ”“’/”H&(ﬂ)>
r U IV -

La coercivité :

(TU,U)y = p(Vo,Vo)+ (u+A) (dive,dive) + (a + 1) (v,v)

2

(1 + 7'0)

= plVoll® + (e + 2 [ldive]* + (a+ 1) o]
2

+c(w,w) + (Vw, Vw)

2 2
+ewl” + V]l

(1+T0)

o} lhwl? + 9]

. k2
min {c, Tro) } )
C HwH(Hé(Q))

vV

min {y, (a + 1)} [HVU||2 + ||v||2} + min {c,

> min{y,(a+1)} HUH%H(}(Q))TL +

k2
> ’I“QHUH;, aVGCT2:miH {M,l,m}
0

donc d’aprés le théoréme de Lax-Milgram il existe (v, w)" € (HE (Q))" x H} () solution

de (2.9) ,qui donne, par la théorie de la régularité, une solution et une seule de (2.7) dans

D (A) ce qui termine la preuve du théoréme 2.1.
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Chapitre 3

La décroissance des solutions d’un
systéme de thermoélasticité avec

deuxiéme son

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudiera le probléeme de stabilisation du systéme (2.1) — (2.5) .

On introduit les deux fonctions d’énergie du premier et second ordre

(1n+A) BTo

1 9 U 9 C 2 . 2 2
Bi(t) = lulls+ 5 IVuly + 5 1013 + 5= lldival3 + = llall
1 2 M 2, C 2 (m+ N 2, BTo 2
By (t) = =5 llually + 5 1Vudlly + 5 116:0l; + [divuly + == llally, (3.1)
2 2 2 2 2
et on pose

E(t):=Ey(t)+ Eo ().
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3.2 La décroissance exponentielle

Lemme 3.1.50it (u,0,q) la solution de (2.1) — (2.5). Alors

d

B ) =5 lall; — a w3 (3.2)
d 2 2
2 () = =Bllall; —alual;. (3-3)

Preuve

On multiplie (2.1) par u,; et on intégre sur 2, grace a la formule de Green on a

/ ugugdr — ,u/ uAudr — (pn+ N) / uV (divu) de + B/ w,VOdz 4 a|lu|3 =0
Q Q Q Q
ce qui implique que

(N d
3 Il + 5 19l + F 2 vl +8 [ wVode +allul =0 (34)

On multiplie (2.2) par 6 et on intégre sur €2,

c/QQtdx—i-k:/Qdiquaz—l—ﬁ/@divutdxzo
Q Q Q

1
L.d 16115 — k/ qVodz — 5/ w,Vldz = 0

Donc
8 / utVQdm— ||e||2 / ¢VOdx (3.5)

Combinons (3.4) et (3.5), on obtient

1d (n+ ) d
6
o B+ Tl e o1+

— [|divu Q—Bk‘/qVde—i—a wl?=0
(3.6)

On multiplie (2.3) par ¢ et on intégre sur 2,
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To/qtqu+ ||q||§+k‘/V0qu:0, (3.7)
Q Q

ce qui implique

!Mb+Mh+@/vmm_o

2 dt
ou bien
_ Tod 2
b [ Vads = =Tl ~ lal: (38)
Combinons (3.6) et (3.8), on obtient
2 (L+A)d B0 d
- 0 -
e ll3+ 5 a4 Se o3+ LR aivulp+ D08 g2

2
= B lallz — allul;.

D’ou
d

2 2
SE(t) = =B ally — o w3

La dérivation de (2.1) — (2.3) par rapport a ¢ et la multiplication par wy, 6; et g respec-

tivement donne

/Utttutt—[t/Aututt—(ﬂ—{—)\)/V(diVUt>Utt+ﬁ/V0tUtt+a/ |Utt|2d$:O (39)
Q Q Q Q Q

C/ QttQtdx + k/ div qté’tdx + 5/ div Uttetdfﬁ =0 (310)
Q Q Q

TO/C]ttQtdSB+/ (qt)2 d:B—I—k/ Vo,qidx =0 (3.11)
Q Q Q

et on répéte les mémes étapes que ci-dessus, on arrive &

d

%Ez (t) = =B @l — allul;-

On pose
Ft)=FE ) +E(t)+e(G{t)+H(t)+ K (1)),
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avec

a
wpude + 5l

a
Uttutdl' + 6/ VHUtdx + 5 HutHg ’
Q

K () := —c/ 00 dz.
Q
Lemme 3.2 Pour ¢ assez petit,
ay (B (1) + Ee (1) < F(t) < ag (EB1 (t) + B2 (1)) (3.12)

valable pour deux constantes positives a; et as.
Preuve

En utilisant les inégalité de Young et de Poincaré, il vient

Ft) < E(t)+Ey(t)+ 5/ wpudx + z—:g w3 + E/ Ut dx
Q Q

+65/V9utdx+agHutﬂg—i—sc/%tdx
0 2 0

g g a
Fr (6)+ B (1) + S [l + SC | Vull3 + =5 C [ Vul]

IN

£ g g £ a
S Nl + S lll3 + SB2 19013+ 5 el + 5 el

2
ecC 2 19 )
t5 1015 + 3 10:15

IA

as (Fy (t) + Ea (t)), pour € assez petit.
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et

wudr + 5/ U Updx
Q Q

+€6/V0utda:+€c/99tda:
Q Q

£ £ £ £
> B ()4 Ba(t) 5l — 5l — 5 el — 5 el
2
€02 2 € 2 EcC 2 € 2
B2 VO = Sl = S 02— )1
5 IV — & el — 55 o1~ < )
> ay (B (t) + By (1)), pour € assez petit.

Remarque 3.1 L’¢quation (2.2) donne

To 1
0=——q— —
\Y 2 4t kq
qui implique
272 2
19617 < =22 Nl + — lall® (3.13)

Théoréme 3.1 Soit (u,0,q) la solution de (2.1) — (2.5). Donc l’énergie associée
E(t)=E (t)+ E2 (t)
décroit exponentiellement, i.e. Idgy, Cy > 0 telles que
E(t) < Coe™ ™! vt > 0. (3.14)

Preuve

Gréace a (2.1) et l'inégalité de Young, on a

G'(t) = ugudz + |Jug||5 + a/ uugdx
Q

S—~— 55—

(AU + (u+ NV (divu) — BV — auy) udz + ||Jug)3 + a/ uuydx
Q
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—p||Vull® = (4 N) ||div | — B/QVQUdm - a/ﬂutudx

fl? + a/ wuyd
Q

2

—p|[Vully = (4 ) [[divull; + 5% Co |\V9||2 lall + el

2C’
" ) 272
—5||w|§—<u+A>HdwuH§+ﬁ22—;( 2 lad + ol

+ 3 (3.15)

ou C), et est la constante de Poincaré.

En dérivant ’équation (2.1) par rapport a ¢ , il vient

Alors

H' (t)

U = pAuy + (n+ X))V (divuy) — BVO; — auyy.

= / utttutdx + HuttH2 + B/ utvetdx + ﬂ/ uttVde + G/ ututtd:c
Q Q Q Q
= || Valls — (+ N) ||div a3 — B/ u:VOidx — a/ Ut dx
Q

Q
+ ||utt||§ +B/ u,VO,dx +B/ uy VOdx +a/ Uy dx
Q Q

Q
= IVl = G+ ) vl + el + 5 [ oz
Q

2
2 . 2 T 2 1 2
< = lVeulld = G+ ) laiveld + 75 a3 + 5 llal

2
b (1 ) . (3.16)
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En utilisant (2.2), (3.13), la formule de Green, et l'inégalité de Young, il vient

K (t) = i Q(kdlvq+6dlvut)dx

= k— / 0 div qdx — 6 / u; VOdx
= k:/ 0 div q;dx + k‘/ 0, div qdx — @/ Uy VOdx — @/ u; VOidx
Q Q Q Q

- —@/%vwx+k/ _ o, — P v, WM—B/U%VMx—g/wvmm
Q Q k k Q Q

= —k:/thde—cH@tH;—B/UttVde
Q Q

IN

1 1
B Nl + 5 IVOI3 = 163 + 7 1813 + 5°

2 k> T% 2 1 2 2 2
—cll6al3 + (%5 + 15 ) el + 75 Nall3 + 8% a3 (3.17)

IN

Les inégalités (3.15) — (3.17) impliquent

< - (8- 5 - 5 ) lalk - (- =)
5620 T2 eTd kK? T
- (s- 720 (54 ) e
el
(o= (10 2) =)kl - 2L vl

(k) [ldival2 — e Va2 — = (u+ ) divug2
—zcllon2. (3.18)

en utilisant (3.13) et I'inégalité de Poincaré, on obtient

C 2C
TO g

2 2 2
191 < o 190115 < =52 Nlaells + =57 llalls -
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Ce qui implique que

6620 € e 2eC,

=

( Wk R 2 2
£
( ( ) wﬁwﬁ—ﬁmwi

—e (p+ ) divully — e | Varllz — € (1 4+ A) |div g

—ec||6ul; — < 11915,
Donc, pour ¢ assez petit, on a

F'(t) < —cE(t), Vt > 0.

avec ¢ > (0 une constante.

D’apres I'equivalance enter F (t) et £ (t), on a
F (1) < —CranF (1), Yt >0
Une intégration simple de (3.20) sur (0,t) donne
F(t) < F(0)e @t vt >0
encore 'equivalance enter F (t) et E; (t) + Fs (t) donne
a1 E (t) < asE(0) e~Grat > 0,

c’est a dire
3dy, Cy >0 YVt >0: E(t) < Coe ™,
avec dy = C1a1 E (0) et Cy = 3—?E (0).
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Chapitre 4

Décroissance générale des solutions

d’un systéme de

thermoviscoélasticité avec deuxiéme

SOOIl

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudiera le probléme de stabilisation du systéme de thermovis-

coélasticité suivant

t
utt—uAu—(,u+)\)V(divu)+ﬂV9+/ g(t—s)Au(z,s)ds=0, z€Q, t>0 (4.1)
0

i+ kdivg+ fdivu, =0, 2€Q, t >0
Toqt +q+kEVO=0, x €0, t>0
u(.,0) =ug, u (.,0) =uq, 0(.,0) =0y q(.,0) =qo dans Q
u=460=0 sur 00 x (0,+00)
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Ce systéme est un modeéle linéaire pour un corps viscoélastique. Le corps €2 est un
domaine borné dans R" avec une frontiére réguliére 0.

u(x,t) € R" 0(x,t) € Ret g (x,t) € R représentent des déviations de déplacement,
de température absolue et de flux de chaleur et u,3,\ 79,c,k sont des constantes
positives, ol u, A sont des modules de Lamé et 7 est le temps de relaxation, un petit
parameétre par rapport aux autres.

Pour la fonction de relaxation g, on suppose que

(G1) g : Ry — R, est une fonction différentiable telle que

+oo
g (0) >0, u—/ g(s)ds=1>0
0

(G2) 1l existe une fonction décroissante différentiable ¢ : R, — R, et une constante

p > 1 telles que

gt < =€(t)g" (), vt 20,

E(t) > 0, Vt>D0.

On introduit la fonctionnelle d’énergie

E(t) = Ei () + E2 (1) (4.6)

avec

1 AN 1 t
Bi) = g lld+ 5 faival + 5 (- [ o(s)ds) 17l

1 c 2 To 2
+5 (90 V) (1) + 5 1015 + 5 llal3
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1 TR 1 t
Ba() = gl 52 vl 5 (- [ (o) ds) IVl
0

1 (& 2 To 2
+3 (90 V) () + 5 16.05 + 5 sl
et

(gov)(t) ::/0 g(t—s) o (t) —v(s)lzds, Yoe [L*(Q)]".

4.2 Décroissance générale

Lemme 4.1. Soit (u, d, q) la solution de (4.1) — (4.5) alors

(1) = 5(oVu)(t)~ 590 Vu )~ ol (1.7

1
5 (g o Vu)(t) - lgllz <0,

VAN

et

By () = 5060 u) ()= 59 019w 01 ~ a3 =9 (1) [ wduods

IA

360900 (0~ lal3 ~ 90 [ wuBuods. (4.

Preuve

En multipliant (4.1) par u, et en intégrant sur €2, on trouve

0 = /uttutdx — u/ Avugdr — (1 + N) / V (divu) wpdx
Q Q Q

+5/QV9Utd$+/Q (/0 g(t—s)Au(z,s) ds) upd.
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Donc

1d
0 = g |5 — /Auutdx—(,qu/\)/V(divu) usdx
2 dt Q

+5/QV9utdx + /Otg (t—s) (/Q Au (z, s) utda:) ds.

Alors, en utilisant la formule de Green et les conditions aux limites, il vient

1d 1
0 = ol + g [Vl + o+ ) 3 % vl + 8 [ wvods
t
+/ g(t—s)/ut (x,t) Au (z,s) dzds (4.9)
0 0

D’autre part

/Otg(t—s)/Qut(x,t)Au(x,s)dxds
- —/Otg(t—s)/QVut (2.1) .V (z, s) dzds
= /t (t—s)/Vut (x,t). (Vu(x,t) — Vu(z,s))deds
/ (t— ) /Vut (2.1) Vau (x, £) dads
- /g(t—s>/jt[vu(x £ — Vu(z,5)] [V (2, 1) — Vu (2, )] deds
/Og (t—s) /Vut (x,t) Vu (z,t) dzds
/0 (t— ) % [V (t) - u<s>||2ds—%/Otg<t—s>%||w<t>||2ds

g
/di (t —s) | Vu(t) - <>||]ds—1/0g/(t—sﬂrww—w<s>||§ds

~([ote-sas) 2 Ivu
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- a0 -3 eV O3 ([ 9t-sas) L ITuE
- %%(QOVU) () —%(g’ovu) (t) — %% K 90) dS) HVu(t)Hﬁ}
+59(0) IVu O} @10

En remplagant (4.10) dans (4.9), on obtient

0 = 2z s N i vz + 14 —/t (s)ds ) IVl
= g Ml T Mg lidvully F oG (# T ) gl IVl
1d 1, 1 ,
(o) ()= (o o V) () + 2o (0 IV ()
+3 / w NV Oda (4.11)
Q

En multipliant (4.2) par 6 et en intégrant sur €, il vient

c/@@ﬂx%—k/@diquw—l—ﬁ/Qdivutd:v:0
Q Q Q

en utilisant la formule de Green et les conditions aux limites, il vient

—c— 16]> — /qVde —ﬁ/ uVOdr =0
Q

2 dt
d’ou
ﬁ/utvedx— ||0||2—k/qV«9dm (4.12)
En combinant (4.11) et (4.12), on obtient
1d 1d 1d t
0 = g ludd+ o0 35 N+ 55 | (n= [a(as) 19ulg]
L4 Govuy () - 2 (g o) (1) + 29 (1) [Vu (b))
2dt Y g \J oV 29 wiBll
th ||9||2 /qV@daz, (4.13)
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On multiplie (4.3) par ¢ et on intégre sur €, il vient

To/thdx+ ||q||§+k/V9.qu:0,
Q Q

donc

T Il + lall+ [ 96.qdz <o

ce qui implique

k 9. - 2. 4.14
| voade = =22 lall~ al (419

Combinons (4.13) et (4.14), on obtient

0 = 2+ (e N 2 v+ 12 —/t (s)ds ) [Vl
_2d Ut2 ,u 2d 1Vu2 th ,LL UgSS U2
1d 1, 1 )
L oVu><t>—§<g 0 V) (1) + 2 (1) | Vu (1)
Cd 2
+§£H9H2+ 9 dt ||Q||2+||Q||2a
alors
d 1, 1
CE() = 5000 Vu)(1) — Lo () [Tu ]~ lal?
1 !
< S(g oV ()~ ol <0

Maintenant, par changement de variables et intégration par parties, on a

d [* d [*
— | g(t—s)Au(z,s)ds = — [ g(h)Au(z,t —h)dh, avech=1t—s
dt J, dt J,

= g(t)Au0+/0 ()thu( —h)dh

— g(t)Au0+/0g(s)Aut(m,t—h)dh,
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Revenant au s =t — h, on obtient

il (t —s)Au(z,s)ds = g (t) Aug + /0 g (t—s)Auy (z,s)ds. (4.15)

On considére des solution dans H* () et on dérive (4.1) par rapport a ¢t puit en

multiplie par u; et en integre sur {2

0 = / utttuttdx — ,LL/ Aututtdx — (/L + )\) / \Y (le Ut) UttdSU
Q Q

t
+ﬁ/uttV0td9€+/utt (%/ g(t—s)Au(z,s) ds) dz,

on utilise (4.15), il vient

0 = / utttuttdm — ,u/ UttAUtdl' — ([L + )\) / uttV (le Ut) dx + ﬁ/ Uttvetdl’
Q Q Q Q

¢
+g (t)/utt.Auodx—i-/utt/ g (t — s) Auy (s) dsdz,
Q Q 0

donc

1d 1d
0 = g Il + g gy IVl o+ ) 5 vl + B [ waoida

t
+g (t)/utt.Auodaz—/Vutt/ g (t —s) Vuy (s) dsdz,
0 Q 0

c’est-a-dire que

1d

0 —
gq I “”2+“2dt

+ﬁ/uttV9tdI+g(t)/uttAuodx
Q

Q

4 /0 g(t—s) /Q %(Vut (8) = Vi, (5)) (Vi (£) — Vs () deeds

([ o) S 1vule (416
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/0 g(t—s) / jt (Vu (t) — Vug (8)) (Vug (t) — Vg (s)) deds

= /tg(t—s) ;jt (/ |VUt(t)—Vut(s)|2dx

)
N . (/Q|Vut(t)—Vut(s)|2dm) ds
)

ds

5 di
—1/ (t—s) </ Ve (#) = Vg () da ) ds,
2 Q
et
1/t d 9
3, g(f—S)EHVUt (t) = Vuy (s)||5 ds
ld ! 2 1 ! / 2
= -——= 9@—@HVW@W—VW@WE%4“1/Q(S—ﬂHVW@W—VW@ﬂbﬁ
th 0 2 0
_ Lo )+ (o)
= 5%(90 Ut)()+§(90 u) (t),
avec
t
(¢ o Vur) (1) = / § (= 5) |V () — Ve (3)]]2 ds,
0
et

! / (s)ds ) L vz = -1 4 / (s)ds ) [9udl] + Lg () Vel
2 Ogssdt Utllz = 2dt Ogss Utllz 29 Utllz

alors, la relation (4.16) devient

1d
0 = g luallz + th © Il + <u+A>——HdwutH2+ﬁ / R
1d 1
+9(t) / - Lugdz + 5= (90 V) (t) = 5 (9" 0 V) (1)
Q
57 /t (s)ds ) [Full3| + 59 (0 Vel (4.17)
2dt 0 g o s Ut 2 2g ut 9 - .
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En dérivant (4.2) par rapport a t et en multipliant par 6; et en intégrant sur €2,

c/ 0.0,dr + k/ 0, div q;dx + B/ 0; div uydx = 0,
Q Q Q

ce qui implique

Zdt H@tHz -+ k/ 9,5 div qtdiff = 6/ uttVQtdac (418)

Combinons (4.17) et (4.18), on obtient

1d 1d
0 = ol sy [+ ) g v+ ST 02
1d
+k/9tdivqt+g(t)/utt Augdr + = — (g o Vuy) (t)
Q [} 2dt

3 (6o u) ()~ 5o [ ([ 9 rds) 19ulE] + o) 19wl @19

En dérivant (4.3) par rapport a ¢ et en multpliant par ¢; et en intégrant sur €2,

7'0/ qequdx + H%H; + k/ q:VOidr =0,
Q Q

d’ou
T I+l = & | o.div g (4.20)

En combinant (4.19) et (4.20), on arrive a

1d 1d.
0= 20 ttngw%nwb (140 22 aiv |+ S o
1d 1d !
ol 55 0ovn 0= 35 ([ aas) 1]

1 1
+g (1) / g - Augdr + 29 (t) I Vel — 3 (¢ o Vur) () + llaell3
Q
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c’est-a-dire

1d 1d ! d .,
i Ju umm [(M— [ ards) IFull] + o0 5 5 vl

d
||9t||2 HQt||2 (9o Vu)(t)

th 2 dt 2dt
1 1
= —59()IIVUtII2 S (g o Vuy) (t) — IICJtHg—g(t)/Qutt'Aude?
d’ou
/ 1 1
By(t) = 590 IVull+ 50’0 Var ()~ lall — 9.(0) | weBuads
Q

< -9 / wnAugde.
Q

Ce dérivier resultat reste valable pour des solutions H? () en utilisant la densité de
H3(Q) dans H? ().

On introduit les fonctionnelles

L:l (t) =F (t) + 61\111 (t) + €2X1 (t) ,

62

Lo (t) == E (t) + 3V (t) + eaxo (t) + Sy

K (t),
L(t)=Ly(t)+La(t).
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ou €1, €9, €3, €4, €t €5 sont des constantes strictement positives.

Lemme 4.2. Pour 1, €9, €3, et €4 assez petits on a
a1 E(t) <L(t) < aE (1) (4.21)

avec oy, o > 0.

Preuve On utilise I'inégalité de Young et I'inégalité de Poincaré, il vient

£ 51/y|d —i——/|ut| dx+—/\ut] da

+2 =) () — u(s)) ds| o

/|ut| dx—l——/|utt| dx+—/|utt| dx
4 62 2
—|—2 : /0 g(t—s)(u(t) —uy(s))ds dx+532(u+)\)/9|0| dzx

+535—2/ 0,2 da
2(p+A) Jo
< —cp/ Vul? dx—l— /|ut] dx

2 (/ g2 (t—5) g2 (t - s>\<u<t>—u<s>)|ds)2d:c

—cp/|VUt| dﬂf“— /|utt| dx

&4

2 Q</O g (¢ 8>9”2<t—s)|(ut(t>—ut<s))|ds>2dx

+ggﬁ—2/ |0|2dx+536—2/ 10,2
2(p+A) Jo 2(p+A) Jo
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2F (t) — (2 +%)/ﬂ|ut|2d1‘—%cp/ﬂ|V’u|2d$
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1 — (g9 +¢1)

1 . 1 €1
> 2 w3 5 e ) vl + 5 (1= Se) [ull
1 1
+(3-20-04) 6o V0 O+ jrold:
1 — (g4 +£3) 1 _ 1 €3
% ol + 5 (et X) vl + 5 (1= Se ) Vil
1 1
+(3-50-04) (rovu) @+ 5o lal}

+<% - 635 >/|9| dx + (10_ <L )/|9t| dzx,

donc par choisir €1, €9, €3 et g4 assez petits, on obtient L (t) > aoF (t), ag > 0.

Lemme 4.3 Pour la solution du probléme (4.1) — (4.5) et sous les hypotheses (G1)
et (G2), la fonctionnelle

Uy (t) = / uupdz
Q

satisfait

/Q|Ut|2d$—%/9|VU|2dx— (u;—)\)/g|divu|2dx
5 ) L, )
+—2 <M+/\)/52|0| dx—i—2—l (/0 g> 7 (s) dS) (g” o Vu) (t). (4.22)

En utilisant I’équation (4.1) et la formule de Green, on trouve

\11/1 (t) = /]ut\de—i—/uuttd:U
Q Q
= /|ut|2dx
Q

—|—/Qu(MAu+(u+)\)V(divu)—ﬁV@—/Otg(t—s)Au(z,s)ds) iz

/|ut|2dx—,u/|Vu|2dx—(,u+)\)/ |divu|2dx+6/0divudm
Q Q Q Q

—i—/QVu(t)/Otg(t—S)Vu(m,s)dsda:

Preuve
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On sait alors, grace a I'inégalité de Young, que

2
2 2 o2 g 2

u dx—u/ Vu|*dx — u—i—)\/dlvu dx+—/c9 dz
A [Vu e = o) [ faival o+ s [0

+(M§A)/Q\divu\2dx+/QVu(t)/otg(t—S)Vu(s)dsdat

2 2 (M"‘)\)/ 2 3 / 2
u d:v—u/ Vul"de — ———= | |divul|"de + ——— [ |0|" dx
/Q‘t’ Q’ | 2 Q‘ | 2(p+A) QH

+ /Q Vu (t) /Ot g (t—s)Vu(z,s)dsdx (4.23)

Pour le dernier terme, et d’apres I'inégalité de Young, on a

/Vu(t)/tg(t—s)Vu(s)dsdm

< /!V|dm—|——/(/ (t—s Vu()ds)Qd:U
< /|v 1 da +—/(/ (t —s)[|[Vu(s) — u(t)|+|Vu(t)|]ds>2dx.
Mais on a

g (t—s)[|Vu(s) — u(t)|+|Vu(t)|]ds) dx

D

2

[
= [ ([ oe-s1vu- u(t)IdS)Qd:H—/Q(/Otg(s)wu(t)ldb‘) &
[ ([ st=919u-vuwias) ([ avaias) s

2

+
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Grace a 'inégalité de Young, donc pour tout n > 0, on a

/Q(/Otg(t—s)HVu(s)—Vu(tﬂ—i-|Vu(t)|]ds>2dx
A Otg<t—s>|w<s>—Vu<t>|ds)2da:+/9(/Otg<s>|w<t>|ds)2da:
[% Q</Otg(t—s)|Vu(s)—Vu(t)|ds)d93+g/g(/0t9(5)|Vu(t)|ds> dx}
< (1—1—%)/9(/Otg(t—s)]Vu(s)—Vu(t)\ds)Qda:
—i—(l—i—n)/ﬂ(/Otg(s)|Vu(t)|ds>2dx (4.24)

Le premier terme de (4.24) donne

[ ([ ste-wue - vueas)) i

= [ ([ orrra-a <t—s>|w<t>—w<s>ds|)2d:c

_ /[(/g< >dt)1/2(/tg< [V (1) - Vu<s>ds|2)1/2rdx
([ [ [ suot

- fos] o [t

_ [/g< >d}<g V) (1), (425

On remplace (4.25) dans (4.24) , et on utilise que

/Otg(S)dSS/Omg(S)dséu—l
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il vient

[ ([ stt=909u0) - vuto+ vut >|]ds)2dx
) (H%) U“tgz_p(s)ds] (¢" 0 Vu) (t) + (1 +1) (/ ds) /\Vu )2 dar

< (1+3) [/Otgz-ws)ds](gpoVu)() FUEn =) [ VR (@26)

On remplace (4.26) dans (4.23), on arrive a

/|u\ d — ,u/\Vu\ d — “” /|cuvuy2dx
/ye| do + & /ywy da
R

3 (1) (=07 [ [Vu () do.

c’est-a-dire que

/w dr + + ( 1+n)( l)2>/Q\Vu\2dx

M+)\/ @2 / 2
div ul” dx + 0" dx
[Jaivufde + 507 [ 10

L <1 ; 1) { /0 g (s) ds} (627 0 Vu) (1) (4.27)

Ui

On prend n = ——, alors (4.27) devient

/|u| der + - < (1—|—L) (,u—l)Q)/|Vu|2da:
p—1 Q
u—l—)\ 2
/\d ul? dx+2lu+)\)/9]9| dx

- ( ) [/Otgms)ds} (4 0 Vu) (1)
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d’ou
vl () < /|ut|2dm—£/|Vu|2d:17—M/|divu|2dx
Q 2 Ja 2 Q

mf—;) Lo o[ () 5] (470 90) (1)

Lemme 4.4. Pour (u,0,q) est une solution du probléme (4.1) — (4.5) et sous les

hypotheses (G1) et (G2), la fonctionnelle

X1(t):—/Qut/otg(t—s)(U(t)—u(s))dsdw

satisfait

G0 < (5= [aeas) [P et (ur26-07)5 [ o ds
+ [4—15 (1+2u+)\—|—ﬁ)+2(5} </Otg2_p(s)ds) (gP o Vu) (¢)
+5(u+)\)/Q|divu|2dx+6ﬁ/ﬂ|0|2d:p

+4i§g (0)C, (—g' © V) (1), V6 > 0. (4.28)

Preuve On a

o1



- [ w / )) dsdz
/ / )) dsda
_ (/0 (s )ds> /Qu dx (4.29)

On utilise (4.1) et la formule de Green, pour avoir

- [ w / )) dsdz

- /Au()/ogu—s)(u(w u (s)) dsdz
—(u—l-/\)/QV(divu(t))/O g(t—s)(u(t)—u(s))dsdx

*5/QV9@> /OtﬁJ(t—s) (u (t) — u (s)) dsda
—I—/Q/Otg(t—S)Au(s)ds/otg(t—s)(u(t)_u(s))dsdx

= ,u/QVu (t)/o g(t—3s)(Vu(t) — Vu(s))dsdx

—(u+)\)/QV(divu) (t)/ g (t— ) (u(t) — u(s)) dsdz

+6/Qve(t)/0tg(t—s) (:(t)—u(s))dsd:c
—/Q(/Otg(t—s)Vu(s)ds> </Otg(t—s)(Vu(t)—Vu(s))ds)dx (4.30)

Gréace a I'inégalité de Young, on a les estimations suivantes :
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Le premier terme

,u/g Vu (t)/o g(t—s)(Vu(t) — Vu(s))dsdx

AN
o2
=
—
<
£
<
]
+

Le deuxiéme terme

(LH-/\)/V(dvu)(t)/tg(t—s)(u(t)—u(s))dsdm
= (u+A) /dvu/ ) (divu (t) — divu(s)) dsdx
(114 2) 61 /|dvu| dx+4}5 (/Otg(t—s)(divu(t)—divu(s))ds)zdx
(p+XN)o /|dvu| dx

J“;g” (/0 )/ /|dvu — divu(s)[? deds

(1 + )6 /|dvu| dx+”4§1)\(/og ()d)(g o Vu) (1), V6, > 0. (4.32)

IA

IN

IN
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IA

IA

IA

IA

551/Q|9|2d:c+4%/9( Otg(t—s)(divu() divu (s ))ds>2da:

551/Q|9| d:c+4%</0tg P(s)d )/ /ydvu _ divu ()] deds
oo, [l der o ([ 7 0as) [re=9) [ 1900 - Fulo)P dnds
85, /Q |0|2dx+4L§1 ( /0 2 (s) ds) (6" 0 V) (1), W0, > 0. (4.33)

Le quatrieme terme

IN

IN

IN

/Q</Ot9(t—8)ﬁu(8)d8) </Otg(t—8)(u(t)—u(5))d5) d
_/Q</Otg(t—S)Vu(S)d8) (/Otg(t—s)(vu(t)_vu( ))ds) dx

52/9 Ot 2dx+% (/Otg(t—s)(Vu(t)—Vu(s))ds>2dx

/g(t—s)Vu(s)ds
52 [| [ ot 09u () vu o)+ vu i as
r ([ 9090 - vuipa) @
2%, /(/ §) |V (8) (s)\ds>2—|—252/Q(/Otg(t—s)Wu(t)\ds)?dx

+K (/Og( s) (Vu (t) — VU(S))dS)le’

2
dx
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IN

252(/0thp(s)ds)(gpoVu)(t)+2(52</ (t—s)d )/yvuy dz
tox ([ 7@ @ e v
(252 35 ) ([ 7 0s) (om0

2

425, ( /0 ) ds) /Q IV’ (4.34)

Pour le deuxiéme terme dans (4.29), on a

_/Qut/otg’(t—s)(u(t)—u(s))dsdx

< 5/9\ut|2dx+4—15 Q</tg’(t—s)(u(t)—u(s))ds)Qdm

< 5/\ut|2dm+i(/ "(t—s) d5>/ (t—s) /|u —u (s)|* dads

<5 / g2 d Cpg g o V) () (4.35)

IN

En combinant (4.29) — (4.35), il vient

X1 (t) < (0p+ 20, (u—l)z)/|Vu|2dx+(u+)\ 51/|divu|2dx
Q

+551/Q|9\2dx+ (5 / ds)/!ut\ dx

(A B s ) ([ i) @ovu

@90 (g g 1

On pose 6 = dy = 01, on trouve (4.28).
Lemme 4.6 Soit (u, 0, q) la solution de (4.1) — (4.5), alors

By (t) < K (E2 (0) + % /Q A ? dx) | (4.36)
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Preuve

On utilise (4.8) et 'inégalité de Young, il vient

E)(t) < —g(t)/uttAuod:US @/ |utt|2dx+m/ ]Au0]2dx
Q 2 Jo 2 Ja
t
< 9O B0 +22 [ Al i
Q

Ce qui implique

0 g ~fto(s)as 9 ()
— | By (t) e Jo9)ds| < ¢ fog(s)ds—/ Aug|? da
8t[ 2 (1) ]— 2 [, Al

donc

By () < elosl)ds <E2 (0) + [ /0 te—fc?g(S)dSMdT] / |Au0|2dx)
C(E2 (0) + F/t ddT[ S oo dT}/|Auo| dx)
< C(E2(0)+1[ e I3 of /|Au0| dx)

< ( / Ay ? da:)

Le lemme 4.6 donne

1
—/Utt.AUOdl’ S 2/|utt| dl’—i— /‘AUO‘ d.??
Q

1 1 )
K E2(O)+—/]Au0] dx —i——/\Auo\ dx

2 Jo 2 Jg

1

Q

IN

IN

IA

Etant donné ¢, > 0, On pose fo s)ds = go, g1 (t) = fgg (s)ds
2(p—1)
fo 277 (s) ds, et g3 (1 (f g'? (s ds) :
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Lemme 4.5. Pour la solution du probléeme (4.1) — (4.5) et sous les hypotheses (G1)

et (G2), la fonctionnelle

,Cl (t) =F (t) + 61\111 (t) + €2X1 (t) ,

satisfait

Lot < —c U |ut|2dx+/|Vu|2dm+/|divu|2da7+||0||§+||q||§} (4.38)
Q Q Q

Frega (0070 V) () + 9 (0 i (B2 0)+ 5 [ 1Awofde) 2t

avec cg, 75, K des constantes positives.

Preuve

On utilise fo s)ds > fo s)ds =go >0, Vt>tget

52 272C 2C
—mw%ww®+%5@;§+@w S22 a2 + 222 Nl

A3 <
< (—1+51m+€2)\55> (a3 + llall3)

Y 272C, 2C
avec A\ = max (%, k—;’) , on trouve

232 -
Ly(t) < — (1 — 512(u—ﬁ+>\) —52)\55> (Naells + llgll3) _g(t)/gutt-A“de

— [e2 (go—é)—eﬂ/ |uy|* da — [elé—eﬁ (u+2(u—l)2)] /Q|Vu\2dx

_ ——525]( ) /|d1vu| dz
+er-+@( 2u+A+6+10}m@MfoV®@)
+:§ el ]@ovm<>
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ou g (t fo 2p

A ce point, on choisit § assez petit pour que

3
90—5>190

2 1
75 (n+2(p-17% < 590

On fixe d, et on choisit €7 et &5 tels que

1 3
§g082 <egr < 19052 (439)

Par conséquent, on a

3 3
—e1+e2(go—0) > —e1+e2—go> —e1+ 19052 > 0,

4
l 9 l 1
51——52(5(,u+2(u—l)) > — (&1 —=goea | >0,
2 2 2
€ 1 1
—62(5 + El > —62190 + 19052 =0.

Puis, on prend ¢; et £5 assez petits pour que les inégalités (4.21),(4.39) restent vraies et,

en plus,

1-— 512(’\i/\) N[00 > 0,

—&5 C”g()+ > 0.

On pose

r = 1-— 62)\55

gl?(uik

Ty = —€1 + €2 (90 — ),

rs=e15 — a0 (n+2(p —1)2),
=(p+ A [~e20+ei],

rs =15 +e2(20+ 5 (2u+ A+ 5+1)).
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Il vient

o) < —r (gl + lal?) / el d — s / Vul do — 14 / div uf? de

#1302 (0 (57 0 V) ()= 90) | v Ao, (4.40)

On utilse (3.18) pour avoir || V|5 < 26070 |13 + 22 |lq|5 , et par consequent

2C’ T2 20,
2 2 2 2 2
o0+ ol < 25278 g+ (%2 + 1) Dol < v Qlal + ).
20,72 20
avec rg = max { kp;o’ k'_; + 1}
donc
1 2 1 2 2 2
——1161l> = —llallz = = (el + llall3) (4.41)
6 T'e

En combinant (4.37), (3.40) et (3.41), il vient pour tout ¢t > t,

T T
L) <~ 1012 = T yiglE = / el d — s / IVl de
Te Te Q Q

—r4/ \div ul® dz + 7595 () (g7 0 V) (t)
Q

1
Q
—co {/ \ut|2dw—l—/ |Vu\2dx+/ ]divu!2d:c+\|9\|§+|]q\|§}
Q Q Q

+r5g2 (t) (¢ o Vu) (t) + g (t) K3 <E2 (0) + % /Q |Au0]2 dx) . (4.42)

IN

pour une constante ¢y > 0.

Lemme 4.7 Pour la solution du probléme (4.1) — (4.5) et sous les hypotheses (G1)
et (G2), la fonctionnelle

\Ijg (t) = / ututtdx
Q

satisfait
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U, (t) < /|utt|2dm—é/|VUt|2daE— (M;)\)/|divut|2dm
Q v Q
a 2 L[,
+—- [ |0 dx+ = / _psds) P o Vuy) (t
sy et g ([ eas) @0 vu 0

—g(t) /Q uAugdz. (4.43)

Preuve En dérivant 'équation (4.1) par rapport a ¢ et en utilisant la formule de

Green, on trouve

\11,2 (t) = /lutt|2 dﬂ?—{—/ututttdfﬂ
Q Q

= / |U/tt’2 dx
Q
d

¢
—l—/ <,uAut—l—(,u+)\)V(divut) BV@t—%/ g(t—s)Au(zx,s) ds) dx
= /|utt| dx — /|Vut| de — (p+ ) /|d1vut| dx—i—ﬁ/gtdlvudx

—g(t )/QUtAUOdQJ + / Vuy (t / g (t — ) Vuy (z,s) dsdz.

0

On répete les mémes étapes que ci-dessus (la preuve du lemme 4.3) on arrive a (4.43).

Lemme 4.8. Pour la solution du probléme (4.1) — (4.5) et sous les hypotheses (G'1)

—/Qutt /Otg(t—s) (e (£) — we (5)) dsda

et (G2), la fonctionnelle

satisfait
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G0 < (0= [aas) [uldes (o 20-1)8 [ [9uas
+[4§,(1+2u+/\+5)+35} (/Oth_p(s)ds) (6" 0 Vauy) (1

A 9(0)Cy (o o V) (1

/ Vuol? de, &' > 0. (4.44)

1
+5'(u+)\)/|divut|2dx+5'ﬂ/|0t|2dx—i——

46/9

Preuve pour justifier les calculs, on prend une solution plus réguliére ( dans H? (Q) ).
Le resultat du lemme reste valable pour la solution dans H? (Q) par virtu de la densité
de H3 () dans H? ().

On derive x, :

_ ( /0 tg(s) ds) /Q uda. (4.45)

En dérivant ’équation (4.1) par rapport a ¢ et en utilisant la formule de Green et le fait

que
t

% i g(t—s)Au(s)ds:g(t)Auo+/0 g (t —s)Auy (s)ds,

on trouve
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/ Uttt / d dl’

= ,u/QVu /0 (t —s) (Vug (t) — Vg (s)) dsdx
—(n+A) /V dvu)(t)/otg(t—s)(ut(t)—ut(s))dsdm

+B/V0/ ) dsdx
[ ([ oe- >Vu<>ds) (/Otg< — ) (Va0 Vi s)) ds ) d

~ [ o9 ([ o= (Vurt) - V() s ) (1.4

Pour les quatre premiers termes on répéte les mémes étapes que ci-dessus (la preuve du
lemme 4.4), on arrive a :

le premier terme

/Vu / - (t) — Vuy (s)) dsdx

< M/IW\ dx+—(/ - ()ds> (6" 0 Vus) (1), ¥6' >0,  (4.47)

le deuxiéme terme

—(p+A) /Q V (divuy) (t) /o g (t—s) (us (t) — ue (s)) dsdx

[+ A

< (u+ A8 /Q |div u,|? do + w (/Ot g7 (s) ds> (g" o Viuy) (t),  (4.48)

le troisiéme terme

B/VH/ )) dsdz

< B¢, /|9| dx+4§ (/tg ()ds)(gpoVut)(t),V(5'1>0, (4.49)
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le quatrieme terme

< (25’2+ 4%,) (/Utg” (s) ds) (g o V) (t)
+26%, (/Otg(t—s) ds>2/Q|Vut|2dx. (4.50)

Pour le cinquieme terme

~ [0 %u ([ o= (Vi) - Fuc (o) as ) e

< g7 | @OVt | ( / gt 8) (Ve (1) — Vi <s>>ds)2d:c
< 0P [[Valassa, ([ @0 6ds) @0 o), (4.51)

Pour le deuxiéme terme dans (4.45), on arrive a

—/Qut/otg' (£ = 8) (e (£) — s (s)) dsd

< 0 [ ufde - 22 (g 0 Tu) (0. (452)

En combinant (4.45) — (4.52) , il vient

Xo(t) < (8'n+205 (n—1)°) / Vu|* da + (1 + 2) 6 / [div w|* da
Q Q

¢
—|—B5/1/|9t|2dx—|— (5'—/ g(s)d8>/|utt|2dx
Q 0 Q

+ A , 1 , b,
(e ) ([ o)
1 1

IO (¢ 0 V) () + 1 (0 O [ Vol

45 0

On pose &' = §, = 0] = d5, on trouve (4.44).
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Lemme 4.9. Pour la solution du probléeme (4.1) — (4.5) et sous les hypotheses (G1)
et (G2), la fonctionnelle

K (t) := —c/ 00,dx
Q

satisfait

62 k2 7_2
k(0 < el + (1+2) (54 72) o

2
1
b (14 5 a4 sl v > (4.53)

Preuve

On utilise (4.2) et la formule de Green, il vient

K'(t) = % 6 (kdivg+ fdivy)dx
0

d d
= ka/glﬁdiqux—i-ﬁa/ﬂﬁdivutdx

d ) d
= /{:E/levqedx—ﬁa/ﬂutVHda:

= k/divqﬂdw%—k/divq@ﬂx—ﬁ/uttVde—B/utVth:L‘.
Q Q Q Q

Encore une fois, en utilisant (4.2), on trouve

K'(t) = —k/ﬂqtvedm—kk/ﬂ (—%6’,5 — %divut> 0,dx

_ﬁ/uttvedx—ﬁ/utvatdx
Q Q

= —k/thde—cHHtHg—B/uttVde,
Q Q
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grace a l'inégalité de Young, pour tout w > 0,

A

/ K? 2 1 2 o B 2 2
K1) = o llaly+ 5 11V0lly = cllfelly + 5 - VOl +wllued,

52 k,2 7_2
= el + (1+2) (5 +72) o

B\ 1y e 2
(14 2 o el

Lemme 4.10. Pour (u, 0, q) est une solution forte du probléme (4.1) — (4.5) et sous
les hypotheses (G1) et (G2), il existe deux constantes strictement positives d; et ds telles

que la fonctionnelle

2

EQ (t) =F (t) + €3P9 (t) + E4X2 (t) + &3 K (t) ,

c(p+A)

satisfait,

L (t) < —al/|utt|2dx—a2/|divut|2dm—a3/|Vut|2d93—a4/|9t|2dx
Q Q 0 0
_a5/ l@i|* d + dags (t) (g 0 Vuy) (1) —g(t)/utt.Augd:c
0

Q

1
+ (El (0)+§/ \Auo\de) + dsg® (t)/ |Vuol|* da. (4.54)
Q Q
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Preuve En combinant (4.43), (4.44), et (4.53), il vient

a0 < ~[1- s (4 5) ) ot
e D) (5 )] e
g(t)/utt Augdr — e3g (t )/QutAuOd:erM,g ()/Q|Vu0|2da:
{ — s (+2(pn— )2)}/|Vut]2d:c
545> (1 + ) /|d1vut| dz

( 2(p+ ) 5455)/’9'5' dr —G €4CZ?<O))(9’OVW)@)

(35’—1—%(2;&—1—)\—1—54—1)—%%)gg(t)(gpoVut)(t).

SI2 w|cs:

On pose w = 6(5;2 , il vient

o ) e

—g (t)/utt Augdr — e39 (t )/utAuod:U—F 5,9 /|Vu0| dx

( (90_ __€3>/‘utt’ dx — {——845/ (/L—l-?( —1) ]/|Vut| dx
€3 / . 52 !
_ <——545> (u—l—)\)/9|d1vut|2dx— (53m—5465)/ﬂ|9t|2dx

2
+(3- 250 o v

4¢'

+(€4 (35’+%(2u+A+5+1)) +;l> g2 (1) (g o Vuy) (t).
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A ce point, on choisit &’ assez petit pour que

5
go— 0 > 6907
2 1
5/7 (n+2(p— 1)2) < 590
2(p+A) 1
— 70 < Zgp.
3 290
On fixe &' et on choisit €3 et g4 tels que
1 5
590€4 < €3 < 5 goa- (4.55)
2 8
Par conséquent, on a
4 5 4
4 (g0 —0") — 363 > GY0f4 — Gofa > 0,

g3l [ [

A 64(5, (,u +2 (,u - l)2) > go—=€4 — —Go€a = 0,

2 4 4
83—65/>16—€ l >16—1€—0
5 4 4904 44(M+2(M—l)2)go 4904 490 4 =Y,

2 2 2
903 903
T — Y7 —€ =
2(u+ N W M) e+

Puis, on prend €3 et ¢4 assez petits tels que les inégalités (4.21) et (4.55) restent vraies

et en plus,

62 364 1
1ot (1422 )=
53( fen) B
k2 T%
u+A)< +k2>>0’

€4Cpg (O)
- > 0.
Y

—
|
™M
w
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Dong, il existe des constantes a1, as, az ag, as, do, ds > 0, telles que

L (t) < —a1/|utt|2dx—a2/|divut|2dx—a3/|Vut|2dx—a4/|0t|2dx
0 Q 0 Q

s / ol dz + dags (1) (9 0 Vur) () — g (2) / g Atz
Q Q

g (1) / wAuodz + dsg? (¢) / Vuo|? da. (4.56)
Q Q

D’autre part

1 1
—€£39 (t)/utAuodx < e39(t) —/ |ut\2d:c—|—— \Auo\de}
Q 12 /g 2 Ja

[ 1
S €39 (t) E1 (t) + = ’AU()lz dlL}

2 Ja

< ao® B0+ L |Au0|2dx]. (4.57)

2 Ja

En combinant (4.56) et (4.57) il vient

L (t) < —a1/|utt|2dx—a2/|divut|2dx—a3/|Vut|2dx—a4/|0t|2dx
0 Q 0 Q

—a5/ |Qt’2 dx + dags (t) (g0 Vug) (t) — g (t) / U Aupdz
Q Q

1
+ (E1 (0) + 5/ |Au0|2dx) + d3g? (t)/ |Vu0|2dm,
Q Q

Lemme 4.11. [9] Soit (u, 6, q) solution de (4.1) — (4.5) , et sous les hypotheses (G1)
et (G2). Alors
op1 8 2(p—1)
wovu < (JEO) w0 v,

Preuve Analogue a la démonstration du Lemme 3.2 [9].

Théoréme 4.1.
On suppose que g vérifie (G1) et (G2). Alors, pour tout to > 0, il existe des constantes

C>0,C; >0, Cy>0et0< A\ <1 independentes de t et les données inetiales, telles
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que l’énergie associe a la solution du probléme (4.1) — (4.5) satisfait pour tout t > tq

¢
E() < |:Ol + 02/ e fig é(h)dhds] et SOy =1
to

_1
p_ 2p—1

L (o a2 (s)ds) ™+ fy g0

foﬁ(s

B () <C

Preuve
Cas 1. Pour p=1
En combinant (4.38) avec p =1, et (4.54), et en utilisant que

Alwwwslmwwwzu—a

on obtient

L) < —doB () + 73—+ 1] (g0 Va) (£) + s [1 — 1 +1] (g 0 V) (1

12K 1g (1) ( / Ay ? dx)
tesg () (E1 0)+5 /Q A ? dw)

tdsg? (1) / Vuo|? da.
Q

pour une constante dy > 0.
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, p>1.

(4.58)

(4.58)

(4.59)



En multipliant (4.59) par £ (¢), on trouve

EWL() < —do§(t) E(t) +rs[pn—1+1]E(t) (g0 Vu) (1)
Hdy [ = 1+ 1]E (1) (g © V) (

+2K5€ (t ( / | Aug|” dx)

+dsé (1) 6> (t) [ |Vl de,
mais, d’apres (G2) on a

awAgu—ﬂma%mwwwss W) gt —9)llult) - us)2ds

O

= 5 (t=s)g(t—s)lut) —u(s)|yds

—4¢@—®mw—u@@w.

IN

EWL () < —dof (1) E (1) —ralp— 1+ 1] (4 o V) (1) — da [ — 1+ 1] (¢ 0 V) (1
+mnawww(@a»+—

tesé (1) g () Ko <E1 (0)+% /Q ]AuOIQda:>

+ds& (t / |Vu0\ dz,
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en utilisant (4.7), (4.8) et (4.37), on trouve
ML) < —do§(t) E(t) =25 [p— 1+ 1] By (1)
—dy [p— 1+ 1] lZE; (t) + 29 (t) / utt.Auodx}
Q
+2K:£ () g (1) (E2 (0) + % /Q | Awg)? dx)

+e3é (1) g (1) Ko (El (0) + % A | Augl|? dm)

alors

@)L (1) +2rs [p— 1+ 1B (1) + 2da [0 — 1 + 1] E5 (2)
—dt () E ()
F2Kg (1) s (g1 (1) + 1) + € (8) (E O+ [ 180 dx)

IN

+e3€ (1) g (t) Ky <E1 (o)+% /Q ]AuOIQd:L)

Lyt (1) g (1) / Vol de. (4.60)
On a

§(0) L) +2[p— T+ 1] (rs By (1) + d2 B3 (1))
= {£WLO)+2[p—1+1] (B (1) + d2Bx (1)} =& () L (1)
€@ L) +2[p—1+1) (B0 () + da B (1))]

v

car £’ (t) < 0et L(t) > 0 (puisque L (t) ~ E (t) ).
On pose
Rt)=€E@)L(t)+2[u—1+1](rsE1 (t) + daF> (1)) .

71



On a I’équivalence

R(t) «~ E(t)
R(t) < ax¢(0)E(t)+2[p—14 1]max{rs,ds} E (t)
S p2E<t), P2 >0
et

R(t) > p,E(t), avec py =2 [ — 1+ 1] min{rs,ds} .

Il existe alors une constante A\; > 0 telle que
ME@) R () < do& (1) E(2).

On pose Ag = 2 min{1,\;}, et on utilise que R (t) est positive (car R (t) «~ E (t)), donc
(4.60) devient

R(t) + Aog (¢) R ()

IN

R (1) + ME( R ()
21 (1) (da (g1 (1) + 1) + € () (E O+ [ 80P da:)

IN

+e5 (1) g (t) Ky <E1 (0) +%/Q|Au0|2dx>

st (8) 6 (1) /Q Vuo|? da. (4.61)

En utilisant que & (t) et g (t) sont décroissantes et que ¢; (t) < p — [, on trouve pour

une constante Cy > 0

72



26619 (1)l o1 1)+ 1)+ €0 (B2 0)+ 5 [ |l o)

+eat (09 0K (B 0+ [ 18wPde) + e (1)) [ [Vl do

IN

2K (t) (do (p — 1+ 1)+ £(0)) (EQ (0) + %/S; \Auo|2 d:c)

6 0)9 (05 (B0 + 5 [ 18wl de) + g 0)5 090 [ [Ful* o
Cog (t), Vit Z t().

IN

Donc (4.61) devient

R (t) + Xo& (1) R (t) < Cog (1),

C’est-a-dire

. ’ t
[0 R ()] < Cog (1) € SO, (4.62)

Une integration simple de (4.62) sur (¢,¢) donne

t t s
o TR (1) < R (to) + Co / g(s) ™o M gs
to
C’est-a-dire
t t
R(t) < [R () +Co [ 9(s) e “h)dhdﬂ 0o S0, (4.63)
to
D’apres (G2) on a
g () +&(t)g(t) <0,

ce qui donne

g(t) < g(to) e Fo ™, (4.64)
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En remplagant (4.64) dans (4.63), on obtient
R(t) < [R (to) + Cog (to) / ROl f(h)dhds} e N0 Jig €125,
to
Encore R (t) «~ E (t), donne pour deux constantes C; et Cy > 0
E(t) < {Cl + Oy /t e~ (1720 fy é(h)dhds] e M Jig g(s)ds, Vit > to.
to
Cas 2. Pour p > 1

En utilisant le lemme 4.11, et ’enégalité de Minkowski, on obtient

2p—1

Bt < o / ] d + / [Vl do + / divul® dz + [16]; + llgl;

+o(goVu)?!

| [ fufdo [ 1Vuldo [ faivade -+ 6l + ol
LJQ Q Q d

2p—1

IN

2(p—1)
o (3E0) @) @evy

IN

w0 )| [l de+ [ 19ufaos [ aiea do 615+ ol
Q Q Q

+0, E*P7D(0) (g5 (t)) (97 0 V) (4.65)

ot gs (1) = (fya(s)ds) "

donc

g, B0 (0) [ / P dz + / IVl de + / divl? de + 62 + [lg]12
Q Q Q

< B (1) + 0, B2V (0) g5 (1) (97 0 V) (1) (4.66)

En multipliant (4.38) par E2P~Y(0), puis en remplacant (4.66) dans (4.38), on

conclut pour tout ¢t > ¢y que
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E*P1(0) £ (1)

< %Ef’” (£) + co BP0 (0) g5 (1) (9" © V) (1)
1

+r5s E2PY (0) g () (g7 0 V) (t) + K1 E**~D (0) g (t) (Ez (0) + % /Q \Auoﬁ d:v)

Ce qui implique pour une constante g, > 0 que

EP (1) < — i; BP0 (0) £ () + 0, E* 7V (0) (g3 () + g2 (1)) (¢ © Vu) (1)

+0, K1 E*P71 (0) g (1) (E2 (0)+% /Q |Au0|2dg;> (4.67)

En multipliant (4.67) par £ (¢), et on utilise que & (t) (¢ o Vu) < —g' o Vu, on trouve

£t B(t) < —i—;EQ(”‘” (0) € () £3 (t) — P~ (0) (g3 () + g2 (1)) (¢ © V) (1)

Fas B 0) (£200+ 5 [ 18ufde) €00 (4.69

E12p 1 est décroissante, alors on trouve pour tout t > t,

B /5 d5</g B ds+/§ B (s) ds, (4.69)

en intégrant (4.68) sur (to,t) et en utilisant (4.69), il vient

B [ewis < [ew B - LB /5 ) £} (5) ds

0, %Y (0) / (93(5) + 92 (5)) (¢ 0 V) (s d

to

s
2(p—1 1 2 '

+0, K1 E (p—1) (0) (E2 (0) + 5/ | Aug| d$) £(s)g(s)ds
Q to

En intégrant par parties, et en utilisant (4.7), £ (t) < asFE) (t), et que & et B!
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sont décroissantes, on obtient

B /5
tof (0) B2~ (

—&EQ@ b (0) [<f< )00 =€) L4 ()~ [ €)1 ds]

IN

Co

20, B¥ 1) (0) / (93(5) + 02 (5)) EL (s) (5) ds

o Gl CRORE Y AN /t:as)g( )d

donc
2p 1 /f
< 7505 E7(0)

+ 04 E*P=1(0) € (to) E (to)
—20 E*=Y (0) [(gf’( )+ 92 () E1 () — (g3 (to) + g2 (to)) E1 (to)]
+20, E*P~Y (0) s)+ g (s (s)ds
+o, K B2 0)( /‘Auo‘ dx) to/ g(s)ds

< 1€ (0) EYH(0)

F22aa 207 (0)€ (10) B () + 20,5°07Y (0) B (10) (93 (1) + 92 (1)

0,1 B2 (0) <E2 (0) +% /Q ]Auolzda:> £ (to) /0 " () ds

< GO (B + B0+ [ 1Aufds) 04 m )+ o)

pour une constante C; > 0.
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d’ou

EZL (1) < CLEX Y (0) <E1 (0) + B (0 / | Ao d ) L+9s(t >+g2 ®)

o€l

2(p—1)

On pose C' = B, (0) (E1 (0) + E» (0) + 5 [, | Al dz)*" , on trouve (4.58').
Corollaire 4.1

1.SiP=1et&(t) =

Cl +C2J;/ —(1=X0)C(s— to)ds

E (t) - 6)\00@ to)
C(1—X\ 1 —C(1-X 1 —C(1-X
g Cy + Cye (1=Xo)to [me (1=Xo)to _ i€ (1=2o)t
- e)xoC(t—to)
Cl + 0260(1—)\0)1500 1 e—C(l—Ao)to
(1—>\0)t0 A —XCt
< e = Ce M0t Yt > ¢

i.e. une décroissance exponentielle.

2.8511<P<3etl(t)=Co>0

2p—1
1+<ng/2(s)ds>p -}-ft 277 (
tCy

EYPH() <

e
< (C't@1,
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Conclusion

1 Dans ce travail, on remarque que dans le probléme de thermoelasticité avec deuxéme
son, perturbé avec un terme amortissant ou avec un terme viscoélastique (g décroit

exponenciellement), on trouve un résultat de décroissance exponentielle.

Une question qui peut étre posée est : qu’est ce qu’on peut obtenir lorsque nous

n’ajoutons aucun terme et sans conditions sur la rotation ?

2 Quel sera le taux de décroissance si on ajoute un terme frictionnaire nonlineaire

dans le premier probléme ?

78



Bibliographie

1]
2]
3]

[4]

R.A. Adams and J.J.F. Fournier, Sobolev spaces, Academic Press, 2003.
H. Brezis, Analyse Fonctionnelle Théorie et Application, Dunod, Paris, 1999.

H. Brezis, Opérateurs maximaux montones, North Holland puplishing company,

London, 1973.

M.S. Birman , M.Z. Solomyak, Spectral Theory of Self-Adjoint Operators in Hilbert
Space, 1987.

C. Cattaneo, Sulla conduzione del calore, Atti Sem. Math. Fis Univ. Modena 3
(1948), 83-101.

B.D. Coleman, M. Fabrizio, and D.R. Owen, On the thermodynamics of second
sound in dielectric crystals, Arch. Rational Mech. Anal. 80 (1982), 135—158.

B.D. Coleman, W.J. Hrusa, and D. Owen, Stability of equilibrium for a nonlinear
system describing heat propagation by second sound in solids, Arch. Rational Mech.

Anal . 94 (1986), 267-289.

H.D. Fernéndez Sare and R. Racke, On the stability of damped Timoshenko systems :
Cattaneo versus Fourier’ s law, Arch. Rational Mech. Anal. 194 # 1 (2009), 221—
251.

A. Guesmia and S. A. Messaoudi, On the stabilization of Timoshenko systems with
memory and different speeds of wave propagation Electronic Journal of Differential

Equations, Vol. 2012 (2012), No. 193, pp. 1-45.

79



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

T. Irmscher and R. Racke, Sharp decay rates in parabolic and hyperbolic thermoe-
lasticity, IMA J. Appl. Math. 71 no. 3 (2006), 459—478 6.

H. Li and K. Sxton, Asymptotic behavior of solutions with nonlinear damping,

Quarterly of Applied Math. 61 # 2 (2003), 295-313.

S.A.Messaoudi, Formation of Singularities in Heat Propagation guided by Second
Sound, J. Differential equations 130 (1996) 92-99.

S.A. Messaoudi, On the existence and nonexistence of solutions of a nonlinear hy-
perbolic system describing heat propagation by second sound, Applicable Analysis
73 (1999) 485-496.

S.A. Messaoudi, Decay of solutions of a nonlinear hyperbolic system describing heat
propagation by second sound, Applicable Analysis 1 (2002), 201-210.
S.A. Messaoudi, Local Existence and blow up in thermoelasticity with second sound,

Comm. Partial Diff. Eqns. 26 # 8 (2002), 1681-1693.

S.A. Messaoudi, Asymptotic stability of solutions of a systemfor heat propagation
with second sound, J. Concrete Appl. Math. Vol. 2 # 3 (2004), 249-256.6

S.A. Messaoudi and B. Said-Houari, Blow up of solutions with positive energy in
nonlinear thermoelasticity with second sound, J. Appl. Math. 2004 # 3 (2004), 201-
211.

S.A. Messaoudi and A. Al Shehri, Gradient catastrophe in heat propagation with
second sound, Mathematical models and methods for real world systems, Pure and

Applied Mathematics 272, Chapman & Hall/CRC (2005), 273-282.

S.A. Messaoudi and B. Said-Houari, Exponential Stability in one-dimensional nonli-

near thermoelasticity with second sound, Math. Meth. Appl. Sci. 28 (2005), 205-232.

S.A. Messaoudi and A. Al-Juhani, Breakdown of solutions of a system describing

heat propagation with second sound, Arab J. Math. Sci. Vol. 12 # 1 (2006),31-42

Messaoudi S., On the control of solutions of a viscoelastic equation, Journal of the

Franklin Institute 334 (2007), 765-776.

80



[22]

[23]

[24]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

Messaoudi S.A. General decay of solutions of a viscoelastic equation, JMAA

341(2008), 1457-1467

S.A. Messaoudi, M. Pokojovy and B. Said-Houari, Nonlinear Damped Timoshenko
systems with second sound Global existence and exponential stability, Math. Meth.

Appl. Sci. 32 (2009), 505-534

Munoz Rivera J.E. and R. Racke R., Mildly dissipative nonlinear Timoshenko
systems-global existence and exponential stability, Journal ofMathematical Analysis

and Applications 276 (2002), 248-278.

Munoz Rivera J.E. and R. Racke R., Global stability for damped Timoshenko sys-
tems, Discrete Contin. Dyn. Syst. 9 no. 6 (2003), 1625—1639.

Y. Qin, Z. Ma, X. Yang, Exponential stability for nonlinear thermoelastic equations
with second sound, Nonlinear Analysis : Real World Applications Vol. 11 # 4 (2010),
2502-25137

R. Racke, Thermoelasticity with second sound-exponential stability in linear and

nonlinear 1-d., Math. Meth. Appl. Sci. 25 (2002), 409-441.

R. Racke, Asymptotic behavior of solutions in linear 2- or 3-d thermoelasticity with

second sound, Quart. Appl. Math. 61 no. 2 (2003), 315—328.

R. Racke and Y. Wang, Nonlinear well-posedness and rates of decay in thermoelas-

ticity with second sound, J. Hyperbolic Differ. Equ. 5 no. 1 (2008),25—43.

R. Racke and Y. Wang, Asymptotic behavior of discontinuous solutions in 3-D ther-
moelasticity with second sound, Quart. Appl. Math. 66 no. 4 (2008),707—724.

K. Saxton, R. Saxton, and W. Kosinsky, On the second sound at the critical tem-
perature, Quarterly Appl. Math. 57 # 4 (1999), 723-740

K. Saxton and R. Saxton, Nonlinearity and memory effects in low temperature heat

conduction, Arch. Rational Mech. Anal. 52 (2000), 127-142.

M.A. Tarabek, On the existence of smooth solutions in one-dimensional thermoelas-

ticity with second sound, Quart. Appl. Math. 50 (1992), 727-742.

81



Aalia) Ala Al )y p Ldan AU A gal) Adansd 5y Jama Gyl ys Qg g plai yiiad oJeall 130 3 (adle
Ol Al Gl 5 A Ul il Ayl aladinl Alas sl 5 3 ga o)) Aa e Jsanll g GllSiaY] as
Al ) 5 alall i) Al 8 A 5500 aa A g3 % asil) () o€ Al Liagl (e y00 LS Jall
PAEREY]

sl c‘;wi}{\ sl c@\h)&\j Jﬁ}j\ c:\:\.\t’d\ AA}A\ c'SJS\ﬂ\ ca.'g‘)\‘);j\ 3.'1‘9‘)43\ : ;».:\AM\ Cilalsly
2.\.\.1:‘)5\ Gl gl A.ULJ A el A iy adla ‘(:L’J\

RESUME :

Dans ce travail, on considére un systeme thermoélastique linéaire avec deuxieme
son. Notre objet d'étude est de traiter deux cas du systeme thermoélastique, avec
deuxieme son. Le premier perturbé avec un terme amortissant, on essayera
d'obtenir des résultats d'existence et de comportement asymptotique. Le deuxieme
étant avec un terme viscoélastique. On essayera d'obtenir des résultats d'un
comportement asymptotique dans le cas ou la fonction de relaxation décroit d'une
maniére générale.

MOTS CLES : thermo-élasticité, deuxiéme son, existence et unicité, théorie des
opérateurs monotones.

ABSTRACT

In this work, we consider thermoelasticity system with second sound.we study the
existence and uniqueness of solutions to the problem of stabilization of the system
of thermo-elasticity with second sound, using the theory of monotone operators.

KEYWORDS : Thermo-elastic system, second sound, existence and uniqueness,
exponential decay, theory of monotone operators.
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