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Notations et Préliminaires

Dans toute la suite de ce mémoire, nous utiliserons les conventions suivantes :

Si Ω désigne un ouvert borné connexe de Rn (n = 2, 3), on note par
Ω l’adhérence de Ω,

Γ la frontière de l’ouvert Ω supposée régulière,

D (Ω) l’espace des fonctions indéfiniment différentiables avec support compact

contenu dans Ω, muni de la topologie de limite inductive de L. Schwartz [20],

D′ (Ω) le dual de D (Ω) : l’espace des distributions sur Ω,

C1(Ω) l’espace des fonctions réelles continûment différentiables sur Ω,

Lp (Ω) l’espace des fonctions puissance p-ième sommable sur Ω pour la mesure

de Lebesgue dx = dx1dx2...dxn,

- Si 1 ≤ p <∞, ‖f‖Lp(Ω) =
(∫

Ω
|f (x)|p dx

) 1
p ,

- Si p =∞, ‖f‖L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess |f (x)| ,

L∞ (Ω) l’espace des(classes) fonctions essentiellement bornées,

Hm (Ω) l’espace de Sobolev d’ordre m (défini ici pour m ∈ N ; par convention

d’écriture H0 (Ω) = L2 (Ω)).

Hm
0 (Ω) l’adhérence de D (Ω) dans Hm (Ω)

Si X est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes :
(., .)X le produit scalaire de X,

‖.‖X la norme de X,

Dα la dérivée d’ordre α au sens des distributions,

xn −→ x la convergence forte de la suite (xn) vers l’élément x dans X,

xn ⇀ x la convergence faible de la suite (xn) vers l’élément x dans X.
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Notation et préliminaires .

Si de plus [0, T ] est un intervalle de temps, k ∈ N et 1 ≤ p ≤ +∞, on note
par

ΣT = Γ× ]0, T [ la frontière du cylindre ouvert QT = Ω× ]0, T [ supposée régulière,

C (0, T ;X) l’espace des fonctions continues sur [0, T ] à valeurs dans X,

D (]0, T [ , X) l’espace des fonctions de ]0, T [ −→ X et à support compact

dans ]0, T [ ,

D′ (]0, T [ , X) l’espace des distributions,

Lp (0, T ;X) l’espace de Lebesgue,

‖·‖Lp(0,T ;X) la norme de Lp (0, T ;X) ,

Wk,p (0, T ;X) l’espace de Sobolev,

‖·‖Wk, p(0,T ;X) la norme de Wk,p (0, T ;X) .

Pour une fonction u, on note par
u

′ , u
′′ les dérivations première et seconde de u par rapport au temps,

∆ l’opérateur de Laplace,

∇ l’opérateur de gradient,

L l’opérateur de Lamé,

divu la divergence de u,

rot u le rotationnel d’un champ de vecteurs u,

u = 1
T

∫ T
0

u (t) dt la valeur moyenne d’une fonction u périodique, de période T.

Autres notations
lim inf la limite inférieure,

lim sup la limite supérieure,

c, C,K, ki des constantes génériques strictement positives,

p.p. presque partout.
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Introduction

Ce travail concerne essentiellement l’étude de quelques problèmes aux limites gouver-

nès par le système de Lamé, de type hyperbolique non-linéaire, qui modélisent les petites

vibrations dans un domaine borné Ω et à frontière régulière Γ de Rn. A titre d’exemples,

on peut citer les problèmes de propagation d’ondes de vibrations qui se propagent dans un

milieu élastique isotrope, viscoélastique, liquide incompressible, électromagnétique...etc.),

avec :

- une condition au limite de Dirichlet : u = 0 sur Γ,

- et les données de Cauchy :

déplacement initial u(0;x) = u0 et la vitesse initiale
∂u

∂t
(0;x) = u1.

Ajouté à ce là, la présence d’une force volumique de densité f = f (x, t) , et d’une pertur-

bation h(u,
∂u

∂t
) suivant chaque cas comme suit :

h (u) =

terme non linéaire︷ ︸︸ ︷
|u|ρ u, ρ > 0 où

terme viscoélastique︷ ︸︸ ︷
−
∫ t

0

g (t− s) ∆u (., s) ds,

h

(
∂u

∂t

)
=

linéaire︷ ︸︸ ︷
δ
∂u

∂t
, δ > 0 où

non linéaire︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣∂u

∂t

∣∣∣∣ρ ∂u

∂t
, ρ > 0︸ ︷︷ ︸

terme frictionnaire

.

En pratique, la partie non-linéaire définie les changements des perturbations du phéno-

mène.

Les techniques utilisées sont celles de la méthode de compacité et de la méthode de mo-

notonie. Ce travail se compose de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques résultats classiques d’analyse fonctionnelle

utilisés dans les trois autres chapitres.
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Introduction .

L’étude de l’évolution au cours du temps des petits déplacements, perturbés avec

un terme frictionnaire linéaire à partir de l’état naturel d’un corps solide homogène et

isotrope, soumis à une densité volumique de force f , constitue l’objet de la première

partie du deuxième chapitre. Cette théorie est bâtie autour de la loi de Hooke au moyen

des coefficients de Lamé, elle permet particulièrement de généraliser le système de Lamé

classique à la vibration (voir J.M. THOMAS & P.A. RAVIART [8]), qui s’écrit

%
∂2u

∂t2
+ δ

∂u

∂t
− Lu = f ,

où

% : Ω→ R+ désigne la densité de masse (on suppose que %(x) = 1);

L désigne le système de Lamé défini par µ∆ + (λ + µ)∇div ; λ et µ sont les constantes

de Lamé ( avec µ >0 et λ+ µ > 0.).

Notre problème consiste à étudier un exemple assez proche de l’équation des ondes donné

par le système de Lamé, perturbé avec un terme frictionnaire linéaire. On démontre, en

utilisant la méthode de Fædo-Galerkin, un théorème d’existence et d’unicité.

Dans la deuxième partie de ce chapitre, par la méthode de compacité on essayera

de démontrér un théorème d’existence et d’unicité, pour une équation hyperbolique non

linéaire gouvernée par le système de Lamé. Notre problème consiste à étudier un mo-

déle analogue à l’équation aux dérivées partielles, intervenant en mécanique quantique

relativiste, perturbé avec un terme frictionnaire linéaire.

Dans le chapitre tois on s’intéresse, dans un premier temps à un modèle classique ana-

logue à l’équation aux dérivées partielles, intervenant en mécanique quantique relativiste,

perturbé par un facteur de viscoélasticité suivante :

∂2u

∂t2
− Lu +

∫ t

0

g (t− s) ∆u (., s) ds+ |u|ρ u = f ,

avec g la fonction de relaxation. On établit alors facilement par la méthode de compacité

un théorème d’existence et d’unicité.

2



Introduction .

Dans un second temps, on remplace le facteur non linéaire |u|ρ u du problème précédent

par le facteur non linéaire
∣∣∣∣∂u

∂t

∣∣∣∣ρ ∂u

∂t
. Ce dernier traduit le modèle viscoélastique, perturbé

avec un terme frictionnaire non linéaire

∂2u

∂t2
− Lu +

∫ t

0

g (t− s) ∆u (., s) ds+

∣∣∣∣∂u

∂t

∣∣∣∣ρ ∂u

∂t
= f .

Pour cela, on introduit l’identité vectorielle suivante rot rot u = −∆u +∇(divu). Dans

les conditions rot u = 0, on établit donc un théorème d’existence et d’unicité par la

méthode de compacité.

Dans le dernier chapitre, on essayera de revoir le problème de la deuxième partie du

chapitre précèdent sous un autre angle, à savoir sans le facteur de viscoélastique, mais

sous des données initiales périodiques. Notre travail se focalisera essentiellement sur l’exis-

tence de la solution T−périodique- cas hyperbolique non linéaire gouverné par le système

de Lamé. Ce problème a était déjà étudié par J.L Lions [6] par la méthode de régulari-

sation elliptique avec l’opérateur de Laplace ∆, et que M. MEFLAH [14] a étudié par la

même méthode avec l’opérateur de Lamé L. Cette dernière analyse fera l’objet de notre

étude sous la méthode de Faedo-Galerkin. Pour résoudre ce problème, nous utilisons l’idée

de G. PRODI, puis nous étudierons les deux problèmes aux limites suivants :

- problème périodique à valeur moyenne nulle,

- problème statique.

Lorsque l’opérateur non linéaire a des propriétés de monotonie dans le premier problème,

on démontre, en utilisant la méthode de monotonie, pour des coefficients de Lamé par-

ticuliers, un théorème d’existence et d’unicité. Pour le deuxième problème, les résultats

classiques sur l’existence et la régularité des solutions des systèmes elliptiques de Lamé

permettent de conclure. Donc la somme des deux solutions des problèmes précédants, est

une solution T−périodique.

3



Introduction .

On trouve que les problèmes généralisent qui est proposé par J.L Lions [6], on

remplace l’opérateur de Laplace ∆ par l’opérateur de Lamé L, perturbé avec un terme

frictionnaire linéaire ou avec un terme viscoélastique.
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Chapitre 1

Rappels d’analyse fonctionnelle

Extraits de H. Brézis [2] et J.− L. Lions−Magenes [7]

Résumé

L’étude des équations aux dérivées partielles nécessite l’utilisation d’espaces de Sobolev

d’ordrem. Ce sont donc ces espaces et leurs propriétés que l’on va rappeler dans ce premier

chapitre, ainsi que d’autres résultats d’analyse fonctionnelle qui concerne la topologie

faible, les opérateurs compacts ainsi que les résultats de compacité, qui seront d’une

grande utilité dans notre travail.
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Chapitre 1 Rappels d′analyse fonctionnelle

1.1 Généralités et quelques notions de base

1.1.1 Topologie faible

Définition 1.1.1 On note E un espace normé, E ′ son dual topologique. On appelle to-

pologie faible sur E et que l’on note σ(E,E ′), la topologie la moins fine rendant continues

toutes les formes linéaires f ∈ E ′. On peut recenser les ouverts qui doivent appartenir à la

topologie faible de la manière suivante : Si f ∈ E ′ et U ⊂ R un ouvert de R. f−1 (U) est

nécessairement un ouvert de σ (E,E ′) . Mais comme les intervalles ouverts forment une

base de la topologie usuelle sur R, on voit que ceci revient à dire que pour tout intervalle

I et tout f ∈ E ′, f−1 (I) est dans σ (E,E ′) .

On vient de montrer la proposition suivante

Proposition 1.1.1 La topologie σ(E,E ′) est la moins fine contenant tous les ensembles

f−1 (I) pour tout f ∈ E ′ et tout intervalle ouvert I de R. Donnons une base de voisinage

commode pour σ(E,E ′).

Corollaire 1.1.1 Les ouverts de la forme
k
∩
i=1

f−1
i (Ii) , où k ∈ N, fi ∈ E ′ et Ii sont des

intervalles ouverts quelconques de R, forment une base de voisinage de σ(E,E ′).

Les ouverts de la forme :

U =
k
∩
i=1

f−1
i (]f (x0)− ε, f (x0) + ε[) , k ∈ N, fi ∈ E ′, ε > 0,

forment une base de voisinage de x0 ∈ E

Définition 1.1.2 Si xn −→ x dans σ(E,E ′) , on notera xn ⇀ x et on dira que xn

converge faiblement vers x dans E.

Proposition 1.1.2 Soit E un espace de Banach et (xn) une suite d’éléments de E ; alors :

xn ⇀ x⇔ f(xn)→ f(x),∀f ∈ E ′.

Preuve. (voir H. Brezis [2]).

6



Chapitre 1 Rappels d′analyse fonctionnelle

1.1.2 Topologie *-faible

Soit E un espace de Banach, E ′ son dual (muni de la norme ‖f‖E′ = sup
x∈E, ‖x‖≤1

|〈f, x〉|),

E ′′ son bidual topologique muni de la norme :

‖ξ‖E′′ = sup
f∈E′, ‖f‖E′≤1

|ξ (f)| .

On a une injection canonique J : E → E ′′. En effet tout élément x ∈ E définit un

élément Jx ∈ E ′′ par :

Jx(f) = f(x),

Jx est bien une forme linéaire continue sur E ′ puisque :

|Jx(f)| = |f(x)| 6 ‖x‖E ‖f‖E′ .

En fait ‖Jx‖E′′ = ‖x‖E car :

‖Jx(f)‖E′′ = sup
f∈E′, ‖f‖E′≤1

|Jx (f)| = sup |f (x)| = ‖x‖E .

On a donc J (E )⊂ E ′′. Cela va nous permettre de définir une nouvelle topologie sur E ′.

Définition 1.1.3 La topologie ∗− faible notée ∗− σ(E,E ′) est la topologie la mois fine

rendant continues les formes linéaires f 7→ f (x) , pour tout x ∈ E. On a la base de voi-

sinages de f0 ∈ E ′ pour la topologie ∗−faible.

U = {f ∈ E ′, |〈 f − f0, xi〉 |< ε, i = 1, ..., n, xi ∈ E, n ∈ N } .

Proposition 1.1.3 Soit E un espace de Banach ; si (fn ) est une suite de E ′, alors fn

converge vers f pour la topologie ∗− faible si et seulement si fn (x) −→ f (x) , pour tout

x ∈ E.

7



Chapitre 1 Rappels d′analyse fonctionnelle

1.1.3 Espaces réflexifs, espaces séparables

Soit E un espace de Banach et J : E −→ E ′′ l’injection canonique de E dans E ′′,

définie par Jx (f) = f (x) pour tout x ∈ E, f ∈ E ′.

Définition 1.1.4 L’espace E est dit réflexif, si J(E) = E ′′.

On a le résultat :

Théorème 1.1.1 Soit E un espace de Banach réflexif ; alors toute suite bornée dans E

admet au moins une sous-suite faiblement convergente.

Preuve. Voir H. Brezis[2](Théorème III.27, page 50).

Définition 1.1.5 Un espace métrique séparable est un espace métrique qui contient un

sous ensemble dense et dénombrable.

On donne le résultat

Théorème 1.1.2 Soit E un espace de Banach séparable. Alors toute suite bornée (fn)n

dans E ′ admet au moins une sous-suite ∗−faiblement convergente.

Preuve. Voir H. Brezis[2] (Corollaire III.26, page 50).

1.2 Opérateurs compacts sur les espaces de Hilbert

Définition 1.2.1 Soit H un espace de Hilbert, un opérateur linéaire continue T de H

dans H est dit compact s’il transforme tout ensemble borné en un ensemble relativement

compact.

Proposition 1.2.1 Un opérateur linéaire et compact si et seulement s’il transforme toute

suite faiblement convergente en une suite admettant au moins une sous suite fortement

convergente.

8



Chapitre 1 Rappels d′analyse fonctionnelle

Remarque 1.2.1 Le résultat de la proposition 1.2.1 peut remplacer la définition précé-

dente.

Théorème 1.2.1 On suppose que H est un espace de Hilbert séparable. Soit T un opéra-

teur autoadjoint compact. Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres

de T .

Preuve. Voir H. Brezis[2] (Théorème VI.11, page 97).

Proposition 1.2.2 Tout opérateur symétrique T défini sur un espace de Hilbert H, à

valeurs dans ce même espace H est un opérateur borné et autoadjoint.

Preuve. Voir K. Yosida[24] (Proposition VIII.3.2, page ).

1.3 Les espaces de Sobolev.

1.3.1 L’espace de Sobolev d’ordre entier

Définition 1.3.1 Soit Ω un ouvert de Rn et m un entier naturel.

On appelle espace de Sobolev d’ordre m et on note Hm (Ω) . L’ensemble :

Hm (Ω) =
{
u ∈ L2 (Ω) � Dαu ∈ L2 (Ω) , ∀α ∈ Nn, |α| ≤ m

}
,

où Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 ... ∂xαnn

, désigne la dérivée d’ordre α au sens des distributions avec

α = (α1, ..., αn) ∈ Nn, |α| =
n∑
i=1

αi.

1.3.2 Quelques propriétés des espaces Hm(Ω)

(i) On munit l’espace Hm(Ω) du produit scalaire :

(u,v)Hm =
∑
|α|≤m

(Dαu, Dαv)L2 , ∀u, v ∈ Hm (Ω) .

9
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La norme associée étant donnée par :

‖u‖Hm(Ω) :=
√

(u,u)Hm(Ω) =

∑
|α|≤m

∫
Ω

(Dαu)2dx

 1
2

, ∀u ∈ Hm (Ω) ,

de plus, il est bien connu que cet espace est un espace de Hilbert.

(ii) Pour m = 0 on a H0(Ω) = L2(Ω) et pour tout m1 > m2, on a :

Hm1(Ω) ⊂ Hm2(Ω) avec injection continue.

(iii) Pour tout m ≥ 0, Hm(Ω) est un espace séparable.

(iv) Pour tout m ≥ 0, nous désignons par Hm
0 (Ω) la fermeture de D(Ω) dans Hm(Ω) :

Hm
0 (Ω) = D(Ω) dans Hm(Ω) ,

et par H−m(Ω) le dual topologique de Hm
0 (Ω) .

(v) Grâce aux applications traces, que nous allons voir après, les espaces Hm
0 (Ω)

peuvent être définis comme suit :

Hm
0 (Ω) =

{
u ∈ Hm (Ω)�

∂ju

∂ ηj
= 0, ∀j = 0, ...,m− 1.

}
,

où :
∂

∂ η
est la dérivée normale de u suivant la normale extérieure à Γ = ∂Ω

∂u

∂ η
(x) =

∂u

∂xi
(x) ηi, ∀x ∈ Γ.

1.3.3 Espaces de Sobolev d’ordre non entier

Définition 1.3.2 Soit s un réel, 0 < s < 1 et Ω un ouvert de Rn, on désigne par Hs (Ω)

l’espace :

Hs (Ω) =

{
u ∈ L2 (Ω) , tel que

∫ ∫
Ω×Ω

|u (x)− u (y)|2

|x− y|n +2s dxdy <∞

}
,

10
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muni de la norme :

‖u‖Hs(Ω) =

{
‖u‖L2(Ω) +

∫ ∫
Ω×Ω

|u (x)− u (y)|2

|x− y|n+2s dxdy

} 1
2

,

si s désigne un réel positif de partie entière [s] = m, l’espace Hs (Ω) peut être défini de la

manière suivante :

Hs (Ω) =
{
u ∈ Hm (Ω) , ∀α ∈ Nn, |α| = m, Dαu ∈ Hs−m (Ω)

}
.

Lorsque Ω = Rn, nous pouvons définir l’espace de Sobolev Hs (Rn) au moyen de la

transformation de Fourier. En effet,si v ∈ L2 (Rn) , sa transformée de Fourier est donnée

par :

v̂ (ζ) =
1

(2π)
s
2

∫
Rn

exp (−ixζ) v (x) dx, ζ ∈ Rn,

et nous avons :

Hs (Rn) =

{
u ∈ L2 (Rn) , tel que

(
1 + |ζ|2

) s
2 v̂ (ζ) ∈ Hs−m (Rn)

}
,

muni de la norme :

‖v‖Hs(Ω) =

∥∥∥∥(1 + |ζ|2
) s

2 v̂ (ζ)

∥∥∥∥
L2(Ω)

,

qui est équivalente à la norme de Hs (Rn), (voir P.A. Raviart et J.M. Thomas [8] page

28-33).

Théorème 1.3.1 (Inégalité de Poincaré -Friedrich) Soit Ω un ouvert borné et lip-

schitzien de Rn. Il existe une constante C � 0(dépendante seulement de Ω), telle que

‖u‖L2(Ω) ≤ C ‖∇u‖L2(Ω) , ∀u ∈ H
1
0 (Ω) .

La semi-norme

u −→ |u|H1(Ω) = ‖∇u‖L2(Ω) ,

définit une norme sur H1
0 (Ω), équivalente à la norme de u−→ ‖u‖H1(Ω) .

11
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Preuve. La démonstration de ce théorème est détaillée dans P.A. Raviart et J.M Thomas

[8] Théorème 1.2.5, page 18)

Remarque 1.3.1 Cette inégalité montre que la norme L2 de u est contrôlée par la norme

L2 de ses dérivées, ceci n’étant bien sur valable ici que pour les fonctions nulles au bord.

1.3.4 Espace des fonctions à valeurs vectorielles

Dans la théorie des équations d’évolution, il y a lieu de faire jouer en général des

rôles distincts à la variable temporelle et la variable d’espace, et donc on rencontre en

particulier des espaces de fonction à valeurs vectorielles.

Définition 1.3.3 Soit X un espace de Banach et T un réel strictement positif. Pour p ∈

[1,+∞[ on note Lp (0, T ; X) l’ensemble des (classes des) fonctions Lebesgue mesurables

définies sur ]0, T [ et à valeurs dans X, telles que t 7−→ ‖f (t)‖pX est intégrable sur ]0, T [.

C’est un espace de Banach pour la norme

‖f‖p = ‖f‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖f (t)‖pX dt
) 1

p

.

De la même façon, pour p = +∞, on définit un espace de Banach L∞ (0, T ; X) muni

de la norme

‖f‖∞ = ‖f‖L∞(0,T ;X) = sup ess‖f (t)‖X < +∞.

Proposition 1.3.1 Pour p ∈ [1,+∞[, on a les résultats suivants :

1. Si X est séparable, alors Lp (0, T,X) est aussi séparable.

2. Si X est réflexif (respectivement de Hilbert), alors Lp (0, T,X)est aussi réflexif (res-

pectivement de Hilbert).

On a alors L2 (0, T ; X) est un espace de Hilbert.

3. Si X et Y désignent deux espaces de Banach, X inclus dans Y, avec injection

continue, alors il existe une injection continue de Lp (0, T ; X) dans Lp (0, T ; Y) .

12
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Dualité. Soient p et p′ deux exposants conjugués, p ∈ [1,+∞[.

1. Le dual de Lp (0, T ; X) s’identifie à Lp′ (0, T ; X′) .

2. Si Ω désigne un ouvert de Rn, On a l’équivalence algébrique et topologique entre les

espaces Lp (0, T ; Lp (Ω)) et Lp (]0, T [× Ω)( naturellement identifiables).

1.3.5 Espaces de Sobolev à valeurs vectorielles

Soit X un espace de Bancah et T un réel strictement positif.

Définition 1.3.4 On désigne par D′(0, T ;X) l’espace des applications linéaires continues

de D(]0;T [) (espace des fonctions numériques indéfiniment différentiables à support com-

pact dans ]0,T[) dans X. Un élément de D′(]0;T [;X) est appelé une "distribution" et on

note pour f ∈ D′(0;T ;X) et ϕ ∈ D(]0;T [)

f(ϕ) = 〈f, ϕ〉 .

Comme pour le cas réel, on donne la définition de la dérivée d’une distribution.

Définition 1.3.5 Soit f ∈ D′(0, T ;X) et m un entier positif. La dérivée de f d’ordre m

est donnée par la formule 〈
dmf

dtm
, ϕ

〉
= (−1)m

〈
f,
dmϕ

dtm

〉
.

1.3.6 Espace W1,p (0, T ; X)

Définition 1.3.6 Soit p un réel, 1 ≤ p ≤ ∞,X un espace de Banach et T un réel

strictement positif. On définit l’espace

W1,p (0, T ; X) =

{
u ∈ LP (0, T ; X) ,

∂u

∂t
∈ Lp (0, T ; X)

}
,

que l’on munit de la norme suivante :

‖u‖W1,p(0,T ;X) = ‖u‖LP (0,T ;X) +
∥∥∂u
∂t

∥∥
LP (0,T ;X)

,

13
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où de la norme équivalente, si p est fini, définie par :

‖u‖W1,p(0,T ;X) =

(
‖u‖p

LP (0,T ;X)
+

∥∥∥∥∂u

∂t

∥∥∥∥p
LP (0,T ;X)

) 1
p

.

Pour p ∈ [1,+∞], l’espace W1,p (0, T ; X) est de Banach.

Proposition 1.3.2 Si X est séparable et p < +∞, alors l’espace W1,p (0, T ; X) est

séparable

Proposition 1.3.3 Si 1<p<+∞ et X est séparable réflexif alors l’espace W 1,p (0, T ; X)

est réflexif.

Proposition 1.3.4 Pour p=2, on note H1 (0, T ; X) = W 1,2 (0, T ; X) , on a alors H1 (0, T ; X)

est de Hilbert.

Lemme 1.3.1 [cf. Lions [6]] Si f ∈ Lp(0, T ; X) et
∂f

∂t
∈ Lp (0, T ; X) (1 ≤ p ≤ ∞).

Alors f est, après modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de (0, T ),

continue de [0, T ] dans X.

1.3.7 Espace H1 (QT )

Définition 1.3.7 Soient Ω un ouvert de Rn et T un réel strictement positif. On note QT

le cylindre défini par QT = ]0, T [× Ω.

On définit l’espace :

H1 (QT ) =

{
u ∈ L2 (QT ) ,

∂u

∂t
∈ L2 (QT )

}
,

qui l’on munit de la norme définie par :

‖u‖H1(QT ) =

(
‖u‖2

L2(QT ) +

∥∥∥∥∂u

∂t

∥∥∥∥2

L2(QT )

) 1
2

.

Théorème 1.3.2 L’espace H1 (QT ) est de Hilbert pour la norme définie ci-dessus.
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Lemme 1.3.2 Si ∫ T

0

udt = 0,

alors ∫ T

0

‖u‖2 dt 6 C

∫ T

0

∥∥∥u′
∥∥∥2

dt et
∫ T

0

‖u‖pLp(Q) dt 6 C

∫ T

0

∥∥∥u′
∥∥∥p

Lp(Q)
dt,

pour u dérivable pour tout t ∈ [0, T ] , u ∈ L2
(
0, T ; (H1

0 (Ω))
n)

et u
′ ∈ L2

(
0, T ; (H1

0 (Ω))
n) ∩ Lp (QT ) .

Preuve. Voir J.L Lions [6], ou Medeiros [11].

1.4 Résultats de compacité

Commençons par donner le théorème classique de Rellich- Kondrachov.

Théorème 1.4.1 L’injection de H1 (QT ) dans L2 (QT )est compacte.

Le résultat de compacité générale dans l’espace de fonction a valeurs vectorielles est donné

par le célèbre théorème de Lions-Aubin.

Théorème 1.4.2 Soient B0, B et B1 trois espaces de Banach avec B0 ⊂ B ⊂ B1 (l’in-

jection est algébrique et topologique). On suppose que l’injection B ↪→ B1 est continue.

Soit T est fini et 1 < p0 < ∞ , 1 < p1 < ∞. On suppose B0 et B1 sont réflexifs et on

définit

W =

{
u : (0, T )→ B0, u ∈ Lp0 (0, T ; B0) ,

∂u

∂t
∈ Lp1 (0, T ; B1)

}
,

W est un espace de Banach réflexif pour la norme

‖u‖W = ‖u‖Lp0 (0,T ;B0) +

∥∥∥∥∂u

∂t

∥∥∥∥
Lp0 (0,T ;B0)

.

Preuve. Ce théorème est classique, pour sa démonstration nous renvoyons le lecteur au

livre de Lions-Magenes[7].
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On a alors le résultat suivant :

Lemme 1.4.1 Si en plus des hypothèses de théorème 1.4.2 nous supposons que l’injection

B0 ↪→ B est compacte, alors pour tout η > 0, il existe une constante Cη > 0 dépendant

seulement de η, telle que :

∀v ∈ B0, ‖v‖B 6 η ‖v‖B0
+ Cη ‖v‖B1

.

Comme conséquence, il existe une constante Cη telle que :

∀v ∈ B0, ‖v‖Lp0 (0,T ;B) 6 η ‖v‖Lp0 (0,T ;B0) + Cη ‖v‖L0 (0,T ;B1) .

Théorème 1.4.3 Sous les hypothèses du lemme1.4.1 et si 1 < p0, p1 <∞, alors l’injec-

tion de W dans LP0 (0, T ; B) est compacte.

1.5 Application de traces sur Hm (Ω) et formule de Green

Les résultats qui vont suivre seront utilisés de façon fondamentale dans les chapitres

suivants.

1.5.1 Application de trace sur Hm (Ω)

Désignons par D
(
Ω
)
l’espace des restrictions des fonctions de D(Rn) à Ω. Nous pouvons

alors parler de la trace d’une fonction de D
(
Ω
)
et nous définissons l’application :

γ0 :

{
D
(
Ω
)
→ L2 (Γ) ,

u 7→ γ0 (u) = u\Γ,

et la continuité s’écrit :

∃c > 0, ∀u ∈ H1 (Ω) , ‖ γ0 (u)‖L2(Γ) ≤ c ‖u‖H1(Ω) .

L’application γ0 est appelée "application trace". Il est bien connu qu’elle est linéaire

est continue au sens de la norme de H1 (Ω), est aussi connu que si Ω est régulier, alors

D
(
Ω
)
est dense dans H1 (Ω). Voir par exemple Raviart et Thomas[8].
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Ceci nous permet d’énoncer le résultat suivant :

Théorème 1.5.1 On suppose que Ω un ouvert borné de frontière Γ assez régulier. Alors

l’application γ1 de :

D
(
Ω
)
→ L2 (Γ) ,

se prolonge par continuité en une application linéaire continue de{
Hs (Ω) → L2 (Γ)
u 7→ γ1 (u) .

Preuve. Voir lions-Magenes[7].

1.5.2 Formule de Green

Rappelons qu’un ouvert borné Ω de Rn et de frontière Γ est dit de classe C k si Γ est

une variété de dimension n-1 est de classe C k.

Théorème 1.5.2 (Formule de Green) Soit Ω un ouvert borné régulier de Rn(par

exemple Ω de classe C1 avec Γ borné); alors pour tout u, v ∈ H1 (Ω) , on a la formule de

Green :∫
Ω

u (x)
∂v

∂xi
(x) dx = −

∫
Ω

v (x)
∂u

∂xi
(x) dx+

∫
∂Ω

u (x) v (x) ηi (x) dΓ, i = 1 à n

où ηi est le ième cosinus directeur de la normale n sortante.

Preuve. On pourra consulter Raviart et Thomas [8], (Théorème 1. 4. 5, page 27). Cette

formule est une " intégration par partie généralisée ". Sont importance est extrême par

la suite.

Comme conséquence de ce théorème, on a :

Corollaire 1.5.1 Si u, v ∈ H1 (Ω) et si ∆u ∈ L2 (Ω) , alors :∫
Ω

∆u (x) v (x) dx = −
∫
Ω

∇u (x) .∇v (x) dx+

∫
∂Ω

∂u

∂η
(x) v (x) dΓ,
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où

∇u =

(
∂u

∂xi

)
1≤i≤n

est le vecteur gradient de u,

et
∂ u

∂ η
= ∇u . η.

Finalement, on rappelle certains lemmes et concepts utilisé souvent dans la démons-

tration de l’existence et de l’unicité de la solution.

Lemme 1.5.1 (Gronwall) Soient y ∈ L∞ (]0;T [) et x ∈ L1 (]0;T [) deux fonctions

positives et y0 une constante positive, telles que :

pour presque tout t ∈ ]0, T [ ,

y (t) 6 y0 +

∫ t

0

x (s) y (s) ds.

Alors, on a : pour presque tout t ∈ ]0, T [ ,

y (t) 6 y0 exp

(∫ t

0

x (s) ds

)
.

Preuve. La démonstration est détaillée dans le livre de J. P. Demailly[9].

Lemme 1.5.2 Soit Θ un ouvert borné de Rnx × Rt et gµ, g des fonctions de Lq(Θ),

1 < q <∞ telles que

‖gµ‖Lq(Θ) ≤ c et gµ −→ g p.p dans Θ,

alors

gµ −→ g dans Lq faible.

Preuve. Voir le livre de J.L. lions [6] (page13).
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Lemme 1.5.3 (Inégalité de Young) Soient p et q deux réels vérifiant 1
p
+ 1

q
= 1. Alors

∀ (a, b) ∈ R2
+, ∀ε > 0, ab ≤ ε

p
ap +

1

qε
q
p

bq.

En particulier si p = q = 2, on retrouver l’inégalité de Cauchy.

∀ (a, b) ∈ R2
+, ab ≤

a2

2
+
b2

2
,

En pratique pour deux réels positifs a et b et pour tout ε > 0

∀ (a, b) ∈ R2
+, ∀ε > 0, ab ≤ εa2 +

1

4ε
b2.

Théorème 1.5.3 (Inégalité de Hölder) Soient f et g deux fonctions respectivement

dans Lp (Ω) , Lq (Ω) , avec 1
p

+ 1
q

= 1.

Alors, le produit fg est dans L1 (Ω) et l’on a

‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) ‖g‖Lq(Ω) .

Dans le cas particulier où p = q = 2, on obtient ´egalité de Cauchy-Schwartz :

‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω) ‖g‖L2(Ω) .

Preuve. Voir H.Brezis [2] (théorème 4.6 page 56)

Théorème 1.5.4 (Théorème de convergence dominée de Lebesgue ) Soit (fn) une

suite de fonction de L1. On suppose que

a) fn (x)→ f (x) p.p. sur Ω,

b) il existe une fonction g ∈ L1 tel que pour chaque n,

|fn (x)| ≤ g (x) p.p. sur Ω.

Alors

f ∈ L1 (Ω) et ‖fn − f‖L1 → 0.
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Théorème 1.5.5 (Inégalité d’inclusion) Supposons que Ω ⊂ Rn est un ouvert avec

|Ω| =
∫

Ω
dx < 1. Alors

Lq (Ω) ⊂ Lp (Ω) , ∀1 6 p 6 q <∞,

i. e., il existe une constante C(dans notre cas, C = |Ω|
1
p
− 1
q ) telle que

‖f‖Lp(Ω) 6 C ‖f‖Lq(Ω) , ∀f ∈ ‖f‖Lq(Ω).

Nous aurons besoin aussi dans la suite des quelques définitions et propriétés des opé-

rateurs. Soit V un espace de Banach et V′ son dual topologique.

1.6 Définitions

Définition 1.6.1 On dit que l’opérateur A, définit de V dans V′, est

1) A est borné s’il existe C >0 tel que :

‖A (u)‖V′ ≤ C ‖u‖V , ∀u ∈ V.

2) Coercive s’il existe α > 0 tel que :

(A (u) , u) ≥ α ‖u‖pV , ∀u ∈ V, α > 0, 1 < p <∞,

où bien
(A (u) , u)

‖u‖V
−→ +∞, quand ‖u‖V −→ +∞.

3) Monotone de V dans V′ s’il vérifie :

∀u, v ∈ V : (A (u)− A (v) , u− v)V′, V ≥ 0.

4) Hémicontinu de V dans V′ s’il vérifie la propriété suivante :

∀ u, v, w ∈ V la fonction λ→ (A (u+ λv) , w)V′, V est continue de R dans R.

Remarque 1.6.1 La monotonie généralise la notion de fonction croissante de R dans R.
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Chapitre 2

Une équation hyperbolique perturbé
avec un terme frictionnaire

Résumé

Dans ce chapitre, nous étudions une équation hyperbolique gouvernée par le système

de Lamé classique, perturbé avec un terme frictionnaire linéaire. Les techniques utilisées

sont celles de la méthode de Fædo-Galerkin. Dans la deuxième partie de ce chapitre en

utilisant la méthode de compacité, on démontre un théorème d’existence et d’unicité,

pour un cas non linéaire analogue à l’équation aux dérivées partielles, qui intervient en

mécanique quantique relativiste, perturbé avec un terme frictionnaire linéaire.
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2.1 Généralités sur le problème et notations

Le modèle mathématique étudié dans ce mémoire, décrit l’évolution du corps ma-

tériel élastique homogène isotrope en petite vibration qui occupe un domaine borné

Ω ⊂ Rn (n = 2, 3) , avec une surface frontière régulière Γ. Le corps est encastré sur Γ.

Soit T > 0 et soit [0, T ] l’intervalle de temps en question. Nous prenons en considération

les propriétés mécaniques du corps. Notre objectif est d’étudier l’évolution de ces proprié-

tés dans le temps, sous l’hypothèse des petites transformations. Les fonctions inconnues

du problème sont le champ des déplacements u : Ω × [0, T ] −→ Rn et le champ des

contraintes σ : Ω × [0, T ] −→ Sn. On sait qu’en général, l’évolution d’un corps matériel,

perturbé avec un terme frictionnaire linéaire est décrit par l’équation de mouvement de

Cauchy

%
∂2u

∂t2
+ δ

∂u

∂t
− divσ (x, t) = f dans Ω× (0, T ), (2.1)

où % : Ω→ R+ désigne la densité de masse (on suppose que %(x) = 1) ;

est δ un facteur traduisant les propriétés du matériaux avec δ >0,

ici "div" représente l’opérateur divergence pour les tenseurs,

divσ =
n∑
j=1

∂

∂xj
(σij (u)) .

L’équation (2.1) est l’équation générale de la dynamique des solides.

Or la théorie de l’élasticité linéaire se situe d’une part dans le cadre de la description

des solides lentement déformables, et d’autre part on impose que la loi de comportement

élastique reliant le tenseur des contraintes à celui des déformations est linéaire. Lorsque

de plus le solide élastique a un comportement isotrope (c’est-à-dire ne privilégie aucune

direction de l’espace), on obtient la loi de comportement de Hooke

σij (u) = 2µεij (u) + λtrace (ε (u)) δij, 1 ≤ i, j ≤ n, (2.2)

et λ = λ(x), µ = µ(x) désignent les coefficients de Lamé,
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Le εij désigne le tenseur des déformations (linéaires) associé au champ des déplace-

ments u.

εij (u) =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, 1 ≤ i, j ≤ n. (2.3)

Le système linéaire que constitue l’équation (2.2), s’inverse facilement on obtient

εij (u) =
1 + ν

E
σij (u)− ν

E
σij (u) δij, (2.4)

et E =
3λ+ 2µ

λ+ µ
est le module de Young et ν =

λ

2 (1 + ν)
le coefficient de Poisson.

En substituant (2.3) dans (2.2) et le résultat dans (2.1), on en déduit :

∂2ui
∂t2

+δ
∂ui
∂t
−

n∑
i=1

∂

∂xi

{
µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
+ λtrace (ε (u)) δij

}
= fj dans Ω×(0, T ), (2.5)

On remarquera aussi que la trace (ε (u)) est la divergence du déplacement :

trace (ε (u)) =
n∑
i=1

εii (u) =
n∑
i=1

∂ui
∂xi

= divu. (2.6)

Donc
∂2ui
∂t2

+ δ
∂ui
∂t
−

n∑
i=1

∂

∂xi

{
µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
+ λ (divu) δij

}
= fj. (2.7)

Dans le cas d’un matériau homogène, les différents coefficients introduits ci-dessus

sont toujours des constantes. On en déduit

∂2ui
∂t2

+ δ
∂ui
∂t
−
{
µ
∂

∂xj

n∑
i=1

∂ui
∂xi

+ µ
n∑
i=1

∂2uj
∂2xi

+ λ
∂

∂xj
(divu)

}
= fj,

alors

∂2ui
∂t2

+ δ
∂ui
∂t
−
{
µ∆uj + (µ+ λ)

∂

∂xj
(divu)

}
= fj.
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Chapitre 2 équation hyperbolique perturbé avec un terme frictionnaire

On obtient pour sa partie EDP, l’équation hyperboliques gouvernée par le système de

Lamé, perturbé avec un terme frictionnaire linéaire :

∂2u

∂t2
+ δ

∂u

∂t
− µ∆u− (λ+ µ)grad(divu) = f . (2.8)

Remarquans que, si λ + µ 6= 0 pour chaque composante uj, les équations sont complet

par le terme de divergence. Evidemment, en dimension n = 1, le système de Lamé na

qu’une seule équation et se réduit aux équations des ondes, donc on a une extension des

équations aux dérivées partielles elliptique a plus compliquées que le Laplacien. Supposons

maintenant que Ω occupant un domaine ouvert borné et connexe de Rn à frontière Γ qui

est assez régulière. Soit QT le cylindre de Rnx × Rt : QT = Ω× ]0, T [ ; T est un réel fini,

de frontière ΣT = Γ× ]0, T [ ; L désigne le système de Lamé défini par µ∆+(λ+µ)∇div ;

λ et µ sont les constantes de Lamé ( avec µ >0 et λ + µ > 0.). On désigne par u =

{u1, u2, . . . , un} un vecteur sur QT = Ω× ]0, T [ −→ Rn. On posera

u
′
=
∂u

∂t
=
{
u

′
1, u

′
2, . . . , u

′
n

}
=

{
∂u1

∂t
,
∂u2

∂t
, . . . ,

∂un
∂t

}
,

u
′′

=
∂2u

∂t2
=
{
u

′′
1 , u

′′
2 , . . . , u

′′
n

}
=

{
∂2u1

∂t2
,
∂2u2

∂t2
, . . . ,

∂2un
∂t2

}
.

Le problème de Cauchy-Dirichlet pour sa partie EDP, se modélise mathématiquement par

le système suivant : On cherche un vecteur u tel que

∂2u

∂t2
+ δ

∂u

∂t
− Lu = f dans QT , (2.9)

u = 0 dans ΣT , (2.10)

u(0) = u0 et u
′
(0) = u1, (2.11)

u0, u1 et f sont des fonctions données,

δ > 0 est un facteur traduisant les propriétés du matériaux.
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Chapitre 2 équation hyperbolique perturbé avec un terme frictionnaire

Pour résoudre ce problème, on introduit les notations suivantes :

On pose

‖v(t)‖ = ‖v(t)‖(H1
0 (Ω))

n pour v(t) ∈ (H1
0(Ω))n,

|v(t)| = ‖v(t)‖(L2(Ω))n pour v(t) ∈ (L2(Ω))n.

Pour u, v ∈ (H1
0(Ω))

n
, on pose

A(u,v) = µ
n∑

i, j=1

∫
Ω

∂uj
∂xi

∂vj
∂xi

dx + (λ+ µ)(divu,divv).

Lemme 2.1.1 A est une forme bilinéaire, continue, symétrique et coércive sur (H1
0(Ω))

n
.

Preuve.

Dans les deux cas, la bilinéarité et la symétrie sont triviales ; il suffit de prouver les

autres propriétés.

- Soient u, v ∈ (H1
0(Ω))

n
. On a

|A(u, v)| ≤ µ (|∇u| . |∇v|+ |u| |v|) + (λ+ µ) |(divu, divv)| .

En utilisant l’inégalité de Cauchy–Schwartz et le fait que |divu| ≤ |∇u|, on trouve

|A(u, v)| ≤ c ‖u‖ . ‖v‖+ c |divu| . |divv|

≤ c ‖u‖ . ‖v‖ .

- D’autre part

|A(u, u)| = µ ‖∇u‖2
(L2(Ω))n + (λ+ µ) ‖divu‖2

L2(Ω) ,

utilisons maintenant l’inégalité de Poincaré, on aura

|A(u, u)| ≥ µ ‖∇u‖2
(L2(Ω))n ≥ c ‖u‖2

(H1
0 (Ω))

n .
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Chapitre 2 Une équation hyperbolique perturbé avec un terme frictionnaire

2.2 Position du problème

On propose maintenant le problème suivant :

Problème (P1) :

On donne

f ∈ L2
(
0, T ;

(
L2(Ω)

)n)
, (2.12)

u0 ∈
(
H1

0(Ω)
)n

et u1 ∈
(
L2(Ω)

)n
. (2.13)

On cherche u tel que

u ∈ L∞
(
0, T ;

(
H1

0(Ω)
)n)

, (2.14)
∂u

∂t
∈ L∞

(
0, T ;

(
L2(Ω)

)n)
, (2.15)

∂2u

∂t2
+ δ

∂u

∂t
− Lu = f , (2.16)

u = 0 dans Σ, (2.17)

u(0) = u0 et u
′
(0) = u1. (2.18)

La condition (2.17) n’est autre que la condition de Dirichlet homogène, correspond

physiquement à des structures encastrées.

Notre problème est de déterminer l’évolution au cours du temps des petits déplace-

ments u perturbés avec un terme frictionnaire linéaire δ
∂u

∂t
(force de freinage linéaire par

rapport au module de la vitesse car δ > 0), à partir de l’état naturel d’un corps solide

homogène et isotrope soumis a une densité volumique de forces f a reformuler.
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Proposition 2.2.1 La condition (2.18) a un sens.

Preuve :

De (2.14) et (2.15) et comme (H1
0 (Ω))

n ⊂ (L2 (Ω))
n on a

u,
∂u

∂t
∈ L∞

(
0, T ; (L2(Ω))

n)
Il résulte en particulier grâce au Lemme1.3.2 (cf. Lions[6] ) que u continue de [0, T ]

−→ (L2(Ω))
n, de sorte que u(0) a un sens. et pour vérifier que la deuxième condition de

(2.18) a un sens, on doit utiliser l’équation (2.16), qui s’écrit de la forme suivante :

∂2u

∂t2
= Lu− δ∂u

∂t
+ f , (2.19)

On a u ∈ L∞
(
0, T ; (H1

0 (Ω))
n) alors divu ∈ L∞ (0, T ; L2(Ω)) ,

donc grad(divu) ∈ L∞
(
0, T ; (H−1 (Ω))

n) et ∆u ∈ L∞
(
0, T ; (H−1 (Ω))

n)
,

c-à-d µ∆u + (λ+ µ)grad(divu) ∈ L∞
(
0, T ; (H−1 (Ω))

n).
De sorte que (2.19) entraine :

∂2u

∂t2
∈ L2

(
0, T ;

(
L2(Ω)

)n)
+ L∞

(
0, T ;

(
H−1 (Ω) + L2(Ω)

)n)
, (2.20)

d’où, en particulier

∂2u

∂t2
∈ L2

(
0, T ;

(
H−1 (Ω)

)n)
, (2.21)

ce qui, joint à 2.15 que la deuxième condition de (2.18) montre, grâce au lemme1.3.1(cf.

Lions [6]), que
∂u

∂t
est continue de [0, T ] −→ (H−1 (Ω))

n, ce qui justifie l’existence de
∂u

∂t
(0). Donc on verra qu’ils vérifient u (0) = u0 et

∂u

∂t
(0) = u1.

27



Chapitre 2 équation hyperbolique perturbé avec un terme frictionnaire

2.3 Formulation variationnelle

Multiplions l’équation (2.16) par une fonction v ∈ (H1
0(Ω))

n
, et intégrons sur Ω ; et

grâce à la formule de Green et les conditions aux limites, il vient que(
∂2u

∂t2
,v

)
+ δ

(
∂u

∂t
,v

)
+A(u, v) = (f , v), ∀v ∈ (H1

0(Ω))
n
.

On peut alors poser le problème de la façon suivante :

Problème (PV1) :

On donne

f ∈ L2
(
0, T ;

(
L2(Ω)

)n)
, (2.22)

u0 ∈
(
H1

0(Ω)
)n

et u1 ∈
(
L2(Ω)

)n
. (2.23)

On cherche u tel que

u ∈ L∞
(
0, T ;

(
H1

0(Ω)
)n)

, (2.24)
∂u

∂t
∈ L∞

(
0, T ;

(
L2(Ω)

)n)
, (2.25)(

∂2u

∂t2
,v

)
+ δ

(
∂u

∂t
,v

)
+ A(u,v) = (f ,v), ∀v ∈

(
H1

0(Ω)
)n
, (2.26)

u(0) = u0 et
∂u

∂t
(0) = u1. (2.27)
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Proposition 2.3.1 Supposons que la solution u est assez régulière, alors les problèmes

(P1), (PV1) sont équivalents.

Preuve. Soit u une solution de (P1), alors

(
u

′′
, ϕ
)

+ δ
(
u

′
, ϕ
)

+ A(u,ϕ) = (f ,ϕ), ∀ϕ ∈ (D(Ω))n .

Par passage à la limite pour ϕ dans (H1
0(Ω))

n. On déduit que u est la solution du

problème (PV1).

Réciproquement :

Supposons que u est la solution de (PV1). Posons

u
′′

+ δu
′

− Lu− f = g ∈
(
D

′
(QT )

)n
.

Donc (
u

′′
, ϕ
)

+ δ
(
u

′
, ϕ
)

+ A(u,ϕ)− (f ,ϕ) = (g,ϕ), ∀ϕ ∈ (D(Ω))n .

Or u est solution de (PV1), par suite

0 = (g,ϕ), ∀ϕ ∈ (D(Ω))n .

Alors g = 0 presque partout. Par conséquent u sera solution du problème (P1).
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2.4 Existence et unicité de la solution

Théorème 2.4.1 Le problème (PV1) admet une unique solution.

Lemme 2.4.1 Le problème spectral A(em,v) = λm(em, v), ∀v ∈ (H1
0(Ω))

n
, admet une

suite de solutions non nulles ei, correspondantes à une suite de valeurs propres λi > 0. Les

fonctions ej seront utilisées comme bases spéciales dans la méthode de Fædo-Galerkin.

Preuve du théorème 2.4.1 :

1. Existence :

La méthode utilisée s’appelle la méthode Fædo-Galerkin, elle se décompose en quatre

étapes.

Etape.1 Approximation (recherche de solutions approchées).

Comme l’espace (H1
0 (Ω))

n étant séparable, alors on utilise les bases introduites dans

le lemme (2.4.1). On définit um(t) une solution approchée par

um(t) ∈ [e1, e2, . . . , em] et um(t) =
m∑
j=1

gjm(t)ej,

telle que les gjm étant à déterminer par les conditions :

(
u

′′

m(t), ej

)
+ δ

(
u

′

m(t), ej

)
+ A(um(t), ej) = (f , ej), ∀j, 1 ≤ j ≤ m. (2.28)

Avec les conditions initiales en particulier :

um (0) = u0m −→ u0 ∈
(
H1

0 (Ω)
)n
, (2.29)

u
′

m (0) = u1m −→ u1 ∈
(
L2 (Ω)

)n
. (2.30)

Le système (2.28) est un système différentiel ordinaire linéaire. Si on prend en consi-

dération les conditions (2.29), (2.30), le système va admettre une solution sur [0, tm] , où

tm ≤ T . On va obtenir des estimations à priori pour impliquer que tm = T .
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Etape.2 Estimation à priori.

Multiplions (2.28) par g
′
jm(t) et sommons sur j dans [1,m] . On aura

(
u

′′

m(t), u
′

m(t)
)

+ A
(
um(t), u

′

m(t)
)

+ δ
(
u

′

m(t), u
′

m(t)
)

=
(
f (t) , u

′

m(t)
)
.

1

2

d

dt

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 +

1

2

d

dt
‖um(t)‖2 + δ

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 = (f (t) ,u

′

m(t)), (2.31)

On remarque que (2.31) donne

1

2

d

dt

(∣∣u′
m(t)

∣∣2 + ‖um(t)‖2
)

+ δ
∣∣u′

m(t)
∣∣2 = (f (t) , u

′
m(t)).

On multiplie par 2, et on intègre sur l’intervalle (0, t), on utilise l’inégalité de Cauchy-

Schwartz, on aura

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 + ‖um(t)‖2 + 2δ

∫ t

0

∣∣∣u′

m(σ)
∣∣∣2 dσ ≤ |u1m|2 + ‖u0m‖2 + 2

∫ t

0

|f (σ)|
∣∣∣u′

m(σ)
∣∣∣ dσ.

Comme u0 = H1
0 (Ω) − limu0m, il existe une constante C0 > 0 telle que l’on ait pour

tout m ∈ N?, ‖u0m‖ < C0, et comme u1 = L2 (Ω)− limu1m, il existe une constante C1 > 0

telle que l’on ait pour tout m ∈ N?, |u1m| < C1, en utilisant l’inégalité |ab| ≤ a2

2
+ b2

2
, on

en déduit

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 + ‖um(t)‖2 + 2δ

∫ t

0

∣∣∣u′

m(σ)
∣∣∣2 dσ ≤ c+

∫ t

0

|f(σ)|2 dσ +

∫ t

0

∣∣∣u′

m(σ)
∣∣∣2 dσ,

d’après (2.22) ∫ t

0

|f(σ)|2 dσ ≤ c,
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on aura donc

‖um(t)‖2 +
∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 ≤ c+ (1− 2δ)

∫ t

0

∣∣∣u′

m(σ)
∣∣∣2 dσ,

on choisit 1− 2δ 6 1, et on applique le lemme de Gronwall, on a

‖um(t)‖2 +
∣∣u′

m(t)
∣∣2 ≤ c.

On déduit alors que tm = T, de plus on a les estimations

um demeure dans un borné de L∞
(
0, T ;

(
H1

0(Ω)
)n)

, (2.32)

u
′

m demeure dans un borné de L∞
(
0, T ;

(
L2(Ω)

)n)
. (2.33)

Etape.3 Passage à la limite

D’après (2.32) et (2.33), on peut extraire une suite uµ(t) vérifiant :

uµ −→ u dans L∞ (0, T ; (H1
0(Ω))n) faible étoile,

u
′
m −→ u

′ dans L∞
(
0, T ; (L2(Ω))

n) faible étoile.

On déduit que

A(uµ, ej) −→ A(u, ej) dans L∞(0, T ),

et (
∂

∂t
uµ, ej

)
−→

(
∂

∂t
u, ej

)
dans L∞(0, T ),

par conséquent (
∂2

∂t2
uµ, ej

)
−→

(
∂2

∂t2
u, ej

)
dans D

′
(0, T ). (2.34)
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Par passage à la limite pour les termes de l’équation (2.28) dans D
′
(0, τ), (par

exemple), on aura(
u

′′
(t), ej

)
+ A (u(t), ej) + δ

(
u

′
(t), ej

)
= (f (t) , ej) , j = 1, . . . ,m, (2.35)

Alors (
u

′′
(t), v

)
+ A (u(t), v) + δ

(
u

′
(t), v

)
= (f (t) , v) , ∀v ∈ (H1

0(Ω))
n
.

Etape.4 Vérification des conditions aux limites.

D’après (2.32) et (2.33) et le lemme1.3.1 ( cf. Lions[6] ) on a, en particulier,

uµ (0) −→ u (0) dans (L2(Ω))
n faible,

or

uµ (0) = u0µ −→ u0 dans (H1
0(Ω))

n
,

donc

u (0) = u0.

Par ailleurs, d’après (2.34) on a ainsi obtenu que

d
dt

(
u

′
µ, ej

)
=
(
u

′′
µ, ej

)
−→ (f , ej)−A (u, ej)− δ

(
u

′
, ej
)

=
(
u

′′
, ej
)

= d
dt

(
u

′
, ej
)
,

dans L∞ (0, T ) faible étoile, donc ( d’après par exemple le lemme1.3.1(cf. Lions[6] )

avec X = R) (
u

′
µ, ej

)∣∣
t=0

=
(
u1µ, ej

)
−→

(
u

′
(0) , ej

)
,

et par conséquent (
u

′
µ (0) , ej

)
= (u1, ej) ∀j,

donc

u
′
(0) = u1.
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2. Unicité :

Supposons que le problème admet deux solutions u1, u2.

Posons U = u1 − u2. On a

u
′′
1 + δu

′
1 − Lu1 = f ,

u
′′
2 + δu

′
2 − Lu2 = f .

Faisons la différence des deux systèmes, on obtient le système

U
′′

+ δU
′ − LU = 0, (2.36)

Remarquons que (2.36) donne

(
U

′′
, ϕ
)

+ δ
(
U

′
, ϕ
)

+ A (U,ϕ) = 0, ∀ϕ ∈ V, (2.37){
U0 = U (0) = 0,
U1 = U′ (0) = 0. x ∈ Ω. (2.38)

Comme U
′
(t) n’appartient pas à H1

0 (Ω)n , on ne peut pas remplacer ϕ par U
′
(t) dans

(2.37). Donc il faut introduire une fonction auxiliaire : Soit s ∈ ]0, T [. On pose

z (t) =

{
−
∫ s
t

U (σ) dσ si t ≤ s,
0 si t > s.

C.-à-d. nous fixons s ∈ ]0;T [ et introduisons la primitive temporelle z de −U, qui s’annule

en s. Clairement

z (t) ∈ H1
0 (Ω)n et z′ (t) = U (t) ∀t 6 s,

on pose

U1 (t) =

∫ s

0

U (σ) dσ,

de sorte que z (t) = U1 (t)−U1 (s) si t ≤ s,
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soit : (
U

′′
, z
)

+ δ
(
U

′
, z
)

+ A(U, z) = 0,

alors

∫ s

0

(
U

′′
, z
)
dt+ δ

∫ s

0

(
U

′
, z
)
dt+

∫ s

0

A(U, z)dt = 0,

toutes les intégrations étant maintenant loisibles, on obtient :

−
∫ s

0

(
U

′
, z

′
)
dt− δ

∫ s

0

(
U, z

′
)
dt+

∫ s

0

A(U, z)dt = 0. (2.39)

Comme z′ (t) = U (t) , z (0) = −U1 (s) et U1 (0) = 0 on a :

−
∫ s

0

(
U

′
, z

′
)
dt = −

∫ s

0

(U′,U) dt

= −1

2

∫ s

0

d

dt
‖U (t)‖2

L2(Ω)n dt

= −1

2
‖U (s)‖2

L2(Ω)n +
1

2
‖U (0)‖2

L2(Ω)n

= −1

2
‖U (s)‖2

L2(Ω)n ,

et ∫ s

0

A (U, z) dt =

∫ s

0

A (z′, z) dt

=
1

2

∫ s

0

d

dt
A (z, z) dt,

aussi

−
∫ s

0

(
U, z

′
)
dt = −

∫ s

0

(U,U) dt

= −
∫ s

0

‖U (t)‖2
L2(Ω)n dt.
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Alors

∫ s

0

A (U, z) dt =
1

2

∫ s

0

d

dt
A (U1 (t) U1 (t)) dt−

∫ s

0

d

dt
A (U1 (t) ,U1 (s)) dt

=
1

2
A (U1 (s) ,U1 (s))− 1

2
A (U1 (0) ,U1 (0))−A (U1 (s) ,U1 (s))

+A (U1 (0) ,U1 (s))

= −1

2
‖U1 (s)‖2

1 .

On déduit alors que

−1

2
‖U (s)‖2

L2(Ω)n−δ
∫ s

0

‖U (t)‖2
L2(Ω)n dt−

1

2
‖U1 (s)‖2

1 = 0 =⇒ U (s) = 0, ∀s ∈ ]0, T [ .

On aura finalement U = 0. D’où l’unicité de la solution.
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2.5 Une équation hyperbolique non linéaire perturbé
avec un terme frictionnaire

On propose maintenant à étudier un exemple analogue à l’équation aux dérivées par-

tielles, qui intervient en mécanique quantique relativiste, perturbé avec un terme friction-

naire linéaire.

2.5.1 Position du problème

Soit ρ > 0 (on pourrait supposer seulement > −1), on propose maintenant le problème

suivant :

Problème (P2) : On donne

f ∈ L2
(
0, T ;

(
L2(Ω)

)n)
, (2.40)

u0 ∈
(
H1

0(Ω) ∩ Lρ+2(Ω)
)n
, (2.41)

u1 ∈
(
L2(Ω)

)n
. (2.42)

On cherche u tel que

u ∈ L∞
(
0, T ;

(
H1

0(Ω) ∩ Lρ+2(Ω)
)n)

, (2.43)
∂u

∂t
∈ L∞

(
0, T ;

(
L2(Ω)

)n)
, (2.44)

∂2u

∂t2
+ δ

∂u

∂t
− Lu + |u|ρ u = f , (2.45)

u(x, 0) = u0 (x) et
∂u

∂t
(x, 0) = u1 (x) . (2.46)

Notons que pour λ + µ = 0 et δ = 0 ; on retrouve le problème intervenant en mécanique

quantique relativiste traité dans [6].
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Proposition 2.5.1 La condition (2.46) a un sens.

Preuve. De (2.43) et (2.44) et de lemme1.3.1(cf. Lions [6]) il résulte en particulier que

u est continue de [0, T ] −→ (L2(Ω))
n, de sorte que u(0) a un sens, pour vérifier que la

deuxième condition de (2.46) a un sens, on doit utiliser l’équation (2.45), qui s’écrit sous

la forme suivante
∂2u

∂t2
= Lu− δ∂u

∂t
+ f− |u|ρ u, (2.47)

comme

L ∈ L
((

H1
0 (Ω)

)n
;
(
H−1 (Ω)

)n)
,

on a

Lu ∈ L∞
(
0, T ;

(
H−1 (Ω)

)n)
,

et comme f −→ |f |ρ f applique Lρ+2 (Ω) −→ Lq (Ω) ,
1

ρ+ 2
+

1

q
= 1,

on vérifie sans peine que

|u|ρ u ∈ L∞ (0, T ; (Lq(Ω))n) .

De sorte que (2.47) entraine :

∂2u

∂t2
∈ L2

(
0, T ; L2(Ω)n

)
+ L∞

(
0, T ;

(
H−1 (Ω) + Lq(Ω)

)n)
, (2.48)

or (H−1 (Ω) + Lq(Ω))
n est muni de la structure de dual fort de (H1

0 (Ω) ∩ Lρ+2(Ω))
n
,

d’où, en particulier

∂2u

∂t2
∈ L2

(
0, T ;

(
H−1 (Ω) + Lq(Ω)

)n)
, (2.49)

ce qui, joint à (2.44) que la deuxième condition de (2.45) montre, grâce au lemme1.3.1(cf.

Lions [6]), que
∂u

∂t
est continue de[0, T ] −→ (H−1 (Ω))

n
+ (Lq(Ω))n, ce qui justifie l’exis-

tence de
∂u

∂t
(0). Donc on verra qu’ils vérifient u (0) = u0 et

∂u

∂t
(0) = u1.
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2.6 Formulation variationnelle

Multiplions l’équation (2.45) par une fonction v ∈ (H1
0(Ω) ∩ Lρ+2(Ω))

n et intégrons sur

Ω. On déduit, en utilisant la formule de Green que(
∂2u

∂t2
,v

)
+ δ

(
∂u

∂t
,v

)
+A(u, v) + (|u|ρ u, v) = (f , v), ∀v ∈ (H1

0(Ω) ∩ Lρ+2(Ω))
n
.

On peut alors poser le problème de la façon suivante :

Problème (PV2) :

On donne

f ∈ L2
(
0, T ;

(
L2(Ω)

)n)
, (2.50)

u0 ∈
(
H1

0(Ω) ∩ Lρ+2(Ω)
)n
, (2.51)

u1 ∈
(
L2(Ω)

)n
. (2.52)

On cherche u tels que

u ∈ L∞
(
0, T ;

(
H1

0(Ω) ∩ Lρ+2(Ω)
)n)

, (2.53)
∂u

∂t
∈ L∞

(
0, T ;

(
L2(Ω)

)n)
, (2.54)(

∂2u

∂t2
,v

)
+ δ

(
∂u

∂t
,v

)
+A(u,v) + ( |u|ρ u,v) = (f ,v), ∀v ∈

(
H1

0(Ω) ∩ Lρ+2(Ω)
)n
,

(2.55)

u(0) = u0 et
∂u

∂t
(0) = u1. (2.56)

Remarque 2.6.1 Supposons que la solution u est assez régulière, alors les problèmes

(P2), (PV2) sont équivalents, (voir la proposition(2.3.1)
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2.7 Existence et unicité de la solution

Les techniques qu’on utilisera seront celles de la méthode de compacité.

Théorème 2.7.1 le problème (PV2) admet une unique solution pour T fini quelconque

si

ρ 6
2

n− 2
, (ρ fini quelconque si n = 2). (2.57)

Lemme 2.7.1 L’espace H1
0(Ω) ∩ Lρ+2(Ω) est séparable, (voir [6]).

Corollaire 2.7.1 Il existe une suite e1, . . . , em, . . . ayant les propriétés suivantes

ei ∈ H1
0(Ω) ∩ Lρ+2(Ω),

∀m ≥ 0, e1, . . . , em sont linéairement indépendantes,

les combinaisons linéaires finies des ei sont denses dans H1
0(Ω) ∩ Lρ+2(Ω).

Preuve du théorème 2.7.1

Existence La preuve se fait en quatre étapes

Etape.1 Approximation.

On utilise les bases introduites dans le lemme 2.7.1 et le corollaire 2.7.1. On définit

une solution approchée um(t) par

um(t) ∈ [e1, e2, . . . , em] et um(t) =
m∑
j=1

gjm(t)ej,

telle que(
u

′′

m(t), ej

)
+ δ
(
u

′

m(t), ej

)
+A(um(t), ej)+(|um(t)|ρ um(t), ej) = (f , ej), j = 1, . . . ,m,

(2.58)
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avec

um(0) = u0m −→ u0 dans
(
H1

0(Ω) ∩ Lρ+2(Ω)
)n
, (2.59)

∂u

∂t
(0) = u1m −→ u1 dans

(
L2(Ω)

)n
. (2.60)

C’est un système différentiel ordinaire. Si on prend en considération les conditions

(2.59), (2.60) le système va admettre une solution sur [0, tm] , où tm ≤ T. Les estimations

a priori qui suivent montrerons que tm = T.

Etape.2 Estimation a priori I.

Multiplions (2.58) par ǵjm(t) et sommons sur j. On aura

(
u

′′
m(t),u

′
m(t)

)
+ δ

(
u

′
m(t),u

′
m(t)

)
+ A

(
um(t), u

′
m(t)

)
+
(
|um(t)|ρ um(t), u

′
m(t)

)
=
(
f (t) , u

′
m(t)

)
.

Alors

1

2

d

dt

(∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 + A (um(t), um(t))

)
+ δ

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 +

1

ρ+ 2

d

dt

∫
Ω

|um(x, t)|ρ+2 dx

=
(
f (t) , u

′

m(t)
)
, (2.61)

Remarquons que (2.61) donne

d

dt

(
1

2

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 +

1

2
‖um(t)‖2 +

1

ρ+ 2

∫
Ω

|um(x, t)|ρ+2 dx

)
+δ
∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 =

(
f (t) , u

′

m(t)
)
.

(2.62)

Posons ‖v‖ =
√

A (v, v) (=norme sur (H1
0(Ω))

néquivalente a ‖v‖(H1(Ω))n).

.
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Par conséquent

1

2

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 +

1

2
‖um(t)‖2 +

1

ρ+ 2

∫
Ω

|um(x, t)|ρ+2 dx ≤ 1

2
|u1m|2 +

1

2
‖u0m‖2

+
1

ρ+ 2
‖um(0)‖ρ+2

(Lρ+2(Ω))n − δ
∫ t

0

∣∣∣u′

m(σ)
∣∣∣2 dσ +

∫ t

0

|f(σ)|
∣∣u′

m(σ)
∣∣ dσ,

(2.63)

D’après (2.41), (2.42) le deuxième membre de (2.63) est majoré par

≤ c− δ
∫ t

0

∣∣∣u′

m(σ)
∣∣∣2 dσ +

∫ t

0

|f(σ)|
∣∣∣u′

m(σ)
∣∣∣ dσ,

d’où∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2+‖um(t)‖2+

2

ρ+ 2

∫
Ω

|um(x, t)|ρ+2 dx ≤ 2c+

∫ t

0

|f(σ)|2 dσ+(1− 2δ)

∫ t

0

∣∣∣u′

m(σ)
∣∣∣2 dσ,

(2.64)

(car 2
√
a
√
b ≤ a+ b), d’après (2.40)∫ t

0

|f(σ)|2 dσ ≤ c.

On déduit donc, en particulier, de (2.64, que∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 ≤ c+ (1− 2δ)

∫ t

0

∣∣∣u′

m(σ)
∣∣∣2 dσ,

on choisi 1− 2δ 6 1, et on applique le lemme de Gronwall, on en déduit∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ ≤ c.

Reprenant (2.64), nous obtiendrons l’estimation∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 + ‖um(t)‖2 +

2

ρ+ 2

∫
Ω

|um(x, t)|ρ+2 dx ≤ c.
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On déduit que tm = T ; de plus on a les estimations

um demeure dans un borné de L∞
(
0, T ;

(
H1

0(Ω) ∩ Lρ+2(Ω)
)n)

, (2.65)

u
′

m demeure dans un borné de L∞
(
0, T ;

(
L2(Ω)

)n)
. (2.66)

Etape.3 Passage à la limite.

D’après le théorème de Dunford Pettis (cf. par exemple K.Yosida[24])

l’espace L∞
(
0, T ; (H1

0(Ω) ∩ Lρ+2(Ω))
n) est le dual de L1

(
0, T ;

(
H−1(Ω) + Lp′(Ω)

)n)
avec p′

=
ρ+ 2

ρ+ 1
, (resp. L∞

(
0, T ; (L2(Ω))

n) est le dual de L1
(
0, T ; (L2(Ω))

n))
et par conséquent d’après (2.65), (2.66), on peut extraire une suite uµ(t) telle que

uµ −→ u dans L∞
(
0, T ;

(
H1

0(Ω) ∩ Lρ+2(Ω)
)n)

faible étoile, (2.67)

u
′

µ −→ u
′
dans L∞

(
0, T ;

(
L2(Ω)

)n)
faible étoile. (2.68)

On sait d’après (2.65) que

um demeure dans un borné de L∞
(
0, T ; (H1

0(Ω) ∩ Lρ+2(Ω))
n)
,

or

L∞
(
0, T ;

(
H1

0(Ω) ∩ Lρ+2(Ω)
)n) ⊂ L∞

(
0, T ;

(
H1

0(Ω)
)n)

⊂ L2
(
0, T ;

(
H1

0(Ω)
)n)

. (2.69)

Alors (2.66) et (2.69), montrent que

um demeure dans un borné de (H1(QT ))
n.
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Or d’après le théorème de compacité, de Rellich (voir [8]).

L’injection de H1(QT ) dans L2(QT ) est compacte.

On peut alors supposer que la suite, ainsi extraite uµ vérifie en outre

uµ −→ u dans
(
L2(QT )

)n
fort et presque partout. (2.70)

Et comme l’application f −→ |f |ρ |f | , applique Lρ+2(Ω) sur Lq(Ω), avec
1

q
+

1

ρ+ 2
= 1,

alors

|uµ|ρ uµ demeure dans un borné de L∞ (0, T ; (Lq(Ω))n) ,

il existe donc w ∈ L∞(0, T ; (Lq(Ω))n) telle que

|uµ|ρ uµ −→ w dans L∞ (0, T ; (Lq(Ω))n) faibletoile. (2.71)

Pour cela, on applique le lemme1.5.2 avec

Θ = QT , gµ = |uµ|ρ uµ, avec q = p
′
=
ρ+ 2

ρ+ 1
,

d’après (2.70)

uµ −→ u presque partout dans Θ,

par suite

gµ −→ g = |u|ρ u presque partout dans Θ,

de plus (2.71) donne

gµ −→ w dans L∞ (0, T ; (Lq(Ω))n) faible étoile,
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or

L∞ (0, T ; (Lq(Ω))n) ⊂ Lq(Θ),

alors

gµ −→ w dans Lq(Θ) faible.

Par conséquent

w = g = |u|ρ u.

C’est à dire qu’on a la convergence suivante :

|uµ|ρ uµ −→ |u|ρ u dans L∞
(
0, T ; (Lρ+2(Ω))n

)
faible étoile. (2.72)

On déduit de (2.66), (2.67), (2.68) et (2.72) que

A(uµ, ej) −→ A(u, ej) dans L∞(0, T ),(
u

′

µ, ej

)
−→

(
u

′
, ej

)
dans L∞(0, T ),(

u
′′

µ, ej

)
=

∂

∂t

(
u

′

µ, ej

)
−→

(
u

′′
, ej

)
dans D

′
(0, T ), (2.73)

( |uµ(t)|ρ uµ(t),ej) −→ ( |u(t)|ρ u(t),ej) dans L∞(0, T ).

Par passage à la limite dans les termes d’équations (2.58) dans D′
(0, T ) (par exemple) ;

on aura

d2

dt2
(u, ej) + δ

d

dt
(u, ej) + A(u(t), ej) + ( |u(t)|ρ u(t), ej) = (f , ej), j = 1, . . . , m.
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Par conséquent

d2

dt2
(u, v) + δ

d

dt
(u, v) + A(u(t), v) + ( |u(t)|ρ u(t), v) = (f , v),

∀v ∈ (H1
0(Ω) ∩ Lρ+2(Ω))

n
,

d’où l’existence de la solution.

Etape.4 Vérification des conditions aux limites.

D’après (2.67) et (2.68) et le Lemme 1.3.1(cf. Lions[6]) on a, en particulier,

uµ(0) −→ u(0) dans (L2 (Ω))
n faible,

or uµ(0) = u0µ −→ u0 dans (H1
0(Ω))

n ∩ (Lρ+2(Ω))
n
, donc on a u(0) = u0.

Par ailleurs, d’après (2.73) on a

(u′′µ(t), ej) −→ (u′′(t), ej) dans L∞(0, T ) faible étoile,

donc (d’après par exemple le Lemme1.3.1(cf. Lions[6]) avec X = R)

(u′µ(0), ej) −→ (u′(t), ej)
∣∣
t=0

= (u′(0), ej).

et comme (u′µ(0), ej) −→ (u1, ej), on a :

(u′(0), ej) = (u1, ej) ∀j,

donc on a u′(0) = u1.
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Unicité : Supposons que le problème (P2) admet deux solutions u, v. Posons

U = u− v. On a

U
′′

+ δU
′ − LU = |v|ρ v − |u|ρ u, (2.74)

U (0) = 0; U
′
(0) = 0,

U ∈ L∞
(
0, T,

(
H1

0(Ω) ∩ Lp(Ω)
)n)

,

U
′ ∈ L∞

(
0, T,

(
L2(Ω)

)n)
Multiplions les deux membres de (2.74) par U

′ , et intégrons sur Ω. On aura après l’uti-

lisation de la formule de Green

1

2

d

dt

(∣∣∣U′
(t)
∣∣∣2 + ‖U (t)‖2

)
+ δ

∣∣∣U′
∣∣∣2 =

∫
Ω

(|v|ρ v − |u|ρ u) .U
′
dx, (2.75)

Mais le deuxième membre de (2.75) est majoré en valeur absolue par

(ρ+ 1)

∫
Ω

sup (|v|ρ , |u|ρ) |U|
∣∣∣U′
∣∣∣ dx, (2.76)

qui est majoré par

C
(
‖|v|ρ‖(Ln(Ω))n , ‖|u|

ρ‖(Ln(Ω))n

)
‖U‖(Lq(Ω))n

∥∥U′∥∥
(L2(Ω))n

,

(ceci d’après l’inégalité de Hölder,
1

q
+

1

n
+

1

2
= 1).

Pour u ∈ (H1
0(Ω))

n
, on a ui ∈ H1

0(Ω), alors d’après le théorème de Sobolev (voir [7])

ui ∈ Lq(Ω) avec
1

q
=

1

2
− 1

n
si n ≥ 3, (q fini quelconque pour n = 2),
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donc

u ∈ (Lq(Ω))n.

On a

1

q
=
n− 2

2n
,

alors

q =
2n

n− 2
.

Mais d’après (2.57), on a

ρn 6
2n

n− 2
= q.

Alors

‖|u|ρ‖(Ln(Ω))n =

(∫
Ω

|u|ρn
) 1

n

= ‖u‖ρ(Lρn(Ω))n 6 ‖u‖ρ
(H1

0 (Ω))
n , (2.77)

on a donc∣∣∣∣∫
Ω

(|v|ρ v − |u|ρ u) .U
′
dx

∣∣∣∣ 6 c

(
‖v (t)‖ρ

(H1
0 (Ω))

n + ‖u1 (t)‖ρ
(H1

0 (Ω))
n

)
‖U (t)‖

∣∣∣U′
(t)
∣∣∣ ,

(2.78)

et comme u, v ∈ L∞
(
0, T ; (H1

0(Ω))
n)
, on a finalement∣∣∣∣∫

Ω

(|v|ρ v − |u|ρ u) .U
′
dx

∣∣∣∣ 6 c ‖U‖
∣∣∣U′
∣∣∣ , (2.79)

par suite (2.75) devient

‖U (t)‖2 +
∣∣∣U′

(t)
∣∣∣2 + δ

∫ t

0

∣∣∣U′
(σ)
∣∣∣2 dσ 6 2c

∫ t

0

(
‖U (σ)‖+

∣∣∣U′
(σ)
∣∣∣) dσ, (2.80)

on déduit, en utilisant le lemme de Gronwall que

U = 0,

par suite

u = v.

Ce qui prouve l’unicité de la solution.
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Chapitre 3

Une équation hyperbolique non linéaire
à terme viscoélastique

Résumé

On sait que les matériaux réels, possèdent une mémoire qui sauvegarde des séquelles

lorsque ils sont soumis à des déformations. C’es le cas des milieux élastiques visqueux.

Dans un premier moment, nous démontrons dans ce chapitre, en utilisant la méthode de

compacité, un théorème d’existence et d’unicité de la solution d’une équation qui traduit

ce phénomène (équation hyperbolique non linéaire à terme viscoélastique). Dans un second

moment nous nous pencherons sur l’étude par la même méthode, mais avec un deuxième

cas non linéaire (frictionnaire).
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3.1 Généralités sur le problème et notations

Supposons maintenant que le corps Ω est un ouvert borné de Rn, de frontière Γ = ∂Ω

(régulière) ; occupée par un fluide viscoélastique incompressible qui se déplace. Notre pro-

blème est d’étudier l’existence et l’unicité du vecteur des déviations de déplacement. On

désigne par u = {u1, u2, . . . , un} un vecteur sur QT = Ω× ]0, T [ , où T est un réel fini,

et posons ΣT= Γ× ]0, T [ ; L désigne le système de Lamé défini par µ∆ + (λ+ µ)∇div ;

λ et µ sont les constantes de Lamé ( avec µ >0 et λ + µ > 0.). Le problème se modélise

mathématiquement par le système suivant :

On cherche un vecteur u tel que

∂2u

∂t2
− Lu +

∫ t

0

g (t− s) ∆u (., s) ds+ |u|ρ u = f ,

avec les conditions aux limites et initiales

u (x, t) = 0, sur Σ,

u(0) = u0,
∂u

∂t
(0) = u1 données,

où

g (t) est la fonction de relaxation.

Ce genre d’équations vient de certains modèles mathématiques pour des matériaux

avec mémoire.
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Pour la fonction de relaxation g, on suppose :

(G1) g : R+ −→ R+ est une fonction décroissante de classe C2 telle que

g (0) > 0, µ−
∫ +∞

0

g (s) ds = l > 0.

(G2) Il existe deux constantes positives k0, k1 telles que

1)− k0 6 g′ (t) 6 0,

2) 0 6 g′′ (t) 6 k1.

Lemme 3.1.1 Pour tout t > 0 on a :∫ t

0

g (s) ds ≤ µ− l.

Preuve. Puisque g est positive alors :∫ t

0

g (s) ds ≤
∫ +∞

0

g (s) ds,

d’où

−
∫ t

0

g (s) ds ≥ −
∫ +∞

0

g (s) ds,

donc

µ−
∫ t

0

g (s) ds ≥ µ−
∫ +∞

0

g (s) ds,

ce qui veut dire que

µ−
∫ t

0

g (s) ds ≥ l,

par conséquent ∫ t

0

g (s) ds ≤ µ− l.
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3.2 Position du problème

On propose maintenant une équation hyperbolique non linéaire gouvernée par le sys-

tème de Lamé, perturbé avec un terme viscoélastique.

Problème (P3) :

On donne

f ∈ L2
(
0, T ;

(
L2 (Ω)

)n)
, (3.1)

u0 ∈
(

H1
0 (Ω) ∩ Lp (Ω)

)n
, p = ρ+ 2 (3.2)

et u1 ∈
(

L2 (Ω)
)n
, (3.3)

On cherche u à valeurs vectorielles tels que

u ∈ L∞
(
0, T ;

(
H1

0 (Ω) ∩ Lp (Ω)
)n)

, (3.4)
∂u

∂t
∈ L∞

(
0, T ;

(
L2 (Ω)

)n)
, (3.5)

solution du problème

∂2u

∂t2
− Lu +

∫ t

0

g (t− s) ∆u (s) ds+ |u (t)|p−2 u (t)

= f (x, t) , dans Q, (3.6)

u (x, t) = 0, sur Γ× ]0, T [ , (3.7){
u (x, 0) = u0,

∂u

∂t
(x, 0) = u1.

x ∈ Ω, (3.8)

Proposition 3.2.1 La condition (3.8) a vraiment un sens. (voir la proposition 2.5.1)
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3.3 Formulation variationnelle

Multiplions l’équation (3.6) par une fonction v ∈ (H1
0(Ω) ∩ Lρ+2(Ω))

n et intégrons sur

Ω. On aura après utilisation de la formule de Green

(
∂2u

∂t2
,v

)
+A(u,v)+

∫ t

0

g (t− s) (∆u(s),v (t))ds+ (|u|ρ u, v) = (f ,v),

∀v ∈
(
H1

0(Ω) ∩ Lρ+2(Ω)
)n
.

On peut alors poser le problème de la façon suivante :

Problème (PV3) :

On donne

f ∈ L2
(
0, T ;

(
L2 (Ω)

)n)
, (3.9)

u0 ∈
(
H1

0 (Ω)
)n ∩ ( Lρ+2 (Ω)

)n
, (3.10)

et u1 ∈
(

L2 (Ω)
)n
. (3.11)

On cherche u à valeurs vectorielles tels que

u ∈ L∞
(
0, T ;

(
H1

0 (Ω)
)n ∩ ( Lρ+2 (Ω)

)n)
, (3.12)

∂u

∂t
∈ L∞

(
0, T ;

(
L2 (Ω)

)n)
, (3.13)(

∂2u

∂t2
,v

)
+A(u,v) +

∫ t

0

g (t− s) (∆u(s),v (t)) ds+ (|u|ρ u,v) = (f ,v),

∀v ∈
(
H1

0 (Ω) ∩ Lρ+2 (Ω)
)n , (3.14)

u (x, 0) = u0,
∂u

∂t
(x, 0) = u1, x ∈ Ω. (3.15)
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Remarque 3.3.1 Supposons que la solution u est assez régulière, alors les problèmes

(P3), (PV3) sont équivalents.

3.4 Existence et unicité de la solution

Les techniques qu’on utilisera seront celles de la méthode de compacité.

Théorème 3.4.1 le problème (PV3) admet une unique solution pour T fini quelconque

si

ρ 6
2

n− 2
, (ρ fini quelconque si n = 2). (3.16)

Preuve du théorème

1. Existence :

La preuve se fait en trois étapes

Etape.1 Approximation.

On utilise les même bases introduites dans le lemme (2.7.1) et le corollaire (2.7.1)de

chapitre 2. On définit une solution approchée um(t) par

um(t) ∈ [e1, e2, . . . , em] et um(t) =
m∑
j=1

djm(t)ej.

Telle que(
u

′′

m(t),ej

)
+ A(um(t), ej) +

∫ t

0

g (t− s) (∆um(s), ej)ds+
(
|um(t)|ρ um(t),ej

)
= (f , ej), j = 1, . . . , m, (3.17)

Avec

um(0) = u0m −→ u0 dans
(
H1

0 (Ω) ∩ Lρ+2(Ω)
)n
, (3.18)

u
′

m(0) = u1m −→ u1 dans
(
L2(Ω)

)n
. (3.19)

C’est un système différentiel ordinaire non linéaire. Si on prend en considération les condi-

tions (3.18), (3.19), le système va admettre une solution sur [0, tm] , où tm ≤ T.
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Etape.2 Estimation a priori .

Multiplions (3.17) par d′
jm(t) et sommons sur j dans [1,m] . On aura(

u
′′

m(t),u
′

m(t)
)

+ A
(
um(t), u

′

m(t)
)

+

∫ t

0

g (t− s) (∆um(s),u
′

m(t))ds

+
(
|um(t)|ρ um(t), u

′

m(t)
)

=
(
f , u

′

m(t)
)
.

Alors

d

dt

(
1

2

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 +

1

2
‖um(t)‖2 +

1

ρ+ 2
‖um(t)‖ρ+2

(Lρ+2(Ω))n

)
+

∫ t

0

g (t− s) (∆um(s),u
′

m(t))ds = (f (t) ,u
′

m(t)). (3.20)

En effet :∫ t

0

g (t− s) (∆um(s),u
′

m(t))ds

=

∫ t

0

g (t− s)
∫

Ω

∆um(s)u
′

m(t)dxds

= −
∫ t

0

g (t− s)
∫

Ω

∇u
′

m (t) .∇um (s) dxds

= −
∫ t

0

g (t− s)
∫

Ω

∇u
′

m (t) . (∇um (s)−∇um (t)) dxds

−
∫ t

0

g (t− s)
∫

Ω

∇u
′

m (t)∇um (t) dxds

=

∫ t

0

g (t− s) 1

2

d

dt

∫
Ω

(∇um (x, t)−∇um (x, s))2 dxds

−
∫ t

0

g (t− s) 1

2

d

dt

∫
Ω

(∇um (x, t))2 dxds

=
1

2

∫ t

0

g (t− s) d
dt
‖∇um (t)−∇um (s)‖2

(L2(Ω))n ds−
1

2

∫ t

0

g (t− s) d
dt
‖um (t)‖2 ds

=
1

2

d

dt

(∫ t

0

g (t− s) ‖∇um (t)−∇um (s)‖2
(L2(Ω))n ds

)
−1

2

∫ t

0

g′ (t− s) ‖∇um (t)−∇um (s)‖2
(L2(Ω))n ds

−1

2

d

dt

(∫ t

0

g (s) ‖∇um (t)‖2
(L2(Ω))n

)
+

1

2
g (t) ‖∇um (t)‖2

(L2(Ω))n . (3.21)
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En remplaçant (3.21) dans (3.20) on obtient :

1

2

d

dt

(∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 + ‖um(t)‖2 −

∫ t

0

g (s) ds ‖∇um(t)‖2
(L2(Ω))n + (g ◦ ∇um) (t)

)
+

1

ρ+ 2

d

dt

∫
Ω

|um(x, t)|ρ+2 dx− 1

2
(g′ ◦ ∇um) (t) +

1

2
g (t) ‖∇um(t)‖2

(L2(Ω))n = (f , u
′

m(t)),

(3.22)

avec

(g ◦ v) (t) =

∫ t

0

g (t− s) ‖v (t)− v (s)‖2
(L2(Ω))n ds,∀v ∈ (L2(Ω))n).

Par suite

1

2

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 +

1

2
‖um(t)‖ − 1

2

∫ t

0

g (s) ds ‖∇um(t)‖2
(L2(Ω))n

+
1

2
(g ◦ ∇um) (t) +

1

ρ+ 2

∫
Ω

|um(x, σ)|ρ+2 dx

−1

2

∫ t

0

(
g

′ ◦ ∇um

)
(σ)dσ +

1

2

∫ t

0

g (σ) ‖∇um(σ)‖2
(L2(Ω))n dσ

≤ 1

2
‖u0m‖+

1

2
|u1m|2 +

1

ρ+ 2
‖u0m‖ρ+2

Lρ+2(Ω) +

∫ t

0

(|f (σ)|
∣∣∣u′

m(σ)
∣∣∣ dσ. (3.23)

Or ‖um(t)‖2 = µ ‖∇um(t)‖2
(L2(Ω))n +(µ+λ) ‖um(t)‖2

(L2(Ω))n , utilisons maintenant l’inéga-

lité de Poincaré, on aura

‖um(t)‖2 −
∫ t

0

g (s) ds ‖∇um(t)‖2
(L2(Ω))n

≥
(
µ−

∫ t

0

g (s) ds

)
‖∇um(t)‖2

(L2(Ω))n

≥ lCp ‖um(t)‖2 ,

où Cp : constante de Poincaré, et(
µ−

∫ t

0

g (s) ds

)
≥ l.

Le deuxième membre de 3.23 est∫ t

0

|f (σ)|
∣∣∣u′

m(σ)
∣∣∣ dσ ≤ 1

α

∫ t

0

|f(σ)|2 dσ + α

∫ t

0

∣∣∣u′

m(σ)
∣∣∣2 dσ.
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par conséquent

1

2

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 +

1

2
lCp ‖um(t)‖2 + (g ◦ ∇um) (t)

−1

2

∫ t

0

(
g

′ ◦ ∇um

)
(σ)dσ +

1

ρ+ 2

∫
Ω

|um(x, σ)|ρ+2 dx

≤ 1

2
‖u0m‖2 +

1

2
|u1m|2 +

1

ρ+ 2
‖u0m‖ρ+2

(Lρ+2(Ω))n dx

+
1

α

∫ t

0

|f(σ)|2 dσ + α

∫ t

0

∣∣∣u′

m(σ)
∣∣∣2 dσ. (3.24)

On déduit donc, en particulier de (3.24), que

|u′m(t)|2 6 k +

∫ t

0

|u′m(σ)|2 dσ, (3.25)

d’où résulte que∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 + ‖um(t)‖2 + (g ◦ um) (t) +

∫
Q

|um(x, σ)|ρ+2 dxdσ 6 constante. (3.26)

On en déduit que tm = T ; de plus on a les mêmes estimations a priori du probléme (P2)

du chapitre 2 :

um demeure dans un borné de L∞
(
0, T ;

(
H1

0(Ω) ∩ Lρ+2(Ω)
)n)

. (3.27)

u
′

m demeure dans un borné de L∞
(
0, T ;

(
L2(Ω)

)n)
. (3.28)

Etape.3 Passage à la limite

D’après (3.27) et (3.28), on peut extraire une suite uµ telle que

A(uµ, ej) −→ A(u, ej) dans L∞(0, T ),(
u

′

µ, ej

)
−→

(
u

′
, ej

)
dans L∞(0, T ),(

u
′′

µ, ej

)
=

∂

∂t

(
u

′

µ, ej

)
−→

(
u

′′
, ej

)
dans D

′
(0, T ), (3.29)

( |uµ(t)|ρ uµ(t),ej) −→ ( |u(t)|ρ u(t),ej) dans L∞(0, T ).
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Appliquons (3.19) pour m = µ et j fixe, on voit que

(
u

′′

µ(t), ej

)
+ A(uµ(t), ej) +

∫ t

0

g (t− s) (∆uµ(s), ej)ds+ (|uµ|ρ uµ, ej)

= (f , ej), ∀ej, j = 1, . . . ,m. (3.30)

Par passage à la limite dans les termes des équations (3.30) dans D′
(0, T ) (par exemple),

on aura : (
u

′′
(t), ej

)
+ A(u(t), ej) +

∫ t

0

g (t− s) (∆u(s), ej)ds+ (χ, ej)

= (f , ej), ∀ej, j = 1, . . . ,m. (3.31)

Par conséquent

(
u

′′
(t),v

)
+ A(u(t), v) +

∫ t

0

g (t− s) (∆u(s),v)ds+ (χ, v)

= (f , v),∀v ∈
(
H1

0(Ω)
)n ∩ (Lρ+2(Ω)

)n
, (3.32)

et donc

u
′′

+ Tu +

∫ t

0

g (t− s) ∆u(s)ds+ χ = f , (T = −L ). (3.33)

D’où l’existence de la solution.
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2.Unicité :

Supposons que le problème admet deux solutions u, v. Posons U = u− v, on a

U′′ − LU +

∫ t

0

g (t− s) ∆U (s) ds+ |u (t)|p−2 u (t)− |v (t)|p−2 v (t) = 0, (3.34)

U (x, t) = 0, sur Γ× ]0, T [ , (3.35){
U (x, 0) = 0,
U1 (x, 0) = 0. x ∈ Ω. (3.36)

Multiplions les deux membres de (3.34) par U
′ , et intégrons sur Ω. On déduit, en

utilisant la formule de Green que

1

2

d

dt

[∣∣∣U′
∣∣∣2 + A(U,U)

]
+

∫ t

0

g (t− s)
(

∆U(s),U
′
(t)
)
ds

=
(
|v|p−2 v − |u|p−2 u, U

′
)
.

Nous montrons que ∫ t

0

g (t− s)
(

∆U(s),U
′
(t)
)
ds

s’écrit comme la somme de la dérivée en temps d’une quantité plus un terme de dissipation

positive ∫ t

0

g (t− s)
(

∆U(s),U
′
(t)
)
ds = −

∫ t

0

g (t− s)
∫

Ω

∇U
′
(t) .∇U (s) dxds

=
1

2

d

dt
(g ◦ ∇U) (t)− 1

2
(g′ ◦ ∇U) (t)− 1

2

d

dt

(∫ t

0

g (s) ‖∇U (t)‖2
(L2(Ω))n ds

)
+

1

2
g (t) ‖∇U (t)‖2

(L2(Ω))n .

Donc on obtient le système

1

2

d

dt

(∣∣∣U′
∣∣∣2 + (g ◦ ∇Um) (t) +

(
µ−

∫ t

0

g (s) ds

)
‖U(t)‖2

)
−1

2
(g′ ◦ ∇Um) (t) +

1

2
g (t) ‖U(t)‖2 =

(
|v|ρ v − |u|ρ u, U

′
)
. (3.37)
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Mais le deuxième membre de (3.37) est majoré en valeur absolue par

(ρ+ 1)

∫
Ω

sup (|v|ρ , |u|ρ) |U|
∣∣∣U′
∣∣∣ dx, (3.38)

ce qui est majoré d’après l’inégalité de Hölder par

C
(
‖|v|ρ‖(Ln(Ω))n , ‖|u|

ρ‖(Ln(Ω))n

)
‖U‖(Lp(Ω))n

∥∥U′∥∥
(L2(Ω))n

, avec
1

q
+

1

n
+

1

2
= 1.

Mais d’après (3.16), on a ρn 6 q, alors

‖|u|ρ‖(Ln(Ω))n =

(∫
Ω

|u|ρn
) 1

n

= ‖u‖ρ(Lρn(Ω))n 6 ‖u‖ρ
(H1

0 (Ω))
n

on a donc

∣∣∣∣∫
Ω

(|v|ρ v − |u|ρ u) .U
′
dx

∣∣∣∣ 6 C

(
‖v (t)‖ρ

(H1
0 (Ω))

n + ‖u (t)‖ρ
(H1

0 (Ω))
n

)
‖U (t)‖(H1

0 (Ω))
n

∣∣∣U′
(t)
∣∣∣ ,

et comme u, v ∈ L∞
(
0, T ; (H1

0(Ω))
n) on a finalement

∣∣∣∣∫
Ω

(|v|ρ v − |u|ρ u) .U
′
dx

∣∣∣∣ 6 C ‖U‖
∣∣∣U′
∣∣∣ .

Par suite (3.37) devient

‖U (t)‖2 +
∣∣∣U′

(t)
∣∣∣2 − 1

2

∫ t

0

(g′ ◦ ∇Um) (s) ds+
1

2

∫ t

0

g (s) ‖U(σ)‖2 dσ

6
∫ t

0

(
C

2
‖U (σ)‖+

C

2

∣∣∣U′
(σ)
∣∣∣) dσ, (3.39)

d’après la condition (G1), g′ est négative et d’après la définition de (g′ ◦ ∇Um) (σ) on

a :

(g′ ◦ ∇Um) (σ) ≤ 0.

On déduit donc, en particulier, de (3.39), que

‖U (t)‖2 +
∣∣∣U′

(t)
∣∣∣2 6 ∫ t

0

(
C

2
‖U (σ)‖+

C

2

∣∣∣U′
(σ)
∣∣∣) dσ. (3.40)
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Donc U = 0, (ceci en utilisant l’équation (3.40)). Par conséquent

u = v.

Ce qui achève le démonstration.

3.5 Un autre exemple d’équation hyperbolique non li-
néaire à terme viscoélastique

On propose maintenant une équation hyperbolique gouverne par le système de Lamé,

perturbé avec un terme viscoélastique (mémoire) et un terme frictionnaire non linéaire

suivant :

∂2u

∂t2
− Lu +

∫ t

0

g (t− s) ∆u (x, s) ds+

∣∣∣∣∂u

∂t

∣∣∣∣ρ ∂u

∂t
= f , dans QT ,

u = 0 sur ΣT ,

u (., 0) = u0, ut (., 0) = u1, dans Ω.

Il s’agit donc d’un problème quelque peu analogue à celui traité au problème (P3) avec

le terme
∣∣∣∣∂u

∂t

∣∣∣∣ρ ∂u

∂t
au lieu du terme |u|ρ u.

La non linéarité est ici ‹‹plus forte››, puisque la non linéarité est fonction de
∂u

∂t
au

lieu d’être fonction de u.

Nous allons prouver une existence global, dans les conditions rotu = 0, pour cela, en

introduisant l’identité vectorielle suivante :

rot rotu = −∆u +∇(div(u)),

on déduit que

si u ∈
(
H2(Ω) ∩H1

0(Ω)
)n

(n = 2, 3), alors

∆u = ∇divu et ‖divu‖ = ‖∇u‖ ,
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et

Lu = µ∆u+ (λ+ µ)∇.divu = α ∆u où α = λ+ 2µ.

Le problème se modélise par le système suivant :

∂2u

∂t2
− α∆u +

∫ t

0

g (t− s) ∆u (., s) ds+

∣∣∣∣∂u

∂t

∣∣∣∣ρ ∂u

∂t
= f ,

avec les conditions aux limites et initiales

u = 0 sur ΣT , u(0) = u0, u
′
(0) = u1 données,

et

α = λ+ 2µ > 0 avec λ, µ sont les coefficients de Lamé.

Pour u, v ∈
(
H2(Ω) ∩H1

0(Ω)
)n
, on pose la fonctionnelle suivante :

A(u,v) =
n∑

i, j=1

∫
Ω

∂uj
∂xi

∂vj
∂xi

dx.

Posons

‖ϕ‖ =
√

A (ϕ, ϕ) = ‖gradϕ‖(L2(Ω))n =

(∫
Ω

(gradϕ)2 dx

) 1
2

( norme sur (H1
0(Ω))n équivalente à ‖ϕ‖2

(H1(Ω))n).

Lemme 3.5.1 A est une forme bilinéaire, continue, symétrique et coercive sur (H1
0(Ω))

n
.

Preuve. voir le lemme(2.1.1).
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3.5.1 Position du problème

Soit ρ ∈ ]0,+∞[ , on propose maintenant le problème suivant :

Problème (P4) :

On donne

f ∈ L2
(
0, T ;

(
H1

0 (Ω)
)n)

,
∂f

∂t
∈ L2 (QT ) , (3.41)

u0 ∈
(

H2 (Ω) ∩H1
0 (Ω)

)n
, (3.42)

et u1 ∈
(
H1

0 (Ω) ∩ L2(ρ+1) (Ω)
)n
. (3.43)

On suppose que Ω est borné, de frontière régulière, et on cherche u tels que

u ∈ L∞
(
0, T ;

(
H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω)
)n)

, (3.44)
∂u

∂t
∈ L∞

(
0, T ;

(
H1

0 (Ω)
)n)

, (3.45)

∂2u

∂t2
∈ L∞

(
0, T ;

(
L2 (Ω)

)n)
, (3.46)

∂u

∂t
∈ Lρ+2 (Q) , (3.47)

solution du problème

∂2u

∂t2
− α∆u +

∫ t

0

g (t− s) ∆u (s) ds+

∣∣∣∣∂u

∂t
(t)

∣∣∣∣ρ ∂u

∂t
(t) = f (x, t) , (3.48)

u (x, t) = 0, sur Γ× ]0, T [ , (3.49)

u(., 0) = u0, u
′
(., 0) = u1. (3.50)

63
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3.6 Formulation variationnelle

Multiplions l’équation (3.48) par une fonction v ∈ ( H2 (Ω) ∩H1
0 (Ω))

n et intégrons sur

Ω. Grâce à la formule de Green, on trouve

(
u

′′
,v
)

+αA(u, v)−
∫ t

0

g (t− s) A (u(s),v (t)) ds+
(∣∣∣u′

∣∣∣ρ u
′
, v
)

= (f ,v),

∀v ∈
(
H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)
)n
.

On peut alors poser le problème de la façon suivante :

Problème (PV4) :

On donne

f ∈ L2
(
0, T ;

(
H1

0 (Ω)
)n)

, f
′ ∈ L2 (Q) , (3.51)

u0 ∈
(

H2 (Ω) ∩H1
0 (Ω)

)n
, (3.52)

et u1 ∈
(
H1

0 (Ω) ∩ L2(ρ+1) (Ω)
)n
. (3.53)

On cherche u à valeurs vectorielle tels que

u ∈ L∞
(
0, T ;

(
H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω)
)n)

, (3.54)

u
′ ∈ L∞

(
0, T ;

(
H1

0 (Ω)
)n)

, (3.55)

u
′′ ∈ L∞

(
0, T ;

(
L2 (Ω)

)n)
, (3.56)

u
′ ∈ Lρ+2 (QT ) , (3.57)(

u
′′
,v
)

+αA(u,v)−
∫ t

0

g (t− s) A(u(s), v(t))ds+

(∣∣∣u′
∣∣∣p−2

u
′
,v

)
= (f ,v),

∀v ∈
(
H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω)
)n
, (3.58)

u(., 0) = u0, u
′
(., 0) = u1. (3.59)
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Remarque 3.6.1 Supposons que la solution u est assez régulière, alors les problèmes

(P4), (P4V) sont équivalents, (voir la proposition2.3.1)

3.7 Existence et unicité de la solution

Théorème 3.7.1 Le problème (PV4) admet une solution unique.

Lemme 3.7.1 Le problème spectral de Dirichlet

−∆ej = λjej, j = 1, . . . , m, (3.60)

ej = 0 sur Γ.

admet une suite de solutions non nulles ei,correspondantes à une suite de valeurs propres

λi > 0. Les fonctions ej seront utilisées comme bases spéciales dans la méthode de Faedo-

Galerkin.

Lemme 3.7.2 L’espace H1
0(Ω) ∩H2 (Ω) est séparable.

Corollaire 3.7.1 Il existe une suite e1, . . . , em, . . . ayant les propriétés suivantes ei ∈

H1
0(Ω) ∩H2 (Ω) , ∀m ≥ 0, e1, . . . , em sont linéairement indépendantes, les combinaisons

linéaires finies des ei sont denses dans H1
0(Ω) ∩H2 (Ω) . On suppose la frontière Γ de Ω

assez régulière pour que

ei ∈ H2 (Ω) et ei ∈ L2(ρ+1)(Ω). (3.61)

Preuve du théorème 3.7.1

1.Existence :

La preuve se fait en trois étapes

Etape.1 Approximation

Utilisons les bases spéciales introduites dans le lemme(3.7.1), le lemme(3.7.2) et corol-

laire(3.7.1).
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On définit une solution approchée um(t) par

um(t) ∈ [e1, e2, . . . , em] et um(t) =
m∑
j=1

djm(t)ej,

telle que

(
u

′′

m(t),ej

)
+ αA(um(t), ej)−

∫ t

0

g (t− s) A(um(s), ej)ds

+
(∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ u

′

m(t),ej

)
= (f , ej), j = 1, . . . , m, (3.62)

avec

um(0) = u0m −→ u0 dans
(
H2 (Ω) ∩H1

0 (Ω)
)n
, (3.63)

u
′

m(0) = u1m −→ u1 dans
(
H1

0 (Ω) ∩ L2(ρ+1)(Ω)
)n
. (3.64)

C’est un système différentiel ordinaire. Si on prend en considération les conditions

(3.63), (3.64), le système va admettre une solution sur [0, tm] ; où : tm ≤ T .

Etape.2 Estimation a priori I.

Multiplions (3.62) d’indice j par d′
jm(t) et sommons sur j. On aura(

u
′′

m(t),u
′

m(t)
)

+ αA
(
um(t), u

′

m(t)
)
−
∫ t

0

g (t− s) A
(
um(s), u

′

m(t)
)
ds

+
(∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ u

′

m(t), u
′

m(t)
)

=
(
f (t) , u

′

m(t)
)
,

d’où

1

2

d

dt

(∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 + αA (um(t), um(t))

)
−
∫ t

0

g (t− s) A
(
um(s), u

′

m(t)
)
ds

+

∫
Ω

∣∣∣u′

m(x, t)
∣∣∣ρ+2

dx =
(
f (t) , u

′

m(t)
)
. (3.65)
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Alors

1

2

d

dt

(∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 + α ‖um(t)‖2

)
−
∫ t

0

g (t− s) A
(
um(s), u

′

m(t)
)
ds

+

∫
Ω

∣∣∣u′

m(x, t)
∣∣∣ρ+2

dx =
(
f (t) , u

′

m(t)
)
. (3.66)

D’autre part

−
∫ t

0

g (t− s) A
(
um(s), u

′

m(t)
)
ds

= −
∫ t

0

g (t− s)
∫

Ω

∇u
′

m (x, t) .∇um (x, s) dxds

=
1

2

d

dt

[
(g ◦ ∇um) (t)−

(∫ t

0

g (s) ds

)
‖um (t)‖2

]
−1

2
(g′ ◦ ∇um) (t) +

1

2
g (t) ‖um (t)‖2 . (3.67)

En remplaçant (3.67) dans (3.66), on obtient

1

2

d

dt

[∣∣∣u′

m

∣∣∣2 +

(
α−

∫ t

0

g (s) ds

)
‖um (t)‖2 + (g ◦ ∇um) (t)

]
−1

2
(g′ ◦ ∇um) (t) +

1

2
g (t) ‖um (t)‖2 +

∫
Ω

∣∣∣u′

m(x, t)
∣∣∣p dx

= (f , u
′

m(t)). (3.68)

Pour tout t > 0, on a :

µ−
∫ t

0

g (s) ds ≥ l,

et comme λ+ µ ≥ 0 on a

α−
∫ t

0

g (s) ds ≥ l,

où α = λ+ 2µ.

67
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Par suite

1

2

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 +

l

2
‖um(t)‖2 + (g ◦ um) (t)

+

∫ t

0

∫
Ω

∣∣∣u′

m(x, σ)
∣∣∣p dxdσ − 1

2

∫ t

0

(
g

′ ◦ ∇um

)
(σ)dσ +

1

2

∫ t

0

g (σ) ‖um(σ)‖2 dσ

≤ l

2
α ‖u0m‖2 +

1

2
|u1m|2 +

∫ t

0

|f(σ)|
∣∣∣u′

m(σ)
∣∣∣ dσ, (3.69)

mais ∫ t

0

|f(σ)|
∣∣∣u′

m(σ)
∣∣∣ dσ ≤

(∫ t

0

|f(σ)|2
) 1

2
(∣∣∣u′

m(σ)
∣∣∣2) 1

2

dσ

≤ 1

2

∫ t

0

|f(σ)|2 dσ +
1

2

∫ t

0

∣∣∣u′

m(σ)
∣∣∣2 dσ.

( ceci car 2ab ≤ a2 + b2), et d’après (3.51)∫ t

0

|f(σ)|2 dσ 6 constante.

D’après la condition (G2), g
′ est négative donc g décroissant, et comme g (0) > 0 on a g

est positive, et d’après la définition de
(
g

′ ◦ ∇um
)

(t) on a :(
g

′ ◦ um
)

(t) ≤ 0,

on déduit donc, en particulier, de (3.69), que∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 6 K +

∫ t

0

∣∣∣u′

m(s)
∣∣∣2 ds, (3.70)

d’où résulte ∣∣u′
m(t)

∣∣ 6 constante ( indépendante de m).

Reprenant (3.69) on en déduit que∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 + ‖um(t)‖2 + (g ◦ um) (t) 6 constante ( indépendante de m).∫

Q

∣∣∣u′

m

∣∣∣ρ+2

dxdσ 6 constante ( indépendante de m). (3.71)
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On déduit que tm = T ; de plus on a les estimations

um demeure dans un borné de L∞
(
0, T ;

(
H1

0 (Ω)
)n)

, (3.72)

u
′

m demeure dans un borné de L∞
(
0, T ;

(
L2(Ω)

)n) ∩ Lρ+2 (QT ) . (3.73)

Cela suffit à montrer que tm = T, ∀m.

Estimation a priori II.

Grâce à (3.60) on peut remplacer dans (3.62) ej par −
1

λj
∆ ej

(
u

′′

m(t),− 1

λj
∆ej

)
− α(∆um(t),− 1

λj
∆ej) +

∫ t

0

g (t− σ) (∆um(s), − 1

λj
∆ej)dσ

+

(∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ u

′

m(t),− 1

λj
∆ej

)
= (f (t) ,− 1

λj
∆ej), (3.74)

Et multipliant (3.74) encore par λjd
′
jm(t) et sommant en j, on en déduit

A
(
u

′′

m(t),u
′

m(t)
)

+ α
(
∆um(t),∆u

′

m(t)
)
−
∫ t

0

g (t− σ) (∆um(s), ∆u
′

m(t))dσ

+

∫
Ω

∇
(∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ u

′

m(t)
)
.∇u

′

m(t)dx = A
(
f (t) ,u

′

m(t)
)
. (3.75)

Avec

∇
[∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ u

′

m(t)
]

= ρ
∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ−1

∇
∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ (u

′

m(t)
)

+
∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ∇u′

m(t).

Donc

1

2

d

dt

(∥∥∥u′′

m(t)
∥∥∥2

+ α ‖∆um(t)‖2
(L2(Ω))n

)
−
∫ t

0

g (t− s)
∫

Ω

∆u
′

m (x, t) .∆um (x, s) ds

+

(∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ−1 [

ρ∇
∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ (u

′

m(t)
)

+
∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣∇u

′

m(t)
]
, ∇u

′

m(t)

)
= A

(
f (t) ,u

′

m(t)
)
.

(3.76)
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D’autre part

−
∫ t

0

g (t− s)
∫

Ω

∆u
′

m (x, t) .∆um (x, s) dxds

=

∫ t

0

g (t− s)
∫

Ω

∆u
′

m (x, t) . (∆um (x, t)−∆um (x, s)) dxds

−
∫ t

0

g (t− s)
∫

Ω

∆u
′

m (x, t) ∆um (x, t) dxds

=

∫ t

0

g (t− s)
∫

Ω

d

dt
[∆um (x, t)−∆um (x, s)] [∆um (x, t)−∆um (x, s)] dxds

−
∫ t

0

g (t− s)
∫

Ω

∆u
′

m (x, t) ∆um (x, t) dxds

=
1

2

∫ t

0

g (t− s) d
dt
‖∆um (t)−∆um (s)‖2

(L2(Ω))n ds−
1

2

∫ t

0

g (t− s) d
dt
‖∆um (t)‖2

(L2(Ω))n ds

=
1

2

∫ t

0

d

dt

[
g (t− s) ‖∆um (t)−∆um (s)‖2

(L2(Ω))n

]
ds

−1

2

∫ t

0

g′ (t− s) ‖∆um (t)−∆um (s)‖2
(L2(Ω))n ds−

(∫ t

0

g (t− s) ds
)

1

2

d

dt
‖∆um (t)‖2

(L2(Ω))n

=
1

2

d

dt
(g ◦∆um) (t)− 1

2
(g′ ◦∆um) (t)− 1

2

(∫ t

0

g (t− s) ds
)
d

dt
‖∆um (t)‖2

(L2(Ω))n

=
1

2

d

dt
(g ◦∆um) (t)− 1

2
(g′ ◦∆um) (t)− 1

2

d

dt

[(∫ t

0

g (s) ds

)
‖∆um (t)‖2

(L2(Ω))n

]
+

1

2
g (t) ‖∆um (t)‖2

(L2(Ω))n . (3.77)

En remplaçant (3.77) dans (3.76), on obtient

1

2

d

dt

(∥∥∥u′

m(t)
∥∥∥2

+

(
α−

∫ t

0

g (σ) dσ

)
‖∆um(t)‖2

(L2(Ω))n + (g ◦∆um) (t)

)
−1

2
(g′ ◦∆um) (t) +

1

2
g (t) ‖∆um (t)‖2

(L2(Ω))n +G (t) = A
(
f (t) ,u

′

m(t)
)
,

avec

G (t) =

(∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ−1 [

ρ∇
∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ (u

′

m(t)
)

+
∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣∇u

′

m(t)
]
, ∇u

′

m(t)

)
,
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par conséquent

1

2

∥∥∥u′

m(t)
∥∥∥2

+
1

2

(
α−

∫ t

0

g (σ) dσ

)
‖∆um(t)‖2

(L2(Ω))n +
1

2
(g ◦∆um) (t)

+
1

2

∫ t

0

g (σ) ‖∆um(σ)‖2
(L2(Ω))n dσ −

1

2

∫ t

0

(g′ ◦∆um) (σ) dσ +

∫ t

0

G (x, σ) dσ

≤ 1

2
‖u1m‖2 +

1

2
α ‖∆u0m‖2

(L2(Ω))n +

∫ t

0

‖∇f (σ)‖(L2(Ω))n

∥∥∥∇u
′

m(σ)
∥∥∥

(L2(Ω))n
dσ. (3.78)

D’après les conditions (3.63), (3.64) le deuxième membre est

≤ k +

∫ t

0

‖∇f (σ)‖(L2(Ω))n

∥∥∥∇u
′

m(σ)
∥∥∥

(L2(Ω))n
dσ. (3.79)

D’où

1

2

∥∥∥u′

m(t)
∥∥∥2

+
1

2
l ‖∆um(t)‖2

(L2(Ω))n +
1

2
(g ◦∆um) (t)

+
1

2

∫ t

0

g (σ) ‖∆um(σ)‖2
(L2(Ω))n dσ −

1

2

∫ t

0

(g′ ◦∆um) (σ) dσ +

∫ t

0

G(σ)dσ

≤ k +
1

2

∫ t

0

‖∇f (σ)‖2
(L2(Ω))n dσ +

1

2

∫ t

0

∥∥∥∇u
′

m(σ)
∥∥∥2

(L2(Ω))n
dσ. (3.80)

Or ∫ t

0

∥∥∥∇u
′

m(σ)
∥∥∥2

(L2(Ω))n
dσ =

∫ t

0

∥∥∥u′

m(σ)
∥∥∥2

dσ.

D’après (3.51) que

∫ t

0

‖∇f(σ)‖2
(L2(Ω))n dσ 6 constante, (3.81)

et d’après la condition (G2), g
′ est négative donc g décroissant, et d’après la définition

de (g ◦ ∇um) (t) on a : (
g

′ ◦ um
)

(t) ≤ 0, (g ◦∆um) (t) ≥ 0,

et comme g (0) > 0 on a :

g (t) ≥ 0.
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Montrons maintenant, pour le premier terme que G(σ) ≥ 0; en effet on a :

G(t) =

(∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ−1 [

ρu
′

m(t)∇
∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣+
∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ∇u

′

m(t)
]
, ∇u

′

m(t)

)
=

∫
Ω

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ−1

[
ρu

′

m(t)∇
∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ .∇u

′

m(t) +
∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ (∇u

′

m(t)
)2
]
dx

=
ρ

2

∫
Ω

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ−1

∇
∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ .∇(u

′

m(t)
)2

dx+

∫
Ω

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ (∇u

′

m(t)
)2

dx,

remarquons que ∫
Ω

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ (∇u

′

m(t)
)2

dx ≥ 0, (3.82)

et comme

u
′2
m(t) =

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 ,

on a

∇u
′2
m(t) = ∇

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 ,

mais

∇
∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣2 = 2

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ .∇ ∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ ,

alors

∇u
′2
m(t) = 2

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ .∇ ∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ ,

on déduit∫
Ω

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ−1

∇
∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ .∇(u

′

m(t)
)2

dx =

∫
Ω

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ−1 (

∇
∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣)2 ∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ dx ≥ 0,

ce qui prouve l’inégalité G(t) ≥ 0.

En déduit donc, en particulier de (3.80), que

1

2

∥∥∥u′

m(t)
∥∥∥2

≤ k + 2α

∫ t

0

∥∥∥u′

m(σ)
∥∥∥2

dσ,

d’où résulte ∥∥∥u′

m(t)
∥∥∥2

≤ k. (3.83)
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Reprenant (3.80), l’estimation se réduit à

1

2

∥∥∥u′

m(t)
∥∥∥2

+ l ‖∆um(t)‖2
(L2(Ω))n + (g ◦∆um) (t) ≤ c, (3.84)

et comme ‖∆ϕ‖2
(L2(Ω))n > c ‖ϕ‖(H2(Ω))n pour ϕ ∈ (H1

0 (Ω))
n
, ∆ϕ ∈ (L2 (Ω))

nvalable

pour Γ étant assez régulier. On déduit que :

∥∥∥u′

m(t)
∥∥∥2

+ ‖um(t)‖2

(H2(Ω))n
+ (g ◦∆um) (t) ≤ c. (3.85)

On en déduit l’estimation

u
′

m demeure dans un borné de L∞
(
0, T ;

(
H1

0 (Ω)
)n)

, (3.86)

um demeure dans un borné de L∞
(
0, T ;

(
H2(Ω)

)n)
. (3.87)

En particulier

u
′

m demeure dans un borné de L2
(
0, T ;

(
H1

0 (Ω)
)n )

. (3.88)

Pour pouvoir appliquer la méthode de compacité, il nous faut une estimation sur u
′′
m(t).

Estimation a priori III.

Dérivons l’équation (3.62) par rapport à t, multiplions le résultat par d′′
jm(t), puis

sommons sur j. On aura

(
u

′′′

m(t),u
′′

m(t)
)

+ αA
(
u

′

m(t), u
′′

m(t)
)
−
∫ t

0

g
′
(t− s) A

(
um(s),u

′′

m(t)
)
ds

−g (0) A(um(t),u
′′

m(t)) +

(
d

dt

[∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ u

′

m(t)
]
, u

′′

m(t)

)
=
(
f
′
(t),u

′′

m(t)
)
. (3.89)

Mais

d

dt

[∣∣u′
m(t)

∣∣ρ u
′
m(t)

]
= ρ

∣∣u′
m(t)

∣∣ρ−1 d

dt

∣∣u′
m(t)

∣∣ (u′
m(t)

)
+
∣∣u′

m(t)
∣∣ρ u′′

m(t),
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alors

1

2

d

dt

(∣∣∣u′′

m(t)
∣∣∣2 + α

∥∥∥u′

m(t)
∥∥∥2
)
−
∫ t

0

g
′
(t− s) A

(
um(s),u

′′

m(t)
)
ds

−g (0) A(um(t),u
′′

m(t)) +

(∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ−1

[
ρ
d

dt

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ (u

′

m(t)
)

+
∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣u′′

m(t)

]
, u

′′

m(t)

)
=
(
f
′
(t),u

′′

m(t)
)
. (3.90)

D’autre part

− d

dt

∫ t

0

g
′
(t− s) A

(
um(s),u

′

m(t)
)
ds

= −g
′
(0) A(um(t),u

′

m(t)) +

∫ t

0

d

dt

[
g

′
(t− s) A(um(s),u

′

m(t))
]
ds,

= −g
′
(0) A(um(t),u

′

m(t)) +

∫ t

0

g
′′

(t− s) A(um(s),u
′

m(t))ds

+

∫ t

0

g
′
(t− s) A(um(s),u

′′

m(t))ds, (3.91)

de sorte que

−
∫ t

0

g
′
(t− s) A(um(s),u

′′

m(t))ds = −g
′
(0) A(um(t),u

′

m(t))

+
d

dt

∫ t

0

g
′
(t− s) A(um(s),u

′

m(t))ds+

∫ t

0

g
′′

(t− s) A(um(s),u
′

m(t))ds. (3.92)

Ainsi

d

dt
A(um(t),u

′

m(t)) = A(u
′

m(t),u
′

m(t)) + A(um(t),u
′′

m(t), (3.93)

donc

− g (0) A(um(t),u
′′

m(t)) = −g (0)
d

dt
A(um(t),u

′

m(t)) + g (0) A(u
′

m(t),u
′

m(t)). (3.94)
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On aura finalement

d

dt

(
1

2

∣∣∣u′′

m(t)
∣∣∣2 +

1

2
α
∥∥∥u′

m(t)
∥∥∥2
)
− 1

2

d

dt

∫ t

0

g
′
(t− σ) A(um(σ),u

′

m(t))dσ

+

∫ t

0

g
′′

(t− s) A
(
um(s),u

′

m(t)
)
ds+ g

′
(0) A(um(t),u

′

m(t))

−g (0)
1

2

d

dt
A(um(t),u

′

m(t)) + g (0)
∥∥∥u′

m(t)
∥∥∥2

+ k(t) =
(
f
′
(t),u

′′

m(t)
)
, (3.95)

avec

k(t) =

(∣∣u′
m(t)

∣∣ρ−1
[
ρ
d

dt

∣∣u′
m(t)

∣∣ (u′
m(t)

)
+
∣∣u′

m(t)
∣∣u′′

m(t)

]
, u

′′
m(t)

)
.

On intègre sur l’intervalle (0, t) ,on aura

1

2

∣∣∣u′′

m(t)
∣∣∣2 +

1

2
α
∥∥∥u′

m(t)
∥∥∥2

+

1︷ ︸︸ ︷∫ t

0

k(σ)dσ

≤

2︷ ︸︸ ︷
1

2

∣∣∣u′′

m(0)
∣∣∣2 +

3︷ ︸︸ ︷
1

2
α
∥∥∥u′

m(0)
∥∥∥2

− g (0) A(um(0),u
′

m(0))

4︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣∫ t

0

∫ τ

0

g
′′

(τ − σ) A(um(σ),u
′

m(τ))dσdτ

∣∣∣∣+

5︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣∫ t

0

g
′
(t− σ) A(um(σ),u

′

m(σ))dσ

∣∣∣∣
+

6︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣g′
(0)

∫ t

0

A(um(σ),u
′

m(σ))dσ

∣∣∣∣ +

7︷ ︸︸ ︷∣∣∣g′
(0) A(um(t),u

′

m(t))
∣∣∣

+g (0)

∫ t

0

∥∥∥u′

m(σ)
∥∥∥2

dσ +

8︷ ︸︸ ︷∫ t

0

(
f
′
(σ),u

′′

m(σ)
)
dσ . (3.96)

Montrons maintenant, pour le premier terme que k(σ) ≥ 0; en effet on a :

k(t) =

(∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ−1

[
ρu

′

m(t)
d

dt

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣+
∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣u′′

m(t)

]
, u

′′

m(t)

)
=

∫
Ω

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ−1

[
ρu

′

m(t)
d

dt

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ .u′′

m(t) +
∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ (u

′′

m(t)
)2
]
dx

=
ρ

2

∫
Ω

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ−1 d

dt

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ . d
dt

(
u

′

m(t)
)2

dx+

∫
Ω

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ (u

′′

m(t)
)2

dx,
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remarquons que ∫
Ω

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ (u

′′

m(t)
)2

dx ≥ 0. (3.97)

Soient maintenant t, s ∈ [0, T ] , tels que t > s, alors

u
′2
m(t)− u

′2
m(s) =

∣∣u′
m(t)

∣∣2 − ∣∣u′
m(s)

∣∣2 =
[∣∣u′

m(t)
∣∣− ∣∣u′

m(s)
∣∣] [∣∣u′

m(t)
∣∣+
∣∣u′

m(s)
∣∣] ,

cela signifie que les fonctions u
′2
m(t),

∣∣u′
m(t)

∣∣ ont le même sens de variation, donc

∫
Ω

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ρ−1 d

dt

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣ . d
dt

(
u

′

m(t)
)2

dx ≥ 0,

ce qui prouve l’inégalité k(σ) ≥ 0.

Pour le reste de ce chapitre, on note par ki avec i = 0, ..., 10, différentes constantes

strictement positives indépendantes de m, on a les estimations suivantes :

Pour le deuxième terme, nous multiplie (3.62) par d′′
jm(0) et sommons sur j, et on choisira

t = 0. On aura(
u

′′

m(0),u
′′

m(0)
)

+ αA(um(0),u
′′

m(0)) +
(∣∣∣u′

m(0)
∣∣∣ρ u

′

m(0),u
′′

m(0)
)

= (f
′
(0) ,u

′′

m(0)), j = 1, . . . , m. (3.98)

D’après la formule de Green et les conditions aux limites, on trouve :(
u

′′

m(0),u
′′

m(0)
)
− α (∆u0m,u

′′
m (0)) +

(
|u1m|ρ u1m,u

′′

m(0)
)

= (f
′
(0) ,u

′′

m(0)). (3.99)

On déduit donc de (3.99) :∣∣∣u′′

m(0)
∣∣∣2 = (f

′
(0) ,u

′′

m(0)) + α (∆u0m,u
′′
m (0))−

(
|u1m|ρ u1m,u

′′

m(0)
)
,

d’où ∣∣∣u′′

m(0)
∣∣∣ ≤ |f (0)|2 + α |∆u0m|2 +

(∫
Ω

||u1m|ρ u1m| dx
)1

2
,

et donc, grâce à (3.51), (3.52) et (3.53) :∣∣∣u′′

m(0)
∣∣∣ ≤ k2. (3.100)
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Pour le troisième terme, ∣∣∣∣12α ‖u1m‖2 − g (0) A(u0m,u1m)

∣∣∣∣ ≤ k3.

Le quatrième terme, d’après l’inégalité de Young que :

∣∣∣∣∫ t

0

∫ τ

0

g
′′

(τ − s) A(um(x, s),u
′

m(x, τ))dsdτ =

∣∣∣∣ ∫
Ω

∇um (τ) .

(∫ τ

0

g
′′

(τ − s)∇um (s) ds

)
dx

≤ 1

2

∫
Ω

|∇um (τ)|2 dx+
1

2

∫
Ω

(∫ τ

0

g
′′

(τ − s)∇um (s) ds

)2

dx.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, et puisque 0 ≤ g
′′

(s) ≤ L1, on obtient

∫
Ω

(∫ τ

0

g
′′

(τ − s) |∇u (s)| ds
)2

dx

≤
∫

Ω

((∫ τ

0

∣∣∣g′′
(τ − s)

∣∣∣2 ds) 1
2

×
(∫ τ

0

|∇um (s)|2 ds
) 1

2

)2

dx

≤
∫

Ω

(∫ τ

0

(
g

′′
(τ − s)

)2

ds×
∫ τ

0

(∇um (s))2 ds

)
dx

≤ L2
1

∫ τ

0

ds×
∫

Ω

∫ τ

0

(∇um (s))2 dsdx

≤ L2
1

∫ τ

0

ds×
∫ τ

0

‖∇um (s)‖2
(L2(Ω))n dsdx

≤ TL2
1

∫ τ

0

‖um (s)‖2 ds,

et d’où, on trouve le résultat désiré

∣∣∣∣∫ t

0

∫
Ω

∇u
′

m (τ) .

(∫ τ

0

g
′′

(τ − s)∇um (s) ds

)
dxdτ

∣∣∣∣
≤ 1

2

∫ t

0

∥∥∥∇u
′

m (τ)
∥∥∥2

dτ +
1

2

∫ t

0

∫
Ω

(∫ τ

0

g
′′

(τ − s)∇um (s) ds

)2

dxdτ

≤ 1

2

∫ t

0

∥∥∥u′

m(τ)
∥∥∥2

dτ +
TL2

1

2

∫ t

0

∫ τ

0

‖um (s)‖2 dsdτ

≤ 1

2

∫ t

0

∥∥∥u′

m(τ)
∥∥∥2

dτ + k4 (T ) . (3.101)
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Le cinquième terme, pour γ > 0 ; d’après l’inégalité de Young que :

∣∣∣∣∫ t

0

g
′
(t− s) A(um(s),u

′

m(t))ds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(∇u
′

m (t) ,

∫ t

0

g
′
(τ − s)∇um (s) ds

)∣∣∣∣
≤ γ

∫
Ω

(
∇u

′

m (t)
)2

dx+
1

4γ

∫
Ω

(∫ t

0

g
′
(t− s)∇um (s) ds

)2

dx.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, et puisque 0 ≤
∣∣g′

(s)
∣∣ ≤ L0, on obtient

∫ t

0

g
′
(τ − s)∇um (x, s) ds ≤

√∫ t

0

(g′ (τ − s))2 ds

√∫ t

0

(∇um (s))2 ds,

≤ L0

√
T

√∫ t

0

|∇um (s)|2 ds,

et d’où, on trouve le résultat désiré

∫ t

0

g
′
(t− s) A(um(x, s),u

′

m(x, t))dt ≤ γ
∥∥∥u′

m(t)
∥∥∥2

+
TL2

0

4γ

∫ t

0

‖um(s)‖2 ds

≤ γ
∥∥∥u′

m(t)
∥∥∥2

+ k5 (T ) . (3.102)

Le sixième terme

∣∣∣∣−g
′
(0)

∫ t

0

A(um(s),u
′

m(s))ds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ t

0

(
∇um(s),g

′
(0)∇u

′

m(s)
)
ds

∣∣∣∣ ,
≤ 1

2

∫ t

0

∥∥∥g′
(0) u

′

m(s)
∥∥∥2

ds+
1

2

∫ t

0

‖um(s)‖2 ds,

≤ k0

2

∫ t

0

∥∥∥u′

m(s)
∥∥∥2

ds+ k6 (T ) . (3.103)
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Le septième terme, et pour γ > 0 ; on a

∣∣∣g (0) (∇um(t),∇u
′

m(t))
∣∣∣ ≤ γ

∫
Ω

∥∥∥∇u
′

m(t)
∥∥∥2

(L2(Ω))n
dx+

1

4γ

∫
Ω

‖g (0)∇um(t)‖2
(L2(Ω))n dx,

≤ γ
∥∥∥u′

m(t)
∥∥∥2

+
|g (0)|

4γ
‖um(t)‖2

≤ γ
∥∥∥u′

m(t)
∥∥∥2

+ k7 (γ) . (3.104)

Le huitième terme, comme
∫ t

0

∣∣f ′
(σ)
∣∣2 dσ ≤ C, on déduit donc∫ t

0

∣∣∣f ′
(σ)
∣∣∣ ∣∣∣u′′

m(σ)
∣∣∣ dσ ≤ 1

2

∫ t

0

∣∣∣f ′
(σ)
∣∣∣2 dσ +

1

2

∫ t

0

∣∣∣u′′

m(σ)
∣∣∣2 dσ

≤ C +
1

2

∫ t

0

∣∣∣u′′

m(σ)
∣∣∣2 dσ. (3.105)

A ce point, on choisit γ assez petit est combinant (3.99)-(3.105) on obtient∣∣∣u′′

m(t)
∣∣∣2 +

∥∥∥u′

m(t)
∥∥∥2

≤ k8

(∫ t

0

∣∣∣u′′

m(s)
∣∣∣2 ds+

∫ t

0

∥∥∥u′

m(s)
∥∥∥2

ds

)
+ k9. (3.106)

Reprenant (3.106) on en déduit que∣∣∣u′′

m(t)
∣∣∣2 +

∥∥∥u′

m(t)
∥∥∥2

≤ k10. (3.107)

On en déduit l’estimation

u
′

m demeure dans un borné de L∞
(
0, T ;

(
H1

0(Ω)
)n)

, (3.108)

u
′′

m demeure dans un borné de L∞
(
0, T ;

(
L2(Ω)

)n)
. (3.109)
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En particulier

u
′′

m demeure dans un borné de L2
(
0, T ;

(
L2(Ω)

)n)
. (3.110)

Etape.3 Passage à la limite.

D’après (3.72), (3.73), (3.86), (3.87), (3.108) et (3.109), on peut extraire une suite

u
′
µ(t) telle que

uµ −→ u dans L∞
(
0, T ; (H2(Ω) ∩H1

0(Ω))n
)
faible étoile, (3.111)

u
′

µ −→ u
′
dans L∞

(
0, T ; (H1

0(Ω))n
)
faible étoile, (3.112)

u
′′

µ −→ u
′′
dans L∞

(
0, T ;

(
L2(Ω)

)n)
faible étoile, (3.113)∣∣∣u′

µ

∣∣∣ρ u
′

µ −→ ψ dans L
ρ+2
ρ+1 (Q) faible. (3.114)

On sait d’après (3.88) et (3.110) que

u
′
m demeure dans un borné de L2

(
0, T ; (H1

0(Ω))
n)
,

et u
′′
m demeure dans un borné de L2

(
0, T ; (L2(Ω))

n)
.

Et on sait que l’injection H1
0(Ω) −→ L2(Ω) est compacte. On peut donc appliquer le

théorème 1.4.3 de compacité, de Aubin (voir [8]), avec

B0 = (H1
0(Ω))n, B = B1 =(L2(Ω))

n et p0 = p1 = 2,

c’est à dire qu’on peut extraire une suite u
′
µ telle que

u
′

µ −→ u
′
dans L2

(
0, T ;

(
L2(Ω)

)n)
=
(
L2(QT )

)n
fort et presque partout. (3.115)
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Et comme l’application f −→ |f |ρ |f | , applique Lρ+2(Ω) sur Lp
′
(Ω), avec

1

p′ +
1

ρ+ 2
= 1,

alors ∣∣u′
µ

∣∣ρ u
′
µ demeure dans un borné de L∞ (0, T ; (Lρ+2(Ω))n) ,

il existe donc ψ ∈ L∞(0, T ; (Lp′(Ω))n) telle que

∣∣∣u′

µ

∣∣∣ρ u
′

µ −→ ψ dans L∞
(

0, T ; (Lp′(Ω))n
)
faible étoile. (3.116)

Pour cela, on applique le lemme1.5.2 avec

Θ = QT , gµ =
∣∣u′

µ

∣∣ρ u
′
µ, avec q = p′ =

ρ+ 2

ρ+ 1
,

d’après (3.115)

u
′
µ −→ u

′ presque partout dans Θ,

par suite

gµ −→ g =
∣∣u′∣∣ρ u

′ presque partout dans Θ,

de plus (3.116) donne

gµ −→ w dans L∞ (0, T ; (Lq(Ω))n) faible étoile,

or

L∞ (0, T ; (Lq(Ω))n) ⊂ Lq(Θ),

alors

gµ −→ ψ dans Lq(Θ) faible.

Par conséquent

ψ = g =
∣∣u′∣∣ρ u

′ .

81
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C’est à dire qu’on a l’estimation suivante

∣∣∣u′

µ

∣∣∣ρ u
′

µ −→
∣∣∣u′
∣∣∣ρ u

′
dans L∞

(
0, T ; (Lρ+2(Ω))n

)
faible étoile. (3.117)

On déduit de (3.70), (3.74) et (3.86) que

(
u

′
µ, ej

)
−→

(
u

′
µ, ej

)
dans L∞(0, T ),

A(uµ, ej) −→ A(u, ej) dans L∞(0, T ),

(u
′′
m(t), ej) =

(
∂

∂t
u

′
µ, ej

)
−→

(
∂

∂t
u

′
µ, ej

)
dans D′

(0, T ),

(
∣∣u′

µ(t)
∣∣ρ u

′
µ(t), ej) −→ (

∣∣u′
(t)
∣∣ρ u

′
(t), ej) dans L∞(0, T ).

Par passage à la limite pour les termes des équations (3.99) dans D
′
(0, T ) (par

exemple), pour m = µ et j fixe ; on va avoir

(u
′′
(t), ej) + A(u(t), ej)−

∫ t

0

g
′
(t− s) A(uµ(s), ej)ds+ (

∣∣∣u′
(t)
∣∣∣ρ u

′
(t),ej)

= (f , ej), j = 1, ..m.

Par conséquent

(u
′′
(t),v) + A(u,v)−

∫ t

0

g
′
(t− s) A(uµ(s),v)ds+

(∣∣∣u′
∣∣∣ρ u

′
, v
)

= (f ,v),∀v ∈
(
H2 (Ω) ∩H1

0(Ω)
)n
.

D’où l’existence de la solution.
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2.Unicité :

Supposons que le problème admet deux solutions u1, u2. Posant

U = u1 − u2.

On aura après soustraction, le système :

U
′′

+ α∆U−
∫ t

0

g (t− s) ∆U(., s)ds+
∣∣∣u′

2

∣∣∣p−2

u
′
2 −

∣∣∣u′
1

∣∣∣p−2

u
′
1 = 0. (3.118)

Prenant le produit scalaire des deux membres de (3.118) par U
′
(t), on obtient :

1

2

d

dt

[∣∣∣U′
(t)
∣∣∣2 + α ‖U (t)‖2

]
−
∫ t

0

g (t− s) A(U(s), U
′
(t))ds

+

(∣∣∣u′
2

∣∣∣p−2

u
′
2 −

∣∣∣u′
1

∣∣∣p−2

u
′
1, U

′
)

= 0.

Mais

−
∫ t

0

g (t− s) A(U(s), U
′
(t))ds =

1

2

d

dt

(
1

2
g◦∇U(t)−

(∫ t

0

g (s) ds

)
‖U(t)‖2

)
−1

2
g

′ ◦ ∇U(t) +
1

2
g (t) ‖Um(t)‖2 .

Alors

1

2

d

dt

[∣∣∣U′
(t)
∣∣∣2 +

(
α−

∫ t

0

g (s) ds

)
‖U (t)‖2 + g◦∇U(t)

]
−1

2
g

′◦∇U(t) +
1

2
g (t) ‖Um(t)‖2 +

(∣∣∣u′

1

∣∣∣ρ u
′

1 −
∣∣∣u′

2

∣∣∣ρ u
′

2, U
′
)

= 0. (3.119)
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Remarquons que(∣∣∣u′

1

∣∣∣ρ u
′

1 −
∣∣∣u′

2

∣∣∣ρ u
′

2, U
′
)

= (
∣∣∣u′

1

∣∣∣ρ u
′

1, u
′
1) + (

∣∣u′
2

∣∣ρ u
′
2, u

′
2)− (

∣∣u′
1

∣∣ρ u
′
1, u

′
2)− (

∣∣u′
2

∣∣ρ u
′
2, u

′
1)

=

∫
Ω

[∣∣∣u′

1

∣∣∣ρ+2

+
∣∣∣u′

2

∣∣∣ρ+2

− (
∣∣∣u′

1

∣∣∣ρ +
∣∣∣u′

2

∣∣∣ρ)u′

1 · u
′

2

]
dx,

or

u
′
1 · u

′
2 ≤

∣∣u′
1 · u

′
2

∣∣ ≤ ∣∣u′
1

∣∣ . ∣∣u′
2

∣∣ ,
alors∣∣u′

1

∣∣ρ+2
+
∣∣u′

2

∣∣ρ+2 − (
∣∣u′

1

∣∣ρ +
∣∣u′

2

∣∣ρ)u′
1 · u

′
2 ≥

∣∣u′
1

∣∣ρ+2
+
∣∣u′

2

∣∣ρ+2 −
(∣∣u′

1

∣∣ρ +
∣∣u′

2

∣∣ρ) ∣∣u′
1

∣∣ . ∣∣u′
2

∣∣
=
∣∣u′

1

∣∣ρ+1
(
∣∣u′

1

∣∣− ∣∣u′
2

∣∣) +
∣∣u′

2

∣∣ρ+1
(
∣∣u′

2

∣∣− ∣∣u′
1

∣∣)
=
(∣∣u′

1

∣∣ρ+1 −
∣∣u′

2

∣∣ρ+1
)

(
∣∣u′

1

∣∣− ∣∣u′
2

∣∣) ≥ 0,

en effet on sait que la fonction x ∈ R+ 7−→ xρ+1, est croissante, donc ∀x, y ∈ R+

(xρ+1 − yρ+1) (x− y) ≥ 0.

On en déduit l’inégalité

∫
Ω

[∣∣∣u′

1

∣∣∣ρ+2

+
∣∣∣u′

2

∣∣∣ρ+2

−
(∣∣∣u′

1

∣∣∣ρ +
∣∣∣u′

2

∣∣∣ρ)u
′

1 · u
′

2

]
dx ≥ 0,

c’est à dire

(
∣∣u′

1

∣∣ρ u
′
1 −

∣∣u′
2

∣∣ρ u′
2, U

′
) ≥ 0.

D’aprés la condition (G2), g
′ est négative et d’aprés la définition de (g ◦ ∇um) (t),

on a : (
g

′◦∇um
)

(t) ≤ 0

et comme g (0) > 0 on a :

1

2
g◦∇U(t) ≥ 0 et

1

2
g (t) ‖Um(t)‖2 ≥ 0,
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de sorte que (3.119) donne

d

dt

(∣∣∣U′
(t)
∣∣∣2 +l ‖U (t)‖2 + g◦∇U(t)

)
≤ 0. (3.120)

Soit χ l’application définie par :

t −→ ψ (t) =
∣∣∣U′

(t)
∣∣∣2 +l ‖U (t)‖2 + g◦∇U(t).

L’application χ est dérivable, et

dψ (t)

dt
6 0.(en utilisant l’équation (3.120)).

Donc l’application χ est décroissance sur R+ − {0}, et comme

ψ (0) =
∣∣∣U′

(0)
∣∣∣2 +l ‖U (0)‖2 = 0,

⇒ χ (t) = 0.

On aura finalement U′ = 0 et U = 0. Par conséquent u1 = u2. D’où l’unicité de la

solution.
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Chapitre 4

Solution périodique - cas hyperbolique

Résumé

Des nombreuses applications de la physique mathématique reposent sur la simula-

tion des régimes périodiques. On propose les systèmes qui représentent théoriquement

la solution périodique cas hyperbolique non linéaire gouvernée par le système de Lamé.

On s’intéresse à l’existence et l’unicité de la solution périodique. Les techniques utilisées

seront celles de la méthode de monotonie.

86



Chapitre 4 Solution périodique− cas hyperbolique

4.1 Généralités sur le problème et notations

Soit Ω un corps élastique en déplacement soumis a une force extérieur f et avec les

données initiales périodiques. Notre problème est de déterminer le vecteur de déplacement

périodique en-temps (où T-périodique) en chaque point. Supposons maintenant que Ω est

un ouvert borné de Rn, de frontière régulière Γ. On désigne par u = {u1, u2, . . . , un}

un vecteur sur QT = Ω× ]0, T [ , où T est un réel fini et posons ΣT= Γ× ]0, T [ .

Nous allons chercher une solution périodique en t de

u
′′ − Lu +

∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣ρ ∂u

∂t
= f , dans QT , (4.1)

u = 0, sur ΣT , (4.2)

u(0) = u (T ) et u
′
(0) = u

′
(T ). (4.3)

On introduit les notations suivantes :

A(u,v) = µ

n∑
i, j=1

∫
Ω

∂uj
∂xi

∂vj
∂xi

dx + (λ+ µ)(divu,divv),

‖v‖ = A(v,v)
1
2 .

On prend

h (u) = |u|p−2 u, avec p = ρ+ 2.

On appelle valeur moyenne d’une fonction u(t) définie et continue sur l’intervalle [0, T ]

l’expression :

u(t) =
1

T

∫ T

0

u (t) dt.

On écrit

ϕ
′
, ϕ

′′
, ....au lieu de

∂ϕ

∂t
,
∂2ϕ

∂2t
, ....
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4.1.1 Orientation

Une difficulté essentielle est la suivante : Si l’on applique la méthode de Fædo-Galerkin

avec une base e1, e2, . . . , em, ...de l’espace (H1
0 (Ω) ∩ Lp (Ω))

n
. On définit um(t) une

solution approchée par

um(t) ∈ Vm = [e1, e2, . . . , em] et um(t) =
m∑
j=1

gjm(t)ej.

Telle que

(u
′′

m(t), ej)+A(u, ej) +
(
h
(
u

′

m(t)
)
, ej

)
= (f , ej), j = 1, . . . ,m. (4.4)

u(0) = u (T ) et u
′

m(0) = u
′

m(T ). (4.5)

Si l’on multiplie (4.4) par g′jm(t) et sommons sur j. On aura

1

2

d

dt
|um(t)|2 +

1

2

d

dt
‖um(t)‖2 +

(
h
(
u

′

m(t)
)
, u

′

m(t)
)

=
(
f (t) , u

′

m(t)
)
. (4.6)

Remarquons que (4.6) donne(
1

2
|um(t)|2 +

1

2
‖um(t)‖2

)∣∣∣∣T
0

+

∫ T

0

(
h
(
u

′

m(t)
)
, u

′

m(t)
)
dt =

∫ T

0

(
k (t) , u

′

m(t)
)
dt,

(4.7)

alors à cause de (4.5) : (
1

2
|um(t)|2 +

1

2
‖um(t)‖2

)∣∣∣∣T
0

= 0. (4.8)
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De sorte que l’on obtient∫
QT

∣∣∣u′

m(t)
∣∣∣p dxdt =

∫
QT

f(t) u
′

m(t)dxdt. (4.9)

On pourra donc, dans une méthode convenable d’approximation obtenir une estimation

a priori sur
∥∥u′

m

∥∥
Lp(QT )

- mais cette estimation est insuffisante.

Pour trouver une solution au le problème. La situation s’améliore beaucoup si l’on

travaille avec des fonctions v telles que
∫ T

0
vdt = 0, d’où l’idée, due a G.PRODI, de

chercher l’existence et l’unicité de u sous la forme


u = v+ u,

u indépendant de t, ( u =
1

T

∫ T
0

u (x, s) ds),∫ T
0

vdt = 0.

(4.10)

On propose maintenant le problème (P5) suivant :

Problème (P5) :

On suppose que Ω est un domaine ouvert borné de Rn, et que p > 2. On donne

f ∈ Lp′ ( QT ) , (4.11)

et on cherche u tels que

u = v+u, (4.12)

u ∈
(
H1

0(Ω)
)n

+
(
W2, p

′

(Ω) ∩W1, p
′

0 (Ω)
)n

(4.13)

v ∈ L∞
(
0, T ;

(
H1

0(Ω)
)n)

, v
′ ∈ Lp (QT ) , (4.14)

solution des problème

u
′′ − Lu + h

(
u

′
)

= f , dans QT , (4.15)

u = 0, sur ΣT , (4.16)

u(0) = u (T ) et u
′
(0) = u

′
(T ). (4.17)
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Effectuons pour l’instant un calcul formulè à partir de (4.12), en portant dans (4.15),

il vient

v
′′ − Lv − Lu + h

(
v

′
)

= f . (4.18)

Pour éliminer u, on applique la valeur moyenne de deux membres de (4.15), ( ce qu’il

a certainement un sens), et le fait que u
′
= v

′ d’où

− L u + h (v′) = f . (4.19)

Faisant la différence membre à membre de (4.18) et (4.19), nous obtenons

v
′′ − Lv +

[
h
(
v

′
)
− h (v′)

]
= f − f . (4.20)

Donc pour résoudre le problème (P5), nous allons le plan suivante :

I) chercher une solution périodique en t à valeur moyenne nulle de

v
′′ − Lv +

[
h
(
v

′
)
− h (v′)

]
= f − f , dans QT , (4.21)

v = 0, sur ΣT , (4.22)

v(0) = v (T ) et v
′
(0) = v

′
(T ), x ∈ Ω (4.23)

v = T−1

∫ T

0

v (t) dt) = 0. (4.24)

II) Puis, si l’on trouve v solution (dans un sens convenable) de (4.21).....(4.24), On

définira u comme suit :

− L u = f −h (v′), dans Ω, (4.25)

u = 0, sur Γ. (4.26)

III) Par conséquent, u = v + u est solution T -périodique du problème initial (P5 ).

Nous allons maintenant donner un sens précis à ce qui précède.
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– Résolution du problème hyperbolique (4.21)..(4.24) par la méthode de mo-

notonie.

On propose maintenant le problème (P5I) suivant :

4.2 Position du problème

Soit p ∈ ]2, +∞[ .

Problème (P5I) :

On donne

f ∈ Lp′ ( QT ) . (4.27)

On suppose que Ω est borné, de frontière régulière, et on cherche v tels que

v ∈ L∞
(
0, T ;

(
H1

0(Ω)
)n)

, (4.28)

v
′ ∈ Lp (0, T ; (Lp(Ω))n) . (4.29)

Solution des problème

v
′′ − Lv + h

(
v

′
)
− h (v′) = f− f , dans QT , (4.30)

v = 0, sur ΣT , (4.31)

v(x, 0) = v(x, T ) et v
′
(x, 0) = v

′
(x, T ), x ∈ Ω. (4.32)

v = T−1

∫ T

0

v (t) dt) = 0. (4.33)

Remarque 4.2.1 1) La condition (4.31) est en fait entrainée par l’appartenance du v à

L∞
(
0, T ; (H1

0(Ω))
n)
.

2) Il résulte de (4.30) et de (4.28), (4.29) que

v
′′∈ L2

(
0, T ;

(
H−1 (Ω)

)n)
+ Lp′ (QT ) .

de sorte que v
′
(0) a un sens et la deuxième (4.32) condiion à un sens.
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4.3 Formulation variationnelle

Multiplions l’équation (4.30) par une fonction y ∈ (H1
0(Ω) ∩ Lp (Ω))

n et intégrons sur

Ω. On déduit, en utilisant la formule de Green que

(v
′′
, y)+A(v, y) +

(
h
(
v

′)−h (v′), y
)

= (f− f , y), ∀y ∈ (H1
0(Ω) ∩ Lp (Ω))

n
.

On peut alors poser le problème de la façon suivante :

Problème (PV5I) :

On donne

f ∈ Lp′ ( QT ) . (4.34)

On suppose que Ω est borné, de frontière regulière, et on cherche v tels que

v ∈ L∞
(
0, T ;

(
H1

0(Ω)
)n)

, (4.35)

v
′ ∈ Lp (QT ) . (4.36)

Solution des problème variationnel faible

(v
′′
,y)+A(v,y) +

(
h
(
v

′
)
−h (v′), y

)
= (f − f ,y), ∀y ∈

(
H1

0(Ω) ∩ Lp(Ω)
)n
, (4.37)

v(0) = v(T ) et v
′
(0) = v

′
(T ), (4.38)

v = T−1

∫ T

0

v (t) dt) = 0. (4.39)
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Remarque 4.3.1 Supposons que la solution v est assez régulière, alors les problèmes

(P5I), (PV5I) sont équivalents.

4.4 Existence et unicité de la solution

Théorème 4.4.1 le problème (PV5I) admet une unique solution T -périodique à valeur

moyenne nulle.

Preuve du théorème 4.4.1 :

Les techniques utilisées seront celles de la méthode de monotonie, la preuve se fait en

trois étapes

Etape.1 Approximation.

On applique la méthode de Fædo-Galerkin avec une base e1, e2, . . . , em, ...de l’espace

(H1
0 (Ω) ∩ Lp (Ω))

n
. On définit vm(t) une solution approchée par

vm(t) ∈ Vm = [e1, e2, . . . , em] et vm(t) =
m∑
j=1

gjm(t)ej.

Telle que

(v
′′

m(t),ej)+A(vm(t),ej) +
(
h
(
v

′

m(t)
)
−h (v′

m(t)),ej

)
= (f − f , ej), j = 1, . . . ,m.

(4.40)

Avec les conditions initiales périodiques :

vm (0) = vm (T ) , (4.41)

v
′

m (0) = v
′

m (T ) . (4.42)

C’est un système différentiel ordinaire non linéaire. Si on prend en considération les

conditions (4.41), (4.42), le système va admettre une (et une seule) solution périodique de

période T . ( noter que det (ei, ej) 6= 0, grâce à la linéaire indépendante de e1, e2, ..., em.)
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Par intégration de (4.40) sur une période T , et le fait que f − f = 0,

on a :∫ T

0

(
h
(
v

′

m(t)
)
−h (v′

m(t)),ej

)
dt =

(∫ T

0

(h
(
v

′

m(t)
)
−h (v′

m(t)))dt,ej

)
=

(∫ T

0

h
(
v

′

m(t)
)
dt− T × h (v′

m(t)),ej

)
= 0,

Nous obtenons :

A( vm, ej) = 0, j = 1, 2, ....., n. (4.43)

Et on deduire de (4.43) que la solution vm a une valeur moyene nulle.

Pour passer à la limite, on commence par faire une estimation à priori de vm.

Etape.2 Estimation a priori I.

Multiplions (4.40) par g
′
jm(t) et sommons sur j. On aura(

v
′′

m(t), v
′

m(t)
)

+ A
(
vm(t), v

′

m(t)
)

+
(
h
(
v

′

m(t)
)
− h (v′

m(t)), v
′

m(t)
)

=
(
f − f , v

′

m(t)
)
.

Alors

1

2

d

dt
|um(t)|2 +

1

2

d

dt
‖um(t)‖2 +

(
h
(
v

′

m(t)
)
− h (v′

m(t)), v
′

m(t)
)

=
(
f (t)− f (t), v

′

m(t)
)
. (4.44)

Remarquons que (4.44) donne(
1

2
|um(t)|2 +

1

2
‖um(t)‖2

)∣∣∣∣t2
t1

+

∫ t2

t1

(
h
(
v

′

m(t)
)
− h (v′

m(t)), v
′

m(t)
)
dt

=

∫ t2

t1

(
f (t)− f (t), v

′

m(t)
)
dt, (4.45)
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dans un cas particulier, t1 = 0, t2 = T, nous obtenons∫ T

0

(
h
(
v

′

m(t)
)
,v

′

m(t)
)
dt =

∫ T

0

(
f − f (t), v

′

m(t)
)
dt, (4.46)

et on aura ∫ T

0

(∣∣∣v′

m(t)
∣∣∣ρ v

′

m(t),v
′

m(t)
)
dt =

∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣v′

m(t)
∣∣∣p dxdt

=

∫ T

0

∥∥∥v′

m(t)
∥∥∥p
p
dt

=
∥∥∥v′

m(t)
∥∥∥p

Lp(QT )
,

et comme v′ = 0, on a∫ T

0

(
f (t)− f (t),v

′
(t)
)
dt =

∫ T

0

(
f (t) ,v

′
(t)
)
dt−

∫ T

0

(
f (t),v

′
(t)
)
dt

=

∫ T

0

(
f (t) ,v

′
(t)
)
dt.

D’autre part

∣∣∣(f (t) , v
′

m(t)
)∣∣∣ ≤ ∫

Ω

|f (t)|
∣∣∣v′

m(t)
∣∣∣ dx

≤
(∫

Ω

|f (t)|p
′
dx

) 1
p′
(∫

Ω

∣∣∣v′

m(t)
∣∣∣p dx) 1

p

, (
1

p
+

1

p′
= 1)

≤ ‖f (t)‖p′
∥∥∥v′

m(t)
∥∥∥
p
,

et

∫ T

0

‖f (t)‖q
∥∥∥v′

m(t)
∥∥∥
p
dt ≤

(∫ T

0

‖f (t)‖p
′

p′ dt

) 1
p′
(∫ T

0

∥∥∥v′

m(t)
∥∥∥p
p
dt

) 1
p

≤ ‖f (t)‖Lp′ (QT )

∥∥∥v′

m(t)
∥∥∥

Lp(QT )
,
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par conséquent

∥∥v′
m(t)

∥∥p
Lp(QT )

≤ ‖f (t)‖Lp′ (QT )

∥∥v′
m(t)

∥∥
Lp(QT )

,

donc ∥∥∥v′

m(t)
∥∥∥p−1

Lp(QT )
≤ ‖f (t)‖Lp′ (QT ) ≤ c1,

c.-à-d ∫ T

0

∥∥∥ v
′

m(t)
∥∥∥p

(Lp(Ω))n
dt ≤ c1, (c1 indépendant de m), (4.47)

on déduit de (4.47) que

v
′

m demeure dans un borné de Lp(QT ), (4.48)

et comme ∫ T

0

vm (t) dt = 0,

on a une résultat de (4.48) et Lemme1.3.2 que

∫ T

0

‖vm(t)‖p(Lp(Ω))n dt ≤ c2, ( c2 indépendant de m), (4.49)

donc on a

vm demeure dans un borné de Lp(QT ). (4.50)

Estimation a priori II.

Multiplions (4.40) par gjm(t) et sommons sur j. On aura(
v

′′

m(t), vm(t)
)

+ A (vm(t), vm(t)) +
(
h
(
v

′

m(t)
)
− h (v′

m(t)), vm(t)
)

=
(
f(t)− f(t), vm(t)

)
,
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d’où∫ T

0

‖vm(t)‖2 dt =

∫ T

0

(
v

′′

m(t), vm(t)
)
dt−

∫ T

0

(
h
(
v

′

m(t)− h (v′
m(t)), vm(t)

)
dt

+

∫ T

0

(
f(t)− f(t), vm(t)

)
dt, (4.51)

Par ailleurs

−
∫ T

0

(
v

′′

m(t), vm(t)
)
dt =

∫ T

0

∣∣∣v′

m(t)
∣∣∣2 dt,

et grace au fait que p = 2, (4.48) montre que

−
∫ T

0

(
v

′′

m(t), vm(t)
)
dt ≤ C2. (4.52)

Et comme ∫ T

0

vm(t)dt = 0,

on vérifie que :∫ T

0

(
h
(
v

′

m(t)
)
− h (v′

m(t)), vm(t)
)
dt =

∫ T

0

(
h
(
v

′

m(t)
)
, vm(t)

)
dt,

et
∫ T

0

(
f (t)− f (t), vm(t)

)
dt =

∫ T

0

(f (t) , vm(t)) dt.

D’autre part (d ’après (4.48) et (4.50)) :∫ T

0

∣∣∣(h(v
′

m(t)
)
, vm(t)

)∣∣∣ dt ≤ ∥∥∥h(v
′

m (t))
∥∥∥

Lp′ (QT )
‖vm(t)‖Lp(QT ) ≤ C3. (4.53)

De plus (d’après (4.34) et (4.50)) :∣∣∣∣∫ T

0

(f (t) , vm(t)) dt

∣∣∣∣ ≤ ‖f (t)‖Lp′ (QT ) ‖vm(t)‖Lp(QT ) ≤ C4, (4.54)

d’après (4.51), (4.52), (4.53) et (4.54) on en déduit que∫ T

0

‖vm(t)‖2 dt ≤ c,

vm demeure dans un borné de L2
(
0, T ;

(
H1

0(Ω)
)n)

. (4.55)

On va voir que ces estimations, et la monotonie suffisent pour passer à la limite.
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Etape.3 Passage àla limite.

D’après (4.50), (4.55), on peut extraire une suite vµ(t) telle que

vµ −→ v dons L2
(
0, T ; (H1

0(Ω))n
)

faible, (4.56)

v
′

µ −→ v
′
dans Lp (QT ) faible, (4.57)(

v
′′

µ, ej

)
=

∂

∂t

(
v

′

µ, ej

)
−→

(
v

′′
, ej

)
dans D

′
(0, T ), (4.58)

h
(
v

′

µ(t)
)
−→ χ (t) dans Lp

′

(QT ) faible, (4.59)

h
(
v′
µ(t)
)
−→ χ dans

(
Lp

′

(Ω)
)n

faible. (4.60)

Puisque

vµ (0) = vµ (T ) et
∫ T

0

vµ (t) dt = 0,

on en déduit que

v (0) = v (T ) et

∫ T

0

v (t) dt = 0.

Appliquant (4.40) pour m = µ et j fixe, on voit que

(v
′′

µ(t),ej)+A(vµ(t),ej) +
(
h
(
v

′

µ(t)
)
−h
(
v′
µ(t)
)
,ej

)
= (f(t)− f(t), ej), j = 1, . . . ,m.

(4.61)

Par passage à la limite pour les termes des équations(4.61) dans D′
(0, T ) (par exemple) ;

(
v

′′
(t), ej

)
+ A(v(t), ej) + (χ (t)−χ,ej) = (f(t)− f(t) (t) , ej), ∀ej, j = 1, . . . , m.

(4.62)

Par conséquent(
v

′′
(t),y

)
+ A(v(t), y) + (χ (t)−χ, y) = (f(t)− f(t),y), ∀y ∈

(
H1

0 (Ω) ∩ Lp(Ω)
)n
.

(4.63)

Et donc

v
′′

(t)−Lv (t) + χ (t)−χ = f(t)− f(t).
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Par ailleurs on a ainsi obtenu que

d

dt

(
v

′
µ, ej

)
−→

(
f(t)− f(t), ej

)
−A (vµ, ej)− (χ (t)−χ, ej) =

d

dt

(
v

′
, ej
)
,

dans L2(0, T ) + Lp′ (0, T ) faible, donc(
v

′
µ, ej

)∣∣
t=0
−→

(
v

′
(0) , ej

)
, et

(
v

′
µ, ej

)∣∣
t=T
−→

(
v

′
(T ) , ej

)
,

mais comme (
v

′
µ, ej

)∣∣
t=0

=
(
v

′
µ, ej

)∣∣
t=T

,

on en déduit que
(
v

′
, ej
)∣∣
t=0

=
(
v

′
, ej
)∣∣
t=T

∀j, donc

v
′
(0) = v

′
(T ) .

On aura donc démontré l’existence si l’on verifie que

χ (t) = h
(
v

′
)
. (4.64)

Remarquons que (4.63) donne

(
1

2

∣∣∣v′
(t)
∣∣∣2 +

1

2
‖v(t)‖2

)∣∣∣∣t2
t1

+

∫ t2

t1

(
χ (t)−χ, v

′
(t)
)
dt =

∫ t2

t1

(
f(t)− f(t), v

′
(t)
)
dt,

(4.65)

dans un cas particulier, t1 = 0, t2 = T, nous obtenons∫ T

0

(
χ (t)−χ, v

′
(t)
)
d =

∫ T

0

(
f(t)− f(t),v

′
(t)
)
dt, (4.66)

et comme v (0) = v (T ) , et on a

∫ T

0

(χ,v′) dt =

(
χ,

∫ T

0

v′dt

)
=
(
χ,v′

)
= 0,

et ∫ T

0

(
f(t)− f(t),v

′
(t)
)
dt =

∫ T

0

(
f (t) ,v

′
(t)
)
dt−

∫ T

0

(
f (t),v

′
(t)
)
dt

=

∫ T

0

(
f (t) ,v

′
(t)
)
dt,
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d’où

∫ T

0

(
χ (t) , v

′
(t)
)
dt =

∫ T

0

(
f (t) ,v

′
(t)
)
dt. (4.67)

De la propriété de la monotonie de h résulte que :

Xµ =

∫ T

0

(
h
(
v′µ (t)

)
− h (ϕ) ,v′µ − ϕ

)
dt ≥ 0, ∀ϕ ∈ Lp (0, T ; (Lp (Ω))n) . (4.68)

Mais

Xµ =

∫ T

0

(
h
(
v

′

µ

)
,v

′

µ

)
dt−

∫ T

0

(
h
(
v

′

µ

)
, ϕ
)
dt−

∫ T

0

(
h (ϕ) ,v

′

µ − ϕ
)
dt,

par conséquent

Xµ =

∫ T

0

(
f ,v

′

µ

)
dt−

∫ T

0

(
h
(
v

′

µ

)
, ϕ
)
dt−

∫ T

0

(
h (ϕ) ,v

′

µ − ϕ
)
dt,

d’où

lim sup
µ−→+∞

Xµ 6
∫ T

0

(
f ,v

′
)
dt−

∫ T

0

(χ , ϕ) dt−
∫ T

0

(
h (ϕ) ,v

′ − ϕ
)
dt,

Utilisant (4.67) on voit que

X =

∫ T

0

(χ− h (ϕ) ,v′ − ϕ) dt.

Comme Xµ > 0 on a donc X > 0,∀ϕ∈ Lp (Q). Nous allons en déduire que∫ T

0

(
χ− h (ϕ) ,v

′ − ϕ
)
dt > 0. (4.69)

On utilise maintenant l’hémicontinuité de h pour montrer que (4.69) entraîne χ =

h
(
v

′). On prend ϕ = v
′ − λw, λ > 0, ∀w ∈ Lp (QT ) , alors (4.69) implique :

λ

∫ T

0

(
χ− h

(
v

′ − λw
)
,w
)
dt > 0, (4.70)
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d’où ∫ T

0

(
χ− h

(
v

′ − λw
)
,w
)
dt > 0. (4.71)

Faisons λ tendre vers 0, nous obtenons∫ T

0

(
χ− h

(
v

′
)
,w
)
dt > 0, ∀w ∈ Lp (QT ) , (4.72)

donc

χ = h
(
v

′)
.

Il résulte de (4.30)

v
′′ − Lv + h

(
v

′
)
− f = h (v′)− f , f − h (v′) independant de t, (4.73)

si ϕ ∈ D (]0, T [), on a

v
′′
(ϕ) = −

∫ T

0

v
′
ϕ

′
dt ∈ (Lp (Ω))n ,

Lv(ϕ) =

∫ T

0

(Lv)ϕdt ∈
(
H−1 (Ω)

)n
,

h
(
v

′
)

(ϕ) =

∫ T

0

h
(
v

′
)
ϕdt ∈

(
Lp

′
(Ω)
)n
,

f(ϕ) =

∫ T

0

fϕdt ∈
(
Lp

′
(Ω)
)n
.

Si p > 2 ( i.e. p > p
′), (Lp (Ω))n ⊂

(
Lp′ (Ω)

)n, d’où(
f − h (v′)

)∫ T

0

ϕdt ∈
(
H−1 (Ω)

)n
+
(
Lp′ (Ω)

)n
,

et donc

f − h (v′) ∈
(
H−1 (Ω)

)n
+
(
Lp′ (Ω)

)n
. (4.74)

Alors (4.73) entraine que v
′′

= f− f + h (v′) +Lv − h
(
v

′) verifie
v

′′∈ L2
(
0, T ; (H−1 (Ω))

n)
+ Lp′ (QT ).
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2. Unicité :

Soient v1 et v2 deux solutions éventuelles et U = v1 − v2 ; alors

U′′ − LU+h (v′1)− h (v′2) = 0. (4.75)

Remarquons que (4.75) donne

1

2

d

dt

(
|U′|2 + ‖U‖2

)
= − (h (v′1)− h (v′2) ,U′) , (4.76)

par conséquent, on déduit de (4.76) que:

∫ T

0

(h (v′1)− h (v′2) ,v′1 − v′2) dt = 0, (4.77)

(par la monotonie de h) d’où

v′1 = v′2.

Alors U = v1 − v2 = θ et θ indépendant de t, et

θT =

∫ T

0

(v1 − v2) dt = T ( u1 − u2) si vi = ui − ui (cf.(4.12), (4.13)),

et donc on a

θ ∈
(
H1

0(Ω)
)n

+
(
W2, p

′

(Ω) ∩W1, p
′

0 (Ω)
)n
. (4.78)

Mais l’on déduit de (4.75) que

−Lθ = 0,

ce qui, joint à (4.78), montrer que θ = 0 d’où l’unicité.
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– On définit maintenant u par

− Lu + h (v′) = f , (4.79)

Posons l = f − h (v′), par suite (4.74) entraine

l ∈
(
H−1 (Ω)

)n
+
(
Lp′ (Ω)

)n
. (4.80)

L’équation (4.79) s’écrit donc{
−µ∆u − (λ+ µ)∇div u = I dans Ω,

u = 0 sur Γ,

λ et µ sont les constantes de Lamé, avec

µ >0 et λ+ µ > 0. (4.81)

Sous les hypothèse (4.81) , l’operateur de Lamé est un opérateur fortement elliptique

du second ordre. Par conséquent, les résultats classiques sur l’existence et la régularité des

solutions des elliptiques s’appliquent. On sait que le système de Dirichlet recouvre tout

systéme fortement elliptique (cf. AGMON [1]). Donc, d’après (4.80) on a

u ∈
(
H1

0(Ω)
)n

+
(
W2, p

′

(Ω) ∩W1, p
′

0 (Ω)
)n
.

– Par conséquent u = v + u est solution du problème (P5).
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Conclusion et perspectives

Ce travail contient quelques problème d’évolution d’ordre deux en temps intervenant

en mécanique des solides et fondamentale dans les applications du système de l’élasticité

linéaire. Nous supposons que le coefficient de Lamé, du matériau soient constants, on

vérifie alors que

divσ (u) = (λ+ µ)∇ (divu) + µ∆u =Lu.

On a présenté quelques résultats d’existence et d’unicité des solutions du quelque

problèmes aux limites gouvernés par le système de Lamé, perturbé avec un terme frac-

tionnaire linéaire, non linéaire où avec un terme viscoélastique. Les résultats obtenus sont

basés sur l’argument des théorèmes de J-L lions pour les équations hyperbolique non

linéaire. Supposons de plus que λ = −µ, alors l’équation se simplifie en

Lu =µ∆u.

Les problèmes, sont réduits à l’équation des ondes perturbés avec des conditions de

Dirichlet au bord. Donc les problèmes sont presque les problèmes des manières générales

les propagations ondes perturbés (acoustique, électromagnétique,..., etc.). Néanmoins, une

différence importante avec l’équation des ondes perturbés et que l’inconnue u(x, t) est

désormais une fonction à valeur vectorielles dans Ω ⊂ Rn.

Or l’établissement d’équations d’ondes dans divers coordonnées, nous amène à penser

à l’étude des phénomènes de propagation d’une perturbation (où déformation) dans un

milieu élastique où visqueux élastique.

L’élaboration des équations de vibration, après l’application des conditions aux li-

mites et les conditions initiales aux différentes coordonnées, est l’une des applications

industrielles utiles dans la matière.
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Avec les progrès technologiques, il est devenu nécessaire d’examiner en profondeur le

comportement des matériaux, en particulier ceux à propriétés non isotropes. De ce fait, les

recherches sont orientées dans ce sens vue l’importance et la diversité de leurs applications

en science et technologie, géophysique, séismologique, certaines branches de l’acoustique

et l’optique, l’astronomie, la physique des plasmas et les dispositifs médicaux.

– Des questions qui peuvent être posées sont :

1. est ce qu’on peut étudier l’existence et l’unicité des solutions lorsque nous

supposons l’élasticité non linéaire,

2. est ce qu’on peut obtenir l’existence et l’unicité des solutions lorsque nous

ajoutons la condition de Neumann, et sans la conditions sur la rotation dans

le quatrième problème ?

3. A- t- on des solution périodique pour l’équation

u
′′ − µ∆u− (λ+ µ)grad(divu) + |u|p−2 u = f ?

– Nous prévoyons dans le futur l’étude de l’existence et de l’unicité des solutions des

problèmes de thermo viscoélastique avec deuxièmes son perturbé, par la méthode

de compacité et par la méthode de monotonie.
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 مــــــلخـص

من  تفاضلية تحدية ذات معادلاالمسائل لبعض الالحل ھو دراسة وجود ووحدانية  مذكرةإن الھدف الأساسي لھذه ال
 مع وجـــود شـــرط يـــلاميتحكم فيھا مؤثر الدرجة الثانية من النوع الزائدية خطية وغير خطية ، بحيث يتحكم 

   .يديريكل

-انتشار الأمواج المضطربة في الوسطين المرن والفسكو معادلات حلولوجود ووحدانية   نتعرض لدراسةحيث 
 باستعمال الحلول الدوريةحالة بدارسة  أيضا قمنا و .التقنية المتبعة ھي تقنية التراصو، ) أي له حد ذاكرة( الاستيكي 

  . تقنية الرتابة

كلمات مفتاحيه : أمواج، حد ذاكرة ، وسط مرن متجانس ، وجود، وحدانية ، طريقة التراص ، طريقةالرتابة، دورية، 
. لاميثر ؤم، الاستيكي-فيسكو  

 Résumé  

Le principal objectif de ce mémoire est l'étude de l'existence, l’unicité de la solution de 
quelque problème limites à l’équation différentielle du second degré de type hyperbolique 
linéaire et non-linéaire, gouvernée par le système de Lamé avec la condition de Dirichlet, 

on étudie donc l’existence et l’unicité et après avoir considéré la forme mathématique des 
ondes perturbé dans un milieu élastique et viscoélastique. En utilisant la méthode de 
compacité. 

Et aussi nous avons étudié l’existence, l’unicité des solutions périodiques par la technique 
de monotonie. 

Mots-clés: ondes, terme mémoire, existence de la solution unique, milieu élastique 
homogène,  méthode compacité et la monotonie, périodique, viscoélastique, opérateur de 
Lamé 

Abstract 

     The main aim of this memory the study of the existence and uniqueness of solution of 
some limited problems having second degree differential equation whose type is from 
hyperbolic: linear and non linear. And it is controlled by Lamé influence with the 
existence of Dirichlet condition. We study the spread; we use the compactness technique 
of turbulent waves non linear in elastic homogenous medium and turbulent waves in 
viscoelastic medium. 

 We have studied the existence and uniqueness of periodic solution using the monotony 
technique.  

Key words: waves, memory term, existence, uniqueness, technique Compactness and 
monotony, periodic, elastic, viscoelastic, Lamé operator. 
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