ETUDE ASYMPTOTIQUE D'UN PROBLEME DE CONTACT UNILATERAL D'UNE PLAQUE MINCE CONTRE UN OBSTACLE RIGIDE
DANS L'ELASTICITE LINEAIRE
D. A. CHACHA & A. BENSAYAH
ETUDE ASYMPTOTIQUE D'UN PROBLEME DE CONTACT UNILATERAL D'UNE
PLAQUE MINCE CONTRE UN OBSTACLE RIGIDE DANS L'ELASTICITE LINEAIRE

D. A. CHACHA' & A. BENSAYAH®
'M.C. Université Kasdi Merbah-Ouargla.
’M.A. Université Kasdi Merbah-Ouargla

Résumé: En 2002, J.C.Paumier a réalisé¢ une modélisation asymptotique, d'un probléme de contact unilatéral, d'une
plaque mince de type de Kirchhoff-Love contre un obstacle rigide avec frottement de Coulomb. Il a prouvé que (&),
solution du probléme variationnel tridimensionnel, converge vers #(0) une limite caractérisée par un probléme
bidimensionnel sans frottement. Notre objectif est de valider ce résultat par le moyen d'une analyse asymptotique
formelle en montrant que le terme dominant u’ dans le développement asymptotique de (&) est caractérisé par le
méme probléme bidimensionnel.

Mots clés: plaque mince, contact unilatéral, Signorini, frottement de Coulomb, analyse asymptotique.

Abstract: In 2002, J.C.Paumier has studied a Signorini problem with Coulomb friction of a clamped Kirchhoff-Love
thin plate model, where he has proved that #(¢&), the solution of the three-dimensional problem, converges to 2(0)
characterized by a two-dimensional problem without friction. The aim of this paper is to valid this result using a formal
asymptotic analysis approach, where we prove that the leading term u’ in the asymptotic expansion of u(g) is
characterized by the same two dimensional problem.

Key words: thin plate, unilateral contact, Signorini, Coulomb friction, asymptotic analysis.

1 Introduction tridimensionnel avec frottement tend vers un probleme
Le contact unilatéral des corps élastiques, avec ou sans bidimensionnel sans frottement.

frottement, est une contrainte mécanique souvent Ce présent travail présente 1'étude asymptotique
rencontrée en mod¢lisation. La formulation de ce formelle d'un probléme élasto-statique de contact
probléme (sans frottement) a été décrite par Signorini en unilatéral, avec frottement de Coulomb, d'une plaque
1933. C'est en 1963 que Fichera [2] a réalisé l'analyse mince ¢lastique contre un obstacle rigide, avec les
mathématiques de ce probléme a travers un probleme de conditions de complémentarité¢ dites les conditions de
minimisation équivalent (méthode d'énergie). De Signorini et ceci sur la partie condidate au contact. Ce
nouveaux résultats d'existence, pour une classe de qui reste du bord est divisé en deux parties, une subit
problémes de contact sans frottement, ont été proposés une force surfacique, l'autre est encastrée. Enfin une
par Duvaut, Lions et d'autres pour le cas de frottement conclusion qui comporte les résultats essentiels.

non local (loi de Tresca), paru en 1972 dans [1], ou ils Dans toute la suite on utilise les conventions de
ont signalé un probléme ouvert d'existence et d'unicité notations suivantes: les indices ou exposants Latins
dans le cas avec frottement local (loi de Coulomb). prennent leurs valeurs dans {1,2,3} et les indices Grecs
Beaucoup de travaux traitant ce probléme ont été dans I'ensemble {1,2} a I'exceptionde & et O .La
publiés depuis. convention de sommation par rapport aux indices et
Pour le cas des structures minces, i.e, les corps exposants répétés est adoptée.

¢lastiques dont l'une des dimensions (I'épaisseur) est
petite devant les autres, par exemples: plaques minces,
coques minces et filaments. Ces modéles ont été
proposés par Kirchhoff, Love, Reissner, Mindlin,
Naghdi, Von Karman et Koiter en se basant sur lipschitzienne. Pour tout & >0 , on considére
quelques hypotheéses. P.armi ces .modéles on s‘int@'resse Qf = wx } £+ g[ un ouvert borné de R’ qui
au modele de plaque mince de Kirchhoff-Love qui a été
justifié par une analyse asymptotique en 1979 par
Ciarlet et Destyunder [7]. L'étude d'un probléme de d'épaisseur 2& . On note par [j = y X[— g, 6‘] ,

Soit @ un ouvert de R’ de fronticre €

caractérise le domaine occupé par une plaque élastique

contact unilatéral d'une plaque mince contre un obstacle & P .

. . R = = WX \—

rigide avec frottement de Coulomb a été réalisée par I =ox {+ g} ot IC @ { g} la frontiére
Dhia [3] en utilisant une méthode de pénalisation. En latérale, la face supérieure et la face inféricure de Q°
2002, J.C.Paumier [4], [5] a réalisé une modélisation respectivement.

asymptotique d'un probléme de contact unilatéral d'une On pose
plaque mince de type Kirchhoff-Love encastrée, contre V(QF) = {V cH' (Qg) /v=0 surT¢ },

un obstacle rigide ou il a prouvé que ce probleme
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Q) =V (Q)xV(QF)xV(QF)
'espace des déplacements admissibles.
Onnotepar Vv latracede v sur [ et par v
latracede v sur ['° | ousimplementpar v s'iln'y
a pas de confusion.

On suppose que le domaine Q¢ est occupé par un
matériau élastique isotrope et homogene de constantes

de Lamé¢ A>0 , pu>0. Ce corps Q° st

r & . \ . & \

encastré en I , soumis a une force volumique [,
. & &

une force surfacique g° sur ['° et entre en

contact unilatéral avec un obstacle rigide occupant le
domaine O° = {xg ek’ /(xf,x;)e , x5 >&d
avec d est une fonction d'interstice définie sur @
vérifiant d >0 et d € H; (a)) .

La condition de contact est définie par 1'inégalité:
v, <& d'ou les notations :

K(@Q)={ve V(Q°)/ v, <ad},
E(Qg) =V(Q)xV(Q°)x K(Q°) est l'espace

des déplacements admissibles avec la condition de
contact.

2 Probléme classique P°.C

La modé¢lisation du contact unilatéral d'un corps
élastique occupant le domaine €Q°  contre un obstacle

rigide occupant le domaine O° est caractérisé par le
probléme classique suivant:

Trouven® telque

—0;o; =f} dans(¥

ijnj =g surl”

u* =0 surly

W <ed, o, <0,0%,(0 —ad)=0sur I

‘Gi‘ <\+G§3‘ =u; =0 sur I}, vestlecoefficig¢defrottemer
| =Vt | =35> 0.5 =8, o =(o7,) surl?

POy

\ & & [ ;.
ow: n° =(n) estlanormale unitaire extérieure,

&

u® =u’(x) représente le champ de déplacement,

o’ =(o; (ug )) le tenseur des contraintes et

e’ =(e;(u)) estle tenseur des déformations

linéarisées avec:
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e

gl (.}J..J\ S ol

GZ (uE ): aijkleil (uc )
@y =A8;8y, + (3,8, +8,0;,), les coefficients élastiques

(3 est le symbole de Kroneker) )
5 u) = orus +o5ur)  of =2

X &

Remarquel:- 6353 représente la densité de la force

de pression et ., les densités des forces de

frottement.
3 Probléme variationnel (P°V)

Théorémel :-

Si u® estsolutionde (P°C) alors u® vérifie
le probléme (P°V’) suivant:
Trouver u® e K(Q“) tel que
as(ue,vs): r (Vs)+<cf3,vf>, Vvie \7((28),
(0%, 75 -15) 20, vi eK(Q),

—ﬁ;>+<v‘cs§3 >20, Vi eV(QS)

(P*V)

€

€ - =€ —&
<Ga3’V£x Vr|=[Ur

i

ou

as(ug,vs): ‘LScsfj(ug)é’jvfdx8
LS(VS): L fividx® + Lgfv_fdl“8

e —e\ _ £ —¢ e
<613’Vi>_ J.. ;v dl’
+

Remarque2:- Pour u° assez régulier, les problémes

(P°C) et (P°V) sontéquivalents

Remarque3:- Le probléme (PV') est équivalent au
probléme suivant:
Trouver u® e K( E) tel que :
a®(uf,ve —ut )+ (v = I > (v —u vy e K(Q7)
ou J(v) = [ Vo ||v|dr*®

qui admet une solution unique sous les conditions
ffe L? (Qg) , g € H‘”z(l“f) et vV assez

petit. Cette solution réalise le minimum de la
fonctionnelle:

F(VS)=%aS(VS,VS)+ Jv)- L (V8 ), Vv© e IZ(QS)

4 Etude asymptotique

4.1 Mise a I'échelle des données
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On utilise les principes généraux de l'analyse
asymptotique formelle introduits par Ciarlet &
Destuynder [7] . On définit l'ouvert fixe

Q= a)x] _
I, =y, x[-L+1] , supérieure I', = wx {_|_ 1} ot
=wX {— 1}_

On considere 'application bijective:

i Q->Q°

L;+1[ ainsi que les surfaces latérale

inférieure [

x:(xl’XZ’x3)_) x :(xlganga)é)/xlg le,ng :xz’xf =&,
A |

d'oud? =0, et 05 =—0;.
&

2 Q=Q", I )=I",
2T =T7 et 7)) =Ty.

Ainsi:

Mise a I'échelle des déplacements: Pour tout 2°

défini sur Q°
via les relations:

{uz oy’ = szua(s),

on lui associe u(&) défini sur Q

usoy” = eus(e)

viex® =evsle)

€ € _ .2

VeoxX =¢€ Va(S),

La condition de contact mise a I'échelle est définie pour
un déplacement v* € V(Qg) par: v, <d

On note ainsi:

{v H'(Q)/v=0 surF}

r@xv(@)x< Q)

ver(Q) v,<d sur T}

rQ)x V(@)K (©)

Mise a I'échelle des forces:

{ £ ox£:82fa,

<

Q
7 (Q

(
(
(®
(

>~

)
)
)
Q)=
7 oy’ =g,
g5 o’ =¢'g,

En appliquant les mises a I'échelle précédentes, on
obtient:

Le(ve)zg5 L(v) ouL(v)= LfiVidX+ .[ g v,dl
eiﬁ(ug ) = Szeaﬁ(u(g))’ €53 (u8 ) =&y (u(g)), e§3(uS ) = 633(11(8))

D'ou:
oty = oglut )= e, (o)), + 20, (ule)]+ e (ule)
oz = Ogs (ug ) =e2pe,, (u(e))
Oy = ('523(118 ) = (7\' + 2“) e33(‘1(8)) + gz}ww (u(g))

4.2 Mise a l'échelle du probléme variationnel
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Posons:

c,le)=¢ 05( )qﬁ(s) =g (b), 633(8)=84($§3(u8)

nous obtenons:
a*(u(e),v) Lcu (£)0,v,dx
avec:
O.5(8) = he,, (u(e))B g +2ue,, (u(e)) +& Ry (ule)d,,
0,3 (8) =& *2ue,; (u(e))
ou(e)=¢" (A+2p)ey; (u(e) +ehe,, (ule))

Théoréme2:- Si u°
(PV) alors
I'échelle (P(é‘)V) suivant:

Trouveru(e) € E(Q) telsque

a“(u(e),v)= L(v)+ (o4 (e),¥, LVve v(Q)
(03,(e).¥, —13(e)) 20,7 v, eK(Q)
<Gq3 (s),?l(1 -u, (8)> +8<V‘G33(8X, v (8]> >0, Vv, e V(Q)

est solution du probléme

u(g) vérifie le probleme mis a

Ple)V)

Ce probleme admet au moins une solution % (8) sous

les conditions £, € L’ (Q) g, €eH 1/2(F ) et

V  assez petit, cette solution réalise le minimum de la
fonctionnelle:

F(v)==a®(v,v)+J(v)- L(v),Vve IZ(Q)

4.3 Probléme bidimensionnel

Nous postulons le développement asymptotique
suivant:
ule)=u’ +ai' + 4% +...avea’ € K(Q), qe{0,1,2,..} (1)

Donc le développement du tenseur de déformation
devient:

el.j(g)= ei/(u°)+ eei/.(ul)+ gzel.j (u2)+ ey (2)

d'ou:

0,p(6) = 8_26;; + 8_10';), +&° Gaﬂ + e
c,)= 0, +e o +e%T0 + .
ou(e)= eo +e0, + 0 +eo, v ela + .

3)

avec:
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163%5 ; Z@uﬁé‘a »
_zayuyaaﬂ + ;;(@u; 08 )+ J042S,,
02 =04 +040) ; oih =0l +o ul)g oty = o i +o uz)

O35 :(ﬂ,+2,u)a3uj +40 ”w 013)3 (/1"'2#)63”3 +/16y”5

“

Lemmel: Si une fonction ¢ € r ( ), vérifiant

J(ﬁ@SI/Idx 0, pour tout WGV(Q) tel que

\|l =0 sur I', (tracenullesur I, ) -

$=0

Alors,
pp sur Q..

Preuve:- En effet, pour € € D(QQ), posons

1
w(x,Xx,,x;)=— J.l9(x1,x2,t)dt . Alors

t//ei;(Q), JZO sur I,
[popdx = [plic=0 VO eDQ) e
Q Q

et 05 =0 . Ainsi:

pel? (Q), ceci implique que ¢ =0
Q..

p-p sur

On introduit I'espace des déplacements de type

Kirchhoff-Love V}, défini par:

eV(Q) Jes(v) =0 |

Lemme2:- L'espace V, peut étre défini par:

[o=lo) i@ =
") <l <H(

De plus cet espace est isomorphe a I'espace:

V()= Hy (0)x Hy (o)< Hj (o).
Preuve:- Voir Ciarlet [8].

Théoréme3:- Si  u(&)  définie par (1) est solution du
probléme variationnel (P(S)V) alors u° est
solution du probléme (P, V) :

Trouver u’ € V,, (Q)nK(Q) telsque:
[,0050 v, dx = L(V)+< o 1>, VveVy,(Q)
<c§3,v3 —ﬁ2> 20,Vv, e K(Q)

> >0,Vv, e V(Q)

(Pe.V)

<G v

a3’

oy (/1+2ﬂ)8% o =(A+2u)03d; 033 = (A+200005 +70,10);

l, —X0,Th, Vs =7} telgu
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Preuve : Voir [9].

Onnote K(w)=H, (a)) xH, (a))x K(w) avec
K(w)= {v e H}(ow)/v< d}.

Remarque4:- D'apres le lemme2, chercher u’ dans

Vi (Q)ﬁ E(Q) revient a chercher (é:l NI )

dans K (). D'ou on peut ramener notre probléme

tridimensionnel (Pg,7) 4 un probleme
bidimensionnel.

Théorémed:- Soit u’ telque u) =&,

—%30,85
uy; =&, avec les fonctions &, sont assez réguliéres.
.0

Si u

est solution du probléme P, .V alors &,

&, vérifient le probléme bidimensionnel (P °B)
suivant:

Trouver &, € Hj(0), &, € K(w) tels que
kA’E, =hj +h; +h)} + o3,

(P'B) c'?ﬁnmB =h!
<Gg3,d—§3> =0,59, <0dans H ()
Gl =0sur ®
ou:
8 A o
3 }\, 25: h‘ .[ fdx +g, h [X3 fdx—0g.g :gi(XpXZ:_l)

4
na]} :ﬁlew(é)suﬁ +4+’eaﬁ(é)

Preuve : Voir [9].

5 Conclusion

Dans ce travail, on vient d'appliquer la méthode des
développements asymptotiques formels a un probléme
de contact unilatéral avec frottement de Coulomb d'une
plaque mince contre un obstacle rigide. Au premier
ordre significatif, on obtient un probléme unilatéral
bidimensionnel sans frottement qui est le méme résultat
obtenu par Paumier [4],[5] avec la méthode de
convergence. On remarque que dans le probléme limite
il ya une perte du terme frottement di au fait que la

3 .
force de frottement (en & ) est d'un ordre moins élevé

que la force de pression de contact (en gt ) et du fait
que cette derniére contrdle la force de frottement. Afin
de faire apparaitre le terme de frottement il faut aller
aux ordres suivants dans le développement
asymptotique.
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