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Introduction générale

La modélisation des problemes de contact entnex deorps déformables, dépend
essentiellement des propriétés mécaniques chegériaux considéré ainsi que des conditions
aux limites de contact . Parmi les différents tges problémes considérés, on peut citer les
problemes de contact bilatéral ou unilatéagéc ou sans frottement pour des corps élastiques

ou viscoplastiques.

L’accumulation des données expérimentales moites limitations des lois classique de
frottement aussi bien du point de vue mathématique mécanique . Des formulations
variationnelles et des résultats d’existence emidité on été obtenus par S. Drabla [3] dans |
cas d’'un probléme de contact sans frottement amtreorps élastique et une base rigide, et par
Patrick Hild et Patrick Laborde [1], pour un préime de contact sans frottement entre deux corps

déformables en utilisant la méthode des élémemits duadratique.

Notre but dans ce mémoire est d’étudier théoriqueree numériguement un probleme de
contact sans frottement entre deux corps déformabl@robléeme connu sous le nompdebleme

de Signiorin

Notre objet ici est I'étude de ce méme problémerpdes matériaux ayant une loi de

comportement élastique non linéaire de la forme :

o =l
Ou o',u’ ete(u’ représentent respectivement le champ des consalatehamp des déplacements
et le tenseur des déformations linéarisé, on suppus la frontiére d€’ est constituée de trois
partie disjointe deux a deuk’ =I O OF,[' nT =g Oi# . On suppose que les parties
r,,r,,I sont mesurables au sens bebesgueleN —1dimensionnelle. La formulation classique

du probléeme mécanique sera notéehaCe mémoire se divise en deux parties.

La premiere partie elle méme se devise en deuxitcbapdans le premier on considere le
probléeme mécaniqul dans le cas ou le loi de comportement est noraili@é En utilisant la
formule deGreen ainsi que l'inégalité d&orn, on propose deux formulations variationnellBg

et P,. Le problémeP; est la formulation variationnelle qui dépend ueiqent de I'inconnue’,

tandis que le problént, ne dépend que dg’ . En utilisant le théoréme ®&ampachiaoncernant
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les inéquations variationnelles elliptiques, aigge des hypothéses de régularité qu’on imposera
par la suite, on démontre qu® possede une solution unique. Par le méme résuléatigns le cas

du problémeP;, nous prouvons l'existences et l'unicité d'uneusioin du problemeP, Et on
termine ce premier chapitre de la premiere padiegudier le lien entre, d'une part les solutions

des problemes variationndtget P, , et d’autre part entre les problentas P, et le problemé.

Dans le second chapitre, on considénerddlémeP , ou la relation entres’ et u’ sera
donnée par une loi de comportement connue sousne ae loi deHook qui modélise les

phénomenes de I'élasticité linéaire. Pour ce problé@n propose la formulation variationnelles
mixte du probléme mécaniqeol les inconnues dans ce cas, sont le champs tecdgentu’

et le tenseur de contraintes’ . On démontre en suite un résultat d’existencd wticité, en

utilisant le théoreme deax-Milgram ainsi que le théoréme &ampachia.

Dans la seconde partie, on s’intéresse a I'étadenériquement d’'un probléeme de contact
sans frottement a deux corps surfaciqgues défdemaliobjet de cette partie est d'étudier
numériguement de ce méme probléme précédent psundtriaux surfacigues homogénes ayant
une loi de comportement élastique linéaire. La midation variationnelle de ce probleme

meécanique est donnée par le problémetabli dans le second chapitre de la premiéregra@n

sait que ce probléme admet une unique solution WaxsM de la formdu,-o,) .

Pour étudier numériquement ce problépmesuppose qu&®',Q* sont des polygomseEn

utilisant la méthode des éléments finis, le prot@P,, (pour n =2) se transforme a un probleme
variationnel approché, noté gaf, . Cecinous permet d’approcher la solution exagigi) par une
solution approcheg,,4,). On introduit les deux ensemblgset M,, ou V,, M, désignent

respectivement le sous espace, de dimension fapimehés , d& , M. Cette partie se devise en

deux chapitres.

Le premier chapitre est consacré a laluéea numeérique du problem@, qui consiste a

approcher la solution exaci@, A) par une solution approch@e, A, ), on utilise la méthode des
éléments finis telle que, la méthode des elemenits de type linéairem , = L.", ¢r=12; et celle
de type quadratiqud , =Q,", ¢=12 . Pour cela, on aura besoin de quelques techntglies que la

méthode d’interpolations deagrangelinéaire ou quadratique et celle de projections.
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De plus, et comme dans la premiére partie, nousniexams la question d’existence et

d’unicité d’'une solution approchée du probleme rdisse.

Dans le second chapitre, on s’intéresse a I'analgseerreurs. En utilisant les théorémes des
traces, les injections compactes et continueSal#ley ainsi que les inégalités d’interpolation et
I'inégalité de Cauchy-Schwartzon arrive a donner I'estimation de I'erreur. Gmntine par une

comparaison entre la méthode des éléments finigpdelinéaire et celle de type quadratique.

Finalement, ce mémoire se termine par une concludnt on résume les principaux résultats

obtenus durant I'étude du probleme considéré.
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Notations

IN Ensembles des entiers naturels

IR Ensembles des nombres réels

o Constante réelle strictemersitpee

XX Application

Oy Gradient de I'applicatiah

Div Divergence de 'applicatiah

oy Sous-différentiel dg ;

(x,y) Paire d’'un espace prodXitxY ;

X" Espace définie par ¥ = {x = (xl )i x OX ;i= 1_}

X Espace défini pa{?NXN:{X: X.,)/ X =% UX =1V |

S, Espace des tenseurs d’ordre dgmétrique suiR”

0, Elément zéro dB" ou S_ ;

In Elément unite d& ;

Produit scalaire slR” ou S_ ;

‘ , ‘ La norme euclidienne d®”" ou S,

|-, La norme sur l'espace ;
(), Le produit scalaire sur I'espaxe;
X - X Convergence forte dans ;

x OfF-x Convergence faible danX ;

Q, Elément zéro dX ;
X' Espace dual topologique de EespX ;
X Espace dual algébrique de BespX ;

() s Produit dual entrX'et X ;
I L’'opérateur identité st ;

p.p Presque partout
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Q' /=12 Ouvert delR" (N=1.2.3), parfois domaine Lipchitzien
Q' L'adhérence d& '
r La frontiére d& "

r' (i=1.2.9 Les parties de frontiere

mef") Mesure de Lebesgue (N-1) dimensionrudie

dr’ Mesure superficielle spf

n. Normale extérieure unitairer

Vv, .V, Les composantes normales et tangentiglleshamp vectoriel’ défini surQ*
C'l(Q’) L’espace des fonctions réelles contieftndifférentiables su®

D(Q") L’espace des fonctions réelles imdéafent différentiables et a support compact

contenu darg’
D'(Q”) Espace des distributions suf

ci(7) 7 segment Espace des fonctions GE(T) avec support compact dams

o =fp ={g). 1 6000 )} (ol )
D=D'xD’
o' ={r =(7) . 1 77 oo(@ )l =(pl )

D'= D"xD"
o = =l0) 1 & =o' ook f=ola )

D=D' XD :
VAR SV ) o ). I G Y P J\NN
o' ={g =g) 1 g =g 00} -}=( )" -
®|:@llx@|2 :
ILZ(Q”) Espace des fonctious mesurables su * telles queHUk\de<+°°
o
IL” (Q‘) Espace des fonction$ mesurables su@ ‘ telles qu'il existe ¢ >0
u‘|s c ppsurQ’
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H=H'xH?
H =H xH’
2 =(e))"
o =)
H =H xH?
H = H xH

H” (F”) Espace de Sobolev d’ordre %2 Bur

H, :(H%(rf)y ;

H*yz(r‘f) Espace dual dHyZ(F”) ;

r!

. . : SAR
H Eespace dual #e, ,i.e,H =(H (I' ))

0. 4 y . . spe = /
y iH, - H L'application trace deéfinie sur |

/_/

R' H - H! Linverse a droite de I'applicatiory”

v oAH - H'r[ L'application trace définie su#/’’

R':H _ #  Linverse adroite de I'applicatiorf/’
H’“(Q“) mON Espace de Sobolev d’'ordredéefini par :
H"Q)={y o) /pwoi); |a|<m}

La norme définie su”(Q') par [¥]inca) =

H ’ HH"‘(Q/)

H’(Q‘) .70IR,-IN; Espace de Sobolev d’ordredefini par ; si

r=m+6 /mONet0<6<1 ,
wie)={ vo

Norme d’espacéi’(Q“) avecr R —N ; définie par:

" ) "H’(Q” )

”W”H’(gz’) = [”W ”Z’“(g ) Z _”

“IH™ Q)

wle)r |

alors

[23 u(x D" u(y)(

D° w(X) D w(y)l

Semi-norme définie su? "(Q') comme suivant :

)%

12(Q")

dx.dyc+oo; |of =m }
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¥
| |11 (Q)_|:Z|| IL(Q):|
<"'>-;,§,r Le produit de dualité entfe™(r) et H(r)
([ La norme définie suf (") comme suivant
W)y
}é —_— Sup 272
|M| o o 2(r) "(D” w20

Cc™(r) .m=0,1.0<v <1: Espacdiolderiénne d’ordrem

‘Di f(x)-Dif(y)
Ix=yl”

cm-"(r):{f oc"(r) ;sup

< o0 : Dism}

La norme définie s@™ () par :

H ' Hc”"’(r)

“f(x)-D" f(y
” ”c v (r) |ajsm ( X+r‘1;|‘ax51yjrr) |X— y" )I
| , Semi-norme définie s@™ (") par :
cmv(r)
_ “f(x)-D f(y)
| f]cnvr, =maxsup -
la|=m x,ydr ‘X— y‘

G Injection continue ;
a Injection compacte ;
L(x,y) L'espace des fonctions linégiee continues deX’ dansy’
/:m(/() L’espace des polyndmes définis ‘mmsembleK de degré< m

v(Q')={v'OH/ v =0surr! }

Codvrar, Le produit scalaire SUfQ") défini par ;

v, g, = (el )l ),
(o) Le produit scalaire syr défini :

Va), =V ), g+ V2E),
diam(K ) Le diamétre de I'ensemlile; diam(K )= syuDEd(x y)
T, Triangulation d2" d’un diamétres h
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¢, Ensemble des nceuds dignsle la triangulationﬂJg

M= {IUDH}/Z( ) I {(u. y/>11r >0: Dz//DHZ( )aveo//>0 ppsurl'}

v,f@)={v olcl )1 v =0}

0(p, (k) okOT,8 V],
v =V (')xv (@?)

w'(r.)={y, oc(F)/ o/ ov (@) tq: vy =y, surr}
{ ow'(r,)/ u, 2 0surl’, }
r

h

L‘:{ Dwf(3)3/ >0: Ox0¢'}
)

Q- { th’rslj,u//dr>o DWDQ}

L {ﬂh ow, (7,)/ [ ww,dr 200y, O L"h}
7, L'opérateur de projection swy’ (I )
k*={y ov 12|y n]<0; surr }

K :{uh ov. /vl <0 ;Dxmfj}

¢ Fonctions de base de Lagrangersur

I Interpolation linéaire du Lagrange syrassociée a la triangulatiah ,

a)f Fonctions de base de Lagrange QUrassociés a la triangulatidh’,
/rf Interpolation surfacique du Lagrange € associée a la triangulatidh
=1, =12

i =17,1) ¢=12

N

Xh" (rs) Espace des fonctions continues par morceauk sirconstantes sur les segments

Associés au triangulatia, surT,

! L'opérateur de projection suy! (rs) .
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PARTIE |

ETUDE THEORIQUE D'UN PROBLEME DE CONTACT

SANS FROTTMENT

INTRODUCTION

Dans cette partie, on s’intéresse a I'étude thé@erijun probleme de contact sans frottement
entre deux corps déformables. Ce probleme, coousile nom dprobléeme de Signorin
Notre objet ici est I'étude de ce méme problemer p@g matériaux ayant une loi de comportement

élastique non linéaire de la forme :

o' = F'(e(u)
o' u’ ete(u’ représentent respectivement le champ des consalatehamp des déplacements et
le tenseur des déformations linéarisé , on supposda frontiére d€)’ est constituée de trois
parties disjointes deux & delix =I; O, OI,,I' nT{ =¢, Oi# j. On suppose que les parties
r,,I, .l sont mesurables au sens ldebesgualeN —1dimensionnelle. La formulation classique

du probleme mécanique sera notéehar

Cette partie se divise en deux chapitres, danselmigr on considére le probleme mécanique
P dans le cas ou la loi de comportement est noaili@é En utilisant la formule déreen ainsi que
I'inégalité deKorn, on propose deux formulations variationnellsetP,. Le problemd; est la

formulation variationnelle qui dépend uniquement’iseonnueu’ , tandis que le probléni® ne

dépend que d& . En utilisant le théoréme @ampachiaoncernant les inéquations
variationnelles elliptiques, ainsi que des hypotiséde régularité qu’'on imposera par la suite, on
démontre queP; posséde une solution unique. Par le méme résuléatigns le cas du probleme
P1, nous prouvons I'existence et l'unicité d’'une s du problemé>, Et on termine ce premier
chapitre de la premiére partie par étudier le learire les solutions des problémes variationBgls
etP,.

Dans le second chapitre, on considére le probRmel la relation entrer’ etu’ sera
donnée par une loi de comportement connue souseanloi deHook, qui modélise les
phénomenes de I'élasticité linéaire. Pour ce problén propose la formulation variationnelle

mixte du probléme mécanique ou les inconnues dans ce cas sont le champ decdépatu’ et

le tenseur de contraintes . On démontre en suite un résultat d’existencBugticité, en utilisant

le théoréme deax-Milgram, ainsi que le théoréme &ampachia.



CHAPITRE 1

ETUDE VARIATIONNELLE D'UN PROBLEME NON LINEAIRE
DE CONTACT SANS FROTTMENT

Résumé :

Dans ce chapitre, on considére un probleme amtitg contact sans frottement entre deux
corps déformables ayant une loi de comportementlinéaire. En utilisant la formule déreenet
I'inégalité deKorn, on établit deux formulations variationnelles dolgeme considéré, (notéy,

P,) dont 'avantage est que la premiere formulatierdépend que du champ de déplacement, tandis
que la deuxieme dépend uniquement de tenseur deaicmes. En utilisant le théoréme de
Stampachiaon démontre que chacun des problefest P,, possedent une solution unique. Et on

termine ce chapitre par étudier le lien entrestdations des problemes variationnélet Py,

Contenu:
1. Formulation du probléme et hypothéses :
1.1. Position du probleme;
1.2. Hypotheses;
1.3. Formulation variationnelle.
2. Existence et unicité;

3. Résultats d’équivalence.
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1. Formulation du probleme et hypotheses
1.1. Position du probleme

Dans ce paragraphe, on considere le probléme néaile suivant :
ProblémeP: Trouver les champs des déplacemems(ul,uz) avecu’ : Q" - IR" et les champs
des contraintes = (0*,0°) aveco’ 1 Q' ~ S, /=12 tels que :
@11 o =F'(elu’) dansQ’
(1.1.2) Dive’ + f' = 0 dansQ'
(1.1.3) u'=0 surl,
(1.1.4) o'n'=g" surT,
(@):0,=0;, =0, surl,
(1.1.5) (b): [un]s 0,0,<0 et [un]an =0sur I,
(c):or=0?=0surrl,
Ou o, désigne la contrainte normale (ou pression deactit lug]=u's +u’n* désigne
I'arréte pour le saut relativement au champ du atighent a traver§, et o' =o'’ —0”17’
représente la composante tangentielle de contrairdguation (1.1.1) représente la loi de

comportement élastique, o’ est un opérateur linéaire ou non linéaire , |&mn(1.1.2)
représente I'équation d’équilibre ofi’ désigne la densité des forces volumiques agissante
corps déformable occupant le domde les relations (1.1.3) et (1.1.4) sont des cood#iaux
limites classiques des déplacements-tractions.chaditions aux limites (1.1.5) représentent les
conditions de contact sans frottement, diSagnorini, surl, (voir Fig.1.).

1. 2. Hypothéses

Pour étudier le problént on aura besoin des hypothéses de régularitérgas/a

F':S, - S, estunopérateurtelque:

(@):0m>0:(F'(&) - F'(&,)).(6,- &) 2me, -5, :0e,&,0S,

(b): L >O:‘F”(£l)—F”(£2)‘s Lig, —&,|: 0y, 6,08,

(c):F'(0)=0

(1.1.6)

(1.1.7) f'OH" ; ¢=1.2

(11.8) g'OH,

2
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HEREE

Fig.1. Contact sans frottement entre deux corps déformable

Remarque.1.1.1.

L’hypothése (1.1.6) nous permet de considérer fateéimoté encore parfF' défini par
Fi:.ﬂ'ﬁ - .7{.”
F'e(x)=F'(e(x)) ;0:0% " pp xOQ'

En effet, sie0# ' en utilisant (1.1.6.a), il résulte que— e(x) est une fonction mesurable de

Q' avaleurs dans et d’apres (1.1.6.b.c), il résulte :

[IF () dx < L2 [le(x) dx < +oo

Onadon&' ()0 .

On remarque également que d’aprés (1.1.6.a.lpédadeurF’ : &' - A ' est un opérateur

fortement monotone et dépchitz car il satisfait aux inégalités :

(11.9)  (F'le)-F'(e,)e -¢g,) =2 -g| ; Og.6,0 A"

1

(L1100  |F'(e)-F' (&), <le-&|,, @ Dae0H "
Remarque.1.1.2. Etant donnée que l'opératel’ : %" - A" est fortement monotone et

Lipchitz, l'opérateur F * est donc inversible e(F')™: %" — #" est également fortement
monotone et.ipchitz .
Remarque.1.1.3Les hypotheses (1.1.7), (1.1.8) sont des hyposh@setgularité sur les données

f,g qui sont nécessaires pour que le probleme (3(1.B.5) ait une solution de la régularité
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ulH,,c 0. En effet, puisque' 0#' ,/=1.2 alors Dive' OH' et d'apres (1.1.2), il
vientf "OH", de pluss's’ OH , ce qui entraine qugH,, en utilisant (1.1.4).

Pour I'étude du problemie, on considere le sous espace fem(@‘) de H, défini par:
@111 v(Q')={v'OH /v =0ppsurr}
Et on considére I'espac¥ défini par :
(1.112) vV =v(Q')xv(Q?)
Sur cet espace, on définit 'opérateur bilineéaoenme suit :

(.):VxV o IR

<£(V ! ),f(a)” )>”

Lemme1.1.1Si meqI/)> 0, £ =12, V est un espace dtilbert muni du produit scalairé .. ) .

1.1.13
I

2
=1

Démonstration : Il est clair que I’opérateu( > est une forme bilinéaire positive, symétrique.
On pose

(1.1.14) v = /{v,v)

En utilisant I'inégalitéde Korn, il résulte gu’il existe une constanté>0 telle que :

Jo¢)

Pour m=mir(m,m), on a|\ = mjv'

/ 14
z2mv |
HY@")

av' g Hf

-”t

l / . .
Jior,"OV' O H, ce qui nous permet de conclure qup(st 0,

alorsv=0, d'otl il résulte que( .,. ) est un opérateur défini positif et par conséqqent) est un
produit scalaire su¥ . Il ne reste que de démontrer guieest complet. Ceci est claire en utilisant

le fait queV est fermé dans/ , ainsi que l'inégalitfv||= m||v|, . Dol la démonstration.

Remarque.l.1.4Les deux normH.H et |||| H . sont équivalentes.

Il est facilede voir que I'application

\VAEEN _[ f'vdQ' + I g vp'dr,
o

r2
est une forme linéaire continue sm(Q“) En appliguant le théoréme de représentation du
Riez-Fréchet,il résulte qu'il existeg’ DV(Q") tel que :

(1115 (g'w'), . = [T Ve +[gvipd O ov(Q')
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En outre on définit respectivement les ensembleS dkeplacement admissibléet 'ensemble des

<“contrainte admissibl& suivants :

(1.116) U ={v=(*v*)oVv/vy]<o surr}

1117) = ={e=(c,z, )0 1 i(z”,g(v”»w >(gV): OvOU_}, o0 ¢ = (4.47) .

Soit a I'application définie par :

a:VxVvV 5 IR

G299 )= 36 (o e . = 5 [F el Do o

= =
1.3. Formulation variationnelle.

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la forroulatriationnelle du probleme considéré qui
consiste dans une premiere formulation, n@€a@ trouver les champs des déplacemeni(ul,uz)
tandis que dans la seconde formulation, notBg , on cherche les champs des contraintes
o=(c",0%). Ces résultats sont basés sur le lemme suivant :

Lemme1.1.2.Si le couple des fonctior(s, o) est une solution du problérRealors :

(1.1.19)  uOU_, o003

(1.1.20) Zzl<a”,e(u”)—e(u‘)>]{f 2(gv-u); OvOU_,

/=1

(1.1.21) i<r ~o' elu )>]{ >0; U0,

/=1

Démonstration. L'appartenanceu 00U, est clair en utilisant (1.1.3) et (1.1.5). Soindov U __,

en appliquant la formule déreen,de (1.1.2), il vient :

<0'(,8(V/)—8(U()>]f, =<f/,v/ —u{>Hl + J‘a{n/(v/ —u{)yfdrf

I_/

En utilisant (1.1.3), (1.1.4) et (1.1.15), il ersuée :
(1.1.22) <0/,8(v”)—8(uk)>]{, = <¢k,v"/ —uk>+ J.akn”(vk —uk)/drs” ; 1=1.2
e

Par sommation sur, il vient :
2

(o el )-elu),, =(pw-u+ [o,(val-lualr, ou ¢=(p9?)

=1

Ou encore
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2

(o' el )-elu)), =(pv-u)+ [o,{val-lug])r,

(=1

Et du fait de (1.1.5), il en découle :

2

Z <a[,g(v[ )— g(u[ )>]{f = <¢,v - u> + jaq [\).77]d|'3

(=1 ,
I3

On obtient alors
2
l ) _ 0 _
;<0 ,8(v ) e(u )>]{, 2<¢,v u>
D’ou I'inégalité (1.1.20).
Pourv=2u0lU_ etpourv=00U_ dans (1.1.20), il résulte :

(1.1.23) /Z:‘<0‘ W) =(pu)
Ona |
St elv), =Sl )-ela), + 3o elu),
En utisant (1.1.23), (1.1.17) et (1.1.20), il coule :
vOU,; (o el'), . 2(pw-u)+(pu)

Ou encore :

Ce qui implique ques U2 _ .

Ona

OOz, Zzl<r[ —al,s(ul)>ﬂ{ :ZZZ<T€,8(U€)>ﬂ{ _ZZZ<U€’8(U€V)>M

(=1 =1 =1

De (1.1.17), (1.1.23) il en résulte :

S -o i), 2(ou)-(pu)=0

=1

D’ou I'inégalité (1.1.21).

En tenant compte la remarque.1.1.2, le lepmeédent nous permet de considérer les deux

formulations faibles du probléente
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ProblemeP; : Trouver les champs des déplacemem:s(ul, u2) tels que

u:Q" - IR"
(1.1.24) udu_, 22:<F‘(e(u‘)),s(v‘)—s(u”»”f2<¢,v—u>, OvOou ¢=12

/=1

Probléme P, : Trouver les champs des contraintes: (0, o) tels que :
‘o, L
g:Q - S

(1.1.25) o0z, Zzl<ré _aé’(Fé)-l(aﬂ»M >0, OrOz )’

/=1

(=12

Remarque.1.1.5Le lemmel.1.2, nous permet de conclure facilemeatsi{u,s ) est une solution

réguliere du problém alorsu est une solution du problénfe et g est une solution du probleme
P>
Dans la suite on s'intéresse a étudier lediatre les problémes variationnels qu’on a intitodu

et le problemé. On commence par
Théoréme1.1.1.Pours’ = F'(eu’)), ¢ = 1,2 et siu= (u*,u?) est une solution du probléme
Py, alors (u, @) est une solution du problénfe
Démonstration.
a/(1.1.2) : Pour tout @' DD"(E(D(Q”))Z), on pose ®=(d",d°) avec @' =0,,=12 ; en

substituantv=u+®[JU_  dans (1.1.24), on obtient :

! 0 _ 0 ¢
<0 ’E(CD )>J{” _<¢ @ >v(.@”)
En utilisant la formule d&reen,ainsi que I'inégalité (1.1.15), il en découle :

- [Dive'.®'dQ’ = [ f'.0'dQ": 0o’ 0D’
Qf Qf
Ou encore :
Divo'+ f' =0 sur Q'
b/(1.1.4) :Soit vOU _, en appliquant la formule d&reen,on obtient :

PUCERUTD SRS AN

(=1 ¢

= i<a‘,e(v’)—e(u‘)>]ﬂ +Z<Diw”‘,\/’ —u”‘>H¢ +Z< f'v —UK>H«

=1

Pourg’ = F’(S(u()), de I'équation d’équilibre, on conclut :
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i<0[17?,(\/ —Ué)nF>H.rlerl +i< f'v _UF>HW :i<Fé(g(ué)),g(vf)—g(u{'»]{,

=1 =1 =1
Ce qui impligue en utilisant (1.1.24) :
2 4 ) / / / 2 ) / /
Mo bv-uh), L, R {1 w2 -y)

=1 =1

Et de (1.1.15), on tire :

Mol -uh), L, +3(w ),

/=1 rtort =1

2 2 e ’
Ou encore :
(1.1.26) Z<a¢ne"(vf _uf)n€>leﬁXHrﬁ > Z<gf’(vf —uf)n¢>le£XHF£

Pour toutw' OH. avecw' = Osur I", O I, On posew = (w', w?) avecw*" = 0, par substitution

dev=uzxwUU_ dans(1.1.26), il vient :

4 4 4 4 — 4 4 4
<O- noWon >H' x H B <g W n >H' x H
ry rs rs rs
D’ou la condition (1.1.4)
¢/ (1.1.5): Pour tout w OH, avecwrn' =Osur/ O/ etw =0sur/,, si on pose

W = (vvl,wz) avecw’ =0, etpourv =u*wOU __, de(1.1.26), on tire :

(a4 / 4 / —_
(o'n',(v' -u')h >H}3fo3 =0
C'est a dire
<05’W5>H' x H =0
Etdonc:o. = 0sur I"_, d'ot la condition (1.1.5.c)
Soit w OH, telquew =Osur/ O, etw =0w <Osurl, ,si on posew=(w,w,)

w* =0, enremplacany = u + wOU ¢ dans (1.1.26), on trouve :

<af/7[ ,wf/75> . >0
H ,xH_,
r3 r3

Et puisquew’ = O,W; < Osurl’,, on a alors
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D'OU ON M€ © T S 0 SUI T vrritiieieetee et ettt mmmm et e e eneas (1)
n 3

Pour tout wOH, avecw =0surl 0T, /=12 [wy]=0surl etw =0surl, et pour

v=utwOU_, de (1.1.26) on obtient :

S (oiwin) =0

=1 73Ts
Ou encore en utilisant le fait que /2 =-w*" 7" , il en découle :
<01—02,Wk.77('/> =0
n n _11rp
22" 3
D’ou I'égalité :
1 1 14 2 1 14
wo') = {otw)
(T’ =)y
Ce qui entraine la condition (1.1.5.a).
L’'appartenances 1U_, entraine quéu.r/] SOSUrT, . (2)

Pourv=2u0U_ etpourv=00U_ dans (1.1.26), il résulte :

2 2

;<Jf”f ’Ué/74>H'r£xHr£ = ;<gé ’uf”f>Hr£XHr£
Et moyennant (1.1.4) avea's' =Osurl , on a donc
Z J‘a/n/.u/”nedl_3 =0
=1 T,
En utilisant (1.1.5a) et (1.1.5c), on obtient :
Zzl o (u‘.;y’)dr =0
=i My !
Ou encore :
Ia .[u.;y]dr3 =0
M3
D08 0 [UgZOSUIT, oot e 3)

De (1),(2) et (3),0n conclut (1.1.5b), d’ou la ciiwh (1.1.5). Par ceci on termine la démonstration

Remarquel.1.6.U_,> , sont deux sous-ensembles convexes, fermés atides respectivement

dansV, #" enremarquentqQOU ), ((g(¢1),a(¢2))DZad ).

10
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Théoreme1.1.2.Pours’ = F'(e(u’)) ,uOV ,si ¢ = (0',62) estune solution di, alors u
est une solution du problente,

Démonstration. On suppose quer = (al, 02) est une solution de (1.1.25), on commence par

démontrer quaJU _, . On suppose queJU_, et notons pau, = (uf, uf) la projection deu sur
U, Quiest caractérisée par :
(1.1.27) <u* - u,v> > <u* - u,u*> > <u* - u,u>, Ovidu
Ce qui nous permet de conclure I'existence d’'uniorene O IR tel que :
(1.1.28) (u,~uv)>a>(u -uu), OvOU_
On introduit la fonctionr, définie par :
(1.1.29) r. = (che?)= (e(ur —ut)elu? -u?))o
En utilisant le produit scalaire défini par (1.1.8&ns (1.1.23.c), on déduit :
(el - u)elv?)) .+ (eu? —u2)elv?) L > o> (el - u)elut), + (ol - u?)elu?)) .
En utilisant (1.1.5.b) dans l'inégalité précédere, obtient :
(1.1.30) (rhelv)) L +(r2elv?) . >a>(rhelu)) . +(r26(u)), .

Et, en prenany=00uU_, dans (1.1.5.a) , il vient :

(1.1.31) a <0

Il est aisé de vérifier que
1.132) (rlelv')), . +(r2e(?) .2 0; OvOU,
En effet, on suppose qu'il existe = (v/,v?)0U _ tel que :
(el )+ (k). <0
Puisquep.v, OU_, : 008 >0, si on remplacey = g.v, dans (1.1.30), il vient :
,8(<r},g(vf)>]{1 + <T*2,8(Vf)>}[2)> a ;08>0
Et en faisant tendr@ vers+ oo, on déduit que— o > g , ceci constitue une contradiction avec le
fait que a est un réel. On déduit alors ;
(ze) , +(relv) . 2 0; Dvou,,
Posons

(1.1.33) & =(5e2) = (elg) lg?))

11
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On vérifie quez, +¢ OZ -
En utilisant (1.1.29), ainsi que (1.1.33), on aftie
e walaly), =Sl o), + ()0 () : DvIU
Donc 7, +e¢ 02X
En utilisant maintenant (1.1.25) paur 7, +¢&. , on a alors
(! +e! —al,g(ul»]{l +(2l +el —az,g(uz»”z >0
Ona
<rf,e(ul)>}[1 + <rf ,e(u2)>}[2 > <al —gf,e(ul»ﬂl +<J2 -&’ ,g(u2)>}[2
ce qui implique, compte tenu de (1.1.30) et (1.1.31
(1.1.34) <Jl —gf,g(ul»”l +<J2 —Ef,g(uz»}[z <0

Onvérifié que 20 —¢, JZ

i<20 —¢ el )> :222:<a (v )> = {gv) : OvOU

(=1 (=1

Par ailleurs, comme ' O ¥ ,ona

22: <20‘ -¢ ,a(v" )>,, 2 2(pv)-(pv)=(gv) : OvOU

/=1
Cesta dire 20—¢ UZ .

A partir de (1.1.13), il vient :

ZZ:<J -e, 8( )> 222:< 20" - ¢! 8( )> <¢V>

/=1 =1

Par ailleurs, commeo — ¢, 0 2s , ON A

ZZ:<U/ —& ,8(U”)>]{, > (g,v)

(=1

Alors :

(1.1.35) <Ul —gf,s(ul»”l + <02 —8*2,8(U2)>]{2 >0

Les relations (1.1.34) et (1.1.35) constituerd oontradiction, on déduit alors queJU
Il ne reste que de montrer I'inéquation donnée @aris24).

Pour7 = £., Entenant compte (1.1.25), il vient

<gf —01,8(U1)>”1 +<8*2 —02,8(U2)>J{2 >0

12
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Et de (1.1.33), (1.1.13), on tire :
(puyz(ael),, +(o%lu?)) .

CommeoU3 etuDu,,,onaalors:

(pu)< <01,e(ul)>]{l + <02,e(u2)>]{2
D’ou I'égalité :
(1.1.36) (pu)= <al,g(ul)>j{1 + <02,e(u2)>]{2
Moyennant (1.1.36) er[J>_ ' donc

OvOu <Fl((¢:(ul)),£(vl)—,s(ul)>]{l +<F2(5(u2)),£(v2)—,s‘(u2)>j{2
=(0’ ¢ v1)>]{1 +(o* ,,s(v2)>}/2 - (¢ u)
C'est adire
OvOu, ; <Fl(£(ul)),£(vl)—é:(ul)>j{1 +<F2((°:(u2)),£(v2)—,s‘(u2)>”2 >(¢,v-u)
Donc u est une solution du problérfe.

Les théoreme.1.1.1, théoreme.1.1.2, nous permatrtdure le résultat suivant :
Corollaire1.1.1. Poura’ =F'(£{u’)), unv, sio est une solution réguliére de;  alors (u, o)

est une solution du probléerke

Aussi le théoreme.1.1.1. etla remarque.l.ldusmpermet de déduire le résultat :
Corollaire1.1.2. Pour o’ = F'(g{u’)), siu est une solution di,  alors o est une solution du
problemeP;.

2. Existence et unicité

Dans ce paragraphe, on donne des résultats diecésts d’'unicité pour les problémes variationnels
P1, P, et on étudie ensuite le lien entre les solutianseb problemes :

Théorémel.2.1Sous les hypotheses (1.1.6)-(1.1.8), le problematiannel P; posséde une

solution unique dany .

Démonstration. Soit w = (a)l, a)z) OV, il est facile de vérifier que I'application :

v= (v ) (Felw)el) . + (Fo(elw) el

est une forme linéaire continue sur(pour « fixe), ce qui nous permet en utilisant le théoreme
représentatiode Riez- Fréchetde définir I'opérateur :

{A:V -V

tel que
w— Aw

13
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DovOV ; (Awv) = <F1(&:(af)),s:(vl)>”l +(F ?(g(e? ) e(v? )>J{2
Moyennant (1.1.6) et I'inégalité déorn, on déduit que I'opératewk est fortement monotone
etLipchitziensurV . Puisquel ., est un convexe ferme non vide e le théoreme d8tampachia
nous permet d’avoir l'existence et l'unicité d'uselutionu = (u',u*) OV du problemé;.
Théorémel.2.2Sous les hypotheses (1.1.6)-(1.1.8), le problematiannelP, possede une
solution uniques 0 %, .
Démonstration. Soit & = (5, &) un élément fixé dan®&/"; on peut vérifier facilement que
I'application :
-1~ -1~
=)o (F)E), - (F)E),
est une forme linéaire continue s@&" (pour g fixé ); et par conséquent, le théoreRiesz-

Fréchet nous permet de définir I'opérateur :
{B - H - H

- <7 telque
o~ Bo
(B77), =(F)'E)  +(=F)6E) 0 oeoH
Tenant compte du fait qu&,, estun convexe, fermé et non vide dagg, le théoreme de
Stampachianous permet de déduire I'existence et l'uniditéne solution ¢ = (o, 0*)0 5 de
P, . Il ne reste que de vérifier quen %, .
Pour toute' O D‘(E D(Q‘)Z), on posed = (d*,®?) avedd® =0, par substitution de=+d0U
dans (1.1.17) avec=o , on obtient
(r'el@) = (8@ e
et compte tenu de (1.1.15) , on a alors :

(o' el®’)), =[f'®dQ’ : Do 0D’

il en résulte queDivo’ + f' =0 sur Q' puisque f'OH" alors, Dive’ OH’, et par conséquent
o OH .
3. Résultats d’équivalence

On étudie dans la suite le lien entre les solstiorariationnelles u = (u',u?)eto = (0% 0°)

des probléemeB; P, et P.

Lemmel.3.1.Soit u la solution du probléme; donnée par théorémel.2.1. et sdé solution du

problemeP, donnée par théoreme1.2.2, alos:= F'(g(u')) ; / = 1.2

14
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Démonstration. On poser’ = F'((u')), alors d’aprés le corollaire1.1.2s, est une solution du
problemeP,, et puisque la solution est unique, alers= o
Théorémel.3.1Sous les hypothéses (1.1.6)-(1.1.8), 90itlV et soito 0 #/, on considére les

affirmations suivantes :

() : uestune solution du problente, .

(ii) : o est une solution du problént .

(iii): o et u vérifienta’ = F'(e(u’)).
alors la vérification de deux assertions parmiesetli-dessus entraine la troisieme .
Démonstration.La démonstration du ce théoréme est un résultendene.1.3.1, corollaire.1.1.2.

et corollaire.1.1.1.

15



CHAPITRE 2

FORMULATION VARIATIONNELLE MIXTE D'UN PROBLEME
LINEAIRE DE CONTACT SANS FROTTEMENT

Résumeé.- Dans ce chapitre, on considere les deuxénmmax homogénes muni d'une loi de
comportement linéaire de la forme’ = A’ £(u’), ¢=12. Le probleme qu'on va étudier est
exactement le probléme considéré dans le chap#@gdent en considérant la loi de comportement
linéaire. On établit une nouvelle formulation véinanelle mixte du problem@, ou les inconnues
sont le champ de déplacementt la fonctionA qui est n’est autre que la composante normale du

tenseur de contrainte say, sachant que la composante tangentielle de d¢otetrsurr, est nulle.

On démontre que ce probleme posséde une solutigoegyren utilisant essentiellement le théoréme

deLax-Milgramet le théoréme d8tampachia

Contenu :
1. Introduction ;
2. Position du probléme ;
3. Formulation variatonnelle du probleme ;
4

. Existence et unicité
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1. Introduction
Le probléme qu’on va étudier dans ce chapitre asprobleme de contact sans frottement

entre deux corps homogénes, élastique et isotrasepant un domaine borné R . Ces
matériaux sont muni par une loi de comportemegiire donnée par
o' = Aslu’)

Olo =A ¢ avec A =(A ]est un tenseur d'ordre 4 qui est défini par :

ij pg pq 1jpq

A =160 +u'ls s, +5.0 )

1ipg 1q Jp
Par substitution dans la loi de comportemen tenant compte du fait qud’ est un

opérateur symétrique, elliptique, on trouve ladeHook suivante :
g'(u)=A.tr (5”’(u))/N +2u'e" (u)
Ou encore sous forme vectorielle :
g, ()= Ne (u’ )5ij +2u'e, (u’)
Ou A', i sont les coefficients deamé On peut vérifier facilement qud’ est un opérateur

continu sur les espacéH’ (Qf))NXN (r =0)- EN conclusion 'opérateuA’ a les propriétés suivantes :

(@) : A" linéaire, continu
(2.1.1) (b) : A’ symétrique :<Afsl,sz> = <el,A‘ez>
(c) : A" elliptique :Om > 0;(A’zz )= mle|’

2. Position du probléme :

On considere le probléme linéaire, notéasuivant :
ProblemeP: Trouver les champs des déplaceme;nizs(ul,uz) avecu’ 1 Q" - IR" etles champs
des contraintes = (¢0*,0°) aveco’ : Q' ~ S, /=12 tels que:
222) o =Algu’)) dansQ’
(2.2.3) Dive’ + f' = 0 dansQ'
(2.2.4) u'=0 surl
(2.2.5) o'n'=g' surrT,

(@):0,=0;, =0, surl,
(2.2.6) (b): [un]s 0,0,<0 et [un]an =0sur I,

(c):or=0?=0surrl,

17
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Ce probleme n’est autre que le probleamsicléré dans le premier chapitre en remplagant la
loi de comportementa’ = F'(gu’)) par o' = A'(glu’)).
3. Formulation variatonnelle du probleme :
Pour établir la formulation variationnelle mixte probleme posé, on commence par donner
quelques définitions qui seront utiles par laesuit

On définit 'ensemble dé-admissible suivant :
(231) M= {ﬂ UH E (I’a): <,u,l//>7%%fa =200y UH %(I’a), avecy =20 p.p surl’g}

On définit les opérateurs suivants :

a:VxVi»IR : telque
(2.3.3) a(u,v) = '[<A18(u1),8(\/1)>d§21 + J;<A28(u2),g(vz)>sz

Ql
b:VxM = IR : telque
(2.3.4) b(u,,u) - </vt1[U-'7]>_%%,r3 ijﬂ(ul_ﬂl + u2.;12)dr3

L:Ve—IR : telque
(235) L) = [ F.vdQ + [ £2.7dQ° + [ glvy'dr + [ g’ vip'dr?

2
2

Remarque.2.3.1.
« M estun sous-ensemifEgmé , convexe , non vidtansH * (I'S) :

* a est undorme bilinéaire continue , coercive , symétrique
oL est undorme linéaire continusurV .

Remarque.2.3.2.Sous les hypothese (2.1.1), (1.1.7) et (1.1.8)salarproblemeP; admetune

solution unique.
En effet, en tenant compte du fait qéé est un opérateur maximal monotonelgichitzien le

théoreme.1.2.1, pour’ = A“e(u“),z =12, hous permet de déduire le résultat :
Lemme2.3.1Pours’ = A'e(u’), r=12, A = —o,, siu estune solution d@,, alors :

(235 10M

23.6) a(uv)+b(va)=L(v): DOvOV

23.7) blvu-1)<0: OuOM

Démonstration. En utilisant le résultat du théoréme1.2.3, on déqué{u,o)est une solution de,

1 2
donco =0 =0 .
n n n
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al(2.3.5): L'appartenance dau a 9, , nous permet facilement de déduire qoel] H _%(rg).

D’autre part, en tenant compte du fait qug < OsurI';, d’apres la condition (2.2.5.b), on déduit

queA = Osur I',, dou DwDH%(FS),z/IZO surr,, ona(y ) ., 20 et

doncA O M .
b/(2.3.6): v UV :
a(u,v)+ b(V,— 0}7): j<al,8(vl)>dQl + I<02,8(V2)>d92 - J.cfn[v.n]dr3

ot Q?
En utilisant la formule d&reen avec (2.2.2), on tire :
a(u,v)+ b(V,—aﬂ)= [ tvidet+(a'n' vin*)
Ql

W 2t F

j f 2v*dQ’ +<0’ n*.vn > ja [vrldr,

H2(r)/-/2

De (2.2.5.c), il vient :

a(u,v)+ b(v,—an): _[ fvidQ* +<a;,vl.771> o+ _[ f Av’dQ? +<a:,v2.nz>_llrz —J‘ar/[v.zy]dr3
ot Q2 2'2’ Iy

En remarquant que, [v7] =0 sur I, de plusv’ =0 sur I} il en résulte:

a(uv)+blv,- o )= jflvldQ +j gt + [ £20dQ? + [o? vy Jdr
02 ry

r
Ou encore en utilisant du fait que’'n” =g’ sur I, ; ¢=12,0na:
a(u,v)+ b(v,—an): j fvidQ' + jgl(vl.;yl)drzl + j f2v’dQ® + jgz(vz.;yz)drz2
ot ry Q2 ry

D’ou I'égalité (2.3.6).
c/(2.3.7): On a:
OulM : b(u,,u - /1)= b(u,,u +a”)
Ce qui implique que :

ou.u=A)=(p+a, unl) ., =(ulun)

A
Moyennant les conditions, [un]=0 sur T, et [ug]<0 avecuOM ; surl, , il découle :

bu,u l < [u;y]>11r_

11p
22

-1
27

Do (2.3.7).
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Le lemme précédent nous permet donc de donnerrtaufation variationnelle suivante :
ProblemePy,: Trouver udV et AOM tels que:

(2.3.8) a(u,v)+b(vi)=L(v), OvOv

2.3.9) blug-1)<0, OuOM

Remarque2.3.3.Grace au lemme précédent, il est facile de remarmqueP,, n’est autre qu’une

formulation mixte dé>;, ou siu est une solutioi®; anrs(u, -0 ) est une solution du problérg.
n

Lemme2.3.2.0n définit I'application suivante :
L£L:VxM - IR
{L(v,ﬂ) =1a(v,v)- L(v)+b(vx) :0OvOV,0u0M
Si (u,2)0V x M est une solution du problénta,, alors :
23.10) c(uu)<c(ui) @ OxOM
231) c(uA)<c(v,r) @ OvOv

Démonstration.

Moyennant de (2.3.3) et (2.3.9), on a alors :
£lup)-clur)=bluw)-bui)=blug-2)<0 : OuOM
A l'autre face
£(uh)-£(v,h)=2alu,u)-L(u)+blur)-1a(v,v)+L(v)-b(vr)
On adonc
£(u,A)-£(v.1)=2a(u,u)-a(u,u)-1alv,v)+a(u,v)

Ou encore :

£(ui)-c(va)=alu,v)-1a(u,u)-1a(v,v)
Ce qui implique que :

£(uz)- £lva) = -3[alu.u) - 2a(uy) +alv.]
On obtient donc

clur)-clvi)= —%[a(u —v,u—v)] <0
La lemme2.3.2. nous permet de réédAgecomme suit :

Probleme ISm : Trouveru OV et A0 M tels que:

2.3.12) clug)sclut)<clvy) : Ovov , OuOM
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Théoréme2.3.1Soit ullV et AL0OM alors les deux hypothéses suivantes sont équiealen

(1) (u,A) est une solution du problentg,

(i) (u,A) est une solution du problérﬂ—ém

Démonstration. L'implication (i) = (ii) est évidente en tenant comptelelonme?2.3.2.

Reste a démontrer I'implication inverge) = i ,(spit dondu, 1) une solution du problérﬁ%m et
vOV,u O M , en utilisant I'inégalité (2.3.10), il résulte:
tafu,u)- L(u)+bluw) < 2a(u,u) - L(u)+blu)
C'est a dire que :
b(uu)<b(u,i)

D’ou l'inégalité (2.3.9) suivante :
b(ug-4)<0

En appliquant le théoréme de représentatioRidsz-Frechetsur la forme linéaire continue

vie L(v)-b(v,2)
On déduit qu'il existe un unique elémegnt OV tel que :

L(v)=b(v.1)=(g,v) :OvOV
Mais
£(u,2)< £(v,1)
C'est-a-dire :
sa(uu)- (g, uy<salvv)-(g,.v), OvOV

Ce qui n'est autre que le probléme de minimisatiettiénergied (u) = 4 a(u,u) (g, u) qui est,

dans le cas ow(.,.) est symétrique, équivalant au probléme variatibnne

a(uu)=(g, u)
Et ceci, en utilisant le théoréme Hax-Milgram, on conclut ques est une solution de :
a(u,v)=(g,,v) : OvOV
D'ou (2.3.8).
Lemme2.3.3.Si u est une solution du probléent® alors :
(2.3.13) uOU_,

(2.3.14) afu,v-u)zL(v-u):OvOU
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Démonstration. Il est clair queuU,, (grace aux hypotheses (1.1.3)-(1.1.5)). Aloreeireste
que de prouver 'inégalité (2.3.14). Pdut-o, ) solution du problémd , ona:
L(u,—a,,)s L(v,—an) o OvOU
Ou bien:
(2.3.15) ta(u,u)-L(u)+blu-o )<sa(v,v)-L(v)+blv.-o, ) OvOU

Et puisquer,, [u17] =0surl,, il résulte :
b(u,—a'”): —jaﬂ [ugldr =0
M3

D’autre part,0OvOU,,, on a alordvy]< 0ce qui nous permet en utilisant le théorémel.&t1.
(2.2.5.b) de conclure qug, < 0, et par conséquerity,- s )< 0.

De (2.3.15), on tire :
1a(u,u)-L{u)stalvv)-L(v) : OvOU
En appliqguant le théoréme &Gtampachiaon trouve :
a(uv-u)z L(v-u) : OvOU_
Remarque2.3.4. Le lemme2.3.3. nous permet d’établir une autre fortrara variationnelle
classique faible de la forme :

Trouver ulJV telque:

(2.3. 16) {u du_,; a(uv-u)zL(v-u): bvbu

Il est aisé de vérifier que le probléme (2.3.16)g@ale une solution unique, en utilisant le théoreme
de Stampachia
4. Existence et unicité

Dans ce paragraphe, on donne des résultatstege et d’unicité pour le probleme considéré :
Lemmel.4.1.Le probléemeP, admet une unique solution dansx M .

Démonstration. En utilisant le théorémel.2.1. et le lemme2.3.1&sulte queP,, admet au moins
une solution de la forn{g, - OV xM .

Reste a vérifier que cette solution est uniquer pela on suppose que le probleRyeadmet

deux solutiondu, ), (u,A,), on a alors :

du,v)+b(vz )=L(v)=du,v)+blv,.) : DvOv
Et par conséquent,
(2.4.1) a(u1 - uz,v)+ b(v,/l1 - /12) =0
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Pourv=u, -u, 0V, de (2.4.1) il résulte :
(2.4.2) a(u1 —-u,u - u2)+ b(u1 U,k - 12): 0
Et commea(,.) est positive et de plus
blu, —u,,2 =2 )=-(blu,1, -2 )+blu.z -2))20
Il vient :
a(u1 -u,,u —uz) = b(u1 —Uu,, A —/12) =0
Ce qui impliqgue que:
(24.3) u =u,
Moyennant (2.4.3) et (2.4.1), on a alors
b(v,2, - 4,)=0: OvOV
Il en résulte donc qud, = A,.

Théoréme2.4.1.Pour ' = A'e(u’),¢ =12 soientuDV et A0M , les hypothéses suivantes
sont équivalentes :
® u est une solution du problénf® avec ) = -0,
(ii) (u, ) est une solution du problenta, .
Démonstration. L'implication (i) = (ii) est claire en utilisant le lemme2.3.1.
Pour limplication inverse(ii) = (i). Soit & = (G*,i*) une solution du problente ;
Pour 5' = A'¢(i'): £=12 , grace au lemme2.3.1. on conclut diie-5 ) est une solution du

probléme P, . Ceci nous permet de conclure qued , en tenant compte du fait que la solution

de P, est unique , dona est une solution du problérRe, avecA = -g, .
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PARTIE I
ETUDE NUMERIQUE D'UN PROBLEME DE CONTACT SANS
FROTTEMENT

INTRODUCTION

Dans cette partie, on s’intéresse a l'étude niguérd’'un probleme de contact sans
frottement entre deux corps surfaciques déforezmbl'objet de cette partie est d'étudier
numeériguement de ce méme probléme précédent psundttriaux surfacigues homogénes ayant

une loi de comportement élastique linéaire.

La formulation variationnelle de ce perbke mécanique est donnée par le problBme

établi dans le second chapitre de la premieregar®n sait que ce probléme admet une unique

solution dans/ X M de la formgu,-o,) .

Pour étudier numériquement ce problépmesuppose qu&®’,Q* sont des polygomseEn

utilisant la méthode des éléments finis, le pFot@P,, (pour n =2) se transforme a un probleme
variationnel approché, noté gaf, . Cecinous permet d’approcher la solution exagigi) par une

solution approcheg,,4,). On introduit les deux ensemblgset M,, ou V,, M, désignent

respectivement le sous espace, de dimension fppeoahé, dev, M. Cette partie se divise en

deux chapitres.

Le premier chapitre est consacré a laluésa numeérique du problemié, qui consiste a
approcher la solution exaci@, A) par une solution approch@e, A, ), on utilise la méthode des
éléments finis a savoir :

. Eléments finis de type linéaireyi | = L|", 7=12;

. Eléments finis de type quadratique = Q,", r=12.

Pour cela, on aura besoin de quelques techniglies geie :

. Interpolations dd.agrangelinéaire ou quadratique ;

. Projections.

De plus, et comme dans le chapitre.2, nous examifemguestion d’existence et d’unicité d’'une

solution approchée du probléme discrétisé.
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Dans le second chapitre, on s’intéresse a 'analgseerreurs. En utilisant les théorémes des
traces, les injections compactes et continueSal#ley ainsi que les inégalités d’interpolation et

I'inégalité deCauchy-Schwartzon arrive a donner I'estimation de I'erreur.



CHAPITRE 1
ETUDE VARIATIONNELLE ET NUMERIQUE

Résume :

Dans ce chapitre, on s'intéresse a I'étude théergjunumérique d’un probléme de contact sans
frottement entre deux corps déformables ayant oheld comportement élastique linéaire. On
commence par établir la formulation variationnefiexte discrétisée du probleme mixi,
considéré dans le deuxieme chapitre de la prerp@ntge. En suite, on s’intéresse a la résolution

numérigue du problemP,, qui consiste a approcher la solution exafigd) par une solution
approchégu, ,,), en utilisant la méthode des éléments finis lireéat quadratique. Pour cela on

aura besoin de quelques techniques de I'analys@mague telles que la méthode d’interpolation de

Lagrangelinéaire ou quadratique et la méthode de projaectio

Contenu:

1. Triangulation des domaines ;
Eléments finis ;
Espaces discrets ;
Probléemes discrets;

a kM 0D

Interpolation de Lagrange ;
5.1. Interpolation volumique

5.2. Interpolation surfacique
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1. Triangulation des domaines :

Pour chaque corp@’et pour chaquie >0 (h, — 0"), on associe la triangulatidf de Q'

telle que :Q" = U K oU h, est un paramétre défini parh; = max{diam(K ) ;K 0T '}, on pose

KOT,
que h = max (h,,h, ).

On note pap, le diametre de grand cycle fermée contenu Hansn suppose que la famille

de triangulatior,’,(h, >0) estréguliére c'est & dire qu'il existe une constante strietetpositive

a >0 indépendante du parameétretelle que :

(3.1.1) ’:]—Kza: OKOJ7T, ¢=12 ou h =diam(K)=supd(xy)

X,yOK
K h>0 \Yal

Il est clair que les sommets du polygéhe sont des nceuds dans les triangulat’iﬁﬁs pour

tous entierq=0. On note aussi pa(K) 'espace des polyndmes définies Kude degré inférieur

ou égale aq. L'ensemble des nceuds suir, de triangulation T, est noté paf”, ou

‘o _ — 0 14 l l —_
fh = { C, = XX, X, X Niv c, } .

2. Eléments finis. Pour touK [ Thl O Thz, on associe le trip(ele(,PK 2 )comme suivant :

i. P, =P,(K).

K

ii. 2., estun ensemble des formes linéaigsdéfini sur P, par :
T, ={®:P -~ IR | popla) i=16}
iii. On considére pouP, la base(p, )  —définie pap [a,)=0,. ot leda )i=fe désigne les

noeuds dank .

P =PK) ; dinP, =6
{ZK ={o:r. - IR /p— da) ;1<i<6}

Figure2. Triangle deLagrange
Les (pi )i:16 sont des polynémes dagrangetels qued ° p, < 2qui sont appelés les fonctions de

base des éléments fin(i{,PK DI )et on a alors :
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p:gp(al).pi . OpOP,

On suppose que tous ksl Thl [l Thz, sont affine-équivalentsc'est-a-dire que tous lds

ayant le méme élément filﬁf(,lf’,f), deréférence de la famille ;! 0T 2 autrement dit, pour
tous K 07 072, il existe une application affine inversible dédipar:

F :K - K

3.2.1
( ) {FK(R):X: B, X+b,

Et telle que :

K F
(3.2.2) pK:{p:KﬁIR/ p="pF & bDﬁ’}
a =F

=F(8) i =16

Ou lesa sont les sommets de.

v

Figure3Paramétrisation des fac&sd Q' 0 Q?

Dans la suite on aura besoin de la propriété stevan
3.23) P=r,(K)oH(K).

3. Espaces discrets.

On définit les espaces approchés ircomme suit :

@31 v,(@)= (v oc@f/v| oK) okoT et v

ol :O}

(332) V. =V (@')xV (7).

339 W/ (r)={w, 0¢(F) 1 v, OV ) Voo =, pp s )

h
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Il est clair que les sous espaV@sWh" (FB) sont des sous-espace fermés de dimensions fiNis de

IL*(", ) respectivement.

On approxime le cone fermé conveie de /2 (rg) par sous ensemble‘d/é(FS), pour cela

on définie les ensembled, (respectivementl_'fj) des fonctions danWh” (I'S) non négatif sur,
(respectivement : sdf ) c'est-a-dire :

334) Q ={u, OW'(r,) / u 20surr }

335) L ={x OW'(r) 7 x(¥)=0 : oxO&]

on définie les cnes polaires positiv@s” ( respectivemerit,” )de con&), ( respectivemerit, )

comme suivant :

(3.3.6) Q ={ﬂhmwh"(r3) I [uw, 20 DWhDQ;}

(33.7) L :{ﬂhmwg(rs) I [uyp, =0 DWhDL‘h}

. 0 0 . T I 0*
Puisque Q, O L, , on alors immédiatement qbg’ U Q" .
Le céne convexeQ,” Il'approximation de type quadratique d&1 et le cone convexdfh'*

I'approximation de type linéaire dd .
4. Probleme discret.
Dans ce paragraphe, on va utiliser tous les sgpaces qu’on a construit auparavant et qui sont

de dimensions finies. On considére la formulatianiationnelle discrétisée du probléeme miitg

qui sera notée pd&t, et elle est donnée par :

ProblémeP,, : trouveru, OV, et trouverd, O M, tel que :

(3.4.1)  du,v)+blv,.2)=L(v): Ov OV, .

(3.4.2)  Hu,u-A)<0: Oy OM, .

AvecM, =Q“ouM, =L.", les fonctionsd.,),b(.,) et L() sont données respectivement par les
relations 2.3.3, (2.3.9 et 2.3.9.

On note par(u,,A, )la solution du probléme discrétiBg,, qui désigne aussi la solution approchée
de (u,A) en utilisant la méthode des éléments finis.

Remarque3.4.1Soit x, OW' (Fs) tel queb(v, )= 0: Ov, OV,
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Par définition on a :
Op OW'(r,); v OV, (Q‘) tel queV.y' =p sur T,

(v;,O):si =1
O,V:)ZSi (=2

En posant v, ={

Il vient[v, ] =V/.n" = u,, et commeblv_u )=0
Ona

') 4., =0

14
I|ﬂh|2df3 =0
I3

On en déduit que:, =0 p.p sur T,

Cette remarque nous permet de conclure le résuliznt :

3.4.3) {u, OW'(r,) 7 blv x )=0:0v OV }={0}.
Lemme3.4.1.1l existe une constantg >0 qui dépend dé telle que :

blv, 41,)

(3.4.4) inf sup—" T
vy lllea, -,

;thD\Nh (I'3) vV,

>:Bh

inf supb(vh—’ﬂh)

Démonstration: On observe que inf SUDM = ) HV H
W, F3 VhVh h

i v

_1
H 2(I'3)
3 H hHH 2(r3)

Le sous espac%uh DW ) / H,uhu ]} est compact en tenant compte du fait qu'’il est &rm

H 2Ty
et borné dans I'espace du dimension WLi (Fa) ,On démontre I'inégalité (3.4.4) par absurde, en

effet si on suppose que l'inégalité en questioriamtse on a alors

) =0

inf sup
;thWh(F3) VhDVh HV H
lnlly 2

Donc il existex, OW' (I',) tel que ;

“,) _
o], =1 et S“p HV H =0

YA
C'est a dire b(vh ,ﬂh): 0 Ov, 0OV,
En utilisant (3.4.3), on a alois =0, ceci constitue une contradiction avec Ie||f,aLt||Hf%(r =1

D’ou la démonstration.
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Il est clair qua(.,.)est un forme bilinéairgy-elliptique.

On sait que I'espacwV, (I",) est fermé danis (I's), d’ou on déduit I'existence d’'une projection
notée parr; définie par :
() - wlr)
g mW)

Telle que :

(3.4.5) I(n:t// —t//),uhdl_3 =0: Ox, OW/ (rs).
M3

La fonctionz, 4 désigne projection de la fonctioh sur I'espac®, (I';) .
SoientK J et K . les deux sous espaces\e qui sont donnés comme suivant :
(3.4.6) K2 ={v. =(VV)OV. / z/|[v..q]<0 surr}
3.4.7) k' ={v. =(\,¥)ov. 1 z[v.4lx <0, oxog]
Définition.3.4.1.

L'ensemble X est appelé cone si et seulement si,

OxOX:; 0420: AX0OX

Soit X un cbne, on note paX” le cone polaire positif du con& défini par :
(3.4.8) x° :{ﬂh ow, (r,) 1 [up,dr,z0 Oy, DX}
Lemme.3.4.2Soit X est un cone convexe fermé\:ﬁjé(rs) , alors :

(3.4.9) (X ) =X
Démonstration.

a) On commence par l'inclusioX O (X)) :

Poury, O X ,onaIWhﬂhdra 20 0Oy, 0X

Ty
Ce qui implique qug, U (X* ) , d’ou l'inclusion X O (X")
b)Reste & vérifier I'inclusion inverséX* ) OX:
Soitw, U X , d'aprés le théoréme déahn-Banach(deuxiéme forme géométrie), il résulte qu'ils

existent une forme linéair&, et un nombre JIR , tels que
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(3.4.10) F(u)<a<F(y) : Oy OX

En appliquant le théoreme de représentatioRiga-Frechetil résultequ’il existeg OW/ (rz)tel que:
(3411) F ()= [gw,dr, 0y, oW,/ ()
M3

Et, en prenany, =00 X dans (3.4.10), il vient :
(3.4.12) o <0
On vérifie queF (y )20 : Oy OX

On suppose a présent qu'il exigtell X tel que
Fh (Wh): I(thhdfs <0
Iy

Puisqueby,, O X ,[0p >0 , si on remplacey, par Sy, dans (3.4.12), il vient
a<fF,(y,) Dp>0
Et en faisant tend@vers +«, on déduit quex < —o ceci constitue une contradiction avec le fait

que a soit un réel. On déduit alors ;

Fh (l//h): I(ﬂhl/lhdrs =0, Dl/lh X

I'
C'est a dire
34.13) @ OX
Moyennant (3.4.11)-(3.4.14), on a alors

J.¢h'uhdr3 <0

I3
De plus de (3.4.13), on ay, D(X* )
Dol on tire (X* ) OXx .
Par ceci on termine la démonstration.
On déduit que le cbne polaire positive de ché (respectivement dbff ) vérifie
3.4.14) Q") =q@' et (L) =L
Proposition.3.4.1.S0itM, =Q" ou M_=L" , ¢=12.

S'il existe une solution(uh,/lh)DVhXMh du probléme discrétisB,, alors u, est une solution

d’'inéquation variationnelle discrétisée classiquieante :
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(3.4.15) u UK, : a(uh,vh —uh)z L(vh —uh):Dvh 0K,

Avec K, =K?siM, =Q, et K, =K, siM, =L

Démonstration.Pour x, =00 M, etpouru, =24 OM, dans (3.4.2), il résulte :
(3.4.16) b(u, 4 )=0

En utilisant (3.4.2), (3.4.16) et (3.4.5), il ercdéle :

blu, s, = 7,)=blu,,) = [ Ju,nldr = [ fu, nldry < 0 Ou OM,

Ou encore
b(u,u, —2)<0:0u, OM,
Ce qui implique que
(3.4.17) —x'[u_y]OM
a). pourM, =Q," :
En utilisant (3.4.9) et (3.4.17), on obtient :
(3.4.18) :- x| [uh.;y]D Q. ce qui implique ques, OK?
Et de (3.4.1)-(3.4.16), on tire :
(3.4.19) a(uh,uh)= L(uh)
Posantv, OK; : et puisqued OM, =Q

(3420) a(uh’vh)_ L(Vh): _b(vh’ih): _J.ih [Vh'”]drs - —J./lhﬂ;[vh.ﬂ]dr3 20

Iy

, on a alors

On déduire que
(3.4.21) a(uh,vh)z L(vh) :Ov, OK?
Moyennant de (3.4.19) et (3.4.21), on a alors
a(uh,vh —uh)z L(vh —uh) :Ov, OK?
Donc u, est une solution du probleme discret classiqueX3) poukK, = Qh” .
b).pour M, =L :
Moyennant (3.4.9) et (3.4.17) on a :
(3.4.22) —x'|uy|0L , cestadireu DK
En utilisant (3.4.1)-(3.4.16), on déduit :
3.4.23)  du,u)=Lu)

Pour tousv, 0K : puisquel, OM,k =L", onaalors :
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(3_4_24) : 4Uh ’Vh)_ L(Vh): _b(vh ’/]h): _J.Ah[vh ”]drs = _J./]hnﬁ [Vh /7]dF3 20

On a donc
(3.4.25) alu,v, )2 L{v.) :Ov OK"
En moyennant de (3.4.23) et (3.4.25) , on a alors
a(uh,vh —uh)z L(vh —uh) :0Ov, OK,
Donc y, est un solution du probleme discret classique 18)y4pourK, = ij .

Remarque.3.4.2.Si les deux meéches est convenable @.e=¢’) alors Whl(l's):th(Fa) et par
conséquent, pour touf =(v'v?)Ov. on alv._n|=vigt +vin?OW(r,), le relation (3.4.15) peut
réécrire comme suit :

alu v, )- I/l [v n}ir <Osiv OK?

Remarque.3.4.3Lorsque I'ensembl& est un convexe, fermé et non vide dapset puisquea(.,.)

est une forme bilinéaire continug -elliptique et L(.)est un forme linéaire continue suy alors
I'inéquation variationnelles (3.4.15) admet unigatutiony K (grace théoreme dstampachig.
Proposition.3.4.2. Pours, = A”e(urf), si u,est une solution du probléme discrétisé classique
(3.4.15), alors le coupl(nh ,o'h) satisfaisant les hypotheses suivantes :

(3.4.26) Dive + f' =0 sur Q'

(3.4.27) u =0 sur I

(3.4.28) on' =g sur T,
a h
(3.4.29) { )(0) ( ) % surl,
(b): o, "<0
Démonstration.

a).(3.4.26)Pour tout®' O D[(E D(Q”)Z), on pose®=(¢' @?) avec ®* = 0; en substituant

v. =u, + ® [ K, dans(3.4.15), on obtient :
<As( ) (v -u’ )>H If (v ~u )dQ”

En utilisant la formulele Greenaveos, = A‘s(u;), il découle :
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(D), =(1'0),
D’ou la condition (3.4.26) ;
b).(3.4.27) Immédiatement grace OV, ;

c).(3.4.28) Soitw' O H | telle quew’ =0 sur I UT, etw' =0 sur I''; r=12,

Si on posey = (wl,a)z) avec »”' =0 etpouv, =u *wOK , de (3.4.15), on tire :

<Al8(us),8(a)€)>3{, :<f €,C()[>H, +<gl,wlrll>}1rﬁxHH

2 2

En utilisant la formule d&reenaveas’ = A'z(U’), il en découle :

-(Div, o) =(f'0) +<(\Jf'a’£’7é>,¢r§x[1ré

<O'Z fa)é 4>
h}/’ 1 7’ H'r,,XH

1"('
Ou encore :
‘0 Y
(o' 0'n')

D’ou la hypothese (3.4.28) ;
d).(3.4.29.a) on a

_ / 0

. - g ya n .

H ,xH , H ,xH ,
Iz Iy ra I

Ow OH, /w =0surl U, et(a)lf)r =0surl,: (=12, avec|an]=0
Posan = (col,a)z) etpose:v, =u, *w 0K, ,onutilise I'négalité (3.4.15),

On a alors

3 (Rel)elo) =B {100),

(=1 ! (=1

On utilise laformule de Greeavew, = A"s(ué) ,ona

Zzl <O-fi’7[’w€77/>H'r,xHr, —Z<DiV6é,a)g>H¢ - /Zi;<f [’w€>1{‘

=1

C'est a dire
On obtient ainsi

Il résulte (3.4.29.a)
e).(3.4.29.bPour toutw, OH, avecw! = 0sur F*UT} , (a);) = Osurl* et

(a)l)q =0surl", , et pourv, =u, + (0} 0)0K_, de(3.4.15) , ontire :

h

35



UNIVERSITE DE OUARGLA PARTIE Il. CHAP 1 TEDJANI Hadj Ammar

Z <Aﬁ8(u£),s(coﬁ)>w > 22 < f /',coﬁ> ,
On obtient donc

<0i771,a)1771> ‘ - <DiVai,a)1>H1 > <f1,a)l>H1

H1“1><Hrl
On a alors

<077a)77 . >0

H xH
rt ri

Il vient (3.4.29.b).

Par ceci on termine la démonstration.

Théoreme.3.4.1SiM _=Q/" ouM, =L " ;¢r=12,le probléemeP, posséde une solution unique
(uh,/lh)dans)/h XM .

Démonstration.

1°" étape ; Existence

En appliquant le théoréme @iampachigour le problemés.4.19, on déduit I'existence et l'unicité

d’'une solutiony, deK telle que (3.4.15) .On pose = A g( ) (3.4.29) et pout = —a: surl’, ;

on verifie que(uh,/lh) est une solution du problénfe,, ;

a)-(3.4.1)Par définition, on a

a(uh, b(vh ﬂ,h jAe d.Q +ji [v n]dF

.—1 o'

En utilisant la loi de comportemerjt= A’ e( ) avec), =-g/, il en découle :

a(uh,v )+ blv 22: ja g(vlf )dQ“ - F[a" [vh.;y]dr3

/=1

En appliquant la formule d&reen on obtient :

a(uh,v )+ blv Zja v p'dr —iJ.DiVO'é. v dQ' —J.an[vh.;y]dr3
(=1 gt 3

—1/

En utilisant (3.4.29.a), (3.4.28) et (3.4.26), drient :

a(uh,vh)+ b(vh,/lh): ZZ: I g'.vp'dr’ +ZZ: j f'ovdQ’

(=1

D’ou la condition (3.4.1).

b)-(3.4.2)Par définition de 'ensembl€,, on a-r [u n]DMh, et de;uh M, ontire:

(3.4.30) (u"[u.)) j uru glr <o

11r
2'2’
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De (3.4.29.b), on tire s’ OM, et de (3.4.30) pour, = 4, , on conclut :

(34.31) (o lu.a]) j o'z lu, pldr, <0

11
2'2’

Moyennant (3.4.30) et (3.4.31) , on obtient la ¢bod (3.4.2).
2°" étape; Unicité ;

Soient(uh,/lh ) (Uh ,;fh)deux solution du problénf, , on a alors :

a(uh,vh)+ b(vh ,&h) ( a(uh,v b(vh ih) Ov, 0OV,
Il vient
(3.4.32) alu - v )+bly, 4 -7 )=0 Ov OV,
Enprendv =u -G ,doupar(3.4.32) ,ona
a(uh -u,u, —Uh)+ b(uh -u,A —Ih): 0

En utilisant (3.4.2), on a

~

b(uh - Gh ’Ah /] ): _[b(uh ’/Th _Ah)+ b(Gh ’/]h _/Th )]2 0

h

Et grace la positivité de I'opératest, ), on a alors :

L3
c
|
o
c
|
|
SN—
I
)

h h’h h
On aalorsu -0 =0, c'estadireu, =u,
En utilisant maintenant I'égalite (3.4.32) avec= G, on déduit que :
b(vh,/lh —/-fh): 0; Ov, 0V,

Et de (3.4.3), on obtientz, = Ih.
Maintenant on approché par la solution interpolée comme suivant :
5. Interpolation du Lagrange :
5.1. Interpolation surfacique :

Soitr’ = [X.”X.QJ: (0si < Nh‘) les segments des triangulati@nisdansr, .Soit lesg :0<i<N; +1,
les fonctions de base dlagrangesur r, qui sont continues et telles que :

¢\’ (X:): 5ij

N 0pfr) sifi-ilst
X

=0 si|j-i|z2

/
T
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X X X4
Figure 2Graphe représentant la fonction de hﬂséagrangeﬂ.

On note parirf linterpolation du Lagrangesur r, associée aux segments i =1,N /. Alors la

solution approchée interpolé de est donnée par :

Nr’;+1

(35.1) i'4=Y Alx s

k=0
Remarque.3.5.1Soit I NT, =¢. On posé < des(l'l" ,I'S). Alors pour chaqu&=0,N +1, il existe

une fonctiony, telle que :

v, DC(@“)2 ;v

=0 :0k=0,..,N, +1; avecv,.y' =¢, surr, (voir Fig.3)
1
C'est a dire

¢ OW'(M,): Dk=o0,.,N +1.

v, 1
AN \\\h\ ......

AN AN

N '3

Figure3. représenté la fonction, pour la conditionT NT, = ¢

On conclut que pour toufenction ¢ définie surl 5, on a :ilfy/ O th (F3), ou encore :
352 ='(ily)=iy

Remarque.3.5.21l existe une constante=c(m)>0 tel que :

353) [, Sl e, + 02 Wy, (0w DH™(T,), Do >0

Justification: En utilisant I'inégalité d’interpolation, on acab

1 1
< e, < Il
||V/||Hm(l'3) s Clly H™Yry) 4 H™Yry)
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Maintenant en appliquant la relati@nb < sa’ +4ib2, on a (3.5.3)
&

Proposition.3.5.1.Les opérateur§, sont stables squ(Fs) , autrement dit, il existe une constante
c>0 telle que:

@54) [iv,, sdvl,., OwOH(",)On>0.

Démonstration. La démonstration de ce théoreme se faite on deypesgt:
1°" étape: vérifions qu'il existe une constante> télle que :

(3.5.5) |¢/ <c : 0Oh>0

HYrg) T

De l'inégalité (3.5.3) poum = 1,¢ = + , il résulte qu’il existe une constanég > 0 telle que

1

¢i’ HY(Ty) = E ¢i’ HA(Ty) Cl ¢i ILA(ry) Oh>0
Et puisque ¢ i = ¢! waeyr ON a alors
l l 0 4
¢i HYT3) SE ¢i HYT3) Cl ¢i IL4ry)
D’ou on tire :
(3.5.6) ||g o S c,|¢ )
Mais H¢i" i) " I ¢! “dx < +/2h < 1/2.mesi|'3j , on a alors
3 I_3
,
357 |8/ =S¢
De(3.5.6) et (3.5.7), on conclut (3.5.5).
2°M étape :Reste a vérifier (3.5.4) :

On utilise la définition déf , on a alors

D’ou on tire :

(3.5.8)

¢

¢/¢
i+1

If:l// Hl(ri’) = ‘W(Xiﬁx' Hl(ri’) * ‘W(Xiﬁ+1x'

Hl(Ti/:)
En utilisant maintenant I'injection continuwk Sobole\Hl('I'i") G C(T), on a alors

¢!

<
() = Ca

‘l// (Xiﬂ X = C, ”l// ”Hl(Ti’) et

De plus , et moyennant (3.5.5) et (3.5.8) , oneutti
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1 =0,N

4 4
<c
IhW Hl(Ti() - C5 W h

HYr)

Par sommation sur= O,Nrf , il vient :

) N o
=S il e
wiey = 2 ¥ ey S 652 v

Iy

D'ou le résultat .

2 _ 2
wirly ~ C, ”l//

2
HY(ry)

Lemme.3.5.1Pourh, = max(mes(r_”)). Alors existe une constante, indépendant&de>0
i 0<isN), !

telle que :

(35.9) |w

ch™

<
HYry) T

- Oy ow,(r,)

4

IL(rs)

Démonstration. Pour toutey OW. (I'B), on at//|T_,, P, (Ti/"), et par conséquent :

(35.20) |||, () = v

En utilisant(3.5.3) poum = let ¢ <1, il en découle :

H3(Tif')

N 7 PR ] e
“V/HHZ(Ti”) = e Hl(Ti”) Ce |y w31

Et de(3.5.10), on tire :

(3.5.11) Hl// HAT) = SHW HAT) + Clg_lHl// "Y1
Ou encore :
cC
”l//”HZ(Ti’) = 1—18 & 1”W Hl(Ti’)
Et pour¢ = “—H(F_)<1, on adonc:
mes(I",
1+medr. )} ~.
Wl . o o
3 4
C'est a dire :
¥, < (% medr PR,
D'ou :
(3.5.12) || wiry S czﬁf-l Wl
En utilisant (3.5.3) poum = 1 et ¢ = Zhé , On obtient :

2
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(35.13) |y

1 h -
0 = Eh/‘”WHHZ(T/) * C3he l”W”mzm”)

2

Et moyennant (3.5.12) et (3.5.13), on a donc :

| +c.h v

< 1
HiTy = EHW ‘ BT L2,

On en déduire que :

-1
< ch ||
Hl//HH%Tif) = Ch[ 14 LA

Par sommation carrée il en résulte :

N TR
2 -1
< 2
Z Hl//‘Hl(Ti/) sC h/, Z v L2’y
i=0 i=0
Ou encore :
2 20 -2 2
< 2
Hl/l‘Hl(rs) =C hz 4 IL2(ry)

D’ou la condition (3.5.9) .

5.2. Interpolation volumique.

Soient(zi"‘)iDI les nceuds des triangulatioffs,” . Les fonctions des base Hagrangesur

Q' (notées par ;i 1) sont des fonctions continues €f satisfaisant :

ale)=2

I ij
* Si K est un ensemble de voisinage du noaﬁdalorsa)f‘K O Fi(K) :

=0.

* Sinon a)f
K

Figure 4. Graphe

représentant la fonction

de basaleLagrange @ .

Fonction chapeayx

v

L'interpolation duLagrangesur Q" associée a la triangulatiod ;' est un opérateur défini

comme suivant :
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(35.14) 1w =>u/(z)e : j=12.

ou | :uf désigne la solution interpolée de la composarite

On note parll, = (Ih’ Ih’) I'interpolation & 'intérieur deQ * du champs du déplacement donnée
par: II,u’ :( héul’lljué)

Proposition.3.5.2.Si T n T, = ¢, il existe une constante strictement positive0 indépendante

de h, telle que pour toute fonctiopn dansH E(1"3) ,ona

(35.15) |z,

i S Clvl

2 (ry)
Démonstration.La démonstration de ce proposition passe pardesdtapes suivantes :
1% étape: On vérifie quer, est stable suL?(",) :

Soit z//DILZ(Fs), on utilise (3.4.5) pouy, =x v, il vient :

vl = 1
IL3(ry) :

En appliquant le théoréme @auchy-Schwartzil en résulte :

1
7l'hl//

wo| dr, = [y ey ar,
M3

e ov e, < Wl o]
Y Lxry) v IL%(ry) " Y ILYry)

Ou encore la stabilité :

(35.16) |

7[”1// < ”l// 2
h ||_2(|—3) IL5(M3)

2°Métape: on vérifie que

(35.17) |y—iy . <ch

IL2ry) l'[/”h’l(Fs)
Comme I’espac@l(r3 )est dense danHl(Fg),iI suffit d’établir ces résultes pour toute forcti
W O Cl(Fa), on définie la fonctior? comme suivanted (x) = w (x) - i/ (x), grace a la condition

w(x')=0,i=0N/ , onaalors
W(X)ZTW'(S)dS; OxOT'

On en déduit la double inégalité

N

|w(x)|sj|w(s)|dss[j|w'(s)|2ds] x[jfds] ;. OxOT/
Qui entraine
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|LIJ(X)|2 < ﬁz|q}|il(n‘) : DXDTK
D'ou :

[1¥ 6y

j dx

T’

D’ou I'on déduit :

4

LT HYT)

On en déduit que :

. <h

H[// , l// ILA(T, HYT)

De telle sorte que :
(3.5.18) H‘/’

L2, = ﬁ/[”lﬂ ”Hl(Ti’) * Hi;VIHHl(Ti/)}

Moyennant (3.5.43) et (3.5.18) on a alors :

v = 15w

w3y

- ;. — !
En utilisant la somme carré surO,N, ,ona:

Ng ~
Z < C 2h 2
i=0

v -

w2,
D’ou l'inégalité (3.5.17) .
3*Métape: on vérifie querr, est stable surf l(Fg)
SoithHl(l‘a) , on utilise (3.5.2) , on a alors ;
(3519) Hﬂ:lw H/—/l(rS) = Hﬂ':l ([// - lf:w X‘/—/l(/@ * Hiswuﬁl(g)
De (3.5.9), il en résulte :
A A

Il-iw),, schlrle-iv)

En suite en utilisant I'inégalité (3.5.11), il vien

(35.20) |z, (v - W) iy

HY (T ) l @ I3(r3)

w—iy

IL2(73)

De la relation (3.5.5) , on tire :

@521) |rl-iv], o, SCh7 7w -i z//]

Et moyennant (3.5.19) ,(3.5.21) et (3.5.4), onegiiti
Iy -iy)

IL2(r

<ch™

+cjy|
IL2(ry) W HY(r3)

HL(r3)
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De plus en utilisant maintenant (3.5.16) pgu+i'y , on a

) -1 .y
Hﬂ;w Hi(ry) = Clhh v _Ihw IL2(ry) + C”l// HY(T3)
En utilisant (3.5.17), il vient :
1
(3-5-22) thw‘ HYry) S CZHVI‘ HYI)
4°Métape: Fin de démonstration :
En appliquant I'inégalité d’interpolation avec , an
‘7[' 1 S‘ “\I? .‘nﬁ 2
hIL(H 2(ry)) L (2 17 pllL (2 ry))

Et de (3.5.16)-(3.5.22), ontire:

11 N
Hn”” 1 <c’l’=c
hiIL(H 2(ry)

Ou encore la stabilité(3.5.15) .

(L(H) :noté I'espace des applications linéaire continuesy .

le(rg)désigne le sous espace des fonctions continueagraeau sufl 5 et il défini comme suit :

Xé(l's)={z//DIL2(I'3) I |, =constante i =O_N,j}

Lemme.3.5.2.X/ (I',) est fermé dand*(T,) .

Démonstration. Soit () est un suite danX /(") avec y_ 01l -y dansIL’ r.).

D'oll on tire : “l//—l//n da O/I.-0 [Oi=0N)

0
Soit g OC (T.") avec

IW'O'X:f(vf‘wn)¢'dx+fwn¢'dx ; OnOIN

¢
T [

En utilisant I'inégalité d€auchy- Schwartzon obtient :

J(w—wn)w{suw—wn

'||¢I|||L2(Ti’) OLl-0

I

i
T

Et puisque les fonctiong, constante suf; ,on a alors

[y gdx=-[y gdx=0  OnOIN

ona [y ¢.dx=0 Og0OCH(T) OnOIN
T
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Et en faisant tendra vers+o , on déduit que :

[wpdx=0 OpoCHT)
Ti
C'est adirgy est une constante p.p s’ . On posey =C_p.psur '[”,

En supposanty = i CiXTif’ l er(l“s), ilvient:y - y dans ILZ(FB)

Cestadirey =y p.p sur I,

Grace a la fermeture de 'espace’ (I's) dans I’espacele(I's), alors il existe d’opérateur de
projection sur I’espacé(lf(rg) .

Notation. On note par;7; I'opérateur de projection sur I'espace fermh”é(rg).

La fonction /74 est une solution approche par projection detion A sur I’espacexrf (F3)
Proposition.3.5.3 On suppose quE, n T, = ¢ , alors il existe une constante> 0 ( indépendante

de h,) telle que :

(35.23) Inf Sup—Van) _ blu, v,)

,UhDWh(r3) vV /j ||

Démonstration. Pour tout 4 OW,' (F3) avec u, #0,0na

bl 2, =500 (i)

Alors il existe une suitqy ) (dépend deu, ) dansHE(F3) telle que :

H 2(r3 l

wOH () ety = 1}

1
o

=1et <ﬂhaV/n> ry HpEE] QH'MhHH%Q)

1
a2y -5

1

L
1

Puisquely ) est bornée dansi*(",), alors il existe une sous-suite notée engote et il existe

w DH%(Fs) telles que v, 0 FrF - v danSH%(FS),
D'ou :

(3524) [ul.2,, <1 et [u,2 =(uw)

-11p
2'2’

En utilisant (3.4.5) ,ona:

(35.25) [umpdl, = [updr,

) )

Grace a la surjective de I'opérateur de trace:
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Et grace a I'egalité M (Q”)):Wh” (rg), Alors il existe une reléevement de I’opérateqﬁr, noté par

R vérifie :R W (I’S)):V”(Q”) ,et par conséquent, il existe une constenté ( indépendant de ,

h

c=|R’

n

) telle que ;

1
L(H2(r3) (R (2 )?)

(3.5.26) Oy, 0w, (r,)

Riy! SCH 3
ql/jh (Hl(Q/:))Z l/jh H2(Ty)

4

On posew, = R;(ﬂh(l/l)DVh(Q() Jilvient: o ' =y

Si on posew, = (coicolf) ,avecw’ ' =0, puisque les deux normey| et ||||H sont équivalentes,

R}: (nﬁw}

=C
#HYQ")? 1

on a alors I'inégalité |, | <o,

@e")?
Et de (3.5.26), on tire :

o] e,

¢
7'L'hl//

2y
En utilisant (3.5.10) et (3.5.24), il sorte que :

(3.5.27) Ha)hH < Cs||l/l <cC

3

1
H2(I'y)

Et,pourg = 1 , ona:
C3

Y
< ||'uh||H 2(ry)

1 < ——— 387
Bl ll, 2rs) [o.]]
h

Et, de (3.5.19),0on a:

[ wpar
I3
Bllall, =, s T el
De plus, on utilise (3.5.20), il vient :
[wy.mppdrl
I’
'3||”h||ﬁ’5(1~3) = ||60h||
D’ou :
ufoyn' Jar,
I
ol =)
C'est a dire
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On obtient alors :

D’ou l'inégalité (3.5.23) .

< blu,,

sl <
o
sz

a7



CHAPITRE 2

D’ANALYSE D' ERREURS

Résumé :
Dans ce chapitre, on s’intéresse a I'analyse desies: En utilisant les théorémes des traces,
les injections compactes et continuesSoboley ainsi que les inégalités d’interpolation et

I'inégalité deCauchy-Schwartzon arrive a évaluer les erreurs commissent.

Contenu:
1. Estimation abstraite de I'erreur ;
. Estimation de I'erreur des solutions interpolgées
. Estimation de I'erreur des solutions approcheesprojection ;

2
3
4. Estimation de I'erreur des solutions approcheEediscrétisation quadratique ;
5. Estimation de I'erreur des solutions approchp@egiscrétisation linéaire ;

6

. Conclusion.
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1. Estimation abstraite de I'erreur.
Pour préparer I'obtention d’estimations expéisitde I'erreur, nous donnons dans le théoreme

suivant une majoration abstraite de 'erreur :

Lemme4.1.1.Soit (u,1) la solution du probléme mixte, avecu’ D(H’ (_Q())ZOU r=3 . Alors, il

existe une constane>0 dépendant de, telle que ;

¢
u (H'(Q’))Z .

Démonstration .En utilisant la continuité du I'opérateur :

() )

v =y v, )~ w, =wan =y ty

4.1.1) 4],

u' 2(r)_c‘

Alors, il existe une constanig, > 0, telle que

4.1.2) 14,4, =

( / /)’7 “ 2(r) =C “ ’7 “(H 2(r3))
En appliquant le théoreme de trace, alors il exigteconstante, >0 telle que

, £GC,lo"

(4.1.3) HO-(}HZH 2@y

H' 2(F:s

En utilisant maintenant la continuité d&" , alors, il existe une constante>0 telle que

¢ ¢ ¢
(U M(Hr‘l(g”))zxz = C3H8(U }

De plus, on utilise la continuité d’application: (H'(Q”))2 - (H"l(Q[))ZXZ. Alors, il existe une

(4.1.4) | -

constantec, >0 telle que :

(4.1.5) Hg(u‘)(

Hr—:L(Q())X

B T

Et de (4.1.2), (4.1.3), (4.1.4), (4.1.4) et (4.1d)eco’' = A'e(u’) , on tire (4.1.1)
Theoreme.4.1.1Soit (u,ﬂ ) est une solution du probléng et (u , A ) la solution du probleme
P! avecM . =Q ouM, =L~ .Alors, il existe une constante>0 indépendant dé telle que :

) <C{v|hlgfh ey [ma>(b(u,1 ) )] +[ma>(b(uh ,g),o)]%}

Démonstration. Soit v, OV ,ona:

(4.1.6)u-u|+[i-4] -

u=v,|, + Inf Ji-u]|

LD\N(]')

a(u_un’u_uh) (U u,,u- Vh)+a(uvh ) (LL Vh T )
Moyennant (2.3.8), (3.4.1) et (3.4.2), il résulte :

alu-u,u-u,)=alu-u u-v,)-blv, -u,,1)+blv, —u,4)

Ou encore :
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4.1.7) alu-u,u-u,)=alu-u,u-v,)-b(v,-ui-2)-blu-u, i-1)
Poury=220M (respy, =24 [IM ) et poury =00M (resp.4 =00M ) dans (2.3.9), (resp. dans
(3.4.2)), il résulte :
(4.1.8) b(u,2)=0 (respblu i )=0)
En utilisant (4.1.7) et (4.1.8), il vient ;
(4.1.9) a(u -u,u- uh): a(u -u,u —vh)+ b(u —V A= Ah)+ b(uh,/l)+ b(u,/lh)
En désignant paer la constante de I'ellipticité, on a :
afu-u,| <alu-u,,u-u,)
Et de (4.1.9), on déduit que
4.1.10)afu-u,|’ < a(u-u, u-v,)+blu-v,,i-4,)+b(u,,2)+b(u,,)
De telle sorte que la continuité de la forme biiiné g.,) entraine, en désignant pist la constante
de continuité :

1+ b(uh,/l)+ b(U,/lh)

H2(I's)

(ut —v}f).;yl +(u? —vj).;y2

%y
En utilisant le théoreme du trace , nous déduisons
@110 afu-u,|* < Mu-u,|jlu-v.|+cfi- Dol 2y Ju=va] + b(u, ,4)+b(u,2,)
On considere la probléme (2.3.8), a¥xd1V, on a alors
a(u,v,)+b(v,,2)=L(v,) Ov, 0OV,

Et de (3.4.1), ontire;
(4.1.12)  alu-u,v,)+bv,,A-2)=0 Ov, OV,
Puisque :

v, .4y = ) =alu =1, v, )+ B, 2 - 1)
Nous avons :
(4.1.13) v, .4, = 1)< Mu=u, |V + = a2 e 5 Do OW (7). Dv, DV,

De (3.5.23), il en résulte :

bly, 2, = #,)

i - ‘ 4 su
B2, Molliey <SP, T HV H

Et de(4.1.13) , on tire :

(4.1.14) B2, - 1, Tx, OW/(r,), Ov, OV,

2 <Mlu-u[+ci-g,

H 2(I'3)

1
H 2(I')

En utilisant I'inégalité triangulaire suivante :
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=22 <l # e =2, 4, D OW, r.)
Nous obtenons :
(@.115) 1=, c{uu “u+ mf g, H-%@}
Et de (4.1.15),(4.1.11), on tire :
@116)u-u, [ soffu-ulu-v [+ it -], vl pl,2) s}

2
Et, utilisons la relationa p < 2_+ %_bz ou encore :
C

1 1
||u—uh||2sc{zuu—uh"z+%||u—vh||2+_ inf i-u

2 1y Wi (T5)

A e, evkon ). o, o

1
2
H 2(Iy

On déduit qu’il existe une autre constante O telle que :

||u - uh||2 < c{lnf u —vh||2 + Inf ||/1 - K, Z’%(r ot b(uh,/l)+ b(u,/lh)}

VROV, Hp W (T3)
D'ou :
lu-u,| = c{vlhr}f/h u-v,|+ Hhmf(rg)”ﬂ - “h”H’%@ + [max(b(u, 2)0)fF + [max(b(u,4, ),0)]%}2
Ou encore :
@11l fuha-vs 1 Jionl, ol 2ol [l ol

De (4.1.17) et (4.1.15), on conclut (4.1.6).

2. Estimation des solutions interpolées.
Proposition.4.2.1.1l existe une constante>0 indépendant d& telle que :

(4.2.1) |i-id] <cn

IL2(T) HY(T)

Autrement dit, [im ||,1 - ih”/1||
h- 0

)

IL2 (Fg
Démonstration. Similairement au démonstration de l'inégalité (B7.

Lemme.4.2.1.Soit £ >0, alors I'application définie par :

@422 VIR (@ )R@)- M, = i fuep

Hlﬂ,‘(Q ‘ )

est une norme sur I'espace quoti¢ht’ (Q”)/Pl(Q”) :

Démonstration.
a). On commence par veérifier I'inégalité triangulaire

Pour tout v H™ (Q')/P(Q’) ,on a
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||V+V.\H1+g S"V+W+ p+q|H1"”(d) S"V-'- r1|111""(Q’”) +||W+ q|H1+"(Q") I:p,q]Pl(Q()
On obtient

V+W < Inf v+ p)

POR(Q")

+ Inf |w+q
qDP(Q )

Hl+e(Ql ) Hl e(Q/)

D’ou la démonstration.

b).on démontre que e 0IR, IWVOH™ (Q')/R(Q"):  [aM, =|d|M,.

1

PouraOIR , vOH™ ( )P( )ona:

|a-¥].,, =
1+e

pR@") @) gr@) H @’
Ou encore :

9], = Inf Jo

qIR(Q")

= el
1+e

a4 @)
c). Il nereste que de vérifier quev ] H”"(Qg) F;(Q”) : [V, =0=v=0:

Sivo (@), avequ|,, = 0, ona Inf v+

:O’

Hlﬂ:(nf )

Alors il existe une suitépn )nzo dansPl(Q") avec |

ety 0 ;quantn 00

En appliquant le théoréme d’injection continueShbolew/ ** (Q/') G CO(Qe), Alors existe une

constantec >0 telle que :

< cﬂv
co%"y

 OnOIN

n H1+';(Q )

v+,

D’ou I'égalité :

<dq
cYa’) v

Donc: p, - ~vdansC’(Q’)

- 0: quant n - +oo

Jv+p,

n Hlﬂ;(Q/ )

Mais P,(Q') est fermé dan€’ (@), ona alors/DPl(Q”) , C'est & dire qug =0.
Remarque.4.2.1Soit £ >0, alors I'application :

1
2

(4.23) vOH™ (@ )P ) N = > jj (D vx)=D"v (y))zdxdy

| +2¢

lal=1 gt
est une semi norme sur I'espace quotielrit (Q) Pl(Q‘) :
Proposition.4.2.2.Si 0< £ <1, alors, il existe une constante> 0 telle que :

(4.2.4) Inf 4P|y SM iy, - OVOE™(Q)

pope’)
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Démonstration. Soit N=dimP1(Q“), et g;1<i<N une base duPl(Q”'), on suppose que les

f,1<i<N forment une base duale dg; 1<i< N, c'est & dire que pouf OL(P(Q")IR), on a

f.(9,)=9;.
Le théoréme derolongementie Hahn Banactentrain I'existence des formes linéaires continues

sur 'espacéf ™ (Qf) notées encoref, 1<i< N telles que pour toupDPl(Q”) , Nous avons
f (p)=0;0i =1L N, si et seulement sp = 0.

Nous allons montrer qu'’il existe une constamte:(Q’)>o telle que :
N
1l+e L
- +Z;\fi(v)ﬂ, O™ (Q)
Si cette inégalité et fausse. Alors il existe unieedv) des fonctionsy OH™ (@), telle que ;

L *3010) |20

Etant donnee que La su(v%*) . est bornée dan&/™" (Q‘), il existent une sous-suite cﬂen)

n n=0’

(4.25) |v

el S c[|v

(4.2.6) OnOIN :

\
n

\Y

. ,,)=1 et Iim[

YTEatdre) o 4o
que

I'on note encore(vn )nzo et une fonctionvDHl(Qf) telles que ;

HYQ") -

(4.2.7) lim

n— +oo

VvV —V|
n

Ce résulta est une conséquence du théorenieltieh ( 7™ (Q")ﬁ Hl(Q”) ).

Les relations dans (4.2.6) entrainant notamment :

(4.2.8) lim = 0

n- +o

\'
n

Hlﬂ"(Qﬁ
L’espaced ™ (Q”‘)étant complet, les relations (4.2.7) et (4.2.8ya@nent la convergence forte de la

suite (v, ) _dans 'espaced™ (@'). soitv la limite de cette suite dars™*(Q’) telle que :

1
2

[D“v(x)— D"v(y)]2 dxdy

e p = V] e, = lim
Q/Q/ |X -

n- +w

Vv

n

=0, Oa avec |a| =1

Hlﬂ‘(ﬂ})

Alors :
Dv(x)=D"v(y); p.p xydQ";0a / |o|=1
Donc les fonction® “v sont constantes pour tout milti-indige telque |a| =1. La connexité de

'ouverte Q' en utilisant la théorie des distributions, enteaingque la fonctiorv est un polyndéme

de degré inférieur ou égale a 1. En utilisant 63,2hous avons f (v)=Lim f (vn):o [ =1N
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D'ou v =0, compte tenu des propriétés des formes linéairgs i < N. Mais ce résultat contredit

I'égalité an

s =1; 0On=1, l'inégalité (4.2.5) est donc établie.

L'inégalité (4.2.4) est une conséquence immeédiaeliégalité (4.2.5): pour toute fonction

vOH"(Q) , deésignons pagt17, (o) e polynome tel queg = -3 f (v)q, - On aalors

i=TN : f(vea)= f)+ £ (0)= 1 ()-3f (W) (0)= ()1 l)=0

k=1

Et de (4.2.5), on obtient :

HY @) |

H(Q) H*E Q")

pOPy(Q")

Proposition.4.2.3. Soit s> 1et m=01. Soit zOL(#%(K)H"(K))un opérateur linéaire continu
vérifiant :

(4.2.9) OpOP(K): zp=p.

Alors, il existe une constantetelle que :

H(K) T C” a H S(<).H™ V|HS(K) DVDHS(K)

Démonstration.

Pour chaquer 0 H3(K ) et pour chaquepdP,(K), nous pouvons écrire
v-mv=(1, -z)fv+p) :OpOP(K)

Ainsi, pour toutp DPl(K), il vient :

<|
K

D'ou :

<l =7l it v+ pll -

HK) T H K pOR(K) (K

Par suite, en utilisant I'inégalité (4.2.4), il nie

<cjl, ~ 7|
Hm(K)‘CHIK ﬂ” HYK)

Le résultat suivant donne une majoratiori\zii% en fonction d{a/| , et inversement .

Proposition.4.2.4.Soit mJIN . Alors, il existe des constantes> 0, ¢ >0 telles :

1
(4.2.11) [0],, e, < ¢||Bi | |det (B )7 ], e, -0V # "(K)
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4.212) |v < &Hsglum ldét (B, )|%.|€/ 0v0 H "(K)

H™(K) H™K)’

Ou B, est la matrice inversible définie par la relatiéh2(1) etHB H W}#B 5” ol |.| estla
&l=1

norme euclidienne.
Démonstration. Comme I’espaceD(K) est dense darﬂﬂ“(K), il suffit d’établir ces résultats pour

toute fonctiorv D( ) Il est commode d'utiliser ici les dérivéeskgchet.

Pour tout multi-indicex avecla|=m, il vient :

(%)= D"U(X)(e, e )
Ou les vecteurg_,1<i<m, sont les vecteurs de ba:(el,ez)de IR* répétés respectivement,

a,,a, fois. Ainsi

Ona

(4.2.13)

0°9(%) < [D"9(x)]
D’ou I'existence d’une constantg >0 ne dépendant que de et telle que :
v = 2 [0 9(R) dks c [ [pra(R)] ok

Les propriétés de différentiation des fonctions posges, (voir J.L.Lions [11] ) appliquées a la

(4.2.14) [

relation & = v.F, , donnent pour tous les vecteyrs1IR?,i =1m :

D™(R)(E, & i) = D™V(X)(BL &, B, e B Ern)

Ou encore :

DR )= B D" [Bf B, Bkém]

B [B.]
De telle sorte que :

(4.2.15) [D"YR) <

)

D'ou :

(42.16) [|o"(x)

A HDmv(x)”zd%:”BK [ |desy| [ HDmv(x)szx
K K
En utilisant les propriétés de changement de viesatans le calcul des intégrales multiples.

Mais : D"v(x)= Y 0 v(x)e, ; telque [e|=1
T
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Il résulte qu’il existe une constange=c(m >0 telle que :

)<c, (m).mgx\a(' v(x)

D’ou I'on déduit ;

Fo] = o,

On obtient alors I'inégalité (4.2.11) en rassemblas inégalités (4.2.14) a (4.2.17) .

(4.2.17) {

La démonstration de I'inégalité (4.2.12) est eetieéent analogue.

Proposition.4.2.5.Soit r JIR" —IN. Alors, il existe une constante>0 indépendante db, telle

que pour touf/DH'(K)

r+l1

.dét(B:] Mo

Démonstration. Posons =m+6 :0<8<1, mOIN ;

(4.2.18) [V, <c|B,

H'(K)

Comme I espacB(K) est dense damﬂ( ) il suffit d’établir ces résultats pour toute ftina

vOD(K) . Il est commode d'utiliser ici les dérivéesRiechet
Pour tout multi indicex aveda | = m , il vient :

9°9(%)-0"%(y) = (D"u%)-D"UY))le, e, )
Ainsi :

0" (%) -0y

-D"Y(9)

D’ou I'existence d’une constantg :cl(m)>0ne dépendant que de et telle que :

4219 |if, = 3. [ o° V(X s < c, ()] L V(X

|2 +20 |2 +20

Et comme (4.2.15), on a
(4.2.20) [p"#(%)-D"(5) <[, |" o "x)- D"y}
Mais il existe une constant;z c (m) >0, telle que :

HD v(x)- D "v( H<c max‘a v(x)-0° v(y)‘

Et, de (4.2.20), on a alors

PN s < c (e, |5 [0 20

=MRK

(4.2.21) ”|

|% -
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Mais {x-y| =|B, k- B, J|< B, [|%~-§|. onaalors ;

1 s
=30 = =]

Et, de (4.2.19),(4.2.21) , il vient :

5., [, 3 [0 2L gy
(4.2.22) |
= |aet(B.) Z‘:” - V(X v dx.dy

En utilisant les propriétés de changement de viesatans le calcul des intégrales multiples .
De plus, en utilisant maintenant (4.2.22), il vient

2+2r , 1Y72 2
K "det(BK l |V|H'(K)

7, < B

H(K)

D’ou le résultat.

Pour utiliser les propositions 4.2.4, 4.2.5, il ¢iemt d’évaluer les norme“sBK HHBKlu et les

expression@iet(BK Mdel(B:l en fonction de caractéristiques géométriqueslﬁeSK . Nous

notons :
h, =diam(K), h= d.an{K)
p, =suddiam(S) ;SestuneboulecontenuelansK }
PO :sup{dian(é) - Sestuneboulecontenueansk }

Lemme.4.2.2Si p >0 (ou de méme, >0), on a les majorations :

h, h
@223) [Bs" . [Br]s -
p p

K

(4.2.24) |defB, ) = % . |dedB;?) = ::E S(E)

Démonstration. Nous pouvons écrire :

Par définition deb , il existe une boule de diaméfsecontenue dan& , i.e :

B

K

p Il
O¢OIR? avec [¢] =5, DXJOK telsque ¢ =%-§

Alors :
BKéz BKs\(_ BKyz(BK§(+bK)_(BK9+bK):X_y
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Avec x,yOK . Commeh, désigne le diamétre die, on a||x - y| < h, , d’ou:
Dz0IR avec; [¢]=5 : |B & <h,
A|n3||||3 || = ;ﬁj |||3 g” < -« et I'on obtiendrait la seconde inégalité (4.2.28naaniére similaire.
Les inégalités (4.2.24) sont des conséquencestebreles propriétés de changement de variables

dans les intégrales multiples.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir letedqurincipal de ce paragraphe :
Théoréme.4.2.1Soitm = 0Jletl< r < 3, il existe une constante= c¢(K) > 0 indépendante de

h telle que, pour toutk 07" et toute fonctionv T H' (K), on ait :

r
K

v
H™(K) m | H'(K)
Py

(4.2.25) [v=1,v

Ou Iiv designe la fonctiorP, -interpolate de la fonctionv .

Démonstration. Soit / I'opérateurP -d’interpolationassocié a I'élément filﬁk,ﬁ,i), par

définitionona/p = p ; Op O P, dol grace a l'inclusion (3.2.3) :

A
~

(42.26) fp=p : 0poA~(K)
Soit alorsv une fonction de I'espace’ (R) , ON peut écrire :

=3 9(a)p,

i=1
Montrons quef est un opérateur linéaire continuldé(l%)dansH”‘(K) .

L’hypothése (3.2.3) entraine que toutes les fonstide baséf) ) sont dans I’espadém(K).

i/i=123
Ainsi :

3

W )|p

e ™(K)

H (K) =

L’inclusion avec injection continué/’ (R)C C(R) entraine :
O(é. )S ||\7||C(K) S C1||\7||H’(K)

3

U,y S & 2

i=1

pi H™K) ”V”H "(K)

Alors, existe une constantg =c, (K, |5,£‘)> 0 telle que :

HN

<c, |V, .
H™(K) 2 H(K)
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D’ou
oL (i (®)a(k)
Et, de relations (4.2.26), I'opérateunérifie les hypothéses du proposition.4.2.3. Réesil existe

une constantec = C(K, P, 2‘) >0 telle que :

4221 D9OH'(R) -0 <o,
Par définition :
0=3 a)o =3 v (B)e.F, =S vlade JF = (0)F, =7
i=1 i=1 i=1
. A —\
De la méme maniere, on déemontre que : V-IV= (V - IEV)

1%'cas: Pourr =23, le résultat de proposition.4.2.4. donne :

(4.2.28) |v-/.v m.‘dét(BKﬁ.O— i

<c,

B;l

H™(K) H™(K)

r 1
(4.229) [V|,. . <c,|B.| Jaet(B)z v

H"(K) H(K)

En combinant les inégalités (4.2.28), (4.2.274e2.29) et les résultats du lemme4.2.2., on
obtient la majoration (4.2.25).

2®M™cas :Pourl<r <3 avecr OJIN ;((4.2.28) reste valable)

En combinant les inégalités (4.2.28) et (4.2.8R)pbtient :

V=1 . m.‘dét(BKxé.|\7|

H™(K

-1
) < C3HBK

HT(K)

Et, de (4.2.18), on tire :

/ r+1

‘v—/kv

my L, 1 s
s olB] e, ) B [ " aede )i

H'(K)

Hm

En utilisant (4.2.23), (4.2.24), il en résulte :

1
h™ [ medK |]? h™
‘V_ /[V < |: mes(Kg} 'ﬁKr+l '|V|HT(K) !

K Hm(K)_ 5pm
K

Ou encore :
r+l
s ¢ — M
7 [mes(K )i oy

,
‘v— /Kv

V] ou, ¢, =cG(K,F3,f)

H'(K)

Puisquemes(K)Z cpi , avec (4.1.1), anrsnes(K)z c7h§ , et par conséquent :

r+l
hK
h..p,

hl’
‘V - ]iv MH’(K) = C9 p_'r<n|V|H’(K) !
K

K

<C
HM(K) 8
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Théoreme.4.2.2Soit1<r <3, alors il existe une constar&tec(li)>o indépendante dh telle que :

TR [ ' o~ N2 s T
@.2.30) Ju - m | o soh L ouo(a @) ou 4, =(r,, 1)
Autrement dit, lim |u" TR =0

h-0 h (H(2')?

Démonstration. En utilisant la relation (4.2.25), on obtient :

A < vt
‘ui IKui L ClhK‘ui (K ,
: : [KOT,
¢ 00 K ¢
‘ui - IKui Hl(K) - 2 i Hr(K)
P«
On a donc
¢ 0|3 21 2r |, )3 2 h 0?2 Q
Hu_ -/u'|l L <ceihu o ‘u_ - [KOT!
i i HY(K) 1 K i Hr(K) 2 p2 i Hr(K) h
K
h . AN
De (4.1.1),ona <1 et deh, <diam(Q’), il vient :
2
¢ ks 2( 4 €N L Gl aa) . t
— < 2
o =, | e )+ b, KO

Ou encore :

(4.231) |u /.0

< r-1
K ) - C3hK

uf

- [KOT'
K) h

HY(K H'(

D’ou on déduit finalement

1

¢ 0 _ e geoo]? 2
‘ui //u; ) —[;‘ui /.u Hlm}
C'est a dire
1
] 0,0 r-1 ]2 2 r-1 e
- < <
‘ui o H(2") <chy [ZK: Y H'(K):| sch H'(2")
7’(
Pourh, <h alors pour touK L'7;, on a
‘uz_//zuz _“ {—/[U{Z +‘u4_/¢u42 ]2
ey T Tty TPz Te Tl
On en déduit :
o
l 0.0 r-1 l l 2
- < +
‘u fu ey C3h4 Y H'@") Y, '@

D’ou I'inégalité (4.2.30).
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Corollaire.4.2.1.Soient0 < s< 1,1<r <3, alors, il existe une constante= c(s,r)> 0

indépendante da telle que :

2

(4.2.32)

u' —thué

S chf‘SHuéH(Hr(g/,))z ,ou D(E (@)

(HS(.Q'>
1
<2 ’ ik ’
‘(HS(Q”))z - .Zl: K%:thUi IKui HE(K)

En utilisant (4.2.25), poum = 0.1, ainsi que I'inégalité d’interpolation, on trouve

Démonstration. On peut écrire :

Hu‘ -Nu

! A ! ¢, ]S ¢ v |8
ui IK ui HS(K) S Cl ui IK ui ILZ(K) ui K i Hl(K)
D’ou il découle :
¢ 00 (1-s)yr+sr-1) |, ¢ _ - v
- < =
ui ]K ui HS(K) - CZhK 4 i Hr(K) 2 K 4ul Hr(K)

Corollaire.4.2.2. Soit 1 ., . >, alors il existe une constante=c(r)> 0 indépendante dé
2 2

telle que :
1
4233) |a=id|, +wefi-igd] ) seh]dl,,  caow(r)
Enfin, lim|i-i '} &+ =
h— +c0 H4(I'3)

Démonstration. Nous utilisons dans la démonstration I'extensioiin surH" (Fs) par :
{R” m1 () - 5(Q)
YRy
Posonsv' =R'A, ona
V-1V =R-i), V-1V ) =i-i'2

D’apres le théoreme du trace on a:

=/ / o0 =/ A 0ol
- < - 1 - T < -
||/l i A ey SGIY Y et et ||/1 i A iy SC|V Y et
Et donc :
1 1
2. A=i'l +hiA-i'Al t <c|v -IV]: +ch?|v -I'V
(4 2 34) H L | ITE728) hlm2ey) Cl h H2Q") C2 h Jia(e)

Pours=11let r+41, en utilisant (4.2.30), il vient :

61



UNIVERSITE DE OUARGLA PARTIE Il, CHAP. 2. TEDJANI Hadj Ammar

fj [ 11%(9’) < C3hr v’ HH%(Q’)
(4.2.35) 1
-3 /
et <sc,h *|v ‘HH%(M
Et, de (4.2.34), (4.2.35), on tire :
it 2 r r
Hi Ihl IL (F3 + h H (F3) = CGh V|Hr+%(_Q{') + C7h V|H 2(9 y C h ||V|| 2(_Q )

De plus, en utilisant la continuité Bé, on déduit finalement

1
H2(I'3)

1
+he|i-i'a

IL3ry)

W—uz

Remarque.4.2.2Soientt _  _5,0<s< % alors existe une constantec(r,s)>0 indépendante
2 2

de h telle que, poukt O H' (Fs), on ait :

<ch?||z

H z(r3)

¢

<ch'|4],.,., et ||A=i,2

ILA(ry) H'(Ig) |Hr(F3) !

On déduit que

=/
\p i

)schr, et HI—I;H[ 1 Jsch“%

L (H'(F3),IL 2(ry) L{ H"(Fg)H 2(I3)

On applique le théoreme d’interpolation, on a

=i, 0L(a(r,)ae(r)

De plus:
.y .y 1-2s 2s
Ir-i <|r- Ji - ;
h L(H'(r3),Hs(r3)) h L(H'(r3),u.2(r3)) h L[H'(F3),H2(F3)j
On a alors :
r\e2s ) r-3 * r-s
\p-.” <clh )"l =ch
r3))
D'ou :
|4 =i <ch™|],.
HI'y) H (I'3)

7z 7 r H
Ou encore sous forme plus générale, pour tguteH (r3), on ait :

f S

< ch

7 .

(4.2.36) [ —i

H¥T3)
3. Estimation de I'erreur des solutions approchéegar projection:

Théoréme.4.3.1Sig<r < g . Alors il existe une constante=c(r) > 0 indépendante db , telle

que, siA0H" (FS), on ait :
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+|a-m

2<r3) IL3(r3)

Démonstration. La démonstration se faite par deux étapes :

1%"&tape :On vérifie que :

(4.3.2) <ch’||4],.

ILA(r,) H'(I'3) !

En utilisant la propriété de projecti@n,]w,' (ra), il vient :

(4.3.3) |4

<[4
IL2(ry) ILAT3)

De méme la propriété de projection ayed W, (I's), entraine :

-

<|r-i

IL2(ry) IL2(ry)

En utilisant I'inégalité (4.2.33), pour = £, il résulte :

<c hilA

IL?(ry) 2

|A=i

5
H2(r3)

Par ailleurs :

(4.3.4) |A-=

<c,h H/l

IL%rs) H 2(|—3)

En combinant les inégalités (4.3.3) ,(4.3.4), idéaoule :

HI -

h L(IL2(I'3),IL2(F3))

<1, et Hl—ﬂ

On applique le théoreme d’interpolation, on a
-7z oL(E(r,)e(r,))

De plus sir :ge, ona

1-6

<|r-=, |7
h L(IL2(1‘3),IL2(1‘3))

h L(H’([‘S),|L2(1‘3))
Ou encore :

Hl—n

D’ou I'inégalité (4.3.2).

2°M%tape :on démontre que :

4.35) |74

2(r H (r3 -

On utilise (3.4.5) pout,, = 77, ¢, on adonc

63

' 5 <c.h
h L{Hz(rs),u_z(rs)J
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<z—ny,®%%uz<z—ny,q—ﬂq)%ﬁ
On a alors
[ (A-m2.9-70) , "
"/1_”*‘/1 Wiy SuP 1
o T

En utilisant I'inégalité d&auchy-Schwarton a :

¢ ¢ Hq B ﬂ:q IL3(r,)
(4.3.6) Hi—nMLﬁU)SW—EMWﬁ”.Sup————j——i
’ ’ 0¢qDH%(I’3) ”q”HE(G)
Moyennant (4.3.2) avee = £ 'on a donc :
1 1
Hq -1q iy S ch’[q e, + 00 DHZ(Fa)
C'est a dire
0
sup Hq ey <ch:
OiqDH%(I'g) ”q”H%(Fg) '
Maintenant de (4.3.6), on tire
A=A, schiA-mA|...

Et, on utilise encore (4.3.4), on conclut (4.3.5).
En combinant les inégalités (4.3.2) et (4.3.5)pbtient la majoration (4.3.1).

Remarque.4.3.1Soientg<, <> ,— % < s< 0.Alors il existe une constantezdr,9>0 indépendante
2

deh telle que, sUOH’ (FS), on ait :

|-z . <ch™a,.-
HYTy) H(3)
En effet, soit9 = 2s-1,0n a
-zl <lh-2A -2
- - - 1
“ 7y HTy) H &t IL2(m5) Ty H 2(ry)

D’ou le résultat en utilisant les inégalités (4)3(2.3.5).
Ou encore sous forme plus générale :

437 -7y Wi, Oy 0 (r)

. <ch™
H™(T3)

Remarques.4.3.2.

1. En tenant compte du fait qfes] < 0surr, il résulte
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(4.3.8) i'[ug]<OsurT,
2. D’'apres la définition de I'opérateur d’interpotati surfaciquey — i,f(// , alors pour toute

yOc(r’), on ait:

5;:4 b Y )+l o 4)

[T (T ) SUF(¢ )) ||¢/||IL (T )

D'ou :

el T IL*(77)

Figure5. Graphe des fonctions 1
de base duagrange(¢ )

D_z ' =1

M<¢ <1: Oi=0,N/ +1’

Nr:+1
¢
D;) ||¢I ||IL2(I'3) < mes(r3)

Proposition.4.3.1.5i0 < r < 1, Alors il existe une constante=c(r) > 0 indépendante db , telle
que :

 oHE'(r)

Lry) — H(I3)

Démonstration. Comme I'epac€ (r ) est dense dand ( ) il suffit d’établir ces résultats pour
0ur -

iocir);
1®etape :Lorsque0 0 X (I_), on ait :

=11

Iy ” Iwr) !

D'ou

IL2(ry) S ”i”n_z(ry
2°MStape :On vérifie qu'il existe un élémert OT ' tel que :
_ 1 1
43.12) Aa)=m'2surT
Si on suppose que cette égalité est fausse, ethet-a

OxOT "2 A(x) # 112
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Puisque la fonctiom est continue sur’, on suppose par exemple que aldsg1, A surT’

Soitinf A(x)=mO X/, onaizm=m'4: sur T'

xam;’
On a alors
0<A(x)-mgA(X)-11' 2 OxOT'

On déduit que

|2 =m

=112

< ‘
ILim’) Ly’

Puisquen 0 X | (r3), le résultat d’unicité dans le théoreme de pr@eciEentraine que

' =msur T', ou encorelnf A(x)= 171

XT;

Et puisque la fonctioA est continuité su_'r3, alors il existe un élémenkOT’ tel que
A(x) = Inf 2(x), ou encorei(x)= 77 %
X,
Ce qui contredit la supposition.
3*MStape: on vérifie que :

(4.313) |1-11,2

w2r) = | oY1) !

Soit la fonction® définie surTi" par :

®(x) = A(x)- 17/ A(x)

h

De (4.3.12), .0C*(F,), on tire :

X

®(x)=[#(9ds : OxOT'

On a, grace a l'inégalité deauchy-Schwarz

|o(x) < J|/1I(S)|dss!‘[MI(S)'ZdS:IZ-!J:dS:lZ or

l
T i

C'est a dire

& (x) < h?|2

. OxOT!

wyr’y !
Par intégration relativement a la variab{él Ti[, on obtient :
2 2
HYT)

[le(x) dx<hli’,  fdx<h?|z

HYm)
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D’ou on déduit :

|®l.z;, < hl2

ILxm) ~ HYT,)
D’ou I'inégalité (4.3.13) .
4°M%tape ; résulta

On utilise I'inégalité (4.3.13), on a alors :

|4 -m

1 1
2 Np-1 , 2
<h Ao
L3’ - HYTi)
i=0

o | Bl

D’ou I'inégalité :

(4314) [i-11,2

IL2(ry) HYry)

En combinant les inégalités (4.3.11) ,(4.3.14)déduit que

HI—H’

<1 et
h L(|L2(r3),|L2(r3)) !

h L(Hl(F3),IL2(1"3)) -
On applique le théoreme d’interpolation, on a

- oL(#E () ()
De plus:

-, f

hllL (H ’(r3),|L2(r3))

<|r-m;
h L(LZ(I"S),ILZ(I‘3))

-1
‘ h L(Hl(F3),IL2(1'3))

Ou encore :

|r -, <17 (h) = h'

hilL (H "(ry),L 2(1“3))

D’ou I'inégalité (4.3.10).

Ou encore sous forme plus générale, pour touteH r(I'g), on ait :

ou O0<r<l.

H'(I'3)

(4.3.15) |y - 1,

L4, )
4. Estimation de I'erreur des solutions approchéegar discrétisation quadratique

Théoréme.4.4.1PourM, =Q;", 0 <v <1. Soienfu , A, ) la solution deP, et(u, /) la solution de
Pm avecy’ D(H?V(Q})j , alors on a I'estimation d’erreur :

1,y

4.4.2) |u-u[+[2-2] 2  <cl)h

2([‘3

=12

2 )

OU c{u) est une constante linéairement dépendante ..

Démonstration. On utilise I'estimation (4.2.6), avec la notatiopu =(1/u*, /7 ?u?) , alors :
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3y * [max(b(u,/lh),o)]% + [max(b(uh,,l), ,0)]%}

u-u | #li= 4,4, scu-r,u]+ -

2(F3
Et, de (4.2.30), (4.3.5) et (4.1.1), on tire :

=4’ ol Jol + sl o}

(4.4.2) Ju-u,|+[2-2,

16 re4

etape

(443) b u,/l ji [u n]dl' ji ([u al-i’ [u n])dr +j/1h |h[u n]dr
D'aprés (3.1.5.b) on & [un] <Osurl, ,etdonci, [u17] 0Q, , et par conséquent, en utilisant le
théoremel.4.1 podr OM, =Q " il vient :

[ A [unldr, <o

M3

Et de (4.4.3) , on tire :
7)< [ 2, [unl=i; Juglr,
D’ou I'on déduit :
.4, )< [AQul=i;[ugllar, + [ (2, = A)[ug] =i, [ug])ar,

Ou encore :

@.4.4)  bluz,)s [2Qun]-iJunlr, +|i, -2

M3

il =il

H2(y)

En prenanty = [u17] dans (4.2.36), il vient :
<ch?

1+
v [u .7’]]||H1+v(|-3)

En appliquant I'inégalité d€auchy Schwarion conclut

(4.4.5) [[un]=iun]| :

H2(r

Ji([u al=ilu n])dr < ||/1||IL - Jlua]-i e
Et de (4.4.5), on a

fi([u nl=i, iy P,
On utilise le theoreme de traam a alors

o =l ] g, Sl g, e e,

D'ou
1

.3
w2ty 2

1+ S 2” w3
H(r) 1 @ 2@%)
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C'est a dire

e, < U)

/

u

On applique l'inégalité (4.1.1) pour=2, <c

3
L% (Tg) (2(a'y?

De plus, en utilisant le théoréme d’injection coné HTV(Q”)G HE(Q”), ona

i S c(u)

Moyennant (4.4.4)-(4.4.7), on a alors ;
4.4.8) blu )< c(u)(h%” A c(u)hl+vj

2°M%tape:

Compte tenantdd = 0; (A = -0, ), nﬁ[uhn]s Osurl, , il résulte

[ 22 Ju, nar, <0
r3

Ainsi

b(uh ,/1): F[A[uh /7]dr3 = F[/l([uhn]— v [uh /7])d|‘3 + F[/lﬂ; [uh /7]dr3

On obtient :
(4.4.9) bu /1 j/l([u /7] [uh/7])dl'3

Soit # ,(¢+¢=3) , en utilisant (3.4.5) etu_ ./ DV\/( ) (x ;(urf.n”):u;.n”) , on trouve
J‘j’((uh"7 )_nh (uh"7 ))jrs =0 et I(nhj“)(u:'ngl —7L'é (Uf] '77[' ))dra =0
Y M

De plus, en utilisant (4.4.9), on a alors

olu,.2)< [alu] 2" =) (0] 0", < j(x 2 aNul g a0

C'est a dire
o) (=)o~ o = = Y Do+ [ =l

D’ou on déduit que
blu, 2)<[2 -2

En utilisant relation (4.3.7), il en découle

duh ’/1) sC. hV% ‘I|/1||HV(F3)

u'.g' -x (u“' .;7”'1

ﬂp—ﬂz

(u“' -u’ ).;1”' -7 (u“' -u’ ).;1”'

IL2() IL3(5) IL3(5) IL2(Tg)

i, v,

H2(I'3) H(I'3)

o =u;

Hv+1(1.,3)
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En appliquant le théoréme de trace avec I'inégédité.1), on obtient

b(uh,/l)s c(u).hW%‘ + du).h">

A

ul,»
Y2 )2 Q “y?

On a alors

du, )< du).n"™ u-u |+ (du). e

C'est a dire

Ju-u,|+ c(u).hl*zv_

(4.4.10) blu 1)< c(u).[hi”

3MStape :
En utilisant (4.4.2), (4.4.8) et (4.4.10), on aralp
J 4, = dun™ [du)[hz '

Hu—uhH+H,1—,1 i=a,

o s

En utilisant 'inégalitéyp < £.a2 + 4i.b2, poure = d?.h*"%, avecd = rpg{dian{!)”)}, il en découle
. /=

u- u+c(uh12ﬂ

Ju-u b=, = ol o) (B 0
1 ,\h S g he'?
Zd@ky+¢@wzwz+z(jHUlqp )"
Ou encore :

o )<t ot o)t

35 Jouetioal,

Et du fait queh< r/rlla;{dian(g”)}sd il en résulte :

(1-2fu-u -4 -

D’ou I'inégalité (4.4.1).

Théoréme.4.4.2Soit M, =Q.", E <v <1. Soienfu, 1 )la solution deP, et (u,A) deP, avec

3+V ¢ 2 . -
u’ D(Hz (e )) ; Alors, on a I'estimation d’erreur :
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iy

s < clu)n?

H 2(r3)

(4.411) |u-u+|1-2]

Ou cu) est une constante linéairement dépendarfig[de.. /=12

Démonstration. L’hypothése: < v <1 et lethéoréeme d&obolewventrainent I'injection continue
H%W(Q‘)C»Ci(Q”), ce qui implique que&’ O (C;(Q’))2 En appliquant le théoréme de trace, on
trouvelu7]DH*"(r), et par conséquefny]0CH ().

Et puisqué/, =, <du’[,., . onaalorsi H(r,).

Ceci, en utilisant 'injection continue”(rs)c» C(rs), nous permet de déduire qliest continue sur

r, .
On note par :
* N(h) le nombre ded, (1<i<N(h) dansT ' surl, tel quu.y]<0 et [un]=0surT, ;
* N, (h)le nombre des segmeniEs (12i <N, (h)) dansT 'surT et tel quéu.y]<0 surT';
* N,(h) le nombre des segmens(1<i<N,(h) dansT ' sur, et tel quelus]=0 surT, ".
lun]
T T T
s T
Figure 5. Segments; , 1,etT"
1*tape :Estimation def[Afi [ur]dx, 1<i<N,(h):
Ona: |
J'|/1|i§[u.;7]‘dxs | ) ij[u.;y] ILm(Ti)J‘dX
T T
D'ou :
Tj A Tun]dxs b 4] o, s [un] o
Mais :
i;[u.n] IL*(T3) - Z[U.n](xj bj s ‘[u.n](xf} ¢i IL(T) +‘[”-’7](Xi(+1m¢i+l IL°(T})

i=0 ©
IL™(T,)
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Ceci, en utilisant les inégalités

H:U/]](Xf] S"[U/]]" I (n)? ”¢| ” I (r) +“¢i+1“ I(r) =<1

Entraine :
Iri U.H] IL(T,) SH[U IL°(T)
On en déduire que
(4.4.12) WHi,f [U-ﬂ]\ L) )
Ti

Puisquetus]=0sur 7, alors il existe un élémeng 0T tel que A(y )=0, et par conséquent en

utilisant la continuité dé sur r,ona alors

| |’1( )‘ (Y)|

-1
2

oy = suplA(x) = supli(x) - 2 y,)sh’ 2 sup
i XT; xaT; x# YO, | X — y|

D'ou

v 2(T

La définition deéT, nous permet de conclure qu'il exiszenT, telque [uz)(z)=0, ot [usJ0C(r)

et d'aprés le théoreme des valeurs moyennes, onpalT, , X O T, tel que :

[ur(x) = -[unlx) = [urlz)-[un](x) <z - x|D*[ur](x)

On a alors

lun](x) = : OxOT

(T

D'ou il vient

[u]

IL*(T;) IL(T)

De plus, il existe un élément 0T, , D*[u.y](x )= 0(x est un valeur maximale daz]), tel que

ual,.,,, = surp*funlix)-0*[unllx )

On déduit alors :

|D [u.y](x)- Dl[un](y)|

x-y|*

L, ) Xt yDTI

Crestadire |D'[us]| .

1,vfl
IL* (T; ) c 2T

Et, de (4.4.12), (4.4.13) et (4.4.14), on tire :
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?[ L) (%) <hh™ c ’V_%(Ti) 'hf Dl[u'”] IL™(T;)
< hh |4 'V2<T)hh M2
Il en résulte :
(4.4.15) [|Alfi; [un]lax < b2 A oot o llus ]l
T\
2émeé 2 (h)

SurT', on [u17]|Ti, <0, et commeg [uz] =0,doncA =Osur T', on alors :

; 1<i< N, (h)

FMétape: Estimation de'H/l”i;[u.n]‘dx; 1<i< N (h)
"
SurT" on afus]=0, et donci'[u7]=0 surm", d’ou il vient :
@417 | [un]dx=0; 1<i<N;(h)
T"

4°M%tape :
En utilisant (4.4.15), (4.4.16) et (4.4.17), iliésulte :

Ji([u-n]—iﬁ[ll-n])dx:—rf 2(i;[u. n])dX< h”

On obtient alors

Y 2(T ) .”[U 77]||c Z(T)

[Alug]-ilunlocs N, (0 o flan N
Les inclusions continues @boley, #*(r",) C»CO'V_%(/'S) et H*(r,) & c*(r;) entrainent :
(4.4.18) J/I([un]—ilf[un])dxs ch(h)hj+2V||/1||Hv(r3) [ur]
On applique l'inégalité (4.2.36), powr = [uy], on a

[un]=iTun]],:

H2Iy) —

H1+v(1.3)

1
gV (rs)

De plus, on utilise les inégalités (4.4.8) et @ d4on a alors

Jlu.n]=iun]],

Et, de (4.4.4), (4.4.18), (4.4.8) et (4.4.9), g8 i

HZ(r)
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blu, )< c(u)(h§+v

Et, en utilisant (4.4.2) et (4.4.10), il vient :

L=,

H7%(1"3) + C(U )hl+2v)

1
T P P P (S R R o |
l
+[C<u>(h*“ L C@)hw)}z
b2 : pourg:hé”, on a
v v 1, 1 1oy
o=, o o e e e -+ A

D’ou I'estimation (4.4.11).
5. Estimation de I'erreur des solutions approchéegar discrétisation linéaire

Théoréme.4.5.1PourM, =L r=12,0<v<1. Soient(u,4), (u,4) deux solutions d, Pp

respectivementy’ 0(# =" (Q‘))Z, alors, on a I'estimation :
h'?
h Hﬁ%(f"s = C(U)

Ou c{u) est une constante linéairement dépendante’ges.

(45.1)  Ju-u|+]2-2

w2 ehy? CENCEE

Démonstration.

1%'étape :Estimation deo(u, 4 )
= Iih[u.n]dx = Ilh([u.n]— ih”[u.;y])dx+ J.,lhi,f[u.;y]dx
3 I3 3
En utilisant la premiére inégalité de (3.1.5.b), o fu 7] = Nzh:/”[uﬂ](xif )¢ <0

Ce qui implique que —ié[un]DLﬁ
De plus le théoréme3.4.1, donAedM, =L.", d’ou finalement :

[2,i:[up]dx<0

Par ailleurs :

A)s [, funl-i funlo

On obtient alors :

b(u,/lh)s Jiqu.n] - i;[u.;y])dx+ F[(/lh - i).([u.;y] - ih”[u.n])dx
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On déduit que

[un]-i[us]

45.2)  blu.A,)= [AQunl-ifunllx+|a, - 4] - ] R
En appliguant I'inégalité d€auchy Schwarton a
J./I([u-’?] - ié [u'”])drg < ||/1||IL2(I'3)' [u.77] B i;[u.n] IL2(ry)

M3

En prenanty = [ux]] dans (4.2.36), il vient :
[un]=i;Tu.n]
En combinant les deux inégalités précédentes, a@euit :

J.j“([u'”] - Ir: [u'”])drs S Ch1+v ”[u'”]”Hl*V(rs) 'hv ”}“”H“(rs)

I3

S Chv+l

IL(rs)

[UJ’]]||H1+V(I_3)

Ou encore :

4.5.3) [ 2({un]-i/[un])dr, < ch*>

[u"/l]||H1+v(|—3) '”/IHHV(FS)

On utilise I'inégalité(4.1.1), on a alors

(4.5.4) 4], < ¢ ooy <€)

En moyennant (4.5.2), (4.4.5), (4.5.3), (4.4.6)4€%.4), on a alors
1+2v

H7%(|'3) * C(U)h )

2°Métape :Estimation dedlu,, ) :

ul,’

(4.55) bus )< c(u)(héw

L=,

En utilisant (3.4.17), il vient =z’ [u_»|OL’
Ona

Ou, 0L s [, fu, gl <o

De plus, en utilisant la propriété du projectioit en découle :
Oup, OL rjphn; (7' [u, 7])ar, < rjyh(nh” [u n]lr, <o,
D'ou :
-1, (o, )0l ) =1
Ou encore :
1wy, l@)<o ; Dang

Puisques7 (7' |u, 17]) est constante sur les méchestedansr, , on déduit que
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1, (nf][uh.n])s Osurl,
D’ou, on tire :
b(uh’j“) - J.j’[uh'n]dra = J.j’([uh'r/] - 7[; [Uh.i’]])dr3 + J.j’(n; [uh'rl] - Hr: (71'; [uh.n]))dl'3 + J.}“Hr: (71'; [Uh.ﬂ])dr3
On obtient :

(4.5.6) b(uh,/l)s J;/l([uh.n]—nﬁ[uh.n])drs + F[/l(nﬁ[uh.n]— 1, (”,:[Uh-’?])brg

i). Estimation du premier terme: posons/'=3-/,
En utilisantu’ 7' OW/ (I, ) (voir définition dew. (T, ) ouru’ OV, (Q') ) et la propriété de projection,

on obtient :

j/l(u n' (u n' ))dl'3 =0 et F[(]Téﬁ)(uﬁ n'-m (uﬁ n' ))dl'3 =0

M3

| rjsi([uh-n] 2 u, ar, j Aol == (ul ' Jar, + j Ao = (0

Ao, 1=l ol = [l 17 = o

M3

Ou encore

[ 4, n)-=fu,allar, = [ -a2)ul 0" -l (ulg" ),

M3 M3

De sorte que
[l -l = [l =m b = (o o+l -,

On déduit que

[ TR R TR PR B Tt PR (VTR T
Pourg=A , = -u")y" ety=u".n", en utilisant l'inégalité (4.3.7) , on conclut

J./I([Uh.ﬂ] a 71'; [Uh.r]])d I_3 = ChV”/l”H"(rs) h%H(uri —u ﬁ, ) 0,2

H2(Ty)
M 3

U’ ’/Ie' —71':1 (ué' né' 1

+“/1 T
b lhAr,)

() I121,)

+ Chl+2v ||/1||

HY(T3) HY(T,)

De plus en appliquant le théoreme de trace avécl{4on a alors
[ 4u, 4] [u, Aar, < dun”|u;
r3

D’ou I'on déduit :

u’

¢ (HI(Q(‘))Z + du)h1+2v

3
v+ "
" 2@Q")
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(4.5.7)!3,1([uh.;7]— z'[u_n])dr, sc(u)[h;” Ju-u, |+ c(u)hva

ii).Estimation du deuxiéme terme: on a
Jole e o e, = [ A -l e -l ol + -
En utilisant les propriétés de projection, on a

J (7,2 e, Lo, )= lu, )= 17, e Ju, 0] = o, oo, | (7,2)(u,.n] - 11, [u, n])ar, =

[yl =11, Ju e =] (= 112§ o, 0= Lo, ) - 17, e u, ] =, o,

o SRR e e
On a, grace a l'inégalité deauchy-Schwarz |

J L e B T ) o A O (e ) e 2 (T ()

+ I(i - 11, f(u, -]~ Tun)) - 17, Qu, ]~ [unlhar, + I(i =11, )u.n] - 17 [un])ar,

IL%(ry) "

De plus, on utilise (4.3.15), pow:n’h'[uh.n]—[uh.q] , on aalors ;
[ aler Lo, n = 11, e, Lo, nllor < = 12,2, NG lu, ] <[, )

@597 + J (2 - .2 {(u, 0] = [un]) - 7 (u, 0] - [un]fix+ ;[(,1 = 11, )u.n] - 17, [un])ox

IL%(ry)

En utilisant aussi I'approximation (4.3.15) ave<v<1, on a alors

0 Y
- <ch’7
L T 1 HY(I3)

De plus, on utilise I'inégalité (4.1.1) , on a
< c(u)h”
On aura besoin de l'inégalité suivante :
e fu, 1] - [u, ] ] (u, ]~ [un)) - Qu, 2]~ [ua])

Et, pour ¢ = [uh.n]—[u.;y] et poury = [u.n] dans (4.3.7),0n a

[ fu, #] = [u, ] ~[un])) :

H2(Iy)
En appliquant le théoréme de trace, on déduit :

,
+ Hn .
IL2(ry) h IL2(3)

+ ChV+1||[u.n]||Hv+1(F3)

IL%ry)
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(45.11) |, [u 7]~ [u 4] e (uh*
On utilise I'inégalité deCauchy-Schwartaon a
J.(}L - Hr:l){([uhn] - [U '77]) - H; ([uh'n] - [U '77])} s =47 M IL3(ry) ([uh'n] - [U '77]) - H; ([uh'n] - [U 17]1 L2ry)

I3

On utilise les inégalités (4.5.10), (4.3.15) poyr= [u n]—[un] , On a alors

[(-m (v, 0] lun))- 17 Qu, )= fun]har, < c(u

: H2(r )
Et, du théoréme de trace, on tire
4.5.12) [ (2~ 11,2){{u 1]~ lu) - 17, (u, o] ~[unler, < )™ u-
M3
En appliquant I'inégalité (4.3.7) powr = [uh.n]—[u.r]] , on a alors
- u. )— ([uh.n]— [u.n]x e 2y

En appliquant le théoréme de trace, on déduit

4513) [x, (u,n]-[un)~Qu, ]~ lual) .. <c

En appliquant aussi I'inégalité (4.3.7) paur= [Ul7], on a alors

| lun]=[un]] .

IL4(ry) L)

Ou encore :

(4.5.14) |,

., S cu)n*

Et, de (4.5.9)-(4.5.14), on tire :
@515 A, 2] 17, (el o, < o =+ b ) o= 740w - 7l

Maintenant on estime le premier membre de l'iné§alrécédente, pour cela on utilise I'inégalité
de Cauchy Schwartpour avoir lI'inégalité :

(=12 un)- 1) Junlar, < |2- 12

3

Jlun]- 17 [un]

IL2(ry) IL2(rsy)

En utilisant les inégalités (4.5.10), (4.3.15) pgur [ur;] , on conclut

[G-m i )un]- ) Junllar, s a0 llunll,,

I3

En appliquant le théoréme de trace a¥e¢’ (rs)C. Hl(Q”) ,ona

78



UNIVERSITE DE OUARGLA PARTIE Il, CHAP. 2. TEDJANI Hadj Ammar

A

j(/l - Hrf;t)([u.n] -1, [u.n])dr3 <ch’

M3

|HV(I'3) 'h1||[u'77]||ﬁ"*1(r3) < (C(U))2 hv+l

Ou encore

j(i - Hrfi)([u.n] -1 [u_;7])d|'3 < (c(u))?h™

M3

Et, de (4.5.6), (4.5.7) et (4.5.15), on a alors
blu 1)< c(u)(hi” u-u, |+ c(U)h“”) + C(U)(h?v
En utilisanth<d de sorte que

Nu=u,|+ c(u)hl”j

u=u, |+ duh )+ (clu))h

(4.5.16) bu 1)< c(u)(hi*

3FMStape :
On utilise les inégalités (4.5.5) et (4.5.16) déestimation (4.4.2), on a

| +[c(u)(hv+§| =,
+ {c(u)(hwénu —u |+ c(u)h““ﬂ2

Et puisqueh<d, on a

1
ol a5, = okt [ - ], ¢ ol )]

+ {c(u)(h”;”u —u |+ c(u)h““ﬂi

,,,,,,

On utilise l'inégalitéab < £.a2 + 4ib2 pour £=d* *hi" dans les deux termes,
£

W—MHWAwqrs$hwﬁ+w%“+gﬂk%h%w
+c(h®? +clu)h™ + N - u |+ c(u)n=*
4d

On a alors

-2+l

D’ou I'estimation (4.5.1).

< duln’*

—WUUW—%*

el # -4,

2(r3) 2(r3)

Théoréme.4.5.2PourM = L'* 7 =12, 3 <v <1. Soient(u,A), (u,A) les solutions d@,, Pp

respectivementy’ 0(#:(Q"))’, on a alors I'estimation suivante :
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iy

s < clu)n?

H 2(r3)

45.17) |u-u+|1-2]

Ou cu) est une constante linéairement dépendanie‘fle:. /=12

2

Démonstration. En appliquant le théoreme d’injection continueSadolepour (v+1)2> 2, on
alors 7°"(Q)G c(Q) , ce quiimplique que‘ 0 (c:(Q ")) -

Et puisqu<{au17]DH1+V(F3),en utilisant I'injection continuH“V(I'S)C» Cl(ra), il vient [u.;y]DCl(I'g)

u’ o (VO :(4.1.1)), vient a0 H" (7).

T(Q/)

Puisque 4,3, <d

Et de l'injection continue'{v(ra)C c(r,). on conclut quel est continue SuF, .

1ére z

étape :'estimation deblu, A ) est évidente.
2°™étape : Estimation deb(u, A )

En utilisant la propriété de projection, on déeduie :

[ (7,2 )un)- 11, un]lar, =0

M3

Et puisqueﬂ[u.n] =0,onaalors:

4.518) [(i-11,4)un]- 17 Junllar, = =] 2.07; Juglar,

3 M3

Ou encore en tenant compte du fait gue OsurT" :

[T Junldx=0 et [ 411 [ [u.n]dx = 0
T "

Maintenant en utilisant I'inégalité (4.5.18), ikréte :

[ - 1.2 un]- mfunllar, < 3 12, un]ox
On obtient donc

=12 )ual- 1 Junlkir, < 35

I3

H;[u.n]

() IL=(T,)

En utilisant la proprieté (4.3.12), alors il existeelémenta O T tel que:

11 [un] =[un]@)surT

De plus, en utilisant la continuite Eﬂm] il vient :

s, =[lunlla) <lluad

IL°(T})

Ce qui donne finalement
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Ny(h)
J. (]L h H;i)([u.i’]] h Hrj [u.n])dl'3 = hf, le ”i” IL™(T)) ||[U77]|| IL*(m)
Ty i=
D’ou I'on déduit, en combinant cette inégalité alecinégalité (4.4.13) et (4.4.14) :
@.5.19) [(~m 2 fun]-m, [unllar, 0> N (0] ooz Jlunllos,
I3

Les injections continues’*(,) & C”*(r,) etr**(r,) & ¢™(r), entrainent :

Par suite, en utilisant I'inégalité (4.5.19), ient :

[ (=12 a)un]- 1/ Jun])ar, < ch* N (0], -

3

1
" 2(|'3)

ber Sl

[u.n]

Hl+v(|—3 )

De (4.1.1) et (4.4.6) on en dédu‘|t/\i|Hv(r3) < c(u) et H[u.n]Hle(rz) < C(u)

Ce qui implique :

[ (- .2){ua] - 17 Jur, < (du)) n>

M3

Et, de (4.5.6), (4.5.7) et (4.5.15), on tire :
blu 1)< c(u(hzvu u, [+ du) ”Vj (2
D’ou I'estimation :

(4.5.20) blu, 1)< o(u)[hi”

u-u |+ cuh )+ (cu)h

u- uhH + c(u)h“v)

3FMStape :
En combinant les inégalité (4.5.10), (4.5.14) e4.(2), il résulte :

L LR Gl VA )h“j} |

Et de l'inégalité abs<ca? +41£ k? pour £= h", on tire :

)

Ju-u,|+]2-2

Ju-u]+]2-2

1 < duh’ 2+c(uhzv+ Hzl—

hilg 2(|—3)

2(r )

+¥h2 "+ duh” +ZHu—uhH+¥h;W

D’ou I'estimation (4.5.17).
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6. Conclusion
En termine par donner un tableau qui résiemeésultats essentiels concernant les estimations
des erreurs commises lors de I'application degdfites méthodes. Ces résultats sont obtenus dans

la partie numérique.

2

Pour u' O(m(@')f ,v= 2, alorss =-20H"*(r,) (voir (4.1.1)).

Interpolation Projection Discrétisation
Valeurs vV | Surfacique Volumique sur W/ (rs) sur er(l'e,) Linéaire | Quadratique
Iu’
1<v<3
C, Vv:h*t
i1
2<v<4
C, v:h?!
A
3i<v<4
2 C, V:in™
A
v <
2 2 C, V:h™
(Uh ’Ah) (Uh =/1h)
0< v <1 1,v i,v
C,v:h*?* | C,V:h*?
(Uh ’Ah) (Uh =/1h)
% <v<l liy liy
C,V:h? C,V:h?
Corl.4.2.2. Thm.4.3.1. Prop.4.3.1. | Thm4.5.1 | Thm4.4.1.
En utilisant :| Inég. (4.1.1) Thm.4.2.2 Inég. (4.1.1) | Inég. (4.1.1)| Thm4.5.2 Thm4.4.2

C : Convergence vers la solution exacte,

V : la vitesse de cette convergence.
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Annexe

Afin de rendre aisée la lecture de ce manuscritpils est paru utile de rappeler des notions
principales de la théorie de la mécanique de®milcontinus, des résultats classiques en analys
fonctionnelle restreints au seul cadre hilbertansi que les propriétés de base de quelques aspace
fonctionnels .C’est I'objet de cette annexe quiddgisée en trois parties : La premiére est comsacr
aux rappels de quelques notions de base tels gqienseur des contraintes et le tenseur des
déformations linéarité . On y introduit les loisa®mportement du type élastique. On y trouve aussi
des conditions aux limites de contact sans frotténeatre deux corps déformables. La seconde
section est consacrée a des rappels sur les espa@=sach et les espaces de Hilbert de plus a
quelques éléments d’analyse non linéaire et qudigrement des résultats d’existence et d’unicité
concernant les inéquations variationnelles ellig) . La derniére section concerne les espaces
fonctionnels. on vy introduit des espaces de typdédéiiennes et de type Sobolev associés a
I'opérateur déformation et a I'opérateur divergerate on présente leurs principales proprigtés
et particulierement des résultats d’injecticostinue et d’'injection compact , notamment les
théoremes de trace et les théoremes d’interpolation
Contenu.

A-1 Rappels de mécanique des milieux continues
A-1-1 contraintes, déformations
A-1-2 lois de comportement élastiqualenensiony
A-1-3. conditions aux limites

A-2. Analyse non linéaire dans les espaceBah@ch
A-2-1. Rappels sur les espaces de Banac
A-2-2. Rappels sur les espaces de Hilbe
A-2-3. Inéquations variationnellesiljues

A-3. Espaces fonctionnels
A-3-1. les espaces des distributions
A-3-2. les espaces des Sobolev
A-3-3. les espaces Holderiens
A-3-4. les espacés et A~
A-3-5. les espaces liés a I'opératéfoanation
A-3-6. les espaces liés a I'opératévergence
A-3-7. Théoremes d’injection contindelénjection compact
A-3-8. Rappels sur les applications tiases

A-3-9. Rappels sur les espaces intégpol



UNIVERSITE DE OUARGLA ANNEXE TEDJANI Hadj Ammar

A.1.Rappels de mécanique des milieux continus
Il s’agit dans cette section de présenter quesgrappels de mécanique des milieux continus.
Pour plus de détails sur ce sujet nous citonsyemple les ouvrageke3],[17] [12]et[30] .

A.1.1.Contraintes, déformations :

On considére un corps déformable occupantemaine Q delR" (N =123)de frontiérd™
supposée assez réguliere, rapporté a un systemesd@thonormésOx (I :1,_N) . 'objet du

probleme, du point de vue mécanique, est d'étudiarouvel état d’équilibre du corps matériel,

résultant de I'application des forces volumiques Quet des forces de traction sur une partie de la
frontiere ' . les inconnues du probléme sdatchamp des déplacements: Q — IR" etle

champ des contraintess : Q - S .

La loi fondamentale de la mécanique des milieontinus exprimant I'équivalence du torseur
des efforts extérieurs et du torseur des accé@smapour un systémes matériel quelconque, conduit
al’équation d’équilibre:

(A.1.1) Dive+ f =0 dans Q

ou f:Q — IR" représente la densité des forces volumique<Xsiet Divo est la divergence du

tenseuro
L’équation(A.1.1) équivaut an relations scalaires ; il est évident du simplenpale vue
mathématique que cette équation ne suffit pas aéhsed le probleme d’équilibre d’'un corps

élastique car, par exemple, lescomposantes; du champ des déplacements ne figurent pas dans

cette équation. Du point de vue physique par asleil faut remarquer que I'équation (A.1.1)
exprime une loi universelle valable pour tous ledides. Si donc cette équation suffisait a
déterminer tous les paramétres, cela signifienad, goumis a des conditions identiques, les divers
milieux continus auraient des comportements idersqCeci est naturellement absurde.
L’équation (A.1.1) est donc insuffisante, a ekaile, a décrire I'équilibre des corps matérielde e
doit étre complétée par d'autres relations que W@signe sous le vocable généralldis de
comportementcaractérisant le comportement de chaque typelites

Dans la suite, on considérera que de$ides élastiguesdans I'hypothése des petites

transformationsdans ce cas , la loi de comportement est exaripar une relation entre le champ

des contraintes ¢ champ des déformations linéarités Q — S défini par :

i

(A.1.2) e:(s ) £, :%(aiuj +01ui)dansQ
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ou ad, etaj représentent les opérateurs de dérivation partiebpectivement par rapport aux
variables x. et X, . Dans la suite, on va appeterchamp des déformations; pour toXtlQ le

tenseure(x)D S, s’appelletenseur des déformatiorsn x . Des fois , pour marquer la dépendance

du chamg; par rapport au champ des déplacements va noterg(u) au lieu deg .

A.1.2.Lois de comportement.

Les lois de comportement caractérisent le avtement de chaque type de milieu continu. Bien
gu’elles doivent respecter certaines propriétésvdiiance, leur origine est souvent expérimentale
et c’est toute une série d’essais qu'’il faut imagiet réaliser pour établir une loi de comportetmen

Nous présentons ci-dessous les lois de compernteéiastique dans cette thése :
a). Lois de comportement linéaire :c’est la lois de comportement donnée par :

A13) o=Ac ielo, =Ac.)

ij ijkh~kh
OUA:(AM) est un tenseur d'ordre quatre. ses composapes'appellentcoefficients d’élasticité

et sont indépendants du tenseur des déformati@ens le cas non-homogéne les composantes

A,. dépendant du poix]Q et dans le cas homogene les composahiesont des constantes .

Plagons nous dans la suite dans le cas homoganejalthéorie de I'élasticité linéaire on sugpos
d’habitude queA est un tenseur symétrique et positivement défsita-dire :
(a):(Ag .e,) = (g, ,Ae,) : Og,,6,0S,

(A.1.4) ]
(b):Om>0:(As,e)zmlel : 0e0S,

La condition de symétrique (A.1.4.a) est équivaemux égalitéd, =A = A . La condition

(1.1.4.b) est dite égalemecwndition d’ellipticité; elle entraine l'inversibilité du tenseuf donc

(A.1.3) équivaut &= A"c, oUA"est I'inverse du tensel . Remarque enfin que les propriétés

(A.1.4) sur le tenseuB entrainent des propriétés similaires pour le tenséu

b). Lois de comportement univoque c’est une lois de comportement de la forme

(A.l5) o= F(e(u))

Ou F:S, - S, estune application linéaire ou non linéaire t€kti peut modeler quelques
propriétés mises en évidence par les expérienceBatgement monotone : linéarité de la courbe
o = o(¢) (suivant quer soit lingaire ou non), durcissement ou adoucisseue la courber = o(¢)

(suivant queFsoit monotone ou non). Par contrelenfluage, nila relaxationne peuvent étre

décrits par la loi (A.1.5) . En effet, si par exdeng I'instantt =0 ona s(O)zg0 et on maintient la
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déformation constantdt) = g, Ot>0 il resulte olt) = F(e0 ) 0t > 0. Par conséquent le modele (A.

1.5) ne peut pas décrire le phénoméne de relaxati®en évidence par les essais expérimentaux.
De méme, pour I'équation (A.1.5) les courbes chalgeharger = a(e) coincident. Ce modele ne
peut donc pas décrire les déformations résiduedequi justifie I'introduction d’autre lois
constitutives capables de modeler ces phénomenes.

A.1.3. Conditions aux limites

a). Conditions aux limites de déplacement-traction

Supposons maintenant que la frontiere du dwerest constituée de trois parties disjointes deux
adeux :I'=T 0O, 0O0,; T, DFJ_ =¢ pour #] .Soit/] = (/7i) le vecteur unitaire extérieurla. Pour
simplifier, nous nous placons dans le cas statgjy&r conséquent le temps n’interviendra pas par
la suite .

Nous considérons les conditions aux limitegamtes
(A.1.6) u=¢sur T

1
(A.1.7) on=gsurfl,

La condition(A.1.6)est appel@®ndition aux limites de déplacemgesd signification consiste en ce
que le champ des déplacements est imposé surtlalpde la frontierd la fonctiond étant une
donnée du probleme , (par exemple siO le solide est encastre sur la pafftie de sa frontiere) .
La condition(A.1.7) est appel@®ndition aux limites de tractionElle signifie que le vecteur des
contraintes de Cauchyy est impose sur la partie, de la frontiereg représentant la densité des
forces appliquées de surface et constituant unexaonlu probleme. Si =¢ le probleme aux
limites est unprobleme de traction puret si I, =¢ le probleme aux limites est yprobleme de
déplacement pur Si le parties ' et sont toutes les deux de mesure Hebesgue-1

dimensionnelle strictement positive, le problemesidéré est umprobleme mixte déplacement-
traction.
b).Condition aux limites de contact sans frottement

On suppose maintenant la contact entre deux ctapsgeies occupant les domaingsQ’ OIR"

et poser, la partie de contactNous considérons les conditions aux limites suignt

On dit que le contact entre deux corps % sottement si les mouvements tangentiels sont
libres , ce qui traduit par :

(A.1.8) 0: = af = Osur T,
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ou af représenté la composante tangentielle du tenssucahtraintes de Cauchy 7" .
Puisque les deux cor@s,Q’représentent deux corps déformables, cette prépsiéttraduit
mathématiquement par l'inégalité :
(A.1.9) [un]=u'n*+u'n'<0sur r,
Dans les pointes d, tels qudus7] <0, il Nexiste pas de contact enf2 et Q*donc le vecteur
des contraintes de Cauchy s’annule, on a
(A110) [up]<0=0' =0’ =0surT,
Aux points de, tels quelu7] =0, le contact entr&*,Q2se produit , on a
(A111) [ug]=0=0'=0"<0 surT,
Pour résumer , les conditions de contact (A:=(A8L.11) s’écrivent d’'une maniére combinée de
la fagon suivante :
(a): ol=0 (notéparc )
(A.1.12) (b): [u.;y] <0, o, <0, [u.;y].aq =0 : surl,
(C): aj = af =0
Les conditions aux limites de la forme(A.1.12) saussi appelés conditions de contacSamorini

A.2.Analyse non linéaire dans les espaces de Banach

A.2.1.Rappels sur les espaces de Banach .
Dans la suiteE,F désigne un espace de Banach réel muni des esguar suite notées par

|| E’ ||

DéfinitionA.2.1 . une partieK d’un espace vectoriel E est convexe si pour Qyt] K ona

[x,y] 0 K ou [x,y]:{ax +(@1-a)y : aO [0,1]} :

. On note aussi pdE', (respF') I'espace dual d& (respF ).

E

. Un sous-ensembl& de E est un cone si quels queél K eta = 0, alorsaxO K .
DéfinitionA.2.2. SoitG un sous-espace fermé d’'un espace de BaRaoh dit gu'un sous-espace
L de E est un supplémentaire topologique@esi

(i) L est fermé.

(i) GNL={0 etG+L=E

Exemples

1- Tout sous-espace G de dimension fadenet un supplémentaire topologique .

2- Dans un espace de Hilbéout sous-espace fermé G admet un supplémentainéotpque.

87



UNIVERSITE DE OUARGLA ANNEXE TEDJANI Hadj Ammar

DéfinitionA.2.3.Soitx  [] IR" et v une fonction définie sur un voisinage ouverkdevaleur de
IR™ . Nous dirons que est différentiable erx, au sens de Fréchet s'il existe un opérateur liaéai
continu Dv{x_ )OL(IR",IR") tel que
- Mx, +x)=vlx,) - Dvlx
I lH_ImO
et = ”X”mN

L'opérateurDv(x ) dit la dérivation dev en x, au sens de Fréchet.

IR™ =0

Par suite définie lan®" dérivation de fonctiorv au sens de Fréchet en pokjtomme suit

D"x,)= D(D"*Wx, Jx,)
PropositionA.2.1.Soit v(1C"(Q) etx, 0 Q . Alors v dérivablen fois au sens de Fréchet en point
X, la dérivéen™ au sens deréchetde fonctionv au pointx  définie comme suivant :

(A2.1) D'vx )= 0°Vx Je OL(IR® xIR* x..xIR*. IR)=(IR") ;
|al=n

n fois

tel que sia = (a,,a,) aveclo| =, +a,=n,0na

e )=1

a, fois a, fois

2)"1

P22 Nelee, pye, )20 (i, 1, ) 112.2)

a, fois a, fois

Notation. Soit mUIN D{+00}on désigne paCCm(Q) I'espace des fonctions dérivable continiment
m fois surQ a support compact, i.€" (Q) :{f O0C™(Q)/ suppor() estcompacdansQ} .
ThéorémeA.2.1.S0it mOIN' O+, l'espaceC”(Q) est dense dan’(Q).

LemmeA.2.1.Soit f O ILTOC(Q), e, f.1 D1LY(Q) pour tout compacK 0 Q , tel que

[ fudo=0;0u0C (@), alorsf =0 ppsurQ .

LemmeA.2.2. Soit f OIL; (Q), tel que| foudQ = 0;0uIC}(Q),alors il existe une constante
Q

telle quef =c ppsurQ .
ThéoremeA.2.2.Soit T un opérateur linéaire, continu et surjectiveiigurk.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T admet un inverse a droite

(i) KerT admet un supplémentaire topologique d&ns
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ThéoremeA.2.3(théoreme de I'application ouverte )
SoientE etF deux espaces d Banach et Joiin opérateur linéaire, continu et surjectifdsirF,
Alors T transformé tout ouverte d& en un ouvert dé& .
CorollaireA.2.1. SoientE et F deux espaces de Banach et $oiin opérateur linéairepontinu et
bijectif deE surF. Alors T™ est continu déE dan§ .
ThéorémeA.2.4(théoréme de graphe fermeé
SoientE etF deux espaces de Banach et $oiin opérateur linéaire dé dan$ ,on suppose que
le graphe dd fermé dan€ExF . Alors T est continu
RemarqueA.2.1. Bien entendu la réciproque est vraie puistpuge application continue
(linéaire ou non linéaire) a un graphe fermé
Définition.A.2.4. Soit E est un espace normé, un hyperplan (affinefasst un ensemble de la
forme H ={x0E; f(x)=a} ou f et un forme linéaire SUE , non identiquement nulle et IR
On dit queH est I'hyperplan d’équatio{1f = a].
Définition.A.2.5. SoientE un espace normé,0E'-{0} ,«JIR. et soientAEetBE
1- On dit que I'hyperplan d'équatior{ f = o] sépareAetB au sens large sil'on a
f(x)<a< f(y); OxOA OyOB
2- On dit que I'hyperplait/ d'équatior{ f = o] séparedetB au sens strict s'il existe> 0 tel
que; f(x)sa-¢ OxDOA et a+es< f(y) OyOB
ThéoremeA.2.5( Hahn-Banach forme analytique) :
Soient E est un espaces de BanaGhun sous-espace vectoriel &e et soitg:G - IR une
forme linéaire et continue. Alors il existd 1E' qui prolongeg et tel que|f|_ =|g|_ -
ThéorémeA.2.6( Hahn-Banach premiere forme géométriqye

SoitE est un espace vectoriel 4&t , soient AQ EetB 0 E deux ensembles convexes, non vides
et disjoints, on suppose gheest ouvert. Alors il existe un hyperplan fermé sgpareA et B au
sens large

ThéoremeA.2.7( Hahn-Banach, deuxieme forme géométrique ) :

Soient A[J] EetB [0 Edeux ensembles convexes, non vides, disj@intsuppose queest fermé et
que B est compact. Alors il existe un hyperplan fermésgpareAet B au sens strict
A.2.2.Rappels sur les espaces de Hilbert .

Dans la suitelH désigne un espace de Hilbert réel muni depsoduit scalaire ainsi que la

norme associée notée respectivement(par et ||, .On note aussi par' I'espace dual déi et
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par(..), ., la dualité entre# 'etH .
a) propriétés elémentaires.
ThéorémeA.2.8(théoréme de représentationRliesz-Fréchet

Etant donnéy OO H", il existe f O H unique tel que :

(A.2.3) (nv),.., =(f.v), OvOH

peplusona |, =],

Ce théoréme montre que toute forme linéaire coatswH peut se représenter de maniére unique
a l'aide du produit scalaire. L’'applicatiogp— f est un isomorphisme isométrique qui permet

d’identifier H et son duaH' .

Définition.A.2.6.0n dit qu’une suitg ) de vecteurs d’'un espace de Hilbgrconvergente

i

faiblementversulH, et on noteu O@F - u si
<un,v>H 0L -(uV), ; pourtoutvOH.

Dans ce casy s'appelle limite faible de la suite) .En utilisant inégalité de Cauchy-

ndIN

Schwartz, il résulte que si ~ u dansH alorsu 0O @®F- u dansH . la réciproque n'est pas en

général vraie. De plus, puisque tout espace desHi#istréflexif, on a le résultat suivant

ThéoréemeA.2.9.Soitlu )  une suitebornéede H, Alors la suitdy,),,, possede une sous-suite

nOIN
faiblement convergente.

PropositionA.2.2. Soit (u ) une suite deH , on a

[u e u]= h|u||H borné et ||u|,, < lim inf HUHHH]
Un élémentudH qui est la limite faible d'une sous-suite de ldtes (u )~ s'appellepoint

faiblement adhéreri la suitefu ) . On prouve que :

Ol

ThéorémeA.2.10.Si la suite(un)D H possede un unique point faiblement adhergnH , alors
u OFF-u.
Autrement dit, le théoréme précédent affirme quediesles sous-suites faiblement convergentes

d’une suitdy ) ont la méme limite faibles, alors toute la suife ) converge faiblement vers.

nol nol

ThéorémeA.2.11( Projection sur un convexe ferme )

Soit K O H unconvexe fermé non videAlors pour toutf O, il existe u [1 K uniquetel que

(A2.4) ||f —u, =min|f -v|,

vOK
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De plusy est caractérisé par la propriété :
(A25) uOK , (uv-u) =(fv-u) :OvOK.

Etant donné O A/ un convexe fermé non vide, le théoreme précédmrg permet d’associer
a chaque élément [J+ I'élémentu définie par (A.2.4) ou (A.2.5) . On notg=, f . on amis
ainsi en évidence l'opératefly : / — K qui s'appelle opératerojectionde # sur K .
LemmeA.2.3. SoitH,H deux espacellilbertienne et soit,T 0L (H, H )avecT surjective.
Alors, il existeROL(H ,H) vérifie ToR= Id,, (R ditrelevementeT) .
b)Théorémes des Lax-Milgram, Stampachia et Korn :
Soit maintenan@.: /' X H — IR une forme bilinéaire sut/ x H . la forme a(.) est dite :

1- symétrique sia(u,v) = a(v,u) Ou,vO H ;

2- continue s'il existe un réal >0 tel que a(u,v)<M|u| Jv|, OuvOH ;

3- coercive sl existe un réebotel que  a(u,u)zauf, CuOH .

Soit A:H - H opérateur définie sut/ .I'opérateur A est dite :

1- fortement monotone s’il existe un réeb telQgue:
(Au=-Av,u-v) = n1|u—v||i - OJuvOH
2- Lipchitzienne s’il existe un réél> @l que :
|Au-Av| <Lu-v|, :OuvOH
3- Posons que l'opérateliest linéaire A est dit continues’il existe un réeM > Qel que :
[Aull, < M ull, BudH
4- Posons aussi que I'opératéuest linéaireA est dit positivement défirg’il existe un réel
m> 0 tel que {Au,u) 2 mlul; OuOH

RemarqueA.2.2.SoientA: H — H un opérateur ét: H X H — IR la forme définie par :
A26) a(uv)=(Auv) OuvOH

On a alors les propriétés suivantes :
(i) a estbilinéaire si et seulementAilinéaire.
(i) a est continue si et seulementAicontinu.
(iif) a est coércive si et seulementAiest défini positif.

LemmeA.2.4.si A:H - H est un opérateur fortement monotone et Lipchi&lgrs A est

inversible et A™ fortement monotone et Lipschitz.
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ThéorémeA.2.12(théoreme déax-Milgram)
Soit a(.,.) une forme bilinéaire continue et coercive, Alpoair tout f 0+ , il existe uJ H

unique tel que
A27) aluv)={(f,v) ,OvOH
De plus, sia est symétrique alors u est caractérisé par la propriété

(A.2.8) UOH et%a(u,u)—(f,u)H s%a(v,v)—(f,v)H , OVOH

ThéoremeA.2.13(théoreme d&tampachig

Soit a(.,.) une forme bilinéaire continue et coercive, siit] # un sous-ensembleonvexe fermé

et non vide Alors pour toutf [OH , il existeud K unique tel que
(A2.9) a(uv-u)z(f,v-u), OvOK
De plus, sia estsymétriquealorsu est caractérisé par la propriété
(A.2.10) uOK et %a(u,u)—(f,u)H s%a(v,v)—( fvy, ,OvOK

On note a présent parl’ensemble dedséplacements rigidedéfini par
(A2.11) O={u0H,/e(u)=0}

Et soitV un sous-espace fermé d# . On a alors le résultat suivant

ThéorémeA.2.14 (I'inégalité deKorn)
Si le sous-espabdé est tel qued nV ={0} Alors

A2.12) [e)|,, = c||u||i1 :OudvVv

ou c est une constante strictement positive ne dépéidendeQ etV .

Supposant maintenant qd@ = =I" I, avecl (I, = ¢, est une partition dé et soitV le
sous-espace fermé d, définie par :
(A.2.13) V :{u OH /w=0pp surl’l}
CorollaireA.2.2. Si meé/‘l)>o, alors l'inégalité dé&korn (A.2.10) est vérifiée sur les sous-espace

V définie par (A.2.11) .
En utilisant ce résultat, il vient

RemarqueA.2.3.si me§,)>0, alors I'applicationu i |&(u)|,, est un norme sur les sous-espace

V définie par(A.2.11), équivalente & la norme camoe|| .
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A.2.3.Inéguations variationnelles elliptiques.
SoientA: H -~ H un opérateur non linéairg,; H - ]—oo,+oo] une fonction propl(@ # +oo)
et f 0H . Un nombre de problémes aux limites en équatomsdérivées partielles ainsi qu’en

mécanique des milieux continus ont un rapport aescprobléemes mathématiques de la forme
suivante :

Trouveru tel que :
(A2.14) uOH,(Auv-u) +¢(v)-g(u)=(f,v-u) ~ :OvOH

Le probleme (A.2.12) est app@équation variationnelles elliptiqude seconde espece #fit
D’autre problémes rencontrés en mécanique ontpporaavec des problemes mathématiques
similaires de la forme suivante :

Trouveru tel que :
(A2.15) uOK,(Auv-u) =(f,v-u) ~ :0OvOK

ouK est un sous-ensemble non viderHfieLe probleme(A.2.13) est appeaf@quation
variationnelle elliptiquede premiére espéce shf .
Remarquons quegi= 0(ou K = H), alors(A.2.12) (resp.(A.2.13)) est équivalente au

probleme suivant :

Trouveru tel que :
(A2.16) uOH,(Au,v) =(f,v) ~ :OvOH

On obtient ainsi unéquation variationnelle
En ce qui concerne les problemes (A.2.12)e2.(88), on a les résultats d’existence et d’unicité

suivants :
ThéorémeA.2.15si A est un opérateur fortement monotone et de Lip@hi sig est une
fonction propre, convexe et semi-continue inférmuent (S.C.1), alors I'inéquation variationnelle
elliptique (A.2.14) admet une solution unique.
ThéoremeA.2.16Si A est un opérateur fortement monotone et de Lip@hitz est un convexe
fermé non vide del ,alors l'inéquation variationnelle elliptique(A.B)Jladmet une solution unique.
A.3. Espaces fonctionnels

On introduit dans cette section des espacegp#uSobolev utilisés en mécanique et associés aux
opérateurs divergence et déformation. On présenpus leurs principales propriétés, notamment
les théoremes de trace. On rappelle aussi quetgpeses définis sur un intervalle réel et a valeurs
dans un espace de Hilbert. On adopte ici la coimwede I'indice muet et on précise aussi que
toutes les notations ainsi que les espaces fomaisnitilisés dans cette thése sont introduits dans

93



UNIVERSITE DE OUARGLA ANNEXE TEDJANI Hadj Ammar

cette section. En outre, dans la rédaction de setton nous avons suilg] et [8]. Pour plus de
détails sur les espaces de Sobolev et les espaatstdbutions, on renvoi par exemple a
[11],[10] [det[12].

A.3.1. Espaces de distributions

SoitQ',, = 12 deux ouverts déR". On note parD(Q“)I’espace des fonctions réelles €@r,
indéfiniment dérivables et & support compact indais’ et paD' (Q‘) I'espace des distributions

surQ’, le produit de dualité entr® (Q”) et D(Q")sera noté par.,.) .On précise en outre

D'(2")xD(Q")
que le produit scalaire canonique ainsi que la eaenclidienne sulR" seront respectivement

notées par-et|.|. Nous introduisons également les espaces suivants
D ={p =), 1 ¢ 00 )i}=l)"; r=12
D=D'xD*

o' ={o'=(0(), 1 o/ 0D (@)= )

D'= D"xD"

D' :{a” :(aif) /o' =0 op(Q )i :W}:(D(Q/))EXN

D=0 xD" ;

p'={g =l¢g) 1 ¢ =¢ 0D} -f= (O (@ )"

D'=D"xD” ;

Les dualités entre les espad@®tD, © ‘et O seront notées respectivement éaF>D.XD et

<-,->@.X@ . Plus précisément on a :
(®.0)5.0 = (®1.8)+(®7.67)
(9.0),.,=(0.0y)+(#.0])

Pour tout® 0D',¢ 0D, ¢ 0D 'eto 0D avec la convention de I'indice muet .

Considérons maintenant I'opérateur définirdes fonctions et pour les distributions

0 =0 /0x ,i-in .ona
(A3.2) (06 y')=-(¢0y') D6 OD(Q )0y ODQ) ;¢=12

On introduit également les opérateurs diffaedsdu premier ordre définis par :
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e:D' -

3D | y)ele ) e p)= 2 +09) . o= TR
Div:®' - D

(A.3.3) DiV¢é — (a|¢.f )i:m

On va utiliser les mémes notations pour lesatpérs correspondants définis sur les espaces de

distributions :

0

E:DI[—>®’

(A.3.4) 5(7_4):(5"» (Tf))gij (Te):%(ajrif +ai7-jf) O =1N ,T'OD".

Div:®" - D"

Divo’ = (6. g ).:m

i i/

(A.3.5) {

En utilisant (A.3.1), on obtient facilement
(A.3.6) <£(¢“),¢)‘>®I,x®, :—<<D”,DiV(p“>D

(A3.7) (Diva’,¢')

0o 0D ,0¢ 0D

’
.(XD/

=—{o',el¢’) . . Og'0D", 00’ D"

D" xD°

L'opérateure défini par (A.3.2) pour les fonctions et par (A)B8pour les distributions s‘appelle
opérateur déformation. 'opératexiv défini par (A.3.3) pour les fonctions et par (A)Bpour les
distributions s’appellepérateur divergence

A.3.2.Espaces de Sobolev.
Dans tout ce paragraph®, désignera désormais un ouvertl&', avec

(A3 la frontieré deQ estunevariéténdéfininre différengiblede
7 |dimensiofN-1), Q étantocalemenitun seulcotéder .

(A.3.9) Q estborné
a).L'espacelL’(Q) : On désigne patL’(Q) I'espace des (classes de) fonctiengde carré

sommable suf) , i.e mesurables et telles que

1
2
L2(q) = [.“u'zde < too
Q

On posera souvent’(Q) =H°(Q).

(A.3.10) Ju

Comme il est classiquell_’ (Q)est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(A-3.11) (uV),..., =j u( x)v(x xix

Q
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b).Les espaces/ "(Q) : Soit maintenantm un entier =1 . En bref, I'espace de Soboléy™(Q)
d’ordre m sur Q est défini par
(A3.12) H"(Q)={u/ DUDIL*(Q) Oa, |a]<m}

Ol:l Da : aal+,..+aN 3 ( ) B + +
_W, a =\a,..., O’N, |a|—0/1 ta

N

les dérivéesD“u sont prises au sens des distributions@ur

On munit #"(Q) de la norme
L2<rz>}

ThéorémeA.3.1.Pour la norme (A.3.13) I’espadém(Q) est un espace de Hilbert, le produit

1

(A3.13) ..., [

etl'onale

scalaire de deux élémentv de H"(Q) étant donné par
(A3.14) (UV) ) :gzsm<D”u,D”v>lL2(Q)

RemarqueA.3.1.L’application suivante :

| Jny H"(2) - IR,
(A.3.15) A

2 2
U U, m g, (a_m Z(Q)J

Est un semi-norme sur 'espaég” (Q)

ThéoremeA.3.2.Si Q vérifie(A.3.8), (A.3.9), I'espac€™(Q)est dense dan& " (Q) .
ThéorémeA.3.3.mOIN, posons que la domairie est un ouvert convexe darn®", et soit
vOH"™(@) tel qued’v=0; p.psurQ, pour tout multi-indicea tgla| = m+1, alorsvO P_(Q).
c).Les espaces/°(Q) ,s>0 : Soit maintenans = m+6,avecmIN et0< <1, I'espace de
Sobolevi*(Q)d’ordres sur Q est défini par

(A3.16) H*(Q)={uOH"(Q)/Oa;la|=m:D°uDH’(Q)}

on munit 7°(Q) de la norme :

oy

(A.3.17) il .. ‘N — dx.dy

HE (-(?) H™(2)

H =Moo

etl'onale
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ThéorémeA.3.4.Pour la norme (A.3.17) I’espadés(Q), s=m+4d, avec mOIN et0O<d<1 estun

espace de Hilbert, le produit scalaire de deux étém,v de HS(Q) étant donné par

- 0wy - DWY)

N+26

(A.3.18) (UV),eq) =(UV) iy + 2 ”(D ux

|al=m 00 ‘X_

RemarqueA.3.2.L’application suivante :
‘ "HS(Q) :H S(Q) - |R+
(A.3.19) :
D“u(x)- D“u(y)
U \u\Hs(m > ” N — ‘ dxdy

lal=mqq

Est un semi-norme sur I'espaée’(Q)
ThéorémeA.3.55i Q vérifié (A.3.8), (A.3.9), I espac@( )dense dangl® (Q)
d).Les espace#f $(Q) : Soit s> 0 'espace de Sobolet/ (Q) est 'adhérence dB(Q) dans
I'espaceH *(Q).
ThéoremeA.3.6.Soit Q vérifié (A.3.8), (A.3.9), Alorg | . ~est une norme sw®(¢2) qui est
équivalente a la norme .
e).Les espace#/ *(2),s>0.

Soit maintenans >0, I'espace de Sobolet/ () d’ordre s surQ est défini par :
H*(@)=(:(Q)) = L{#;(Q).IR)

On munit H*(Q) de la norme :

(A320) Ju], ., = sup ug)

H7S (@)

HS(Q)
Soitu,v deux éléments dalﬁs's(Q),on applique le théoréme de Riesz, il existe déémmeénts
¢, dans Hj(Q) ou vérifient
Dg O Hos (Q): (u,g} = <¢’g>ys(;zg; <V’g> - <w’g>HS(Q.Q

On définit I’opérateu(.,.>H_S(Q) comme suivant :

(A'3'21) <u’V>H’S(Q) :<¢’¢/>HS(Q)
ThéorémeA.3.7.Pour la norme (A.3.20), I'espadé°(Q) est un espace de Hilbert, le produit

scalaire de deux élémentv de H*(Q) étant donné par (A.3.20) .

ThéorémeA.3.8.En identifiant 7°(I) & son dual, on a
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(A.3.22) H*(F)=H:()

0

ThéorémeA.3.9.50itQ un ouvert borné es< 4, alors H°(Q) = H3(Q)
A.3.3.Les espaces des Hdldériennes.
Soit Q un ouvert dansR", soitmOIN et0O<s<1

a).Les espaceﬁ:"s(ﬁ): L’espace Holdérienne d’ordre surQ est un espace désigné m}ﬂ““(ﬁ)

| f(x)- fs(y)|<+oo}

défini comme suivant€ " (@)= {fDC( ) [/ sup

On munitC®*(Q) de la norme

_ = sup| f(x)+ sup [Fx)- 1 {y) ()~ f (y)|

0,s
c™ (@) x,y02 ||X

RemarqueA.3.3.L’application suivante :
| Jeose :C2%(@) =~ IR,

_ OO f(y)
= Sup -

o x=oT

c°(a)
Est un semi-norme sur l'espa@8*(Q)

b).Les espace™(Q): On désigne pa€ ™ (Q) I'espace des fonctions 0C" (2 )tel que
D*fOC*(2),0al<m,

On munitC ™(Q)de la norme

= maxsup|D f(x)| + max sup al f(y)|

c™(2) lalsm no Moy yoe "X_ y”5

RemarqueA.3.4.L’application suivante :
.

fi|f

:c™(Q)- IR,

cmS(ﬁ)

(A.3.26)

=maxsup

c®5(Q) Jaj<m xy0Q HX_

Est un semi-norme sur I'espae™ (ﬁ)

A.3.4.les espace#/ et H :
SoientQ',Q’ deux ouvert ddR" .

a).Les espacesi’ et #": On utilise les notations :

A32nH ={u=() . /v 0@ ) -mw}=(L2@")" ;

(A3.28) ' =o' =(o U)HN/ o =o' 0@ ) -mp= (L@ )™ ;
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Les espacel’ et A sont des espaces Hébert réels munis des produits scalaires canoniques

<u(,v‘>H} = J'ui.vidQ(, OuvOH'
_Q}
<J”,r”>]{[ = jqj” r,dQ" Oo' ' 0"
Q/

Les normes associees a ces produits scalaires setees respectivement gajf ef .| .. -

b).Les espaced? et % : On utilise aussi les notations

(A329) H={u=(u',u®)/u O~ -1}=H xH"

A330) A ={o=(0"0*)1 o' OH " -} = H*x

Les espaced et 4 sont des espaces Hébert réels munis des produits scalaires canoniques :
(uv), =<ul,vl> <u \/2 ju ¢dQl+ju VdQ* ; OuvOH

(o), <oJ r> <0’ r - :J'aj.rijldQﬂjqf.r;sz 0o, rtOH

Les normes associées a ces produits scalaired setees respectivement qa,rH et H , H}/
’

c).Les espaces/, et#/': On utiliser aussi les notations

w331 4 ={u=lu) om(e) w=(=(@)' ; =12

i=L,N

NxN

w332 A =l =(o]) 10/ =0, 0mQ ) -uaf= (@)
Les espacesHl” et]fl" sont des espaces Hdbert réels munis des produits scalaires canoniques :

<u(,v > } J'D“u“ DvdQ" ; Ou’,v' OH/

gy
<a(,r > T2 jD o, D7, dQ" ; Oo' 1 0A
Les normes associées a ces produits scalaires setées respectivement |ﬁ)a|rﬂl, et| .| "
d).Les espacesd?, et]fl: On utilise les notations
(A333) H ={u=("u®) /v OH = H xH?
(A3.32) H ={o=(0"0%)I o' OH; -i}= Hx H?
Les espaceg/, etjflsont des espaces Hdbert réels munis des produits scalaires canoniques :

<u,v>H1 =<ul,v1>Hl +<u2,v2>H2 : OuvOH,

1
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<0’,Z’>]{1 :<Jl,r1>]{, +<02,r2>]{, : Do r0HA,

1 2

Les normes associées a ces produits scalaires setées respectivement paf et|.| -
1 1

e).Les espacesdi, etH'r: On pose qud est une partie quelconque d@' ou 9Q?, on utilise les

notations :

(@) /¢ OH(T);i :1,N}=(H : ("))N

(A3.36) 1 :[svz(s”i) 1w ou(r) ;i=1.N]=(H_;(r))N

(A.3.35) H. :{¢

i=1,N

Les espaceg/ etH'r sont des espaces Hdbert réels munis des produits scalaires canoniques :

<¢’w>"’r =ZN:<¢i’wi>H%(r): D¢,l//|:|H/_

<¢'W>H}- = ZN:<¢I ’L'Ui>/-/7l r » He¥l Hf
Les normes associées a ces produits scalaires setées respectivement gaf et|.| . -

A.3.5.Espaces liés a I'opérateur déformation.

Pour I'opérateur déformation défini par4AL) , il est naturel d’introduire I'espace
H ={u'OH 16 )ox}.
On considere squ” le produit scalaire
00 Y A 1 0
(A.3.37) <u v >H1[ —<u A% >H’ +<£(u )E(v )>ﬂ4
Et on note la norme associée a ce produit scaiairel.,.On obtient ainsi que I’injectiom-/f OH'

et 'opérateur déformatioa:Hl“ - A" sont des opérateurs continus.
De méme, compte tenu de lidentification/dé et %" a deux sous-espacesieeto’” :
(A.3.38) <£(u(),a“>®|}x®} +<u4,Diva“>Hﬁ =0 :UW'0OH",o' 0D
l l l H 4 —_ . 4 4 4 l
(A3.39) (eu')o’)  +(u'.Diva’) =0:0u' OH,0' O
ThéorémeA.3.16Muni du produit scalair(a,.}H,; I’espaceHl“ est un espace de Hilbert réel.

On munit maintenant 'espace prodeifo’))' du produit scalaire canonique et de la norme agsoci

a ce produit scalaire, et on les note respectiv@rpmn(.,.>( On a alors le résultat

Hl(g‘))N et H 'H/-ﬂ(g/)N '

suivant :

ThéoremeA.3.110n a I'égalité algebrique’ =(H1(Q”))N,de plus | @) sont des normes

IS ]
Hl
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équivalentes sut/| .
A.3.6. Les espaces liés a I'opérateur divergence.
Comme dans le cas de I'opérateur déformaticestihaturel d’introduire I'espagé;’ lié a I'oper-
ateur divergence et défini pa#? ' ={oc'0# " IDvo' OH'}
Sur lequel on considére le produit scalaire

(A.3.40) <a”,r/>]{, :<U”,T”>]{, +<Diva”,Divr‘>H ;

/

Oo',r' 0OA

On note la norme associée daﬂ,,l. On obtient ainsi que l'injection/' 0 #/" et I'opérateur

divergencé®ivo’ :J”fl” — H'sont des opérateurs continus. De plus, comptedeniidentification

de H' et # ' a des sous-espacesiieet®’’ , en utilisant (A.3.4.7) , il résulte

(A3.41) (Difo')g') +o'dp)),. =0: o' OA ¢ 0D
(A3.42) (DiMo') ") +(o &le') =0 05’07 ,¢'0D'

ThéorémeA.3.12Muni du produit scalairé.,), , I'espace#' est un espace de Hilbert réel .

Nx

On peut prouver que I’espa(rél(ﬁ"))s "est dense dang/’.

A.3.7.Théoremes d'’injection contenue et d'injectiortompact.
ThéorémeA.3.13(théoreme d’injection continue @&oboley)
SoitQ O IRM un ouvert ayant la propriété du cone(en particuwiierouvert borné Lipchitzienne).
Soit pO[L,+[ ; j20,5>0
a).Sisp<N ,onaw™*(Q)Gw '"(2) ; pourtout p < r < o
En particulier pou = 0 :W**(2)G L'(€2); pourtout p < r < o
b). Sisp=N ,onaw"**(Q)Gw " (2 ); pourtout p<r <-+w.
En particulier pour=0 : W *"(2)G L' (2); pourtout ps<r <+w.
¢).Si sp>N ,onaw " (2)GC'(2).
RemarqueA.3.5.0n prend le cap= 2
a) Sis<s,, onaH*(Q)GH*(Q).
b) Sis>+, ona H™(Q)cc!(2).
TheoremeA.3.14.Soit /Aun ouvert borné de clasSé& de dimensiolN , soit s > 4 ,0<a<let nilIN ;

onaH=""(A)G C" (A).
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ThéorémeA.3.15(théoreme d’injection compact &ellich
Soit QOIRY un ouvert borné ayant la propriété du cone ( eriqulier un ouvert borné
Lipchitzienne ) , soitp O [L,+w [ ; j 2 0,5> 0 ;
a).Sisp<N ,onaw "*(@)Ow ' (@) ; pourtout p < r < -
En particulier pouy = 0 :w “*?(2 )0 L?(@2 ) ; pourtout p < r <

N -sp
b). Sisp>N,onaw "**(2)0w (@) et,w ***(@)0c/(@) ;pourtouti<r < +o
C
En particulier pouj = OW *"(Q2)0 L (2) ; pourtout 1<r < +w
CorollaireA.3.1. Soit@2 un ouvert borné de clas€¥’, soit sOIR quelconque , Alors quelque
soite>0, onaH *(Q)0H ().
. ” c o
RemarqueA.3.6.Si s>, ona H "*(2)0c/(2) .

A.3.8.Rappels sur les applications des traces.

ThéorémeA.3.16(théoréme du Trace su¥ °(Q) )

Soit 2 O IR" un ouverte borné Lipchitzien de frontiéfe , soits> 0, alors il existe une

application linéaire continue surjective unique

y:H(Q) = H7(r) telleque

(A.3.43) B
{w =y, :0u0C(2)

RemarquesA.3.7.

a). Il existe une application linéaire et continuR : i (') - H=*(Q) veérifiant :
(A3.44) y.R(¢)=¢ : 0cOH ()

b). Le noyau de l'application trace e&t(Q) .

ThéorémeA 3.17 (théoréme du Trace st/ *(2))" )

Soit @ O IR" un ouvert borné Lipchitzien de frontiére, soit s> 0, alors il existe une application

linéaire continue surjective unique

(A3.45) |7 @) - (H (r))N telle que:
y-u=u| ;0ul c@)"

RemarqueA.3.8ll existe une application linéaire et continggEHS‘% (r))N . (HS(Q))N ; vérifiant :

(A.3.48) yR¢)=¢ :0¢ D(H (F)jN
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RemarqueA.3. 9. En notant parn = (/7 )Ia normale sortante unitaire/a :

a).0n définit pour tOLgD(HS‘?(r))NIes composantes normale et tangentiellér@spectivement par :

(A34T)E =EnDH (M) et & =¢=¢ qOH,

1 N P
ou H_ est le sous-espace fermé démﬁs'? (r )j définie par :

(A.3.48) H. ={§D(HS§(I')) 1 =0 pp surl‘}
b).On peut prouver de plus que l'applicatién- (5” < )est un isomorphisme eg = )jN dans

Hs_%(F)XHI , il résulte

(A349) (&C), ., =(&.¢,), 2 o +(¢.6),, D¢OH, [OCOH,

H 2(I)xH2(T)
RemarqueA.3.10.Moyennant I'application de trace et I'isomorphisprécedent , il résulte :

a).ll existe une application linéaire continue surijeet

(A.3.50) y (@) ~ H7HT) telleque

ie

7,u)=u, =(un)n
b). Il existe une application linéaire et continge: H? (r) - (HS(Q))N , verifiant

() - (@) e
(A.3.51) R:H () (H (Q)) telleque

y R(E)=¢ : nzom™ ()
R}7 : est un relévement cl;e)7

ThéorémeA.3.18(théoréme du Trace s, = (7' (Q))"™ )

Soit Q O IR" un ouvert borné Lipchitzien de frontiéfg alors il existe une application linéaire

continue surjective unique :

1

7H, - (H Z(F)) telleque:

(o), ., =[onédr :0z0H, = (H% (r))N Os0c (@)™

(A.3.52)

U

Avec on = (a__ n ).m

Pour touto O %, limage 501 :(H‘% (r)) est élément dé/_ vérifiant I'égalité :
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(A.3.53) (Jogu), =(0.e(u)),, +(Divo,u), ,OudH,
La formule (A.3.47) dit la formule déreen.

RemarqueA.3.11.l existe une application linéaire et continug: (H-% (r)jN L H vérifiant :

(A.354) ¥R(y)=vy ; DwD(H'i(F))

R ; est un relévement de.

RemarquesA.3.12.

a). Il existe une application linéaire continue sutiyex:

y o H - HT)

n

~

(A.3.55)

ie

g 37,70 =0, =(;70).77
b). Il existe une application linéaire COﬂtinll:_I_lq?ZH_E (r) - A, vérifiant

(A356) 7 R(¥)=¢:0@OH"()

R, ; estun relevement dig]

c).Rappelons que si:rDCl(Q)sNXN , on définit pour touv O J”fl , les éléments

_ el N _ _
yo-:0-|r’1:(zlaijni rj_ ! 7”0':(0'|r1’])” ! yzo-:0-|r’7_(0-|1"77)77'

j= i=1,
Afin de simplifier les notations, on utilisedans la suite la notatiof) =y ,0 =50 .0 =70
Pour toute0.#/ et uJ H, moyennant (A.1.12) et(A.1.15), on peut alors @eotta double égalité

suivante :

. = +
<O7/I ’yu>erHr <0-’7 ’u”>H_%(|' )xH%(r) <O-f ’uT>H;xHT

(A.3.57) _
= <O- ’g(u)>(|L2(Q))N*N + <DIV g ’u>H

d).Supposons maintenant qlie=I, OT,,F, n T, =¢ est une partition d& et H, = H'(Q)", soit

UDJfl. on introduit les définitions suivantes :

(A.3.58) [077=Osur I‘l] o [<077,u;1> =0,0ubH, telque u:Osurl'z]

HpxH
u = Osur F2

A.359) |0 =0sur I'|e (on,uyp) . =0 ,0uH telque: '
( ) b, 1] (o 77>”r*”r T {UT:OsurF
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(A.3.60) 0 r] (o, un) 0 ,0ubH, tel 4, =osurt
3. o <0sur <= (on,up) . 20 ,0u elque:

! ! T by T u =0surl
A.3.61) [0 =Osur I] =0,0u0H, tel . Zosurf,

.0. =usur < unp . u elque
( ) b ' <m7 ’7>H g u =0surl

e).On suppose maintenant le cas de contact entreabepsQ*,Q° dans la partid”_, on pose
M=0Q"'=r,Or/ or, etH = Hl(Ql)N x Hl(QZ)N soite' OAH ' = (Hl(Q‘))NXN , on introduit la
définition suivante :
(A.3.62) |0, =0, surl's] -
u =0surl’, OT,
:0u :(ul,uz)DHl telque {u’ =0surl’”” /=12
[UJ’]]ZOSUI‘F3
A.3.9.Rappels sur les espaces interpolés.

ThéoremeA.3.19Soit 2 un ouvert borné de clas§¥’, le bord étant” soit s >s,,0na

[H *(r),H*> (F)L =H""*"(r) , avec équivalence des normes.
ThéoremeA.3.20(I'inégalité d’interpolation généralement)

Soit X,Y deux espaces de Banach , a¥es X etY G X ,0<6 <1, il existe une constante
c=c(X,Yg)>0 telle que :
(A3.63) |ul,, <dul; Jul; :OuDyY
ThéorémeA.3.21(théoreme principale d’interpolation )

Soit{X,Y}, {X,Y} deux couple espaces de Hilbert , a¥es X et YG X, aussiY =X et
YGX,0<8<1,soitz OL(XX)NL(YY) alors zOL(X,Y], [X.Y],)

De plus, il existe une constante= c(6) > telle que :

(A3.64) (2] 0y, vy S I Iy
Quelques espaces interpolés
(1).L'interpolation entrelL"(Q) :
Soit 2bornéIC”, et soitl< p<r<q< +o , avec i 1p9+2 0<o<1 .Alors:

ILe (@) 1Le (@), = 1L (@)

105



UNIVERSITE DE OUARGLA ANNEXE TEDJANI Hadj Ammar

De plus
(A'3'65) ”u”n_r(g) s C”u”TLP(Q) ”u”t‘:}m) Oul] ILP(Q) n L’ (Q)

(2).L'interpolation entrdL*(r'), #*(r):

Soitl" Lipchitzien borné et soid<@<1, Alors :

() (r)), = 1 ()

De plus

1-60
HY(r)

(A'3'66) ”u”H”(r) = q|u||f|_2(r) ”U Dull Hl(r)

(3) L'interpolation entre H°(I") :

Soitl" Lipchitzien borné et soits, <s, 0<0 <1 pose :s=(1-6)s+6s . Alors

[t (r).a(P)], = 1°(r)
De plus

1-0

(A367) ., < dult I, DuDH(F)

()
(4) L'interpolation entre C°(Q),C*(Q) : SoitQOC*;0<0<1. Alors
cl@)c (@), =c(a).
De plus:
(A3.68) [uloor, < dul. s, Julls,  EUOC(Q)
(5) L'interpolation entreC*”(Q),C*"*(Q) : SoitQOC": 0<, <1 0<0, <1, etsoib<0<1. 0N

pose 7 =(1-0)o, +00,. Alors

c(a)e (@) -c (a)

0

(A.3.69) |u e |u ouoc”(Q)n c”(Q)

c(Q)

< cfu

7 (a) o2 (a)
(6) L'interpolation entré_(l'{sl(l'),Hrl (/1)) et L(HSZ(I'),Hr2 (/1)) ;
Soient” ,40C",s,r 20 ,i=12 avec 0<0 < lonpose s=(1-0)s +0s, etr =(1-0)r +or,.
Alors, siz O L(Hsl(l'),H . (A))ﬂ L(H “(r)H" (/1)) .Ona :
zOL(E°(r).H"(4))
De plus:
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(A.3.70) ”””L(Hs(r),Hr(A)) = C”””ll__”(Hsl(r).H“(A))“”””L(HSZ(F),Hrz(/1 )) '
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Résumé:Cette mémoire contient une étude théorigaatet numériquement du contact
sans frottement enter deux corps élastiques. éatthe se compose en deux parties . La
premiere partie I'étude théorique, sois considaeelgs deux corps élastique muni loi de
comportement nom linéaire, cette partie se commsaleux chapitres. Le premier
chapitre considere la forme mathématique cet pnoblenoté paP ainsi, on utilise la
forme de Green et l'inégalité de Korn on obtiendetux forme variationnelle?; qui
dépend uniquement de déplacemermRequi dépend uniquement de contrainte, aussi on
étudie l'existence et l'unicité avec le lient e, P, etP . Le second chapitre on
considere la loi de comportement linéaire, pailibation de la forme de Green on
obtient aussi une forme variationnelle mixte dépele champs de déplacements et
fonction de la composante normale de contraintegdésparP,, . La deuxieme partie
étudie numériquement le probleme considéré a dondifue les deux corps surfacique ,
cette partie a divisé a deux chapitre le premarapitre on utilise la méthode des
éléments fini, pour cela nous avons besoin d'uctentgue d'interpolation de Lagrange et
la projection . Le seconde chapitre de cette pasties'intéresse a l'analyse des erreurs .

Mots clefs: déplacement, contrainte, existence, unicité, éjastiloi de comportement,
force, type elliptique, frottement, projection,anpolation.

Abstract: This memory contains a survey theoretically and enrally of contact
without friction to splice two elastic , this sugis composed in two parts. The first part
the theoretical survey, which consider that the taastic bodies provided law of
behavior non linear , this part is composed in tlvapters The first chapter considers the
mathematical shape this problem noted myo, one uses the Green shape and the
inequality of Korn one also gets to two shapesatamnelleP; ,that depends solely on
the displacement andP, that depend solely on constraint, one studieeitigtence and
the uniqueness with the tie betweenP, and P, . The second chapter, considers the
linear behavior law, by use of the forms Green gats a shape mixed variationnelle
depends of fields of displacement and function tleemal component of constraint
designated by, . The second part, we study the problem numeyigatbvided that the
two bodies surfacique, this part divided to twoptlees the first chapter the method of the
elements finished for it we need a technique of ithterpolation of the barn the
projection. The second chapter of this part, wgehto the analysis of the mistakes .

Words keys: displacement, constrati existence, uniqueness, elastic, law of behavior
strength, elliptic types, friction, projectiomtérpolation.



