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Introduction générale 

La modélisation  des  problèmes de contact entre deux corps déformables, dépend  

essentiellement  des  propriétés  mécaniques  des   matériaux  considéré  ainsi que des  conditions  

aux limites de contact . Parmi  les différents type des problèmes  considérés, on  peut citer les 

problèmes  de  contact  bilatéral  ou  unilatéral  avec ou sans  frottement  pour des corps élastiques 

ou viscoplastiques. 

 

L’accumulation  des  données expérimentales  montrent les limitations des lois  classique  de  

frottement  aussi  bien du point de vue mathématique que mécanique .  Des formulations 

variationnelles et des résultats d’existence et d’unicité  on  été  obtenus  par S. Drabla [3]  dans le 

cas d’un problème de contact sans frottement entre un corps élastique et une base rigide, et par 

Patrick Hild et Patrick Laborde [1],  pour un problème de contact sans frottement entre deux corps 

déformables en utilisant la méthode des éléments finis quadratique. 

 

Notre but dans ce mémoire est d’étudier théoriquement et numériquement un problème de 

contact sans frottement entre deux corps déformable, ce problème connu sous le nom de problème 

de Signiorin.    

 

Notre objet ici est l’étude de ce même problème pour des matériaux ayant une loi de 

comportement élastique non linéaire de la forme : 

( )( )lll uF εσ =  

Où ll u,σ et )( luε représentent respectivement le champ des contraintes, le champ des déplacements 

et le tenseur des déformations linéarisé, on suppose que la frontière de lΩ  est  constituée de trois 

partie disjointe deux à deux ji,,
ji

≠∀=Γ∩ΓΓ∪Γ∪Γ=Γ     
321

φllllll . On suppose que  les parties 

lll

321 ,, ΓΓΓ  sont mesurables au sens de  Lebesgue de 1−N dimensionnelle. La formulation classique 

du problème mécanique sera notée par P.  Ce mémoire se divise en deux parties. 

  

La première partie elle même se devise en deux chapitres, dans le premier on considère le 

problème mécanique P dans le cas où le loi de comportement est non linéaire.  En utilisant la 

formule de Green, ainsi que l’inégalité de Korn, on propose deux formulations variationnelles  P1  

et P2. Le problème P1 est  la formulation variationnelle qui dépend uniquement de l’inconnuelu , 

tandis que le problème P2 ne dépend que de lσ . En utilisant le théorème de Stampachia concernant 
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les inéquations variationnelles elliptiques, ainsi que des hypothèses de régularité qu’on imposera 

par la suite, on démontre que  P1  possède une solution unique. Par le même résultat que dans le cas 

du problème P1, nous prouvons l’existences et l’unicité d’une solution du problème P2. Et on 

termine ce premier chapitre de la première partie par étudier le lien  entre, d’une part les solutions 

des  problèmes variationnels P1 et P2 , et d’autre part entre les problèmes P1 , P2 et le problème P. 

 

          Dans le second chapitre, on considère le problème P , où la relation entre lσ  et lu  sera 

donnée par une loi de comportement connue sous le nom de loi de Hook, qui modélise les 

phénomènes de l’élasticité linéaire. Pour ce problème on propose la  formulation variationnelles  

mixte  du problème mécanique P, où les inconnues dans ce cas, sont le champs de déplacement lu  

et le tenseur de contraintes lσ  . On démontre en suite un résultat d’existence et d’unicité, en 

utilisant le théorème de Lax-Milgram, ainsi que le théorème de Stampachia. 

 

Dans  la seconde partie, on s’intéresse à l’étude  numériquement d’un problème  de contact 

sans frottement à deux  corps  surfaciques déformables, l’objet de cette partie est d’étudier 

numériquement de ce même problème précédent pour des matériaux surfaciques homogènes ayant 

une loi de comportement élastique linéaire. La  formulation  variationnelle  de ce problème  

mécanique est donnée  par le problème Pm  établi dans le second chapitre de la première partie.  On  

sait que ce problème admet une unique solution dans MV × de la forme ),( ησ−u .  

 

         Pour  étudier  numériquement ce problème, on suppose que 21 ΩΩ ,  sont des polygones. En 

utilisant la méthode  des  éléments finis, le problème Pm   (pour 2=N ) se transforme à un  problème  

variationnel approché, noté par P h
m  . Ceci nous permet d’approcher la solution exacte ),( λu  par une 

solution approchée ),( hhu λ . On introduit les deux ensembles hh MetV , où hV , hM  désignent 

respectivement le sous espace, de dimension finie approchés , de V , M .  Cette partie se devise en  

deux chapitres.  

 

         Le premier chapitre est consacré à la résolution numérique du problème Pm qui consiste à 

approcher la solution exacte ),( λu  par une solution approchée ),( hhu λ , on utilise la méthode des 

éléments finis telle que, la méthode des éléments finis de type linéaire, ,*l

hh LM = , 21,=l ; et celle  

de type quadratique ,*l

hh QM = , 21,=l  . Pour cela, on aura besoin de quelques techniques telles que la  

méthode d’interpolations de Lagrange linéaire ou quadratique et celle de projections. 
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De plus, et comme dans la première partie, nous examinons la question d’existence et 

d’unicité d’une solution approchée du problème discrétisé. 

 

Dans le second chapitre, on s’intéresse à l’analyse des erreurs. En utilisant les théorèmes des 

traces, les injections compactes et continues de Sobolev, ainsi que les inégalités d’interpolation et 

l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on arrive à donner l’estimation de l’erreur. On termine par une 

comparaison entre la méthode des éléments finis de type linéaire et celle de type quadratique. 

 

Finalement, ce mémoire se termine par une conclusion dont on résume les principaux résultats 

obtenus durant l’étude du problème considéré. 
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Notations 

 

IN                  Ensembles des entiers naturels  

IR                  Ensembles des nombres réels   

c                     Constante réelle strictement positive 

( )xx ψa            Application  

ψ∇                   Gradient de l’application ψ   

ψDiv               Divergence de l’application ψ  

ψ∂                  Sous-différentiel de ψ  ; 

( )yx,               Paire d’un espace produit YX ×  ; 

Ν
Χ                  Espace définie par ( ){ }ΝΧΧ Ν .1;/ =∈== ixxx

ii
 

ΝΝΧ ×

S

              Espace défini par ( ){ }ΝΧΧ ΝΝ .1,;/ =∈===× jixxxx
jiijij  

N
S                   Espace des tenseurs d’ordre deux symétrique sur ΝIR   

N
0                   Elément zéro de ΝIR  ou 

N
S  ; 

IN                    Elément unité de 
N

S  ;  

.                      Produit scalaire sur ΝIR  ou 
N

S  ; 

.                  La norme euclidienne sur ΝIR  ou 
N

S  ; 

Χ
.               La norme sur  l’espace X  ; 

Χ
.,.               Le produit scalaire sur l’espace X  ;   

xx
n

→           Convergence forte dans  X  ;  

xx faible

n
 →        Convergence faible dans  X  ; 

X
0                     Elément zéro de  X  ;  

'Χ                  Espace  dual  topologique de l’espace  X  ;  
*Χ                  Espace  dual  algébrique  de l’espace  X  ;  

ΧΧ ×'
.,.         Produit  dual  entre XX et    '  ;  

X
Ι                    L’opérateur identité sur X  ;  

p.p                 Presque partout  
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 ii

lΩ   
2.1=l      Ouvert de ΝIR   (N=1.2.3), parfois domaine Lipchitzien  

lΩ                  L’adhérence de  
lΩ  

lΓ                   La frontière de 
lΩ  

l

i
Γ  ( i=1.2.3)    Les parties de frontière  lΓ         

( )l

i
Γmes            Mesure de Lebesgue  (N-1) dimensionnelle de l

i
Γ  

l

i
dΓ                  Mesure superficielle sur l

i
Γ   

l
η                        Normale  extérieure unitaire à  l

i
Γ    

ll

τη vv   ,           Les composantes normales et tangentielles du champ vectoriel lv  défini sur lΩ                              

( )lΩ1C            L’espace  des  fonctions  réelles  continûment  différentiables sur lΩ                                                                                                    

( )lΩD              L’espace  des fonctions réelles indéfiniment différentiables et à  support compact  

                       contenu dans  lΩ                                                                                                                        

( )lΩ′D           Espace des distributions sur lΩ   

( )Τ1

c
C             Τ  segment ; Espace des fonctions de ( )Τ1C   avec support compact dans Τ    

( ) ( ){ } ( )( )N
,Ni

i,Nii
D,D/D llllll Ω=Ω∈== =

=
1

1
     ϕϕϕ  ;    

21 DDD ×=  

( ) ( ){ } ( )( )N
Ni

iNii
DDD llllll ΩΩΤΤΤ ','  /  ' ,1

,1
=∈== =

=
  

21 ''' DDD ×=  

( ) ( ){ } ( )( ) NN

SN,j.i
ij

D;D/
jiij

×
= Ω=Ω∈=== lllllll

1    σσσσD    

21
DDD ×=   ; 

( ) ( ){ } ( )( ) NN

SN,j.i
jiijij

'D;D/
×

= Ω=Ω∈=== lllllll
1    ' φφφφD   ;   

21 ''' DDD ×=   ; 

( )lΩ²IL              Espace  des fonctions lu  mesurables sur lΩ  telles  que +∞<∫
Ωl

l dxu
2

                         

( )lΩ∞IL            Espace  des fonctions lu  mesurables sur lΩ telles  qu’il existe  c > 0 : 

                     cu ≤l   p.p  sur  lΩ   

( )( )N
IL ll Ω=Η 2        ; 

( )( )N
ΗΗ

ll Ω= 1

1
     ; 
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21 ΗΗΗ ×=     ;  

2

1

1

11
ΗΗΗ ×=    ;  

( )( ) Ν×Ν
Ω= SIL ll 2HHHH     ; 

( )( ) ΝΝ

SΗ
×

Ω= ll 1

1
HHHH      ; 

21 HHHHHHHHHHHH ×=   
2

1

1

11
HHHHHHHHHHHH ×=    

( )lΓ2
1

Η                  Espace de Sobolev d’ordre ½  sur  lΓ   

( )( )ΝΗΗ
l

l
Γ=

Γ

2
1

 ;   

( )lΓ− 2
1

Η                 Espace dual de  ( )lΓ2
1

Η  ;                     

'

lΓ
Η                        Eespace dual de 

lΓ
Η  , i.e , ( )( )Ν−

Γ
Γ= l

l

2
1

ΗΗ
'

  

l

ll

Γ
ΗΗγ →

1
:    L’application trace définie sur  l

1
Η   

ll

l 1
: ΗΗ

Γ
→R     L’inverse à droite  de l’application  lγ   

'

l

ll

Γ
Η→ :

1
HHHHγ     L’application trace définie sur l

1
HHHH  

ll

l 1
: HHHH→Η

Γ

'R    L’inverse à droite  de l’application  lγ   

( )lΩm
Η  Ν∈m          Espace  de Sobolev d’ordre m  défini par :       

( ) ( ) ( ){ }m;²ILD/²ILΗ
m ≤Ω∈Ω∈=Ω αψψ α lll   

)(Η
m

.
lΩ

                 La   norme définie sur  ( )lΩm
Η  par   

2
12

)(
2 )(LIm

)(Η
ψDψ m

l

l

Ω≤
Ω ∑=

α

α
 

( )lΩτ
Η  . IN−∈ +IRτ ; Espace  de Sobolev d’ordre τ  défini par ; si  

                       10et <<∈+= θθτ Nm/m   ,  alors                                                                       

              ( ) ( ) ( ) ( )


=+∞<

−

−



 Ω∈=Ω ∫∫

ΩΩ
+ mα;dx.dy

yx

yuDxuD
/ΗψΗ

θN

αα

mτ

2

2

ll  

)(Η
.

lΩτ                  Norme  d’espace  ( )lΩτ
Η  avec ∈τ +R __ N  ; définie  par :   

         ( ) ( ) 2
1

2

2

2

)()( 













−

−
+= ∑ ∫∫

=
+

mα
ΩΩ

θN

αα

ΩΗΩΗ
dxdy

yx

yψDxψD
ψψ mτ

ll

ll
 

)(
.

lΩΗ m
              Semi-norme  définie sur  ( )lΩm

Η  comme suivant : 
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2
1

2

)( 2 







= ∑

=
ΩΩ

mα
)(IL

α

Η
ψDψ m ll

 

Γ− ,,
.,.

2
1

2
1               Le produit de dualité entre ( ) ( )ΓΓ

−
2

1
2

1

et ΗΗ   

)(Η
.

Γ
−

2
1                 La norme définie sur ( )Γ

−
2

1

Η  comme suivant   

)(2
1

2
1

2
1

2
1

2
1 sup

Γ

Γ

Γ∈Φ
Γ Φ

Φ
=

−
−

Η

,,

)(Η

)(Η

.ψ
ψ  

( )Γν.mC   . 10.1,0 <<= νm  : Espace Holderiénne  d’ordre m  

               ( ) ( )












≤∀+∞<Γ∈=Γ
−

−

Γ∈
mi:;CfC

yx

)y(fiD)x(fiD

y,x

m,m
ν

ν sup  

)(,.
ΓνmC

                   La norme définie sur ( )Γν.mC   par : 

             
( ) ( )

( ) ( )
ν

αα

α

α

α
ν

yx

yfDxfD
xfDf

y,xmxmC ,m

−

−
+=

Γ∈≤Γ∈≤Γ
supmaxsupmax  

)(,
.

ΓνmC
                Semi-norme définie sur ( )Γν.mC   par :    

                                              ( ) ( )
v

y,xm)(C
yx

yfDxfD
f ,m

−

−
=

Γ∈=Γ

αα

α
ν supmax         

�                             Injection continue ; 
c

⊂                             Injection compacte ;  

( )Χ,ΥL                     L’espace des fonctions linéaires et continues de ΥΧ dans  

( )ΚΡ
m

                       L’espace des polynômes définis sur l’ensemble Κ de degré m≤            

( ) { }lllll

11
sur0 Γ=∈=Ω νν /HV  

( ) ( )21 Ω×Ω= VVV  

)( lΩV
.,.                  Le produit scalaire sur ( )lΩV  défini par : 

( ) ( )
ll

llll

HHHH
ωενεων ,,

)(V
=

Ω
 

V
.,.                      Le produit scalaire sur V défini :                                                        

                
)(

22

)(

11

21 ΩΩ
+=

VVV
... ωνωνων  

( )Kdiam                   Le diamètre de l’ensemble K  ; ( ) ( )yxdK
Kyx

,supdiam
, ∈

=  

T
l

h                           Triangulation de lΩ  d’un diamètre h≤     
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 v 

ξ l

h                            Ensemble des nœuds dans 
3

Γ  de la triangulation  T
l

h   

( ) ( )






 Γ≥Γ∈∀≥Γ∈=Μ

Γ

−

− 333

2
1

sur0avec:0 2
1

32
1

2
1 p.pψΗψψ.µ/Ηµ

,,
 

( ) ( )( ) ( )( ){ }0
1

2

2

2
=∈∀∈Ω∈=Ω

Γl

llllll
ν&Κ;ΚΡν/CνV

hΚh T    

( ) ( )21 Ω×Ω=
hhh

VVV      

( ) ( ) ( ){ }
333

sur  :tq Γ=Ω∈∃Γ∈=Γ   ψ.ηνVν/CψW
hhhhhh

lllll
 

( ){ } µ/WµQ
hhhh 33

sur  0 Γ≥Γ∈= ll

 

( ) ( ){ }lll

hhhhh
ξx  xµ/WµL ∈∀≥Γ∈= :0

3
    

( ){ }∫ ∈∀≥ΓΓ∈=
3

;0
33 Γ hhhhhh

,*

h
Qψdψµ/WµQ lll     

( ){ }∫ ∈∀≥ΓΓ∈=
3

  ;0
33 Γ hhhhhh

,*

h
Lψdψµ/WµL lll  

l

h
π       L’opérateur de projection  sur  ( )

3
Γl

h
W    

[ ]{ }
3

0 Γ≤∈= sur;ηνπ/VνΚ
hhhh

Q

h

l

 

[ ]






 ∈∀≤∈= ll

hhhhh

L

h
xxV ξηνπνΚ ;0)(/   

i
ϕ         Fonctions de base de Lagrange sur 

3
Γ   

l

h
i          Interpolation linéaire du Lagrange sur 

3Γ  associée à la triangulation T
l

h   

l

i
ω        Fonctions de base de Lagrange sur  

lΩ  associés à la triangulation T
l

h     

l

h
Ι       Interpolation surfacique du Lagrange sur  lΩ  associée à la triangulation T

l

h   

ΚΚ
ΙΙ l

h
=      2.1=l  

( )lll

hhh
ΙΙΙΙ ,=     2.1=l   

( )
3

Γl

h
Χ    Espace des fonctions continues par morceaux sur 

3
Γ  et constantes sur les segments      

                Associés au triangulation  TTTT
l

h

   sur 
3

Γ  

l

h
Π         L’opérateur de projection  sur  ( )

3
Γl

h
Χ  . 
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PARTIE  I 

ETUDE THEORIQUE D’UN PROBLEME DE CONTACT 

SANS FROTTMENT 

INTRODUCTION 

Dans cette partie, on s’intéresse à l’étude théorique d’un problème  de contact sans frottement 

entre deux corps déformables. Ce  problème, connu sous le nom du problème de Signorin.    

Notre objet ici est l’étude de ce même problème pour des matériaux ayant une loi de comportement 

élastique non linéaire de la forme : 

))(( lll uF εσ =  

ll u,σ et )( luε représentent respectivement le champ des contraintes, le champ des déplacements et 

le tenseur des déformations linéarisé , on suppose que la frontière de lΩ  est  constituée de trois 

parties disjointes deux à deux ji,, ji ≠∀=Γ∩ΓΓ∪Γ∪Γ=Γ     321 φllllll . On suppose que  les parties 

lll

321 ,, ΓΓΓ  sont mesurables au sens de  Lebesgue de 1−N dimensionnelle. La formulation classique 

du problème mécanique sera notée par P.  

Cette partie se divise en deux chapitres, dans le premier on considère le problème mécanique 

P dans le cas où la loi de comportement est non linéaire.  En utilisant la formule de Green, ainsi que 

l’inégalité de Korn, on propose deux formulations variationnelles  P1  et P2. Le problème P1  est  la 

formulation variationnelle qui dépend uniquement de l’inconnue lu , tandis que le problème P2 ne 

dépend que delσ . En utilisant le théorème de Stampachia concernant les inéquations 

variationnelles elliptiques, ainsi que des hypothèses de régularité qu’on imposera par la suite, on 

démontre que  P1  possède une solution unique. Par le même résultat que dans le cas du problème 

P1, nous prouvons l’existence et l’unicité d’une solution du problème P2. Et on termine ce premier 

chapitre de la première partie par étudier le lien  entre les solutions des  problèmes variationnels P1 

et P2.  

Dans le second chapitre, on considère le problème P , où la relation entre lσ  et lu  sera 

donnée par une loi de comportement connue sous le nom la loi de Hook, qui modélise les 

phénomènes de l’élasticité linéaire. Pour ce problème on propose la  formulation variationnelle  

mixte  du problème mécanique  P , où les inconnues dans ce cas sont le champ de déplacement lu  et 

le tenseur de contraintes lσ  . On démontre en suite un résultat d’existence et d’unicité, en utilisant 

le théorème de Lax-Milgram, ainsi que le théorème de Stampachia. 



 

 

 
CHAPITRE 1 

 
ETUDE VARIATIONNELLE D’UN PROBLEME NON LINEAIRE 

DE CONTACT SANS FROTTMENT  

 

 

 

Résumé : 

  Dans ce chapitre, on considère un problème statique de contact sans frottement entre deux 

corps déformables ayant une loi de comportement non linéaire. En utilisant la formule de Green et 

l’inégalité de Korn, on établit deux formulations variationnelles du problème considéré, (notés P1, 

P2) dont l’avantage est que la première formulation ne dépend que du champ de déplacement, tandis 

que la deuxième dépend uniquement de tenseur de contraintes.  En utilisant le théorème de 

Stampachia, on démontre que chacun des problèmes P1 et P2, possèdent une solution unique. Et on 

termine ce chapitre par étudier le lien  entre les solutions des  problèmes variationnels P1 et P2.  

 

 

Contenu : 

1. Formulation du problème et hypothèses : 

1.1. Position du problème; 

1.2. Hypothèses; 

1.3. Formulation variationnelle. 

2. Existence et unicité; 

3. Résultats d’équivalence. 
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1. Formulation du problème et hypothèses 

1.1. Position du problème 

Dans ce paragraphe, on considère le problème non linéaire suivant : 

Problème P: Trouver les champs des déplacements ( )21,uuu =  avec 
NIR:u →Ωll  et les champs 

des contraintes ( )21 σσσ ,=  avec 21  ,,S:
N

=→Ω l
llσ   tels que : 

(1.1.1)         ( )( )lll uF εσ =     dans 
lΩ  

(1.1.2)          0=+ ll fDivσ     dans 
lΩ  

(1.1.3)          0=lu      sur  l

1
Γ  

(1.1.4)          lll g=ησ   sur   l

2
Γ  

(1.1.5)       [ ] [ ]








Γ==

Γ=≤≤

Γ==

3
21

3

3
21

  0:)(

  0.   0,0.:)(

  :)(

surc

suruetub

sura

ττ

ηη

ηηη

σσ

σηση
σσσ

 

Où  
η

σ  désigne la contrainte normale (ou pression de contact),  [ ] 2211 ... ηηη uuu +=  désigne 

l’arrête pour le saut relativement au champ du déplacement à travers 
3

Γ  et llll ησησσ ητ .−=  

représente la composante tangentielle de contrainte. L’équation (1.1.1) représente  la  loi  de  

comportement  élastique, où lF  est un opérateur linéaire ou non linéaire ,  l’équation(1.1.2)  

représente l’équation d’équilibre où lf  désigne la densité des forces volumiques agissant sur le 

corps déformable occupant le domaine
lΩ , les relations (1.1.3) et (1.1.4) sont des conditions aux 

limites classiques des déplacements-tractions. Les conditions aux limites (1.1.5)  représentent  les 

conditions de contact sans frottement, dit de Signorini,  sur
3

Γ  (voir Fig.1.).    

1. 2. Hypothèses 

Pour étudier le problème P, on aura besoin des hypothèses de régularité suivantes : 

(1.1.6)      














=

∈∀−≤−>∃

∈∀−≥−−>∃

→

0)0(:)(

,:)()(:0:)(

,:))).(()((: 0  :)(

:que telopérateur un est  :

212121

21

2

212121

l

ll

ll

l

Fc

SLFFLb

SmFFma

SSF

N

N

NN

εεεεεε

εεεεεεεε
 

(1.1.7)       1.2   ;  =∈ l
ll Hf    

(1.1.8)       
'

Γ
Hg

l

l

2

∈  
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           1
1Γ                                12Γ                   

1g  
 
                                                      

                                                 
                                                  
                                                             
                                          3Γ  

        2
1Γ                                    2

2Γ  

                                        
2Ω                               2g  

 
 
                          
                

Fig.1. Contact sans frottement entre deux corps déformables 

Remarque.1.1.1.   

L’hypothèse (1.1.6) nous permet de considérer l’opérateur noté encore par  lF   défini par  

( ) ( )( )



Ω∈∈∀=
→

llll

lll

  p.p  xεxεFxεF

:F

HHHH

HHHHHHHH

;   
 

En effet, si lHHHH∈ε  en utilisant (1.1.6.a), il résulte que ( )xεx a  est une fonction mesurable de 

lΩ  à valeurs dans 
N

S  et d’après (1.1.6.b.c),  il résulte : 

( ) ( )∫ ∫ +∞<≤
l l

l

Ω Ω

dxxεL²dxxεF
22

     

On a donc ll HHHH∈)(εF . 

On remarque également que  d’après (1.1.6.a.b), l’opérateur lll HHHHHHHH →:F  est  un  opérateur     

fortement  monotone et de Lipchitz,  car il  satisfait aux inégalités : 

(1.1.9)         ( ) ( ) lll

l
HHHH

HHHH
∈∀−≥−−

21

2

212121
   ;   εεεεεεεε ,m,FF  

(1.1.10)        
l

ll

HHHH
)()( 21 εε FF −

lHHHH21 εε −≤ L     :   
lHHHH∈∀ 21,εε       

 

Remarque.1.1.2.  Etant donnée que l’opérateur lll HHHHHHHH →:F   est fortement monotone et 

Lipchitz, l’opérateur 
lF est donc inversible et lll HHHHHHHH →− :)( 1F  est également fortement 

monotone et Lipchitz  . 

Remarque.1.1.3. Les hypothèses (1.1.7), (1.1.8)  sont des hypothèses de régularité sur les données 

gf ,  qui  sont nécessaires pour que le problème (1.1.3)-(1.1.5) ait une solution de la régularité  

1Ω
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11
 , HHHH∈∈ σHu . En effet, puisque  1.2 , 

1
=∈ l

ll HHHHσ  alors ll HDivσ ∈  et d’après (1.1.2), il 

vient
ll Hf ∈ ,  de plus '

Γ
Ηησ

l

ll ∈  ce qui entraine que l
2Γ

′∈ Hg  en utilisant (1.1.4).  

Pour l’étude du problème P, on considère le sous espace fermé ( )lΩV   de l

1H  défini  par : 

(1.1.11)        ( ) { }lllll

11
sur   p.p 0   Γν/ΗνV =∈=Ω       

Et on considère l’espace  V  défini par : 

(1.1.12)        ( ) ( )21 Ω×Ω= VVV   

Sur cet espace, on définit l’opérateur bilinéaire comme suit : 

 (1.1.13)      ( ) ( )







=

→×

∑
=

2

1

:

l

ll

lHHHH
ωενεων ,,

IRVV.,.
   

Lemme1.1.1. Si ( ) 21  , 0mes
1

.=>Γ l
l , V est un espace du Hilbert muni du produit scalaire .,. . 

Démonstration : Il est clair que l’opérateur .,.  est une forme bilinéaire  positive, symétrique. 

On pose  

(1.1.14)       vvv ,=    

En utilisant l’inégalité de Korn, il résulte qu’il existe une constante 0>lm   telle que : 

( ) lllll

ll 1
   :  

1
Hvνmνε

)(ΩH
∈∀≥

HHHH
 

Pour ( )
21

,min mmm= , on a lll

l 1)(
,

1
Hvvmv

H
∈∀≥

Ω
 ce qui nous permet de conclure que si 0=v , 

alors 0=v , d’où il résulte que .,.  est un opérateur défini positif et par conséquent.,. est un 

produit scalaire sur V . Il ne reste que de démontrer que V  est complet. Ceci est claire en utilisant 

le fait que V  est fermé dans  
1

Η  ,  ainsi que l’inégalité
1H

νmν ≥ . D’où la démonstration. 

Remarque.1.1.4. Les deux norme. et 
1

.
H

sont équivalentes. 

Il est facile de voir que l’application 

∫∫
ΓΩ

Γ+Ω
ll

llllllll
a

2

2
dv.gdv.fv η  

est une forme linéaire continue sur ( )lΩV . En appliquant le théorème de représentation du  

Riez-Fréchet,  il résulte qu’il existe ( )ll Ω∈Vϕ  tel que : 

(1.1.15)         ( )∫ ∫
Ω Γ

Ω
Ω∈∀Γ+Ω=

l l

l

lllllllllll V:d.gd.f,
)(V

νηνννϕ      
2
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En outre on définit respectivement les ensembles des << déplacement admissible >> et l’ensemble des 
<<contrainte admissible >> suivants : 

(1.1.16)       ( ) [ ]{ }
3

21 sur    0 Γ≤∈== η.v/Vv,vvU
ad

   

(1.1.17)       ( ){ ( ) }
adad

Uv,vv,τ/,τττ ∈∀≥∈==Σ ∑
=

   :  
2

1
21

ϕε
l

ll

l
H

  HHHH , où  ( )21 ,ϕϕϕ =  . 

Soit a  l’application définie par :  

 (1.1.18) : ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )








Ω==

→×

∑ ∑ ∫
= = Ω

2

1

2

1l l

lllllll

l

l
dw.vFw,vFw,va

IRVV:a

εεεε
HHHH

 

 1.3. Formulation variationnelle. 

  Dans ce paragraphe, on s’intéresse à la formulation variationnelle du problème considéré qui 

consiste dans une première formulation, notée P1, à trouver les champs des déplacements ( )21,uuu =  

tandis que dans la seconde formulation, notée  P2  , on cherche les champs des contraintes 

( )21,σσσ = . Ces résultats sont basés sur le lemme suivant : 

Lemme1.1.2. Si le couple des fonctions ( )σ,u  est une solution du problème P alors : 

(1.1.19)           
adad

,Uu Σ∈∈ σ    

(1.1.20)           ( ) ( )
ad

Uv  u,vuεu,εσ ∈∀−≥−∑
=

;  
2

1

ϕ
l

lll

lHHHH
 

(1.1.21)            ( )
ad
Στu, ∈∀≥−∑

=

    ;   0
2

1l

lll

lHHHH
εστ  

Démonstration. L’appartenance adUu∈  est clair en utilisant (1.1.3) et (1.1.5). Soit donc 
ad

Uv∈ , 

en appliquant la formule de Green, de (1.1.2), il vient : 

( ) ( ) ( ) llllllllllll

l

l
Γ−+−=− ∫

Γ

dηuνησu,νfuεν,εσ
H 1HHHH

 

En utilisant (1.1.3), (1.1.4) et (1.1.15), il en résulte : 

(1.1.22)    ( ) ( ) ( ) 1.2  ;  
3

3

=Γ−+−=− ∫
Γ

l
llllllllllll

l

l
dηuνησu,νuεν,εσ ϕ

HHHH
 

Par sommation surl , il vient :    

( ) ( ) [ ] [ ]( )∫∑
Γ=

Γ−+−=−
l

l

l

lll

3

3

2

1

d.u.u,u, ηηνσνϕενεσ
ηHHHH

, où   ( )21,ϕϕϕ =  

Ou encore  
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( ) ( ) [ ] [ ]( )∫∑
Γ=

Γ−+−=−
l

l

l

lll

3

3

2

1

d.u.u,u, ηηνσνϕενεσ
ηHHHH

 

Et du fait de (1.1.5), il en découle : 

( ) ( ) [ ]∫∑
Γ=

Γ+−=−
l

l

l

lll

3

3

2

1

dν.ησu,νuεν,εσ
η

ϕ
HHHH

 

 On obtient alors  

( ) ( ) u,νuεν,εσ −≥−∑
=

ϕ
2

1l

lll

lHHHH
 

D’où l’inégalité (1.1.20). 

Pour 
ad

Uuv ∈= 2   et pour 
ad

Uv ∈= 0  dans (1.1.20), il résulte : 

(1.1.23)         ( ) u,u, ϕεσ =∑
=

2

1l

ll

lHHHH
 

On a  

( ) ( ) ( ) ( )∑∑∑
===

+−=
2

1

2

1

2

1 l

ll

l

lll

l

ll

lll HHHHHHHHHHHH
u,εσuεν,εσv,εσ  

En utilisant (1.1.23), (1.1.17) et (1.1.20), il en découle :  

( ) u,u,,;Uv
ad

ϕνϕνεσ +−≥∈∀ ∑
=

2

1

   
l

ll

lHHHH
                              

Ou encore : 

( ) ,vv,εσ ϕ≥∑
=

2

1l

ll

lHHHH
 

Ce qui implique que  
ad

σ Σ∈  . 

On a   

( ) ( ) ( )∑∑∑
===

−=−Σ∈∀
2

1

2

1

2

1 l

ll

l

ll

l

lll

lll HHHHHHHHHHHH
u,εσu,ετu,εστ,    τ

ad
 

 De (1.1.17), (1.1.23) il en résulte :   

( ) 0
2

1

=−≥−∑
=

u,u,u, ϕϕεστ
l

lll

lHHHH
 

D’où l’inégalité (1.1.21). 

 

       En tenant compte la remarque.1.1.2, le lemme précédent nous permet de considérer les deux 

formulations faibles du problème P. 

 



UNIVERSITE DE OUARGLA                                 PARTIE I : CHAP.1.                                    TEDJANI Hadj Ammar 

 8 

 

Problème P1 : Trouver les champs des déplacements ( )21 uuu ,=  tels que 

(1.1.24)         ( )( ) ( ) ( ) 21
    

2

1

,,   
Uv,u,vuεν,εuεF,   Uu

IR:u

adad

N

=








∈∀−≥−∈

→Ω

∑
=

l

l

llll

ll

l
ϕ

HHHH

 

Problème  P2 : Trouver les champs des contraintes ( )21 σσσ ,=  tels que : 

(1.1.25)          ( ) ( ) 21   
0   

:
2

1

1 ,,
,F,,

S

adad

N

=








Σ∈∀≥−Σ∈

→Ω

∑
=

− l

l

llll

ll

l
τσστσ

σ

HHHH

 

Remarque.1.1.5. Le lemme1.1.2, nous permet de conclure facilement que si( )u,σ  est une solution 

régulière du problème P  alors u est une solution du problème P1  et σ  est une solution du problème 

P2  

      Dans la suite on s’intéresse à étudier le lien entre les problèmes variationnels qu’on a introduit 

et le problème P. On commence par  

Théorème1.1.1.  Pour ( )( )lll uεFσ =  , 21,=l et  si ( )21 uuu ,=  est  une  solution  du  problème 

P1, alors ( )σ,u est une solution du problème  P. 

Démonstration.  

a/(1.1.2) : Pour tout ( )( )( )2lll Ω≡∈Φ DD , on pose ( )21 ΦΦ=Φ ,  avec 2103 ,, ==Φ −
l

l  ; en  

substituant  
ad

Uuv ∈Φ±=  dans (1.1.24), on obtient : 

( ) ( )ll

llll

ΩV
,,εσ Φ=Φ ϕ

HHHH
 

En utilisant la formule de Green, ainsi que l’inégalité (1.1.15), il en découle :   

llllllll

ll

Dd.fd.Div ∈Φ∀ΩΦ=ΩΦ− ∫∫
ΩΩ

 :σ  

Ou encore : 

lll Ω=+ sur    0fDiv σ  

b/(1.1.4) : Soit  
ad

Uv ∈  , en appliquant la  formule  de Green, on obtient :       

( )∑ ∑
= =

×
−+−

2

1

2

1

,
l l

llllllll

l
ll

HHH
u,vfηuvησ

Γ

'

Γ

 

=    ( ) ( ) ∑∑∑
===

−+−+−
2

1

2

1

2

1 l

lll

l

lll

l

lll

lll HH
u,vfu,vDivσuεv,εσ

HHHH
 

Pour ( )( )lll uF εσ = , de l’équation d’équilibre, on conclut :                     
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( )( ) ( ) ( )∑∑ ∑
== =

×
−=−+−

2

1

2

1

2

1 l

llll

l l

llllllll

ll
ll

HHHH
uεv,εuεFu,vf)ηu,(vησ

HHH
Γ

'

Γ

 

Ce qui implique en utilisant (1.1.24) : 

( ) uv,uv,fuv,
HHH '

−≥−+−∑ ∑
= =

×
ΓΓ

ϕηησ
2

1

2

1l l

llllllll

l
ll

 

Et de (1.1.15), on tire :    

                      ( )∑ ∑
= =

×
−+−

2

1

2

1l l

llllllll

l
ll HHH

u,vfηuv,ησ
Γ

'

Γ

 

                                                                                                          ( )∑∑
=

×
= ΓΓ

−+−≥
2

1

2

1 22

,
l

llll

l

lll

ll
l HHH '

uvguv,f η  

Ou encore : 

(1.1.26)                  ( ) ( )∑∑
=

×
=

×
−≥−

2

1

2

1 22l

llll

l

lllll

llll
Γ

'

ΓΓ

'

Γ
HHHH

ηuv,gηuv,ησ  

Pour tout 
311

  sur  0  avec ΓΓ wHw ∪=∈ llll , on pose ( ) 0  avec  321 == −lwwww , , par substitution 

de 
ad

Uwuv ∈±=  dans (1.1.26), il vient :  

llll

lllllll

2222 Γ

'

ΓΓ

'

Γ
HHHH

η,wgη,wησ
××

=  

D’où la condition (1.1.4) 

c/ (1.1.5) : Pour tout 
3211

sur    0et   sur   0  avec  ΓΓΓη η =∪=∈ lllllll wwHw , si on pose 

( )21 www ,=  avec 03 =−lw , et pour 
ad

Uwuv ∈±= ,  de (1.1.26), on tire :    

( ) 0
33

=−
× ΓΓ

ηησ
HH

uv ', lllll

 

C'est à dire     

0
33

=
× Γ

'
Γ HHττ

,wσ
ll

  

Et donc : 
3

sur  0  Γσ
τ

=l

, d’où la condition (1.1.5.c) 

Soit 
3211

sur    00et    sur    0 que   tel Γ≤=Γ∪Γ=∈ lllllll

ητ
w,wwHw  ,si on pose ( )

21
www ,=  , 

03 =−lw , en remplaçant 
ad

Uwuv ∈±= dans (1.1.26), on trouve :  

0
33

≥
ΓΓ

× ll

llll

HH '
w, ηησ  

Et puisque 
3

sur 0 0  Γw,w
ητ

≤= ll
, on a alors   
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0
32

1
2
1

≥
Γ− ,,η

.η,wσ
lll

 

D’où on tire :  
3

sur   0 Γ≤  
η

lσ  ……………………...............................................................(1) 

Pour tout  [ ]
33211

sur    0et    sur    021sur    0:avec  Γ=Γ==Γ∪Γ=∈ llll
l

τ
ww.η  .,wHw  et pour 

ad
Uwuv ∈±= ,  de (1.1.26) on obtient : 

0
2

1 32
1

2
1

=∑
= Γ−

l

lll

,,η
.η,wσ  

Ou encore en utilisant le fait que llll −−−= 33 .. ηη ww  , il en découle :   

0
32

1
2
1

21 =−
Γ− ,,ηη

.η,wσσ
ll

 

D’où l’égalité : 

32
1

2
1

32
1

2
1

21

Γ−Γ−
=

,,η,,η
.η,wσ.η,wσ

llll

   

Ce qui entraîne la condition (1.1.5.a). 

L’appartenance 
ad

Uu ∈   entraîne que [ ]
3

sur  0 Γ≤u.η …………….....................................(2) 

Pour 
ad

Uuv ∈= 2   et pour 
ad

Uv ∈= 0  dans (1.1.26), il résulte : 

∑∑
=

×
=

×
ΓΓΓΓ

=
2

1

2

1 22l

lll

l

llll

llll HHHH
u,gu,

'
ηηησ  

Et moyennant (1.1.4) avec  lll

1
sur  0 Γ=ηu  , on a donc  

0
2

1
3

3

=Γ∑ ∫
= Γl

llll dη.uησ  

En utilisant (1.1.5a) et (1.1.5c), on obtient :    

( ) 0
2

1
3

3

=Γ∑ ∫
= Γl

ll d.ηuσ
η

 

 Ou encore : 

[ ] 0
3

3

=Γ∫
Γ

du.η.σ
η

  

D’où   [ ]
3

sur    0 Γ=u.ησ
η

……………………………….......................................................(3) 

De (1),(2) et (3),on conclut (1.1.5b), d’où la condition (1.1.5). Par ceci on termine la démonstration.  

Remarque1.1.6. 
adad

,U Σ , sont deux sous-ensembles convexes, fermés et non vides respectivement 

dans V , HHHH  en remarquent (
ad

U∈0 ), ( ( ) ( )( )
ad

,εε ∑∈21 ϕϕ   ). 
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Théorème1.1.2.  Pour ( )( ) ( )21si ,  ,  ,σσ  σVuuεFσ =∈= lll   est une solution  du  P2,    alors  u   

est une solution du problème  P1. 

Démonstration. On suppose que ( )21 σσσ ,=   est  une  solution  de (1.1.25), on  commence par 

démontrer que adUu ∈ . On suppose que adUu ∉  et notons par ( )21

***
, uuu =   la projection de u  sur  

adU   qui est caractérisée par : 

(1.1.27)      
ad****

Uv,u,uuu,uuu,vu ∈∀−>−≥−      

Ce qui nous permet de conclure l’existence d’un nombre IR∈α  tel que :   

(1.1.28)           ad**
Uv,u,uuαu,vu ∈∀−>>−        

On introduit la fonction *τ définie par : 

(1.1.29)                 ( ) ( ) ( )( ) HHHH∈−−== 221121 uu,εuuε,τττ
*****

  

En utilisant le produit scalaire défini par (1.1.13) dans (1.1.23.c), on déduit :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2121

222111222111

HHHHHHHHHHHHHHHH
u,εuuεu,εuuεαv,εuuεv,εuuε

****
−+−>>−+−  

En utilisant (1.1.5.b) dans l’inégalité précédente,  on obtient : 

(1.1.30)   ( ) ( ) ( ) ( )
2121

22112211

HHHHHHHHHHHHHHHH
u,εu,εαv,εv,ε

****
ττττ +>>+  

Et, en prenant adUv ∈= 0  dans (1.1.5.a) , il vient : 

(1.1.31)     0<α  

 Il est aisé de vérifier que  

(1.1.32)     ( ) ( )
ad**

Uvv,εv,ε ∈∀≥+    ;  0
21

2211

HHHHHHHH
ττ    

En effet, on  suppose qu’il existe ( )
ad***

U,vvv ∈= 21  tel que :  

( ) ( )   0
21

2211 <+
HHHHHHHH ****

v,εv,ε ττ  

Puisque 0: >∀∈ βUβ.v
ad*

, si on remplace 
*

β.vv =  dans (1.1.30), il vient : 

( ) ( )( ) 0   ;       
21

2211 >∀>+ βαττβ
HHHHHHHH ****

v,εv,ε  

Et  en faisant tendre ∞+  versβ , on déduit que  α≥∞−  , ceci constitue une contradiction avec le 

fait que α est un réel. On déduit alors ;  

( ) ( )
ad**

Uvv,εv,ε ∈∀≥+    ;  0
21

2211

HHHHHHHH
ττ  

Posons   

(1.1.33)       ( ) ( ) ( )( )2121 ϕϕ ,εε,εεε
***

==   
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On  vérifie que  
ad**

ετ Σ∈+  : 

En utilisant (1.1.29), ainsi que (1.1.33), on obtient :  

( ) ( )
ad***

Uv,v,vv,ετv,εετ ∈∀+≥+=+ ∑∑
==

:    0
2

1

2

1 l

ll

l

lll

ll
ϕϕ

HHHHHHHH
 

Donc      
ad**

Σετ ∈+   . 

En utilisant maintenant (1.1.25) pour ** εττ +=  , on a alors   

( ) ( ) 0
21

22221111 ≥−++−+
HHHHHHHH

u,εσετu,εσετ
****

   

On a   

( ) ( ) ( ) ( )
2121

2221112211

HHHHHHHHHHHHHHHH
u,εu,εu,ετu,ετ

****
εσεσ −+−≥+  

ce qui implique, compte tenu de (1.1.30) et (1.1.31)  

(1.1.34)       ( ) ( ) 0
21

222111 <−+−
HHHHHHHH

u,εu,ε
**

εσεσ    

On vérifié que  
ad*

εσ Σ∈−2  

( ) ( )
ad*

Uv,vv,εv,εε ∈∀−=− ∑∑
==

:    22
2

1

2

1 l

ll

l

lll

ll
ϕσσ

HHHHHHHH
 

Par ailleurs, comme 
ad

σ Σ∈l , on a  

( )
ad*

Uv,v,v,vv,εε ∈∀=≥−∑
=

:    -22
2

1

ϕϕϕσ
l

lll

lHHHH
 

C'est à  dire     
ad*

εσ Σ∈−2 . 

A partir de (1.1.13), il vient :  

( ) ( )   -2
2

1

2

1

,vu,εεu,εε
**

ϕσσ ∑∑
==

−≥−
l

lll

l

lll

ll HHHHHHHH
 

Par ailleurs, comme ∈− *2 εσ ∑ad , on a  

( )   
2

1

,vu,εε
*

ϕσ ≥−∑
=l

lll

lHHHH
 

Alors : 

(1.1.35)     ( ) ( )  0
21

222111 ≥−+−
HHHHHHHH

u,εεu,εε
**

σσ  

Les relations (1.1.34) et (1.1.35)   constituent une contradiction, on déduit alors  que  adUu∈  . 

Il ne reste que de montrer l’inéquation donnée dans (1.1.24). 

Pour *ετ = , En tenant compte (1.1.25), il vient   

( ) ( )  0
21

222111 ≥−+−
HHHHHHHH

u,εεu,εε
**

σσ  
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Et de (1.1.33), (1.1.13), on tire : 

( ) ( )
21

2211

HHHHHHHH
u,εu,εu, σσϕ +≥  

Comme ∈σ
ad

Σ et 
adUu ∈ , on a alors : 

( ) ( )
21

2211

HHHHHHHH
u,εu,εu, σσϕ +≤  

D’où l’égalité :  

(1.1.36)     ( ) ( )
21

2211

HHHHHHHH
u,εu,εu, σσϕ +=  

Moyennant (1.1.36)  et 
ad

Σ∈σ ,  donc  

               ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
21

22221111   ;  
HHHHHHHH

uv,uFuv,uFUv
ad

εεεεεε −+−∈∀   

                                                        = ( ) ( ) u,v,v, ϕεσεσ −+
21

2211

HHHHHHHH
 

C’est  à dire                                                                   

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) uvuvuFuvuFUv
ad

−≥−+−∈∀ ,,,   ;  
21

22221111 ϕεεεεεε
HHHHHHHH

 

Donc u  est une solution du problème P1. 

Les théorème.1.1.1, théorème.1.1.2, nous permet de conclure le résultat suivant :  

Corollaire1.1.1.   Pour ( )( )lll uF εσ = ,  Vu∈ , si σ  est une solution régulière du  P2 , alors ( )σ,u  

est une solution du problème P.  

Aussi le théorème.1.1.1.  et la  remarque.1.1.5., nous permet de déduire le résultat : 

Corollaire1.1.2.  Pour ( )( )lll uF εσ = ,  si u  est une solution du P1 , alors σ  est une solution du  

problème P2. 

2. Existence et unicité 

Dans ce paragraphe, on donne des résultats d’existence et d’unicité pour les problèmes variationnels 

P1 , P2 et on étudie ensuite le lien entre les solutions de ces problèmes :  

Théorème1.2.1. Sous les hypothèses (1.1.6)-(1.1.8), le problème variationnel  P1  possède une 

solution unique dans V  . 

Démonstration. Soit ( ) V∈= 21 ωωω , , il est facile de vérifier que l’application :  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
21

22211121,
HHHHHHHH

v,Fv,Fvvv εωεεωε += a  

est une forme linéaire continue sur V  (pour ω  fixe), ce qui nous permet en utilisant le théorème  

représentation de Riez- Fréchet , de définir  l’opérateur : 



 →

ωω A

VV:A

a

  tel que  
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( )( ) ( ) ( )( ) ( )
21

222111

HHHHHHHH
v,Fv,Fv,AωV  ;  ω,v εωεεωε +=∈∀  

Moyennant (1.1.6) et l’inégalité de Korn, on déduit que l’opérateurA est fortement monotone 

et Lipchitzien sur V . Puisque adU  est un convexe fermé non vide de V , le théorème de Stampachia 

nous permet d’avoir l’existence et l’unicité  d’une solution ( ) Vuuu ∈= 21
,   du problème P1.  

Théorème1.2.2. Sous les hypothèses (1.1.6)-(1.1.8), le problème variationnel P2  possède une 

solution unique 
1

HHHH∈σ  .  

Démonstration. Soit ( )21,σσσ ~~~ =   un élément  fixé dansHHHH ;  on  peut  vérifier facilement  que 

l’application :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21

2122111121, 
HH

~~ σF,τσF,τ
−− += aτττ  

est une forme linéaire continue sur HHHH  (pour σ~  fixé ); et par conséquent, le théorème Riesz-

Fréchet, nous permet de définir  l’opérateur : 



 →

σσ ~B~
:B

a

HHHHHHHH  tel que 

( ) ( ) ( ) ( ) HHHH
HHHHHHHH

HHHH
∈∀+=

−−
σ~τ,   σ~F,τσ~F,τ,τσ~B    :  

21

21221111  

Tenant compte du fait que adΣ  est un convexe, fermé et  non vide dans HHHH , le  théorème de 

Stampachia  nous permet de déduire  l’existence et l’unicité d’une solution  ( )  21

ad
Σσσσ ∈= , de  

P2 . Il ne reste que de vérifier que 1HHHH∈σ . 

Pour tout ( )( )2lll
ΩDDΦ ≡∈ , on pose ( )21 ΦΦ=Φ ,  avec 03 =Φ −l , par substitution de 

ad
Uv ∈Φ±=  

dans (1.1.17) avec στ =  , on obtient      

( )
)(V

,,εσ
ll

llll

Ω
Φ=Φ ϕ

HHHH
 

et compte tenu de (1.1.15) , on a alors :  

( ) lllllll

l

l
Ddf,εσ ∈Φ∀ΩΦ=Φ ∫

Ω

     :  
HHHH

 

il en résulte que lll Ω=+ sur     0fDivσ  puisque ll Hf ∈   alors, ll HDiv ∈σ , et par conséquent 

ll

1
HHHH∈σ .  

3. Résultats d’équivalence 

On étudie dans la suite le lien entre  les solutions  variationnelles  ( ) ( )2121 et  σσσ ,,uuu ==    

des problèmes P1 , P2  et  P .  

Lemme1.3.1. Soit u la solution du problème P1  donnée par théorème1.2.1. et soitσ la solution du 

problème P2  donnée par théorème1.2.2,  alors : ( )( )lll uF εσ =  ; 2,1=l  . 
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Démonstration. On pose ( )( )lll uF εσ =
*

, alors d’après le corollaire1.1.2., *σ est une solution du 

problème P2 , et puisque la solution est unique, alors σσ =*   

Théoréme1.3.1. Sous les hypothèses (1.1.6)-(1.1.8), soit  Vu ∈ et soit 1HHHH∈σ , on considère les 

affirmations suivantes : 

     (i)  :  u est une solution du problème  P1 ;      

     (ii) : σ   est une solution du problème  P2 ; 

     (iii): σ  et  u  vérifient ( )( )lll uF εσ = . 

alors la vérification de deux assertions parmi celles ci-dessus entraîne la troisième . 

Démonstration. La  démonstration du ce théorème est un résultat de lemme.1.3.1, corollaire.1.1.2. 

et  corollaire.1.1.1. 

 
 



 

 

 

 

CHAPITRE 2 
 
 

FORMULATION VARIATIONNELLE MIXTE D’UN PROBLEME 

LINEAIRE DE CONTACT SANS FROTTEMENT  

 
Résumé.-   Dans  ce  chapitre, on  considère  les  deux  matériaux homogènes muni d'une loi de  

comportement linéaire de la forme )u(.A lll εσ = , 21,=l . Le problème qu’on va étudier est 

exactement le problème considéré dans le chapitre précédent en considérant la loi de comportement 

linéaire. On établit une nouvelle formulation variationnelle  mixte  du problème P, où les inconnues 

sont le champ de déplacement u  et la fonction λ  qui est n’est autre que la composante normale du 

tenseur de contrainte sur 3Γ , sachant que la composante  tangentielle de contrainte sur 3Γ  est nulle. 

On démontre que ce problème possède une solution unique, en utilisant essentiellement le théorème 

de Lax-Milgram et le théorème de Stampachia. 

 

 

 

Contenu : 

1. Introduction ; 

2. Position du problème ; 

3. Formulation variatonnelle du problème ; 

4. Existence et unicité 
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1. Introduction   

Le problème qu’on va étudier dans ce chapitre est un problème de contact sans frottement 

entre deux corps homogènes, élastique et isotrope occupant un domaine borné deNIR . Ces 

matériaux sont muni par une loi de comportement linéaire donnée par  

( )lll u.εAσ =  

Où ( )lllll

ijpqpqijpqij
AAεAσ == avec  est  un  tenseur  d’ordre 4 qui est défini par : 

( )
jpiqjqippqijijpq
δδδδµδδλA ++= lll  

         Par substitution dans la loi de comportement, en tenant compte du fait que lA  est un 

opérateur symétrique, elliptique, on trouve la loi de Hook suivante : 

( ) ( )( ) ( )uutru
N

lllll εµΙελσ 2+= .  

Ou encore sous forme vectorielle : 

( ) ( ) ( )llllll uuu
ijijppij

εµδελσ 2+=  

Où ll µλ ,  sont les coefficients de Lamé. On  peut vérifier facilement que lA   est un opérateur 

continu sur les espaces ( )( ) NNr
Η

×
Ω l  )0( ≥r . En conclusion l’opérateur lA  a les propriétés suivantes :  

(2.1.1)     













≥>∃

=
2

2121

0:elliptique :(c)

:symétrique :(b)

continulinéaire,  :(a)

εmε,εA;mA

ε,Aε,εεAA

A

ll

lll

l

   

2. Position du problème :  

       On considère le problème linéaire, noté par P , suivant : 

Problème P: Trouver les champs des déplacements ( )21,uuu =  avec 
NIR:u →Ωll  et les champs 

des contraintes ( )21 σσσ ,=  avec 21  ,,S:
N

=→Ω l
llσ   tels que : 

(2.2.2)         ( )( )lll uA εσ =     dans 
lΩ  

(2.2.3)          0=+ ll fDivσ     dans 
lΩ  

(2.2.4)          0=lu      sur  l

1
Γ  

(2.2.5)          lll g=ησ   sur   l

2
Γ  

(2.2.6)       [ ] [ ]








Γ==

Γ=≤≤

Γ==

3
21

3

3
21

  0:)(

  0.   0,0.:)(

  :)(

surc

suruetub

sura

ττ

ηη

ηηη

σσ

σηση
σσσ
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          Ce problème n’est autre que le problème considéré dans le premier  chapitre en remplaçant la 

loi de comportement   ( )( )lll uF εσ =  par  ( )( )lll uA εσ = . 

3. Formulation variatonnelle du problème : 

Pour établir la formulation variationnelle mixte du problème posé, on commence par donner 

quelques définitions qui seront utiles  par la suite :  

On  définit l’ensemble deλ -admissible suivant : 

(2.3.1)     ( ) ( ){ }
333

sur  0 avec0 2
1

32
1

2
1

2
1

Γ≥Γ∈∀≥Γ∈=
−

−
 p.pψ ,Hψ:µ,ψ:HµM

,Γ,
  

On définit les opérateurs suivants :  

(2.3.3)      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )







Ω+Ω=

×

∫∫
Ω 21

22221111

 que    tel:       :

Ω

dv,εuεAdv,εuεAu,va

IRVVa a

 

(2.3.4)      ( ) [ ] ( )








Γ+==

×

∫
Γ

Γ−
3

32
1

2
1 3

2211

 que   tel:    :

d.ηu.ηuµu.ηµ,u,µb

IRMVb 
i.e

,,

a

     

(2.3.5)      ( )








Γ+Γ+Ω+Ω= ∫ ∫ ∫ ∫
Ω Ω Γ Γ1 2 1

2
2
2

22221111222111

que    tel:     :

dη.vgdη.vgd.vfd.vfvL

IRVL a

        

Remarque.2.3.1.  

    • M est un  sous-ensemble fermé , convexe , non vide  dans ( )
3

2
1

Γ
−

H  . 

    • a   est une forme bilinéaire continue , coercive , symétrique  . 

    •L   est une forme linéaire continue sur V .  

Remarque.2.3.2. Sous les hypothèse (2.1.1), (1.1.7) et (1.1.8) alors la problème P1 admet une 

solution unique. 

En effet, en tenant compte du fait que lA  est un opérateur maximal monotone et Lipchitzien, le  

théorème.1.2.1,  pour ( )lll uεAσ = , 2,1=l ,  nous permet de déduire le résultat : 

Lemme2.3.1. Pour ( )lll uεAσ = , 2,1=l , 
η
σλ −= , si u  est une solution de  P1 , alors : 

(2.3.5)      Mλ ∈  

(2.3.6)       ( ) ( ) ( ) VvvLv,λbu,va ∈∀=+       :  

(2.3.7)       ( ) Mµλv,µb ∈∀≤−       :0  

Démonstration. En utilisant le résultat du théoréme1.2.3, on déduit que( )σ,u est une solution de P, 

donc 
ηηη
σσσ == 21

. 
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a/(2.3.5) : L’appartenance de  u  à l

1H , nous permet facilement de déduire que : ( )
3

2
1

Γ∈
−

H
η

σ . 

D’autre part, en tenant compte du fait que 3sur  0 Γ≤ησ , d’après la condition (2.2.5.b), on déduit 

que 3sur  0 Γ≥λ , d’où ( ) 0 ,
3

2
1

≥Γ∈∀ ψψ H  sur 
3Γ ,  on a 0

32
1

2
1 ≥

− ,Γ,
λ,ψ , et 

donc M∈λ . 

b/(2.3.6) : Vv ∈∀ :  

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]∫∫∫
ΓΩΩ

Γ−Ω+Ω=−+
3

21
3

222111 dv.ησdv,εσdv,εσσv,bu,va
ηη

 

En utilisant la formule de Green  avec  (2.2.2), on tire : 

              ( ) ( ) ∫
Ω

ΓΗ×ΓΗ
−−+Ω=−+

1

12
1

12
1

1111111

)()(η
v,dvfσv,bu,va ηησ + 

                                                                           [ ]∫∫ −+
×

−

3
2

22
1

22
1

3)()(

2222222 .,
Γ

η
Ω

ΓΗΓΗ
ΓησηησΩ dvvdvf  

De (2.2.5.c), il vient : 

( ) ( ) [ ]∫∫∫ Γ−+Ω++Ω=−+
Ω

Γ−
Ω

Γ−
3

2
2

2
1

2
1

1
1

2
1

2
1 3

222222111111

Γ

η,,η,,ηη
dv.ησ.η,vσdvf.η,vσdvfσv,bu,va  

En remarquant que [ ] 30. Γ= survηση  de plus ll

10 Γ= surv  il en résulte: 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ∫
Ω ΓΩ Γ

Γ+Ω+Γ+Ω=−+
2 1

2
1 1

2

2

2

2222221

2

111111 d.ηvσdvfd.ηvσdvfσv,bu,va
ηηη

 

Ou encore en utilisant du fait que 2,1;2 =Γ= l
llll surgησ , on a :       

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ∫
Ω ΓΩ Γ

Γ+Ω+Γ+Ω=−+
2 1

2
1 1

2

2

2

2222221

2

111111 d.ηvgdvfd.ηvgdvfσv,bu,va
η

 

D’où l’égalité (2.3.6).   

c/(2.3.7) : On a : 

( ) ( )
η
σu,µbλu,µ   bM µ +=−∈∀ :  

Ce qui implique que : 

( ) [ ] [ ] [ ]
32

1
2
132

1
2
1

32
1

2
1 Γ−Γ−Γ−

+=+=−
,,,,,,

.u,.u,.u,,ub ησηµησµλµ ηη
 

Moyennant les conditions [ ] 30. Γ= suru ησ η    et  [ ] 3;0. Γ∈≤ surMavecu µη  , il découle :  

( ) [ ] 0
32

1
2
1 ≤=−

Γ− ,,
u.ηµ,λu,µb  . 

D’où (2.3.7). 
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Le lemme précédent nous permet donc de donner la formulation variationnelle suivante :         

Problème Pm
 : Trouver  MλVu ∈∈ et     tels que : 

(2.3.8)     ( ) ( ) ( ) Vv,     vLv,λbu,va ∈∀=+   

(2.3.9)     ( ) Mµλu,µb ∈∀≤−     ,  0   

Remarque2.3.3. Grâce au lemme précédent, il est facile de remarquer que Pm  n’est autre qu’une 

formulation mixte de P1, où si u est une solution P1  alors( )
η
σu, −  est une solution du problème Pm. 

Lemme2.3.2. On définit l’application  suivante : 

( ) ( ) ( ) ( )



∈∀∈∀+−=
→×

MµV,v   v,µbvLv,vav,µ

IRMV

:

: 

2
1

L

L   
 

Si ( ) MVu,λ ×∈  est une solution du problème  Pm, alors : 

(2.3.10)       ( ) ( ) Mµ     u,λu,µ ∈∀≤ :LL    

(2.3.11)      ( ) ( ) Vv     v,λu, ∈∀≤ :LL λ  

Démonstration.  

Moyennant de (2.3.3) et (2.3.9), on a alors :   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Mµ      λu,µbu,λbu,µbu,λu,µ ∈∀≤−=−=− :0LL  

A l’autre face  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )v,λbvLv,vau,λbuLu,uav,λu,λ −+−+−=− 2
1

2
1

LL  

On a donc 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u,vav,vau,uau,uav,λu, +−−=− 2
1

2
1

LL λ  

Ou encore :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )v,vau,uau,vav,λu,λ 2
1

2
1 −−=−LL  

Ce qui implique que : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]v,vau,vau,uav,λu,λ +−−=− 22
1

LL  

On obtient donc   

( ) ( ) ( )[ ] 02
1 ≤−−−=− vv,uuav,λu,λ LL  

La lemme2.3.2. nous permet de réécrire Pm  comme suit : 

Problème m
P
~

: Trouver MλVu ∈∈ et   tels que : 

(2.3.12)       ( ) ( ) ( ) MµVvv,λu,λu, ∈∀∈∀≤≤   ,     :    LLL µ  
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Théoréme2.3.1. Soit MetVu ∈∈ λ  alors les deux hypothèses suivantes sont équivalentes :   

(i) ),( λu  est une solution du problème  Pm 

(ii)  ),( λu  est une solution du problème 
m

P
~

 

Démonstration. L’implication )()( iii ⇒  est évidente en tenant compte du lemme2.3.2. 

Reste à démontrer l’implication inverse )()( iii ⇒ , soit donc( )u, λ  une solution du problème
m

P
~

 et   

MV,µv ∈∈ , en utilisant l’inégalité (2.3.10), il résulte:   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u,λbuLu,uau,µbuLu,ua +−≤+− 2
1

2
1  

C'est à dire que : 

( ) ( )u, λbu, µb ≤  

D’où l’inégalité (2.3.9) suivante : 

( ) 0≤− λu,µb  

En appliquant le théorème de représentation de Riesz-Frechet  sur la forme linéaire continue    

( ) ( )v,λbvLv −a            

On déduit qu’il existe un unique élément V∈λϕ  tel que : 

( ) ( ) Vv,vv,λbvL
λ

∈∀=−  :   ϕ  

Mais   

( ) ( )v,λu,λ LL ≤  

C'est-à-dire :            

( ) ( ) Vv,v,v,vau,u,ua ∈∀−≤−    2
1

2
1

λλ ϕϕ  

Ce qui n’est autre que le problème de minimisation de l’énergie ( ) ( ) u,u,uauJ λϕ−= 2
1  qui est, 

dans le cas où ( ).,.a  est symétrique, équivalant au problème variationnel   

( ) u,u,ua
λ

ϕ=  

Et ceci, en utilisant le théorème du Lax-Milgram, on conclut que u est une solution de :   

( ) Vv  vvua ∈∀=   :  ,,
λ

ϕ   

D’où (2.3.8). 

Lemme2.3.3. Si u  est une solution du problème  P1   alors :  

(2.3.13)     adUu∈  

(2.3.14)     ( ) ( )
ad

UvuvLuvua ∈∀−≥− :,   . 
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Démonstration. Il est clair que adUu∈ , (grâce aux hypothèses (1.1.3)-(1.1.5)). Alors  il ne reste 

que de prouver l’inégalité (2.3.14). Pour ( )
ησ−,u  solution du  problème mP

~
 , on a : 

( ) ( ) adUvv,u, ∈∀−≤− :ηη σσ LL  

Ou bien : 

(2.3.15)    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ad

UvvbvLvvaubuLuua ∈∀−+−≤−+− :,,,, 2
1

2
1

ηη
σσ  

Et puisque [ ] 3sur  0 Γ=ησ η .u , il résulte :  

( ) [ ] 0
3

=Γ−=− ∫
Γ

d.u,ub ησσ
ηη  

D’autre part, adUv∈∀ ,  on a alors [ ] 0. ≤ηv ce qui nous permet en utilisant le théorème1.1.1.  et 

(2.2.5.b) de conclure que 0≤ησ , et par conséquent ( ) 0≤−
η
σv,b . 

De (2.3.15), on tire : 

( ) ( ) ( ) ( )
ad

UvvLvvauLuua ∈∀−≤− :  ,, 2
1

2
1  

En appliquant le théorème de Stampachia  on trouve  : 

( ) ( )
ad

UvuvLuu,va ∈∀−≥− :     

Remarque2.3.4. Le lemme2.3.3. nous permet d’établir une autre formulation variationnelle 

classique faible de la forme : 

(2.3. 16)  ( ) ( )



∈∀−≥−∈
∈

adad
UvuvLuu,vaUu

Vu

   :  ;

:  telqueTrouver  
 

Il est aisé de vérifier que le problème (2.3.16) possède une solution unique, en utilisant le théorème 

de Stampachia. 

4. Existence et unicité 

    Dans ce paragraphe, on donne des résultats d’existence et d’unicité pour le problème considéré :    

Lemme1.4.1. Le problème  Pm   admet une unique solution dans  MV × .   

Démonstration. En utilisant le théorème1.2.1. et le lemme2.3.1., il résulte que Pm  admet au moins 

une solution de la forme( ) MVσu,
η

×∈− . 

Reste à vérifier que cette solution est unique, pour cela on suppose que le problème Pm admet 

deux solutions ( ) ( )
2211

,   ,, λλ uu , on a alors : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Vvv,λb,vuavLv,λb,vua ∈∀+==+      :   
2211

  

Et par conséquent,  

 (2.4.1)     ( ) ( ) 0
2121

=−+− λv,λb,vuua  
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Pour Vuuv ∈−=
21

, de (2.4.1) il résulte :  

(2.4.2)      ( ) ( ) 0
21212121

=−−+−− λ,λuubu,uuua  

Et comme ( ).,.a  est positive et de plus  

( ) ( ) ( )( ) 0
2121212121

≥−+−−=−− λ,λubλ,λubλ,λuub  

Il vient :    

( ) ( ) 0,,
21212121

=−−=−− λλuubuuuua  

Ce qui implique  que :    

(2.4.3)       
21

uu =  

Moyennant (2.4.3) et (2.4.1), on a  alors   

( ) Vvλv, λb ∈∀=−    :  0
21

 

Il en résulte donc que 21 λλ = .   

Théorème2.4.1. Pour ( ) 21,,uA == l
lll εσ  soient MVu ∈∈ λet   , les hypothèses suivantes 

sont équivalentes : 

(i) u est une solution du problème  P1 avec ησλ −=  . 

(ii)  ( )λ,u  est une solution du problème  Pm  . 

Démonstration. L’implication )()( iii ⇒ est claire  en utilisant le lemme2.3.1. 

Pour l’implication inverse )()( iii ⇒ .  Soit  ( )21 ~,~~ uuu =  une solution du problème P1 ;  

Pour   ( ) 21,:u~εAσ~ == l
lll  , grâce au lemme2.3.1. on conclut que ( )

η
σ~,~ −u  est  une  solution  du  

problème   Pm    .  Ceci nous permet de conclure queuu ~= , en tenant compte du fait que la solution 

de  Pm  est unique , donc u  est une solution du problème P1,  avec ησλ −=  .  
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PARTIE  II 

ETUDE NUMERIQUE D’UN PROBLEME DE CONTACT SANS 

FROTTEMENT 

 

INTRODUCTION 

Dans  cette partie, on s’intéresse à l’étude  numérique d’un problème  de contact sans 

frottement entre deux  corps  surfaciques déformables, l’objet de cette partie est d’étudier 

numériquement de ce même problème précédent pour des matériaux surfaciques homogènes ayant 

une loi de comportement élastique linéaire.  

 

       La  formulation  variationnelle  de ce problème  mécanique est donnée  par le problème Pm  

établi dans le second chapitre de la première partie.  On sait que ce problème admet une unique 

solution dans MV × de la forme ),( ησ−u .  

         Pour  étudier  numériquement ce problème, on suppose que 21 ΩΩ ,  sont des polygones. En 

utilisant la méthode  des  éléments finis, le problème Pm   (pour 2=N ) se transforme à un  problème  

variationnel approché, noté par P h
m  . Ceci nous permet d’approcher la solution exacte ),( λu  par une 

solution approchée ),( hhu λ . On introduit les deux ensembles hh MetV , où hV , hM  désignent 

respectivement le sous espace, de dimension finie approché, de V , M .  Cette partie se divise en 

deux chapitres.  

 

         Le premier chapitre est consacré à la résolution numérique du problème Pm qui consiste à 

approcher la solution exacte ),( λu  par une solution approchée ),( hhu λ , on utilise la méthode des 

éléments finis à savoir : 

• Eléments finis de type linéaire,  ,*l

hh LM = , 21,=l ; 

• Eléments finis de type quadratique ,*l

hh QM = , 21,=l . 

Pour cela, on aura besoin de quelques techniques telles que : 

• Interpolations de Lagrange linéaire ou quadratique ; 

•  Projections. 

De plus, et comme dans le chapitre.2, nous examinons la question d’existence et d’unicité d’une 

solution approchée du problème discrétisé. 
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Dans le second chapitre, on s’intéresse à l’analyse des erreurs. En utilisant les théorèmes des 

traces, les injections compactes et continues de Sobolev, ainsi que les inégalités d’interpolation et 

l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on arrive à donner l’estimation de l’erreur.  

 



 

 

CHAPITRE 1 

ETUDE VARIATIONNELLE ET NUMERIQUE 

 

 

 

Résumé : 

      Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude théorique et numérique d’un problème de contact sans 

frottement entre deux corps déformables ayant une loi de comportement élastique linéaire. On 

commence par établir la formulation variationnelle mixte discrétisée du problème mixte Pm 

considéré dans le deuxième chapitre de la première partie. En suite, on s’intéresse à la résolution 

numérique du problème Pm qui consiste à approcher la solution exacte ),( λu  par une solution 

approchée ),( hhu λ , en utilisant la méthode des éléments finis linéaire et quadratique. Pour cela on 

aura besoin de quelques techniques de l’analyse numérique telles que la méthode d’interpolation de 

Lagrange linéaire ou quadratique et la méthode de projection.   

 

 

 

 

Contenu : 

1. Triangulation des domaines ; 

2. Eléments finis ; 

3. Espaces discrets ; 

4. Problèmes discrets; 

5. Interpolation de Lagrange ; 

          5.1. Interpolation volumique 

          5.2. Interpolation surfacique 
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                                            1
a  

                                              5
a
•       K   • 6

a  
                           

                        3a                
4

a&          2
a     

              Figure2. Triangle de Lagrange. 

1. Triangulation des domaines :  

         Pour chaque corps lΩ et pour chaque )h(h +→> 00 ll
, on associe la triangulation

l

h
T  de lΩ  

telle que : Κ
hΚ
l

U
l

T∈
=Ω  où 

lh  est un paramètre défini par : ( ){ }l
l h

 ;KKh T∈= diammax , on pose 

que ( )
21

max ,hhh = .  

        On note par 
K

ρ  le diamètre de grand cycle fermée contenu dansK , on suppose que la famille 

de triangulation
l

h
T , )0( >

l
h  est régulière, c'est à dire  qu’il existe une constante strictement positive 

0>α   indépendante du paramètre h  telle que : 

(3.1.1)   ( ) ( )x,ydK   h  .     K   α
h

ρ

Kx,y
K

h
h

K

K

∈>

===∈∀≥ supdiamoù 21:
0

lU
l

T   

        Il est clair que les sommets du  polygone lΩ  sont des nœuds dans les triangulationslhT ,  pour 

tous entier 0≥q . On note aussi par )K(
q

Ρ  l’espace des polynômes définies surK de degré inférieur 

où égale à q . L’ensemble des nœuds sur 3Γ  de triangulation l

h
T  est noté par

l

h
ξ , où   







 ===

+
 c,....,x,x,xx cξ

hNh 212101

lllll

l
. 

2. Eléments finis.   Pour tout 21

hh
K TT ∪∈ , on associe le triple( )

KK
,ΣK,P comme suivant : 

        i. ( )KΡP
K 2

=  . 

       ii. 
K

∑  est un ensemble des formes linéaires 
iΦ défini sur 

K
P  par :    

( ){ } ,  i,ap p /IR P Φ
iKiK

61      : =→=∑ a  

       iii. On considère pour 
K

P  la base ( )
61,ii

p
=

 définie par ( )
ijji
δap = , où les( )

61,ii
a

=
 désigne les 

nœuds dansΚ . 

   

 

 

 

 

         

Les ( )
61,ii

p
=

  sont des polynômes de Lagrange tels que 20 ≤
i

pd qui sont appelés les fonctions de 

base des éléments finis ( )
KK

,ΣK,P et on a alors :    

( )
( ){ }





≤≤→Φ=∑

==

 i  appIRΡ

Ρ  KΡΡ

iKiK

KK

61  ;  / :

6dim;   
2

a
 

K
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1

â  

                                 5â •        • 6
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3

â        
4
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            Figure3. Paramétrisation des faces 21 Ω∪Ω⊂K     

( )∑
=

∈∀=
6

1i
Kii

Pp :      .papp  

      On suppose que tous les 21

hh
K TT ∪∈ , sont affine-équivalents, c'est-à-dire que tous les K 

ayant le même élément fini,( )Σ,P,K ˆˆˆ , de référence de la famille 21
hh

TT ∪ , autrement dit,   pour 

tous 21
hh

TT ∪∈K , il existe une application affine inversible définie par : 

(3.2.1)     
( )

KKK

K

bxBxxF

KKF







+==
→

ˆˆ

ˆ:
     

Et telle que : 

 (3.2.2)     
( )

{ }
( )








==
∈=→=

=
−

61

   : 1

,,  iâFa

 P̂p̂ &.Fp̂pIR  / K pP

K̂FK

iKi

KK

K

       

Où les iâ  sont les sommets deK
)

.  

 

   

 

   

                                                 
KF  

          

              K̂  

                               

   

 

 

Dans la suite on aura besoin de la propriété suivante : 

(3.2.3)       ( ) ( )K̂ΗK̂ΡP̂ 1

2
⊂= . 

3. Espaces discrets.   

On définit les espaces approchés sur lΩ  comme suit :  

(3.3.1)   ( ) ( ) ( )( ){ }0
1

2

2

2
=∈∀∈Ω∈=Ω

Γl

llllll

hhKhhh
v et   K;    KΡ  v/Cv  V T  

(3.3.2)   ( ) ( )21 Ω×Ω=
hhh

VVV  . 

(3.3.3)   ( ) ( ) ( ){ }
333

sur  Γ=Ω∈∃Γ∈=Γ    p.pψ.η  v;Vv  /  C ψW
hhhhhh

lllll

  

K

K̂
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Il est clair que les sous espaceshV , ( )
3

Γl

h
W  sont des sous-espace fermés de dimensions finis deV, 

( )
3

2 ΓIL  respectivement. 

On approxime le cône fermé convexe ( )
3

2
1

 de Γ
−

ΗM  par sous ensemble de ( )
3

Γl

h
W , pour cela 

on définie les ensembles lhQ  (respectivement :l
h

L ) des fonctions dans ( )
3

Γl

h
W  non négatif sur 

3
Γ   

(respectivement : surlhξ  ) c'est-à-dire : 

(3.3.4)    ( ){ }
33

0   Γ≥Γ∈=  sur  µ/ WµQ
hhhh

ll

  

(3.3.5)    ( ) ( ){ }lll

hhhhh
ξx :  x  /   µWµL ∈∀≥Γ∈= 0

3
  

on définie les cônes polaires positives ,*
h

Q l ( respectivement ,*

h
L l )de cône l

h
Q  ( respectivementl

h
L  )  

comme suivant : 

(3.3.6)   ( )












∈∀≥Γ∈= ∫
lll

hh
Γ

hhhh

,*

h
Qψ   ψµ  /  WµQ

3

0   
3

 

(3.3.7)    ( )












∈∀≥Γ∈= ∫
lll

hh
Γ

hhhh

,*

h
Lψ   ψµ   / WµL

3

0   
3

 

Puisque  ll

hh
LQ ⊂  , on alors immédiatement que

,*

h

,*

h
QL ll ⊂  . 

Le cône convexe ,*

h
Q l  l’approximation de type quadratique de  M   et le cône convexe ,*

h
L l    

l’approximation de type linéaire de M .   

4. Problème discret. 

    Dans ce paragraphe, on va utiliser tous les sous espaces qu’on a construit auparavant et qui sont 

de dimensions finies. On considère la formulation variationnelle discrétisée du problème mixte Pm  

qui sera notée par P h
m  et elle est donnée par : 

Problème P h
m   

 :  trouver hh Vu ∈   et  trouver hh M∈λ  tel que : 

(3.4.1)       ( ) ( ) ( )
hhhhhhh

VvvL,λvb,vua ∈∀=+    :  . 

(3.4.2)       ( )
hhhhh

Mub ∈∀≤− µλµ    :  0,  . 

Avec ,*

hh

,*

hh
LMoQM ll == u , les fonctions ( ) ( ) ( ).L.,.,b.,.a et     sont données respectivement par les 

relations (2.3.3), (2.3.4) et (2.3.5). 

On note par ),( hhu λ  la solution du problème discrétisé P h
m , qui désigne aussi la solution approchée   

de ),( λu  en utilisant la méthode des éléments finis. 

Remarque3.4.1. Soit  ( )
3

Γ∈ l

hh
Wµ  tel que ( )

hhhh
Vv,µvb ∈∀=    :0   
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Par définition on a : 

( )
3

Γ∈∀ l

hh
Wµ  ;  ( )  Vv

hh

ll Ω∈∃ tel que
3

sur     Γ=  µ.η v
hh

ll  

En posant : 
( )
( )





=

=
=

2  si:0

1  si:0
2

1

l

l

h

h

h
,v

,v
v    ,  

Il vient[ ]
hhh
µ.ηv.ηv == ll , et comme ( ) 0=

hh
,µvb  

On a 

0
32

1
2
1

=
− ,Γ,hh

.η,vµ
ll  

D’où                

0
3

3

2
=∫

Γ

h
dΓµ  

On en déduit que 
3

sur      0 Γ= p.pµ
h

 

Cette remarque nous permet de conclure le résultat suivant :  

 (3.4.3)    ( ) ( ){ } { }0:0    
3

=∈∀=Γ∈
hhhhhh

Vv,µvb/Wµ
l

. 

Lemme3.4.1. Il existe une constante 0>
h
β  qui dépend de h  telle que : 

(3.4.4)   ( )
h

)(ΓΗhh

hh

Vv)(ΓWµ

β
µv

,µvb

hhhh

≥
−∈∈

3
2
13

supinf
l

 

 Démonstration : On observe que 
( ) ( )

h

hh

Vv

µ

)(ΓWµ
)(ΓΗhh

hh

Vv)(ΓWµ v

,µvb

µv

,µvb

hh

)(ΓΗh

hhhhhh ∈
=

∈∈∈
−

−
= supinfsupinf

1
3

2
1

3
3

2
1

3
ll

 

Le sous espace ( ){ }1 
3

2
1

3
=Γ∈

Γ
−

)(Ηhhh
µ   /Wµ

l  est compact en tenant compte du fait qu’il est fermé 

et borné dans l’espace du dimension fini ( )
3

Γl

h
W  ,On démontre l’inégalité (3.4.4) par absurde, en 

effet si on suppose que l’inégalité en question est fausse,  on a alors  

( )
0supinf

1
3

2
1

3

=
∈

=

∈
− h

hh

Vv

µ

)(ΓWµ v

,µvb

hh

)(ΓΗh

hh
l

 

Donc il existe ( )
3

Γ∈ l

hh
Wµ  tel que ;  

( )
0supet1

3
2
1 ==

∈
−

h

hh

Vv)(ΓΗh v

,µvb
    µ

hh

 

C’est à dire    ( )
hhhh

Vv    ,µvb ∈∀= 0   

En utilisant (3.4.3), on a alors 0=
h
µ , ceci constitue une contradiction avec le fait 1

3
2
1 =−

)(ΓΗh
µ . 

D’où la démonstration.  
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      Il est clair que( ).,.a est un forme bilinéaire Vh-elliptique. 

On sait que l’espace ( )
3
ΓW

h

l  est fermé dans ( )
3

2 ΓIL , d’où on déduit l’existence d’une projection 

notée par l

hπ  définie par : 

( ) ( )
( )



 Γ→Γ

ψπψ

π
l

ll

a
h

hh
WIL:

33

2

 

Telle que : 

(3.4.5) ( ) ( )
33

  :  0 
3

Γ∈∀=Γ−∫
Γ

ll

hhhh
Wµdµψψπ . 

      La fonction λπ
h

l  désigne projection de la fonction λ  sur l’espace )( 3Γl

hW . 

      Soient L
h

Q
h Κ et Κ les deux sous espaces de hV   qui sont donnés comme suivant : 

(3.4.6)   ( ) [ ]{ }
3

21 sur  0 Γ≤∈==     .ηv   /   πV,vvvΚ
hhhhhh

Q

h

l

 

(3.4.7)   ( ) [ ]( ){ }ll

hhhhhhh

L

h
ξx,   x.ηv   /    πV,vvvΚ ∈∀≤∈== 021  

Définition.3.4.1.  

L’ensemble Χ  est appelé cône si et seulement si, 

0≥∀∈∀ λX ;   x  :  Χ.x λ ∈  

Soit Χ  un cône, on note par *Χ  le cône polaire positif du cône Χ  défini par :  

 (3.4.8)  ( )












∈∀≥∈= ∫ Χψ   dΓψµ  /   ΓWµΧ
h

Γ

hhhh

* :0
3

33

l  

Lemme.3.4.2. Soit Χ  est un cône convexe fermé de( )
3

Γl

h
W  , alors : 

(3.4.9)    ( ) ΧΧ
** =  

Démonstration.  

a) On commence par l’inclusion ** )(ΧX ⊂  : 

Pour Χµ
h

∈ , on a  
*

h

Γ

hh
Χψ   dΓµψ ∈∀≥∫ :0

3

3  

Ce qui implique que ( )**

h
Χµ ∈ , d’où l’inclusion *)( *XX ⊂  

          b) Reste à vérifier l’inclusion inverse :( ) XΧ
** ⊂ : 

Soit Χµh ∉  , d’après le théorème de Hahn-Banach (deuxième forme géométrie), il résulte qu’ils 

existent une forme linéaire hF  et un nombre IRα∈  , tels que  
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(3.4.10)    ( ) ( ) Χψ    ψFαµF
hhhhh
∈∀<< :  

En appliquant le théorème de représentation du Riez-Fréchet, il résulte qu’il existe ( )
3

Γ∈ l

hh
Wφ tel que:     

(3.4.11)    ( ) ( )
33

3

Γ∈∀Γ= ∫
Γ

l

hhhhhh
W   :dF ψψφψ   

Et, en prenant Χψ
h

∈= 0  dans (3.4.10), il vient : 

(3.4.12)   0<α  

On vérifie que ( ) Χψ    ψF
hhh

∈∀≥ :0  

On suppose à présent qu’il existe X
h

∈φ  tel que   

( ) 0
3

3
<= ∫

Γ

hhhh
dΓψψF φ   

Puisque  0β ,Xβψ h >∀∈ , si on remplace  ψ h par  βψ h  dans (3.4.12), il vient    

( ) 0>∀< β     ψβFα
hh

 

Et en faisant tendre ∞+versβ , on déduit que −∞≤α  ceci constitue une contradiction avec le fait 

que α soit un réel. On déduit alors ;   

( ) Χψ,   dψψF
h

Γ

hhhh
∈∀≥Γ= ∫ 0

3

3
φ  

C'est à dire  

(3.4.13)    
*

h
Χ∈φ  

Moyennant (3.4.11)-(3.4.14), on a alors   

  dΓµ
Γ

hh
0

3

3
<∫ φ  

De plus de (3.4.13), on a    ( )**

h
Χµ ∉     

D’où on tire  ( ) ΧΧ
** ⊂  . 

Par ceci on termine la démonstration.  

On déduit que le cône polaire positive de cône 
,*

h
Ql

 (respectivement de
,*

h
L l

) vérifie  

(3.4.14) ( ) ( ) llll

h

*,*

hh

*,*

h
LL        QQ == et    

Proposition.3.4.1. Soit   L  M QM ,*

hh

,*

hh

ll == ou , 21,  =l  . 

S’il existe une solution ( )
hhhh

MV,λu ×∈  du problème discrétisé P h
m  alors hu  est une solution 

d’inéquation variationnelle discrétisée classique suivante : 
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(3.4.15)  ( ) ( )
hhhhhhhhh

KvuvLu,vuaKu ∈∀−≥−∈  :   :   

Avec    ,*,*  si et     si ll

hh

L

hhhh

Q

hh
LMKKQMKK ====   

Démonstration. Pour 
hh

Mµ ∈= 0  et pour 
hhh

Mλµ ∈= 2 dans (3.4.2), il résulte : 

(3.4.16)     ( ) 0=
hh

,λub  

En utilisant (3.4.2), (3.4.16) et (3.4.5), il en découle :  

( ) ( ) [ ] [ ]
hh

Γ Γ

hhhhhhhhhh
MµdΓ.ηuπµdΓ.ηuµ,µubλ,µub ∈∀≤===− ∫ ∫   :  0

3 3

33

l   

Ou encore   :   

( )
hhhhh

Mµλ,µub ∈∀≤−  :  0   

Ce qui implique que 

(3.4.17)  [ ] *

hhh
M.ηuπ ∈− l

      

      a). pour ,*

hh
QM l=  :   

En utilisant (3.4.9) et (3.4.17), on obtient :  

(3.4.18) : [ ] ll

hhh
Q.ηuπ ∈−  ce qui implique que Q

hh
Ku ∈     

Et de (3.4.1)-(3.4.16), on tire :  

(3.4.19)       ( ) ( )
hhh

uL,uua =  

Posant :Q

hh
Kv ∈  et puisque  ,*l

hhh
QM =∈λ  , on a alors  

(3.4.20)    ( ) ( ) ( ) [ ] [ ] 0
33

33
≥Γ−=Γ−=−=− ∫∫

Γ

hhh
Γ

hhhhhhh
d.ηvπλd.ηvλ,λvbvL,vua l  

On déduire que   

(3.4.21)    ( ) ( ) Q

hhhhh
KvvL,vua ∈∀≥   :          

Moyennant de (3.4.19) et (3.4.21), on a alors   

( ) ( ) Q

hhhhhhh
KvuvLuvua ∈∀−≥−  :  ,  

Donc  hu   est une solution du problème discret classique (3.4.15) pour ,*

hh
QK l= .       

       b). pour ,*

hh
LM l=  :  

 Moyennant (3.4.9) et (3.4.17) on a :  

(3.4.22)    [ ] ll

hhh
L.ηuπ ∈− , c’est à dire  

L

hh
Ku ∈      

En utilisant (3.4.1)-(3.4.16), on déduit : 

(3.4.23)       ( ) ( )
hhh

uL,uua =  

Pour tous :L

hh
Kv ∈  puisque ,*

hhh
LMλ

l=∈ , on a alors : 
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(3.4.24) :   ( ) ( ) ( ) [ ] [ ] 0
33

33
≥Γ−=Γ−=−=− ∫∫

ΓΓ

d.vd.v,vbvLv,ua
hhhhhhhhhh
ηπληλλ l

 

On a donc  

(3.4.25)    ( ) ( ) L

hhhhh
KvvLvua ∈∀≥ :   ,         

En moyennant de (3.4.23) et (3.4.25) , on a alors   

( ) ( ) L

hhhhhhh
KvuvLu,vua ∈∀−≥−  :   

Donc hu  est un solution du problème discret classique (3.4.15) pour ,*

hh
LK l= .       

Remarque.3.4.2. Si les deux mèches est convenable (i.e : 21

hh
ξξ = ) alors  ( ) ( )

3

2

3

1 Γ=Γ
hh

WW  et par 

conséquent, pour tout ( )   V,vvv
hhhh

∈= 21 on a [ ] ( )
3

12211 Γ∈+=
hhhh

W.ηv.ηv.ηv , le relation (3.4.15) peut 

réécrire comme suit :       

( ) ( ) [ ] Q

hhhhhhh
Kvd.vvLv,ua ∈≤Γ−=− ∫

Γ

  si  0
3

3

ηλ  

Remarque.3.4.3. Lorsque l’ensemble
h

K  est un convexe, fermé et non vide dans 
h

V  et puisque ( ).,.a  

est une forme bilinéaire continue hV -elliptique et ( ).L est un forme linéaire continue sur hV  alors 

l’inéquation variationnelles (3.4.15) admet unique solution 
hh

Ku ∈  (grâce théorème du Stampachia) . 

Proposition.3.4.2. Pour ( )lll

hh
uεAσ = , si hu est une solution du problème discrétisé classique 

(3.4.15), alors le couple ( )
hh

,σu  satisfaisant les hypothèses suivantes :     

(3.4.26)         lll Ω=+ sur    0fDivσ
h

 

(3.4.27)         ll

1
sur    0 Γ=

h
u  

(3.4.28)         llll

2
sur    Γ= gησ

h
    

(3.4.29)         
( ) ( ) ( )
( ) 3

21

sur    
0 : 

 : 21

Γ






≤

==
h

η

h

ηηhηh

σb

σσσa
 

Démonstration.  

      a).(3.4.26) :Pour tout ( )( )2lll Ω≡∈Φ DD , on pose  ( )  , 21 ΦΦ=Φ avec 03 =Φ −l  ; en substituant  

hhh
Kuv ∈Φ±=  dans (3.4.15), on obtient : 

( ) ( ) ( )∫
Ω

Ω−=−
l

l

llllllll .duvfuv,εuεA
hhhhh H

 

En utilisant la formule de Green avec ( )lll

hh
uεAσ = , il découle : 
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ll

llll

ΗΗh
,φf,φDivσ =−  

D’où la condition (3.4.26) ;  

        b).(3.4.27) : Immédiatement grâce 
hh

Vu ∈  ; 

        c).(3.4.28) : Soit
ll

1
Ηω ∈  telle que 

31
sur    0 ΓΓ= U

ll
ω  et ll

1
sur    0 Γ=

τ
ω ; 21.=l , 

Si on pose ( ) 0  avec  321 == −l
ω,ωωω  et pour

hhh
Kωuv ∈±= , de (3.4.15), on tire :   

( ) ( )
ll

ll

llllllll

22 Γ

'

Γ
ΗΗΗh

η,ωg,ωfω,εuεA
×

+=
H

 

En utilisant la formule de Green avec ( )lll

hh
uεAσ = , il en découle :    

ll
ll

ll

lllllllllll

22 Γ

'

ΓΓ

'

Γ
ΗΗΗΗhΗΗh

η,ωg,ωf,ωDivση,ωησ
××

+=−  

Ou encore : 

llll

lllllll

2222 Γ

'

ΓΓ

'

Γ
ΗΗΗΗh

η,ωgη,ωησ
××

=  

 D’où la hypothèse (3.4.28) ; 

       d).(3.4.29.a) : on a 

       ( ) 21 sur   0et  sur   0 / 
3211

,:
hhh

=Γ=ΓΓ=Η∈∀ lU
llllll

τ
ωωω  , avec [ ] 0. =ηω    

Pose ( )
hhh

Kωuv,ωωω ∈±==  : poseet   21 , on utilise  l’inégalité (3.4.15),  

On a alors                  

( ) ( ) ∑∑
==

=
2

1

2

1 l

ll

l

lll

l
l Hh

,ωfω,εuεA
H

 

On utilise la formule de Green avec ( )lll

hh
uεAσ =  , on a  

∑∑∑
===

×
=−

2

1

2

1

2

1 l

ll

l

ll

l

llll

ll
ll ΗΗhΗΗh

,ωf,ωDiv ση,ωησ
Γ

'

Γ

 

C'est à dire         

0
2

1

=∑
=

×
l

llll

ll
Γ

'

Γ
ΗΗh

η,ωησ  

On obtient ainsi     

3333

11221111

Γ
'
ΓΓ

'
Γ ΗΗhΗΗh

η,ωηση,ωησ
××

=  

Il résulte (3.4.29.a) 

        e).(3.4.29.b)  Pour tout 
1

1

1
Ηω

h
∈  avec  ω

h

1

2

1

1

1 sur  0 ΓΓ= U , ( ) 11 sur  0 Γ=
τh

ω  et 

( )
3

1 sur  0 Γω
ηh

=  , et pour ( )
hhhh

K,ωuv ∈+= 01 , de(3.4.15)  , on tire :  



UNIVERSITE DE OUARGLA                               PARTIE II. CHAP 1                                TEDJANI Hadj Ammar 

 36 

( ) ( )
l

l

l

ll

l

lll

H
h

,ωfω,εuεA ∑∑
==

≥
2

1

2

1
H

 

On obtient donc    

11
11

11111111

ΗΗhΗΗh
,ωf,ωDivση,ωησ

Γ

'

Γ

≥−
×

 

On a alors      

0
11

1111 ≥
×

Γ

'

Γ
ΗΗh

η,ωησ  

Il vient (3.4.29.b). 

Par ceci on termine la démonstration.  

Théorème.3.4.1. Si 21; ou  ,LMQM ,*

hh

,*

hh
=== l

ll , le problème P h
m   possède une solution unique 

( )
hh

,λu dans
hh

MV × . 

Démonstration.  

1er étape : Existence  

En appliquant le théorème du Stampachia pour le problème (3.4.15), on déduit l’existence et l’unicité 

d’une solution hu  de hK telle que (3.4.15) .On pose ( )lll

hh
uεAσ = ,  (3.4.29) et pour

3
sur    Γσλ

h

ηh
−=  ;  

on vérifie que ( )
hh

,λu  est une solution du problème  P h
m  ;    

             a)-(3.4.1). Par définition, on a   

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]∫∑ ∫ +=+
=

3

3

2

1 Γ

hh

Ω

hhhhhh
dΓ.ηvλdΩv.εuεA,λvb,vua

l

llll

l

 

En utilisant la loi de comportement ( )lll

hh
uεAσ = , avec h

ηh
σλ −= , il en découle :  

( ) ( ) ( ) [ ]∫∑ ∫
Γ= Ω

Γ−Ω=+
3

3

2

1

d.ηvσdv. εσ,λvb,vua
hηhhhhhh

l

lll

l

 

En appliquant la formule de Green, on obtient :  

( ) ( ) [ ]∫∑ ∫∑ ∫
Γ= Ω= Γ

Γ−Ω−Γ=+
3

3

2

1

2

1

d.ηvσd. vDivσdη.vησ,λvb,vua
hηhhhhhhhh

l

lll

l

lllll

ll

 

En utilisant (3.4.29.a), (3.4.28) et (3.4.26), on obtient :  

( ) ( ) ∑ ∫∑ ∫
= Ω= Γ

Ω+Γ=+
2

1

2

1

2

2
l

lll

l

lll

ll

d. vfdη.vg,λvb,vua
hhhhhh

 

D’où la condition (3.4.1). 

             b)-(3.4.2). Par définition de l’ensemblehK , on a [ ] *

hhh
M.ηuπ ∈− l , et de

hh
Mµ ∈l

,on tire :   

(3.4.30)      [ ] [ ] 0
3

3
32

1
2
1

≤Γ= ∫
Γ

Γ−
d.ηuπµ.ηu,µ

hh

h

,,h

h l  
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De (3.4.29.b), on tire *

hh
Mσ ∈− l , et de (3.4.30) pour

l

hh
µλ =  , on conclut : 

(3.4.31)      [ ] [ ] 0
3

32
1

2
1 3

≤Γ= ∫
Γ

Γ−
d.ηuπσ.ηu,σ

hhh,,hh

lll

 

Moyennant (3.4.30) et (3.4.31) , on obtient la condition (3.4.2). 

2er étape ; Unicité ;  

Soient ( ) ( )
hhhh
λ,u,λu
~~, deux solution du problème P h

m   , on a alors :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
hhhhhhhhhhh

Vv,    λ,vb,vuavL,λvb,vua ∈∀+==+ ~~  

Il vient  

(3.4.32)  ( ) ( )
hhhhhhhh

Vv   λ,λvb,vuua ∈∀=−+− 0
~~    

En prend  
hhh

uuv ~−=  , d’où par (3.4.32)  ,on a  

( ) ( ) 0
~~~ =−−+−−

hhhhhhhh
λ,λuubu,uuua  

En utilisant (3.4.2), on a   

( ) ( ) ( )[ ] 0≥−+−−=−−
hhhhhhhhhh

~
,u~b

~
,ub

~
,u~ub λλλλλλ  

Et grâce la positivité de l’opérateur ( ).,.a , on a alors : 

( ) 0~,~ =−−
hhhh

uuuua  

On a alors  0~ =−
hh

uu ,  c'est à dire  
hh

uu ~= . 

En utilisant maintenant l’égalité (3.4.32) avec 
hh

uu ~= , on déduit que :  

( )
hhhhh

Vvλ,λvb ∈∀=−    ; 0
~

 

Et de (3.4.3), on obtient : 
hh
λλ
~= .   

Maintenant on approche λ  par la solution interpolée comme suivant : 

5. Interpolation du Lagrange : 

5.1. Interpolation surfacique : 

    Soit [ ] ( )llll

hiii
Ni,xxT ≤≤=

+
0  : 

1
 les segments des triangulations

3
 dans ΓΩ l .Soit les 10: +≤≤ ll

hi Niϕ , 

les fonctions  de base du Lagrange sur 3Γ  qui sont continues et telles que : 

        
( )

( )












≥−≡

≤−∈

=

2  si      0

1  si   
1

ij

ijTΡ

δx

j

i

i

Ti

jTi

ijj

l

l

l

ll

ll

ϕ

ϕ

ϕ
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                                  1                                                liϕ  

 

                                                              l 1−ix          l
ix        l

1+ix             

                      Figure 2. Graphe représentant la fonction de base du Lagrange 
l

iϕ . 

On note par l

h
i  l’interpolation du Lagrange sur 

3
Γ  associée aux segments l

i
T , l

h
,Ni 1= . Alors la 

solution approchée interpolé de λ   est donnée par : 

(3.5.1)    ( )∑
+

=

=
1

0

l

lll
hN

k
kkh

xλλi ϕ   

Remarque.3.5.1. Soit φ=ΓΓ
31

I
l . On pose ( )

31
ΓΓ< ,desh l . Alors  pour chaque 10 += l

h
,Nk , il existe 

une fonction l

k
v  telle que : 

( )
3

2
suravec1;0,..., :0;

1

Γ=+=∀=Ω∈
Γ

    .η  v  Nk  v   Cv
kkhkk

lllllll

l
ϕ   (voir Fig.3) 

C'est à dire    

( ) 1:
3

+=∀Γ∈ lll

hhk
N...,o,k    Wϕ . 

 
                                                                                   l

k
v                     1        

l

kϕ  

     
                                                                      l

1Γ                  lΩ    

                                                    3Γ  

                                           Figure3. représenté la fonction l
k

v  pour la condition  φ=ΓΓ
31

I
l  

 

On conclut que pour toute fonction ψ  définie sur 3Γ , on a : ( )
3

Γ∈ ll

hh
Wψi , ou encore : 

(3.5.2)     ( ) ψiψiπ
hhh

lll =                                          

Remarque.3.5.2. Il existe une constante ( ) 0>= mcc    tel que : 

(3.5.3)      ( ) 0 :  
3

11

3
1

3
1

3
>∀Γ∈∀+≤ +

Γ

−

ΓΓ −+ ε, Ηψψcεψεψ
m

)(Η)(Η)(Η
mmm  

Justification: En utilisant l’inégalité d’interpolation, on a alors  

2
1

3
1

2
1

3
1

3 )(Η)(Η)(Η
mmm ψψcψ

ΓΓΓ −+ ×≤  
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Maintenant en appliquant la relation 22

4

1
b
ε

εaa.b +≤ , on a (3.5.3) . 

Proposition.3.5.1. Les opérateurs lhi   sont stables sur ( )
3

1 ΓΗ  , autrement dit, il existe une constante   

0>c  telle que : 

(3.5.4)     ( ) 0
3

1

3
1

3
1

>∀Γ∈∀≤
ΓΓ

h  Ηψ    ψcψi
)(Η)(Ηh

l

  . 

Démonstration.  La démonstration de ce théorème se faite on deux étapes :  

1er étape: vérifions qu’il existe une constante 0>c  telle que : 

 (3.5.5)     0:
3

1
>∀≤ h   c   

)(ΓΗi

lϕ  

De l’inégalité (3.5.3) pour 2
1,1 == εm  , il résulte qu’il existe une constante 01 >c  telle que  

0
2

1
3

2
3

2
3

1 1
>∀+≤

ΓΓΓ
h       c

)(ILi)(Ηi)(Ηi

lll ϕϕϕ  

Et puisque     
)(Ηi)(Ηi

3
2

3
1 ΓΓ

= ll ϕϕ ,  on a alors  

)(ILi)(Ηi)(Ηi
c

3
2

3
1

3
1 12

1
ΓΓΓ

+≤ lll ϕϕϕ  

D’où on tire : 

(3.5.6)   
)(ΓILi)(ΓΗi

c
3

2
3

1 2

ll ϕϕ ≤  

Mais      
( ) ( )

3

2

mes22
3

3
2

Γ≤≤= ∫
Γ

Γ
.hdx

iILi

ll ϕϕ   ,  on a alors  

(3.5.7)   ( ) 3
3

2
c

ILi
≤

Γ

lϕ  

De(3.5.6) et (3.5.7), on conclut (3.5.5). 

2eme étape : Reste à vérifier (3.5.4) : 

On utilise la définition de ψlhi , on a alors  

( ) ( )
lll

lllll

iii ΤiiΤiiΤh
xψxψψi

11 ++
+= ϕϕ   

D’où on tire : 

(3.5.8)     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
llllll

lll hΤΗiiΤΗiiΤΗh
,N       , i.xψ.xψψi

iii

0
111 11

=+≤
++

ϕϕ  

En utilisant maintenant l’injection continue du Sobolev ( )l

i
1 TΗ  � ( )l

iTC , on a alors    

( ) ( ) ( ) 34
3

21 et   c ψcxψ
ILiΤΗi i

≤≤
Γ

ll

l ϕ    

De plus , et moyennant (3.5.5) et (3.5.8) , on obtient : 
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ll

ll h)(ΤΗ)(ΤΗh
,N  ;  iψcψi

ii

011 5
=≤  

Par sommation sur l

h
,Ni 0= , il vient : 

22

5
0

22

5
0

22

3
111

3
1 )(Η

N

i
)(ΤΗ

N

i
)(ΤΗh)(Ηh

ψcψcψiψi
h

i

h

i
Γ

==
Γ

=≤= ∑∑
l

l

l

l

ll  

D’où le résultat .  

Lemme.3.5.1. Pour ( ))mes(max
0

l

l l i
Ni

Th
~

h≤≤
= .  Alors existe une constante, indépendante de lh

~
, 0>c  

telle que : 

(3.5.9)    ( )
3

1 ;
3

2
3

1 Γ∈∀≤
Γ

−

Γ

l

l h)(IL)(Η
Wψ        ψh

~
cψ  

Démonstration. Pour toute ( )
3

Γ∈ l

h
Wψ , on a ( )l

l iT
TΡψ

i 2
∈ , et par conséquent :   

(3.5.10)    ( ) ( )ll
ii TΗTΗ

ψψ 32 =         

En utilisant(3.5.3) pour 1et  1 <= εm , il en découle :    

)(TΗ)(TΗ)(TΗ iii

ψcεψεψ lll 312

1−+≤  

Et de(3.5.10), on tire : 

(3.5.11)     
)(TΗ)(TΗ)(TΗ iii

ψεcψεψ lll 122

1

1

−+≤      

Ou encore : 

( ) ( )ll

ii
TΗTΗ

ψε
ε

c
ψ 12

11

1
−

−
≤  

Et pour ( ) 1
mes1

~

3

<
+

=
Γ

h
ε , on a donc :   

( )( )
( ) )(TΗ)(TΗ

ii

ψh
~

h
~cψ ll

l

l

12

1

3

2

3

1 mes1

mes1 −×
−Γ+

Γ+
≤  

C'est à dire : 

( )( )
)(TΗ)(TΗ

ii

ψh
~

cψ ll
l

12

12

31
mes1 −Γ+≤  

D’où :  

(3.5.12)   
)(TΗ)(TΗ

ii

ψhcψ ll
l

12

1

2

~ −≤  

En utilisant (3.5.3) pour 
2

2

~
et   1

c

h
 εm l==    , on obtient :  
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(3.5.13)      
)(TIL)(TΗ)(TΗ iii

ψh
~

cψh
~

c
ψ lll

ll
221

1

3

2
2
1 −+≤  

Et moyennant (3.5.12) et (3.5.13), on a donc :  

)(TIL)(TΗ)(TΗ iii
ψh

~
cψψ lll

l
211

1

32
1 −+≤  

On en déduire que :    

)(TIL)(TΗ
ii

ψh
~

cψ ll
l

21

1−≤  

Par sommation carrée il en résulte :   

∑∑
=

−

=

≤
l

l

l

l
l

h

i

h

i

N

i
)(TIL

N

i
)(TΗ

ψh
~

cψ
0

212

0

2

21  

Ou encore :  

2222

3
2

3
1 )(ΓIL)(ΓΗ

ψh
~

cψ
−≤

l
 

D’où la condition (3.5.9) . 

5.2. Interpolation volumique. 

   Soient ( )
Iii

z
∈

l les  nœuds des  triangulations lhT . Les fonctions des base  du Lagrange sur 

lΩ   (notées par Ii
i

∈;lω ) sont des fonctions continues sur lΩ  satisfaisant : 

       • ( )
ijii

z δω =ll  ;        

       • Si K  est un ensemble de voisinage du nœud l
iz , alors ( )KPω

Ki 1
∈l

 ; 

       • Sinon 0=
Ki

ω
l  . 

   

                                                                      1 

       Figure 4. Graphe                                                                             

       représentant la fonction                                                            

        de base de Lagrange l
iω . 

        (Fonction chapeaux) 

                                                                                                     
l
iz  

 

L’interpolation du Lagrange sur lΩ  associée à la triangulation l

h
T  est un opérateur l

h
Ι  défini 

comme suivant :  
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(3.5.14)   ( )∑ ==
i

iijjh
,   j .ωzuuI 21:lllll

 . 

Où 
ll

jh
uI  désigne la solution interpolée de la composante l

iu . 

On note par ( )lll

hhh
,ΙΙΙΙ =  l’interpolation à l’intérieur de lΩ  du champs du déplacement donnée 

par : ( )llllll

21
u,ΙuΙuΙΙ

hhh
= .       

Proposition.3.5.2. Si φ=Γ∩Γ
31

l , il existe une constante strictement positive 0>c  indépendante 

de h , telle que pour toute fonction ψ  dans ( )
3
Γ

2
1

H  , on a  

(3.5.15)      ( ) ( )3
2
1

3
2
1

ΓΗΓΗh
ψcψπ ≤l   

Démonstration. La  démonstration de ce proposition passe par les trois étapes suivantes : 

1er étape : On vérifie que 
l

h
π  est stable sur ( )

3

2 ΓIL  : 

Soit ( )
3

2 Γ∈ ILψ , on utilise (3.4.5) pour 
3
ψπµ

hh

ll = , il vient : 

( )∫∫
ΓΓ

Γ
Γ=Γ=

33
3

2 33

22

dψπψdψπψπ
hh)(ILh

lll  

En appliquant le théorème de Cauchy-Schwartz , il en résulte :   

)(ILh)(IL)(ILh
ψπ.ψψπ

3
2

3
2

3
2

2

ΓΓΓ
≤ ll

 

Ou encore la stabilité : 

(3.5.16)   
)(IL)(ILh

ψψπ
3

2
3

2 ΓΓ
≤l  

2emétape : on vérifie que  

(3.5.17)    
)(ΓΗ)(ΓILh

ψh
~

cψiψ
3

1
3

2 1 l

l ≤−   

Comme l’espace ( )
3

1 ΓC est dense dans ( )
3

1 ΓΗ ,il suffit d’établir ces résultes pour toute fonction  

( )
3

1 Γ∈ Cψ , on définie la fonction Ψ  comme suivante ( ) ( ) ( )xψixψx
h

l−=Ψ , grâce à la condition  

( ) ll

hi
,Nix 0  ;0 ==Ψ  ,  on a alors    

( ) ( )∫ ∈∀=Ψ
x

x
i

i

Txdssψ'x l   ;  

On en déduit la double inégalité             

( ) ( ) ( ) l

lll

i

TTT

Tx    dsdss'dss'x
iii

∈∀













×














Ψ≤Ψ≤Ψ ∫∫∫ :1

2
1

2
1

22  

Qui entraîne 
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( ) l

l
l i)T(

Txh
~

x
i

∈∀Ψ≤Ψ
Η

    : 
22

1  

D’où : 

( ) 2222

11 )(TΗ

T T

)(TΗ i

i i

i
h
~

dxh
~

dxx l

l l

l
ll

Ψ≤Ψ≤Ψ∫ ∫  

D’où l’on déduit : 

)(TΗ)(TIL ii
h
~

ll
l

12 Ψ≤Ψ  

On en déduit que : 

)(TΗh)(TILh
ii

ih
~

i
ll

l

l

l

12
ψψψψ −≤−  

De telle sorte que : 

(3.5.18)     



 +≤−

)(TΗh)(TΗ)(TILh
iii

ψiψh
~

ψiψ
lll

l

l

l

112
 

Moyennant (3.5.43) et (3.5.18) on a alors :    

)(TΗ)(TILh ii

ψh
~

cψiψ ll l

l

12 1
≤−  

En utilisant la somme carré sur 
l

h,Ni 0=  , on a :   

∑∑
==

≤−
l

l

l

l l

l
h

i

h

i

N

i
)(TΗ

N

i
)(TILh

ψh
~

cψiψ
0

222

1
0

2

12  

D’où l’inégalité (3.5.17) .  

3emétape : on vérifie que l

h
π  est stable sur ( )

3

1 ΓΗ   

Soit ( )
3

1 ΓΗψ ∈  , on utilise (3.5.2) , on a alors ;  

(3.5.19)   ( )
)()()( 3

1
3

1
3

1 ΓΗΓΗΓΗ
ψψψπψπ llll

hhhh
ii +−≤          

De (3.5.9), il en résulte : 

( ) ( )
)(ILhh)(hh

ih
~

ci
3

2
3

1

1

1 Γ

−

ΓΗ
−≤− ψψπψψπ ll

l

ll

 

En suite en utilisant l’inégalité (3.5.11), il vient :  

(3.5.20)      ( )
)(ΓILh)(ΓΗhh

ψiψh
~

cψiψπ
3

2
3

1

1

1

l

l

ll −≤− −
 

De la relation (3.5.5) , on tire  : 

(3.5.21)      ( ) ( )
)(ILhh)(hh

ih
~

ci
3

2
3

1

1

1 Γ

−

ΓΗ
−≤− ψψπψψπ ll

l

ll

 

Et moyennant (3.5.19) ,(3.5.21) et (3.5.4), on obtient : 

)()(ILhhh)(h
c)i(h

~
c

3
1

3
2

3
1

1

1 ΓΗΓ

−

ΓΗ
+−≤ ψψψπψπ lll  
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De plus en utilisant maintenant (3.5.16) pour ψψ l

hi− , on a 

)()(ILhh)(h
cih

~
c

3
1

3
2

3
1

1

1 ΓΗΓ

−

ΓΗ
+−≤ ψψψψπ ll  

En utilisant (3.5.17), il vient :  

(3.5.22)     
)(ΓΗ)(ΓΗh

ψcψπ
3

1
3

1 2
≤l

 

4emétape : Fin de démonstration : 

En appliquant l’inégalité d’interpolation avec , on a : 

( ) ( )
2
1

3
2

2
1

3
1

3
2
1

)(Γ)(Γ))(Γ( LLL ILhHhHh
π.ππ

lll ≤  

Et de (3.5.16)-(3.5.22),  on tire :  

*

Hh
ccπ =≤ 2

1
2
1

3
2
1 1

))(Γ(L

l

 

Ou encore la stabilité(3.5.15) . 

( ( ) :HL noté l’espace des applications linéaire continue sur H  ) . 

( )
3

Γl

h
X désigne le sous espace des fonctions continues par morceau sur 3Γ  et il défini comme suit :  

                        ( ) ( ){ }ll

l hTh
,Ni  ,  ψ  /  IL ψX

i
0constante

3

2

3
=∀=Γ∈=Γ  

Lemme.3.5.2. ( )
3

Γl

h
X  est fermé dans ( )

3

2 ΓIL  . 

Démonstration. Soit ( )
0≥nn

ψ   est un suite dans ( )
3

Γl

h
X  avec  ψψ nn

 → +∞→  dans ( )
3

2 ΓIL  ,  

D’où on tire :   
l

l hn)(TILn
,Ni       ψψ

i

002 =∀ →− +∞→  

Soit )(
0

1 l

ic
TC∈ϕ  avec   

( )∫ ∫ ∫ ∈∀+−=
l l l

i i iT T T

nn
INn  'dx     ψ'dxψψ'dxψ ;ϕϕϕ  

En utilisant l’inégalité de Cauchy- Schwartz , on obtient :  

( ) 022  →−≤− +∞→∫ n)(TIL)(TILn

T

n ii

i

'.ψψ'dxψψ ll

l

ϕϕ  

Et puisque les fonctions nψ  constante sur iT  ,on a alors   

INn         dx'ψ'dxψ

ii T
n

T
n

∈∀=−= ∫∫ 0ϕϕ  

On a    INn   TC      '.dxψ
o

ic
T

n

i

∈∀∈∀=∫ )(0 1ϕϕ    
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Et en faisant tendre ∞+ n   vers  , on déduit que :  

    TC      'dxψ
o

ic
Ti

)(0 1∈∀=∫ ϕϕ  

C'est à dire   ψ est une constante p.p sur    T
i

l .  On pose 
l

ii
  T  p.p cψ sur = ,  

En supposant  ∑
=

=
l

l

h

i

N

i
Ti
χcψ

1

~ ( )
3
Γ

l

h
X∈ , il vient : ( )

3

2 dans Γ→   IL  ψ~ψ
n

 

C'est à dire 
3

sur Γ=     p.p ψ~ψ  . 

Grâce à la fermeture de l’espace ( )
3

Γl

h
X  dans l’espace ( )

3

2 ΓIL , alors il existe d’opérateur de 

projection sur l’espace ( )
3

Γl

h
X  .     

Notation. On note par l

h
Π   l’opérateur  de  projection  sur  l’espace  fermé ( )

3
Γl

h
X .  

La  fonction  λΠ l

h
  est  une  solution  approché par projection du fonction λ  sur l’espace ( )

3
Γl

h
X   

Proposition.3.5.3. On suppose que φ=Γ∩Γ
31

l  , alors il existe une  constante 0>β ( indépendante  

de lh ) telle que : 

(3.5.23)   
( )

β
µ

µ
µ

≥
ΓΗ

∈Γ∈ −
h)(h

hh

Vv)(W v.

v,b

hhhh

3
2
13

SupInf
l

   

Démonstration. Pour tout  ( ) 0  avec  
3

≠Γ∈
hhh
µWµ

l , on a  

( )






 =Γ∈=

Γ−Γ
− 1et  sup

3
2
12

1

32
1

2
1

3
2
1

3 )(Η,Γ,h)(Ηh
ψ  Η/ ψ,ψµ  µ  

Alors il existe une suite ( )
0≥nn

ψ   ( dépend de hµ  ) dans ( )
3
ΓΗ

2
1

 telle que : 

)(ΓΗhn,Γ,nh)(ΓΗn
µ,ψµψ

3
2
1

32
1

2
1

3
2
1 et    1 − →= +∞→−

  

Puisque ( )
0≥nn

ψ est bornée dans ( )
3
ΓΗ

2
1

, alors il existe une sous-suite notée encore( )
0≥nn

ψ  et il existe 

( )
3

2
1

ΓΗψ ∈   telles que : ψψ faible

n
 →  dans ( )

3
2
1

ΓΗ , 

D’où : 

(3.5.24)  
32

1
2
1

3
2
1

3
2
1 et       1

,Γ,h)(ΓΗh)(ΓH
,ψµµ ψ

−
=≤ −  

En utilisant (3.4.5) , on a : 

(3.5.25)      ∫∫
ΓΓ

Γ=Γ
33

33
ψdµψdπµ

hhh

l

 

Grâce à la surjective de l’opérateur de trace: 
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( )( ) ( )
( )






=

Γ→Ω
lllll

ll

a η.ηuuu

ΗΗ:γ

η

η 3

21 2
1

 

Et grâce à l’égalité ( )( ) ( )
3

Γ=Ω lll

hhη
WVγ , Alors il existe une relèvement de l’opérateur l

η
γ  , noté par 

l

η
R  vérifie : ( )( ) ( )llll Ω=Γ

hhη
VWR

3
 ,et par conséquent, il existe une constante0>c ( indépendant deh  , 

)))(()( 21
3

2
1

L( l

l

ΩH,ΓHη
Rc =   ) telle que  ; 

(3.5.26)    ( )
3

3
2
1

21
Γ∈∀≤

ΓΩ

lllll

l hh)(Ηh))((Ηhη
Wψ    ψcψR   

On pose ( ) ( )llll Ω∈=
hhh

VR ψπω
η

 , il vient : ψπ.ηω
hh

lll =  

Si on pose ( )21

hhh
,ωωω =  , avec 03 =−l

ω , puisque les deux normes 
1Η

.et . sont équivalentes, 

on a alors l’inégalité    ( )
2121 11 ))(Ω(Ηhη))(Ω(Ηhh

ψπRcωcω
ll

lll =≤  

Et de (3.5.26), on tire : 

)(Ηhh
ψπcω

3
2
1

2 Γ
≤ l

 

En utilisant (3.5.10) et (3.5.24), il sorte que :  

(3.5.27)           
33 3

2
1 cψcω

)(ΓΗh
≤≤   

Et, pour 
3

1

c
=β ,  on a : 

h

)(ΓΗh

)(ΓΗh
ω

µ
µβ 3

2
1

3
2
1

−

− ≤  

Et, de (3.5.19), on a :  

h

Γ

h

)( ΓΗh
ω

ψdΓµ

µβ

∫
≤−

3

3
2
1

3

 

De plus, on utilise (3.5.20), il vient :  

h

Γ

3hh

)(ΓΗh
ω

ψdΓ.πµ

µβ 3

3
2
1

∫
≤−

l

 

D’où : 

( )

h

Γ

hh

)(ΓΗh
ω

dΓ.ηω.µ

µβ

∫
≤−

3

3
2
1

3

ll

 

C'est à dire                     
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( )
h

hh

)(ΓHh
ω

,ωµb
µβ ≤−

3
2
1

 

On obtient alors : 

( )
h

hh

Vv)(ΓHh v

,vµb
µβ

hh∈
≤− sup

3
2
1  

D’où l’inégalité (3.5.23) .  

 

 



CHAPITRE 2 
 

D’ANALYSE D' ERREURS 

 

Résumé : 

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’analyse des erreurs. En utilisant les théorèmes des traces, 

les injections compactes et continues de Sobolev, ainsi que les inégalités d’interpolation et 

l’inégalité de Cauchy-Schwartz , on arrive à évaluer les erreurs commissent. 

 

 

Contenu : 

1. Estimation abstraite de l’erreur ; 

2. Estimation de l’erreur des solutions interpolées ; 

3. Estimation de l’erreur des solutions approchées par projection ; 

4. Estimation de l’erreur des solutions approchées par discrétisation quadratique ; 

5. Estimation de l’erreur des solutions approchées par discrétisation linéaire ; 

6. Conclusion. 
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 1. Estimation abstraite de l’erreur.  

   Pour préparer l’obtention d’estimations explicites de l’erreur, nous donnons dans le théorème 

suivant une majoration abstraite de l’erreur : 

Lemme4.1.1. Soit ( )λ,u  la solution du problème mixte Pm   avec ( )( )2ll ΩΗ ru ∈ où 2
3≥r  . Alors, il 

existe une constante 0c >  dépendant de r , telle que ; 

(4.1.1)    ( )23
2
3

)(Η)(Η r
r ucλ

l

l

ΩΓ
≤− . 

Démonstration . En  utilisant la continuité du l’opérateur :  

( ) ( )
( )








+===

→




 −−

lll

l

a
221121

3

2

3
; 2

3
2
3

.ηψ.ηψψ.ηψ,ψψψ

    ΓΗΓΗ;γ

η

rr

η  

Alors, il existe une constante 01 >c ,  telle que   

(4.1.2)   ( )
2

3
2
3

3
2
3

3
2
3

1 ))(Γ(Η)(ΓΗ)(ΓΗ
rrr ησc.ηησλ −−− ≤= lllll   

En appliquant le théorème de trace, alors il existe une constante 02 >c  telle que   

(4.1.3)    ( ) 221r2
3

2
3r

)(ΩΗ2))(Γ(Η
σcησ ×−− ≤

l

lll  

En utilisant maintenant la continuité de lA , alors, il existe une constante 03 >c  telle que     

(4.1.4)   ( ) ( ) ( ) ( ) 221221 3 ×−×− ≤
)(ΩΗ)(ΩΗ

rr
uεcuεA

ll

lll

 

De plus, on utilise la continuité d’application ( )( ) ( )( ) 2212 ×− Ω→Ω ll rr
ΗΗ:ε . Alors, il existe une 

constante 04 >c  telle que :   

(4.1.5)  ( ) ( ) ( )2221 4 )(ΩΗ)(ΩΗ
rr

ucuε
ll

ll ≤×−  

Et de (4.1.2), (4.1.3), (4.1.4), (4.1.4) et (4.1.5), avec ( )lll uεAσ =  , on tire (4.1.1)    

Théorème.4.1.1. Soit ( )u, λ est une solution du problème Pm et ( )
hh

u λ,  la solution du problème 

P h
m   avec ,*

hh

,*

hh
LMQM ll == ou   . Alors , il existe une constante 0>c   indépendant de h  telle que : 

(4.1.6) { ( )( )[ ] ( )( )[ ] }2
1

2
1

3
2
1

33
2
1 0max0maxInfInf ,,λub,u,λbµλvucλλuu

hh)(ΓΗh
)(ΓWµVhVv)(ΓΗhh

hhhh

++−+−≤−+− −−
∈∈ l

 

Démonstration. Soit 
hh

Vv ∈ , on a : 

( ) ( ) ( ) ( )hhhhhhhhh uv,uauvu,avu,uuauu,uua −−−+−−=−−  

Moyennant (2.3.8), (3.4.1) et (3.4.2), il résulte : 

( ) ( ) ( ) ( )hhhhhhhhh λ,uvbλ,uvbvu,uuauu,uua −+−−−−=−−  

Ou encore : 
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(4.1.7)   ( ) ( ) ( ) ( )hhhhhhhh λλ,uubλλu,vbv,uuuau,uuua −−−−−−−−=−−    

Pour  M2λµ ∈= ( resp.  2
hhh

Mλµ ∈= ) et pour M0µ ∈= (resp.
hh

Mµ ∈=0 ) dans (2.3.9), (resp. dans 

(3.4.2)), il résulte : 

(4.1.8)    ( ) 0=u,λb   ( resp. ( ) 0=
hh

,λub  ) 

En utilisant (4.1.7) et (4.1.8),  il vient ; 

(4.1.9)    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
hhhhhhhh

u,λb,λubλ,λvubv,uuuau,uuua ++−−+−−=−−  

En désignant par α  la constante de l’ellipticité, on a : 

( )hh

2

h uu,uuauuα −−≤−  

Et de (4.1.9), on déduit que                        

 (4.1.10) ( ) ( ) ( ) ( )hhhhhh

2

h λu,bλ,ubλλ,vubvu,uuauuα ++−−+−−≤−  

De telle sorte que la continuité de la forme bilinéaire ( ) .,.a entraîne, en désignant par M  la constante 

de continuité :  

( ) ( ) ( ) ( )
hh)(ΓΗhh)(ΓΗhhhh

u,λb,λub.ηvu.ηvu.λλcvu.uuMuuα ++−+−−+−−≤− −
3

2
1

3
2
1

2221112
 

En utilisant le théorème du trace , nous déduisons :  

(4.1.11) ( ) ( )hhh)(ΓΗhhh

2

h λu,bλ,ubvu.λλcvu.uuMuuα
3

2

1 ++−−+−−≤− −  

On considère la problème (2.3.8), avec VVh ⊂ , on a  alors  

( ) ( ) ( ) hhhhh Vv     vLλ,vbvu,a ∈∀=+  

Et  de (3.4.1) , on tire ; 

(4.1.12)        ( ) ( ) hhhhhh Vv    0λλ,vbv,uua ∈∀=−+−    

Puisque : 

( ) ( ) ( )hhhhhhh µλ,vbv,uuaµλ,vb −+−=−  

Nous avons :  

(4.1.13)  ( ) h)(ΓΗhhhhhh v.µλcv.uuMµλ,vb
3

2

1−−+−≤−    ;  ( ) hh3hh Vv    ,ΓWµ ∈∀∈∀ l  

De  (3.5.23) , il en résulte :    

( )
h

hhh

Vv)(ΓΗhh v

µ,λvb
µλβ

hh

−
≤−

∈
− sup

3
2
1  

Et de(4.1.13) , on tire :  

(4.1.14) ( )
hhhh)(ΓΗhh)(ΓΗhh

Vv,  ΓWµ  µλcuuMµλβ ∈∀∈∀−+−≤− −−
3

3
2
1

3
2
1

l    

En utilisant l’inégalité triangulaire suivante :  
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( )
3

3
2
1

3
2
1

3
2
1 Γ∈∀−+−≤−

ΓΓΓ
−−−

l

hh)(Ηhh)(Ηh)(Ηh
Wµλµµλλλ  

Nous obtenons : 

(4.1.15)   






 −+−≤−

ΓΓ∈Γ
−−

)(Ηh
)(Wµ

h)(Ηh
µλuucλλ

hh 3
2
1

33
2
1 Inf

l
 

Et de (4.1.15),(4.1.11), on tire :    

(4.1.16) ( ) ( )






 ++−−+−−≤− −

∈ hhh)(ΓΗh
)(ΓWµ

hhh
u,λb,λubvu.µλvuuucuu

hh 3
2
1

3

Inf
2

l
                  

Et, utilisons la relation  2
2

.b
22c

a
a.b

c+≤  ou encore : 

( ) ( )
hhhhh)(ΓΗh

)(ΓWµ
hhh

Vv    u,λb,λubvuµλvu
c

uu
c

cuu
hh

∈∀


++−+



 −+−+−≤− −

∈

22222

2

1
Inf

2

1

22

1
3

2
1

3
l

 

On déduit qu’il existe une autre constante 0>c  telle que : 

( ) ( )






 ++−+−≤−

ΓΓ∈∈
−

hh)(Ηh
)(Wµ

hVvh
u,λb,λubµλvucuu

hhhh

222

3
2
1

3

InfInf
l

 

D’où : 

( )( )[ ] [ ( ( ) )] }22
2
1

2
1

3
2
1

3

00InfInf ,u,λbmax,,λubmaxµλvucuu
hh)(ΓΗh

)(Wµ
hVvh

hhhh

 ++−+−≤− −

Γ∈∈ l

 

Ou encore : 

(4.1.17) ( )( )[ ] ( )( )[ ]






 +−+−≤−

Γ∈∈ −
2
1

2
1

3
2
1

3

0max0maxInfInf ,u,λb,,λubµλvucuu
hh

)(Η
h)(ΓWµ

hVvh
hhhh
l

    

De (4.1.17) et (4.1.15), on conclut (4.1.6).  

2. Estimation des solutions interpolées.   

Proposition.4.2.1. Il existe une constante 0>c  indépendant de lh
~

 telle que : 

(4.2.1)    
)(Γ)( 3

1
3

ΗIL²h
λh

~
cλiλ

l

l ≤−
Γ

 

Autrement dit,  0
)(Γ0 3

lim =−
→ IL²hh

λiλ
l  

Démonstration. Similairement au démonstration de l’inégalité (3.5.17).  

Lemme.4.2.1. Soit 0>ε , alors  l’application définie par : 

(4.2.2)     ( ) ( ) ( ) )(Η
Ρpε

ε

εpvvPHv l
l

&a&
ll

ΩΩ∈+

+
++=ΩΩ∈ 1

1

Inf
11

1
    

est une norme sur l’espace quotient ( ) ( )ll ΩΩ+

1

1 PH ε  .  

Démonstration. 

a). On commence par vérifier l’inégalité triangulaire :  

Pour tout  ( ) ( )ll
&& ΩΩ∈ +

1

1 /PHw,v ε  , on a  
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( )llll&& Ω∈∀+++≤+++≤+
ΩΩΩ+ +++ 11

 : 111 Ρp,qqwpvqpwvwv
)(Η)(Η)(Ηε

εεε      

On obtient  

)(Η)(Pq)(Η)(Ppε
εεε qwpvwv l

ll
&&

ΩΩ∈ΩΩ∈+ +++ +++≤+ 1

1

11

1

InfInf
1

 

D’où la démonstration. 

          b). on démontre que : ( ) ( )
εε

ε vαvα.     PHvIR, α
++

+ =ΩΩ∈∀∈∀
111

1 : &&&
ll  

Pour ( ) ( )ll
& ΩΩ∈∈ +

1

1 PHvIR , α
ε , on a  :  

)(Η)(Pq)(Η)(Ppε
εε α.qα.vpα.vvα. l

l
l

l
&

ΩΩ∈ΩΩ∈+ ++ +=+= 1

1

1

1

InfInf
1

 

Ou encore : 

ε)(Η)(Pqε
vαqv.αvα. ε +ΩΩ∈+

=+= + 11 1

1

Inf && l
l

 

c). Il ne reste que de  vérifier que : ( ) ( ) 00
11

1 =⇒=ΩΩ∈∀
+

+ vv :  PHv
ε

ε
&&&

ll

 :  

Si ( )lΩ∈ +ε
Ηv 1 , avec 0

1
=

+ εv& , on a ( ) 0Inf 1

1

=+
ΩΩ∈

+ )(Η
Ρp

εpv l
l

 , 

Alors il existe une suite ( ) ( )lΩ
≥ 10

 dans   Ρp
nn

  avec  +∞→→+
Ω+ npv

)(Ηn ε
quant  ;  01 l

 

En appliquant le théorème d’injection continue du Sobolev ( )lΩ+ ε
Η

1  � ( )lΩ0C , Alors existe  une  

constante  0>c  telle que : 

      10 INnpvcpv
)(Ηn)(Cn ε

∈∀+≤+
ΩΩ + ll

       

D’où l’égalité : 

+∞→→+≤+
ΩΩ + npvcpv

)(Ηn)(Cn ε
quant       :  010 ll

 

Donc : ( )lΩ−→ 0 dans Cvp
n

 

Mais ( )lΩ
1
Ρ  est fermé dans ( )lΩ0C , on a alors ( )lΩ∈

1
Ρv  , c'est à dire que 0=v& . 

Remarque.4.2.1. Soit 0>ε , alors l’application : 

(4.2.3)    ( ) ( ) ( ) ( )( ) 2

1

1
22

2

11

1













−
−=ΩΩ∈ ∑ ∫∫

= ΩΩ

++

+ dxdy
yx

yvDxvD
vPHv

α

ε

αα

ε

ε

ll

&a&
ll  

est une semi norme sur l’espace quotient ( ) ( )ll ΩΩ+

1

1 PH ε  . 

Proposition.4.2.2. Si 10 << ε , alors, il existe une constante  0>c  telle que : 

(4.2.4)   
)(ΩΗ)(ΩΗ)(ΩΡp

εε vcpv ll
l

++ ≤+
∈

11

1

Inf     :  ( )lΩ∈∀ +ε
Ηv 1  
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Démonstration. Soit ( )lΩ=
1

dimΡN , et Niqi ≤≤1;  une base du ( )lΩ
1
Ρ , on suppose que les 

Nif i ≤≤1;  forment une base duale de Niqi ≤≤1; , c'est à dire que pour ( )( ),IRΡf
i

lΩ∈
1

L , on a 

 ijji qf δ=)( .  

Le théorème de prolongement de Hahn Banach entrain l’existence des formes linéaires continues 

sur l’espace ( )lΩ+ε1
Η  notées encore  Nif i ≤≤1;  telles que pour tout ( )lΩ∈

1
Ρp  , nous avons 

( ) Nipf
i

,1;0 =∀= , si et seulement si 0=p . 

Nous allons montrer qu’il existe une constante ( ) 0>Ω= lcc  telle que : 

(4.2.5)    ( ) ( )l

ll Ω∈∀




 +≤ +

=
ΩΩ ∑++

ε
N

i
i)(Η)(Η

Ηv     ,         vfvcv εε

1

1

11   

Si cette inégalité et fausse. Alors il existe une suite ( )
0≥nn

v  des fonctions ( )lΩ∈ +ε

n
Ηv 1 , telle que ; 

(4.2.6)    ( ) 0limet     1  : 
1

11 =




 +=∈∀ ∑
=

+∞→ ++

N

i
ni)(ΩΗnn)(ΩΗn

vfv  vINn
εε ll

 

Etant donnée que La suite( )
0≥nn

v  est bornée dans ( )lΩ+ε1
Η , il existent une sous-suite de ( )

0≥nn
v , que 

l’on note encore ( )
0≥nn

v et une fonction ( )lΩ∈ 1
Ηv  telles que ; 

(4.2.7)    0lim 1 =−
+∞→ )(ΩΗnn

vv
l

 

Ce résulta est une conséquence du théorème  de Rellich ( ( ) ( )ll Ω⊂Ω+ 1
c

1
ΗΗ

ε   ). 

Les relations dans (4.2.6) entraînant notamment : 

(4.2.8)    0lim 1 =++∞→ )(ΩΗnn
ε

v
l     

L’espace ( )lΩ+ε1
Η étant complet, les relations (4.2.7) et (4.2.8) entraînent la convergence forte de la 

suite ( )
0≥nn

v dans l’espace ( )l
Ω

ε1+
Η . Soit v  la limite de cette suite dans ( )lΩ+ε1

Η  telle que : 

( ) ( )[ ]
:αα,   vlimvdxdy

yx

yvDxvD
)(Ηnn)(Ηε

αα

εε 1  avec  011

2

1

22

2

=∀===












−
−

Ω+∞→Ω
ΩΩ

+ ++∫∫ ll

ll

 

Alors :  

( ) ( ) 1;; =∀Ω∈= αα  /    p.p  x,yyvDxvD αα l  

Donc les fonctions vDα  sont constantes pour tout milti-indice 1    telque =αα . La connexité de 

l’ouverte  
lΩ  en utilisant la théorie des distributions, entraînent que la fonction v  est un polynôme 

de degré inférieur ou égale à 1. En utilisant (4.2.6), nous avons : ( ) ( ) .Ni  ; vfvf
nini

10Lim =∀==
+∞→
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D’où 0=v , compte tenu des propriétés des formes linéaires Nif i ≤≤1; . Mais ce résultat contredit 

l’égalité  1  ;11 ≥∀=+ n  v
)(ΩΗn ε l

 , l’inégalité (4.2.5) est donc établie. 

L’inégalité (4.2.4) est une conséquence immédiate de l’inégalité (4.2.5): pour toute fonction 

( )lΩ∈ +ε
Ηv 1   , désignons par ( )l

Ω
1
Ρq∈  le polynôme tel que : ( )∑

=

−=
N

i
ii

qvfq
1

. On a alors  

Ni ,1=∀  : ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
=

=−=−=+=+
N

k
iikikiiii

vfvfq.fvfvfqfvfqvf
1

0  

Et de (4.2.5), on obtient : 

)(Η)(Η)(Η)(Ρp
εεε qvcqvpv lll

l ΩΩΩΩ∈
+++ +≤+≤+ 111

1

Inf  

D’où la démonstration en utilisant l’égalité
)(Η)(Η

εε vqv ll ΩΩ ++ =+ 11 . 

Proposition.4.2.3. Soit 10et    1 .ms => . Soit ( ) ( )( )K,ΗKΗπ
mSL∈ un opérateur linéaire continu 

vérifiant : 

(4.2.9)  ( ) pπ.p:KΡp =∈∀
1

 .     

Alors, il existe une constante c  telle que :  

(4.2.10)   ( ) ( )KΗv        v.πΙcπvv S

(K)Η(K)(K),ΗΗK(K)Η
smSm ∈∀−≤−

L
 

Démonstration.  

Pour chaque ( )KΗv S∈  et pour chaque ( )KΡp
1

∈ , nous pouvons écrire : 

( )( ) ( )KΡp    pvπΙπ.vv
K 1

 : ∈∀+−=−  

Ainsi, pour tout ( )KΡp
1

∈ , il vient : 

(K)ΗK(K)Η
Sm pv.πΙπ.vv +−≤−  

D’où : 

(K)Η(K)PpK(K)Η
Sm pv.πΙπvv +−≤−

∈ 1

Inf  

Par suite, en utilisant l’inégalité (4.2.4), il vient : 

(K)ΗK(K)Η
Sm v.πΙcπvv −≤− . 

Le résultat suivant donne une majoration de 
)(KH mv  en fonction de

)ˆ(
ˆ

KH mv , et inversement .  

Proposition.4.2.4. Soit INm∈ . Alors, il existe des constantes  0ĉ  , 0c >>  telles : 

 (4.2.11)  ( ) (K)Ηv,v.Bdét.Bcv̂ m

(K)ΗK

m

K)K̂(Η mm ∈∀≤ − 2

1
1  
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 (4.2.12)     ( ) )K̂(Ηv̂,v̂.Bdét.Bĉv m

)K̂(ΗK

m

K(K)Η mm ∈∀≤ − 2

1
1   

Où 
K

B est la matrice inversible définie par la relation (3.2.1) et  . où     sup
1

ξ
ξ

KK
BB

=
=  est la 

norme euclidienne.  

Démonstration. Comme l’espace ( )K D  est dense dans ( )KΗm , il suffit d’établir ces résultats pour 

toute fonction ( )KDv∈ . Il est commode d’utiliser ici les dérivées de Fréchet . 

Pour tout multi-indice α  avec mα = , il vient : 

( ) ( )( )
αα

α
m

m eexvDxv ,...,.ˆˆˆˆ
1

=∂  

Où les vecteurs mie
i

≤≤1  ,
α

, sont les vecteurs de base ( ) 2

21
 de , IRee  répétés respectivement, 

21 αα ,  fois. Ainsi  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )xvDxvDeexvDxv m

m

m

m

m

i

ˆˆ,....,.ˆˆSup,....,.ˆˆˆˆ
1

1
1

=≤=∂
≤

αα
ξ

αα
α ξξ  

On a  

(4.2.13)     ( ) ( )xvDxv m ˆˆˆˆ ≤∂ α  

D’où l’existence d’une constante 0
1

>c  ne dépendant que de m et  telle que : 

(4.2.14)     ( ) ( )∑ ∫ ∫
=

≤∂=
mα K K

mα

)K(Η
xdxvDcxdxvv m

ˆ ˆ

2

1

22

ˆ
ˆˆˆˆˆˆˆ  

Les propriétés de différentiation des fonctions composées, (voir J.L.Lions [11] ) appliquées à la 

relation è KFvv .ˆ = , donnent pour tous les vecteurs ,m1=∈ i,IRξ 2
i  :  

( ) ( ) ( ) ( )mK2K1K
m

m21
m ξB,...,ξB,ξB.xvDξ,...,ξ,ξ.xvD =ˆˆ  

Ou encore : 

( ) ( ) ( )













=

K

mK

K

K

K

Kmm

Km

m

B

ξB
,...,

B

ξB
,

B

ξB
.xvDB,...,ξ,ξξ.xvD 21

21
ˆˆ  

De telle sorte que :     

(4.2.15)     ( ) ( )xvD.BxvD mm

K

m ≤ˆˆ  

D’où : 

(4.2.16)    ( ) ( ) ( )∫∫ ∫
−=≤

K

m
K

.m

K

K̂ K̂

m.m

K
m dxxvD.B.Bx̂dxvDBx̂dx̂v̂D

212222
dét  

En utilisant les propriétés de changement de variables dans le calcul des intégrales multiples. 

Mais :                   ( ) ( ) 1   telque;. *

1

* =∂= ∑
=

α
α

α
α eexvxvD m    
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Il résulte qu’il existe une constante ( ) 0
22

>= mcc  telle que : 

( ) ( ) ( )xv.mcxvD α

mα

m ∂≤
=

max
2

 

D’où l’on déduit ; 

(4.2.17)   ( ) ( )
(K)Η

K

m
mvmcdxxvD

3

2

1

2

≤







∫  

On obtient alors l’inégalité (4.2.11) en rassemblant les inégalités (4.2.14) à (4.2.17) . 

La démonstration de l’inégalité (4.2.12) est entièrement analogue.  

Proposition.4.2.5. Soit INIRr −∈ + . Alors, il existe une constante 0>c  indépendante de 
K

h  telle 

que pour tout ( )KHv r ˆˆ∈   

(4.2.18)     ( )
(K)ΗK

r

K)K(Η
rr v.B.Bcv 11

ˆ détˆ −+
≤  

Démonstration. Posons INm,θθ mr ∈<<+= 10  :  ; 

Comme l’espace )(K̂D est dense dans ( )KΗ r ˆ , il suffit d’établir ces résultats pour toute fonction 

)(K̂Dv∈  . Il est commode d’utiliser ici les dérivées de Fréchet.  

Pour tout multi indice α  avec mα = , il vient : 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
αα 21

,...,ˆˆˆˆˆˆˆˆ ee.yvDxvDyvxv mmαα −=∂−∂  

Ainsi : 

( ) ( ) ( ) ( )yvDxvDyvxv mmαα ˆˆˆˆˆˆˆˆ −≤∂−∂  

D’où l’existence d’une constante ( ) 0
11

>= mcc ne dépendant que de m et telle que : 

 (4.2.19)   
( ) ( )

( )
( ) ( )

∫∫∑ ∫∫ +
=

+ −

−
≤

−

∂−∂
=

KK

θ

mm

mα KK

θ

αα

)K(Η
ydxd

yx

yvDxvD
mcydxd

yx

yvxv
v r

ˆ̂ˆ̂
22

2

1
ˆˆ

22

2

2

ˆ
ˆˆ

ˆˆ

ˆˆˆˆ
ˆˆ

ˆˆ

ˆˆˆˆ
ˆ    

Et comme (4.2.15), on a  

 (4.2.20)     ( ) ( ) ( ) ( )yvDxvD.ByvDxvD mmm

K

mm −≤− ˆˆˆˆ  

Mais il existe une constante 0)(
22

>= mcc , telle que : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )yvxv.mcyvDxvD αα

mα

mm ∂−∂≤−
=

max
2

 

Et, de (4.2.20), on a  alors  

(4.2.21)   
( ) ( )

( )
( ) ( )

∑ ∫∫∫∫
=

++ −

∂−∂
≤

−

−

mα KK

θ

αα

m

K

KK

θ

mm

ydxd
yx

yvxv
.B.mcydxd

yx

yvDxvD

ˆˆ
22

2

2

2
ˆˆ

22

2

ˆˆ
ˆˆ

ˆˆ
ˆˆ

ˆˆˆˆ
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Mais : yx.ByBxByx
KKK

ˆˆˆˆ −≤−=− , on a alors ; 

yx

B

yx
K

−
≤

− ˆˆ
1  

Et,  de (4.2.19),(4.2.21) , il vient : 

(4.2.22)     
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )













−

∂−∂
=

−

∂−∂
≤

∑ ∫∫

∑ ∫∫

=
+

−−

=
+

+

mα KK

α

αα

K

mα KK

θ

αα

θ

K

m

K)K(Η

dx.dy
yx

yvxv
B

ydxd
yx

yvxv
.B.Bmcv r

ˆˆ
22

2

21

ˆˆ
22

2

222

2

2

ˆ

dét

ˆˆˆ

 

En utilisant les propriétés de changement de variables dans le calcul des intégrales multiples .  

De plus, en utilisant maintenant (4.2.22), il vient  

( ) 221222

ˆ détˆ
(K)ΗK

r

K)K(Η
rr v.B.Bcv

−−+
≤  

D’où le résultat. 

Pour utiliser les propositions 4.2.4, 4.2.5, il convient d’évaluer les normes 1, −

KK
BB  et les 

expressions ( ) ( )1det,det −

KK
BB  en fonction de caractéristiques géométriques des KK ˆet  . Nous 

notons : 

( ) ( )
( ){ }

( ){ }








=

=
==

 ˆ dans contenue boule uneest  ˆ ;  ˆdiamsupˆ

  dans contenue boule uneest   ;  diamsup

ˆdiamˆ    , diam

KSS

KSS

KhKh

K

K

ρ

ρ  

Lemme.4.2.2. Si 0ˆ >ρ  ( ou de même 0>Kρ ), on a les majorations :  

(4.2.23)     
K

1
K

K
K

ρ

h
B      ,

ρ

h
B

ˆ

ˆ
≤≤ − . 

(4.2.24)     ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )K

K
B ,      

K

K
B

KK mes

ˆmes
dét

ˆmes

mes
dét 1 == −    

Démonstration.   Nous pouvons écrire : 

ξB
ρ

B
K

ρξ
K

ˆ
sup

ˆ
1

=
=  

Par définition deρ̂ , il existe une boule de diamètreρ̂ contenue dans K̂ , i.e : 

yxξKy,x,  ρξIRξ ˆˆ  que   telsˆˆˆˆ  avec  2 −=∈∃=∈∀  

Alors : 

( ) ( ) yxbyBbxByBxBξB
KKKKKKK

−=+−+=−= ˆˆˆˆ  
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Avec Kyx, ∈ . Comme Kh désigne le diamètre deK , on a Khyx ≤−  , d’où :      

KK
hBρξ   IRξ ≤=∈∀ ξ   :  ˆ; avec2  

Ainsi
ρ

h
ξB

ρ
B K

K
ρξ

K ˆ
sup

ˆ
1

ˆ
≤=

=

et l’on obtiendrait la seconde inégalité (4.2.23) de manière similaire.   

Les inégalités (4.2.24) sont des conséquences directes des propriétés de changement de variables 

dans les intégrales multiples.  

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le résultat principal de ce paragraphe : 

Théorème.4.2.1. Soit 31et  1,0 ≤<= rm , il existe une constante 0)ˆ( >= Kcc  indépendante de 

h  telle que,  pour tout  l

h
K T∈  et toute fonction ( )KΗv r∈ , on ait : 

(4.2.25)  
(K)Ηm

K

r

K

(K)ΗK rm
v

ρ

h
cvΙv ≤− l  

Où vI
K

l  désigne la fonction teinterpolan-
K

P  de la fonction v  . 

Démonstration. Soit  Ι̂  l’opérateurP̂ -d’interpolation associé à l’élément fini( )∑̂ˆˆ ,P,K ,  par 

définition on a Pppp ˆˆ   ;  ˆˆˆ ∈∀=Ι , d’où grâce à l’inclusion (3.2.3) :  

(4.2.26)      ( )Kppp ˆˆ   :   ˆˆ̂
1

ΡΙ ∈∀=  

Soit alors v̂  une fonction de l’espace ( )KΗ
r ˆ  , on peut écrire : 

( )∑
=

=
3

1

ˆˆˆˆˆ
i

ii
pavvΙ  

Montrons que Î  est un opérateur linéaire continu de( ) ( )KΗKΗ
mr ˆ dans ˆ  . 

L’hypothèse (3.2.3) entraîne que toutes les fonctions de base ( )
3.2.1

ˆ
=ii

p sont dans l’espace ( )KΗ
m ˆ . 

Ainsi :  

( )∑
=

≤
3

1
ˆˆ

ˆˆˆˆˆ
i

)K(Ηii)K(Η
mm

p.avvΙ  

L’inclusion avec injection continue ( )KΗ r ˆ � ( )KC ˆ  entraîne :  

( )
)ˆ(1)ˆ(

ˆˆˆˆ
KKCi rvcvav

Η
≤≤  

D’où : 

∑
=

≤
3

1
ˆˆ1ˆ

ˆˆˆˆ
i

)K(Η)K(Ηi)K(Η
rmm

v.pcvΙ  

Alors, existe une constante ( ) 0ˆ,ˆ,ˆ
22

>= ΣPKcc  telle que :  

)K(Η)K(Η
rm

vcvΙ ˆ2ˆ
ˆˆˆ ≤  
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D’où       

( ) ( )( )K̂,ΗK̂ΗÎ mrL∈  

Et, de relations (4.2.26), l’opérateurΙ̂  vérifie les hypothèses du proposition.4.2.3. Par suite, il existe 

une constante  ( ) 0ˆ,ˆ,ˆ >= ΣPKcc  telle que : 

(4.2.27)      ( )
)K(Η)K(Η

r
rm

vcvΙv,     KHv ˆˆ
ˆˆˆˆˆˆ ≤−∈∀  

Par définition :  

        ( ) ( ) ( ) ( ) v.FvΙ.Fpav.F.pav.FpavvΙ h

KK

h

KK

n

i
iiKi

i
iK

i
ii

Ι==






=== ∑∑∑
=== 1

3

1

3

1

ˆˆˆˆˆˆ  

De la même manière, on démontre que :                  ( )vΙvv̂Ι̂v̂ h

K
−=−   

1ercas : Pour 32,r = ,   le résultat de proposition.4.2.4. donne : 

(4.2.28)    ( )
)ˆ(

2

1
1

1)(
ˆ̂ˆ.dét.

KK

m

KKK mm
vvBBcvv

ΗΗ
ΙΙ −≤− −l    

(4.2.29)    ( )
)(

2

1
1

2)ˆ(
.dét.ˆ

KK

r

KK rr vBBcv
ΗΗ

−≤  

En combinant les inégalités  (4.2.28), (4.2.27) et (4.2.29) et les résultats du lemme4.2.2., on 

obtient la majoration (4.2.25).  

2emecas : Pour INrr ∉<<   avec  31  ; ((4.2.28) reste valable) 

En combinant les inégalités  (4.2.28) et (4.2.27), on obtient :  

( )
)(

2

1
1

3)(
ˆ.dét.

KK

m

KKK rm
vBBcvv

ΗΗ
Ι −≤− l

 

Et, de (4.2.18), on tire : 

( ) ( )
)(

11
2

1
1

4)(
.dét..dét.

KK

r

KK

m

KKK rm
vBBBBcvv

ΗΗ
Ι −+−≤− l

 

En utilisant (4.2.23), (4.2.24), il en résulte : 

( )
( ) )(1

12

1

5)(
.

ˆ
.

mes

ˆmes
.

ˆ
Kr

r

K
m

K

m

KK rm
v

h

K

Kh
cvv

ΗΗ ρρ
Ι +

+









≤− l   , 

Ou encore : 

( )[ ]
( )Σ

ρ
Ι

ΗΗ
ˆ,ˆ,ˆ     où,     

mes
66)(

2

1

1

6)(
PKccv

K

h
cvv

Km

K

r

K

KK rm
=≤−

+
l  

Puisque ( ) 2mes
K

cK ρ≥ , avec (4.1.1), alors ( ) 2

7
mes

K
hcK ≥ , et par conséquent : 

(K)Ηm

K

r

K

(K)Ηm

KK

r

K

(K)ΗK rrm
v

ρ

h
cv

.ρh

h
cvΙv

9

1

8
=≤−

+
l . 
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Théorème.4.2.2. Soit 31 ≤< r , alors il existe une constante ( ) 0ˆ >= Kcc  indépendante de h  telle que :  

(4.2.30)  221 ))((

1

))(( ll

l

l

lll

ΩΗΩΗ
ΙΙ

r
uchuu r

h

−≤−     ( )( )2ll Ω∈∀ r
Ηu   où  ( )lll

hhh
ΙΙΙΙ ,=  

Autrement dit,  0
21 ))((0

lim =−
→ l

lll

ΩΗ
ΙΙ uu

hh
 

Démonstration.  En utilisant la relation (4.2.25), on obtient : 










≤−

≤−

(K)Ηi

K

r

k

(K)ΗiKi

(K)Ηi

r

K(K)ILiKi

r

r

u
ρ

h
cuΙu

uhcuΙu

llll

llll

2

1

1

2

   : 
l

h
K T∈∀  

On a donc  

2

)(2

2

2

2

2

)(

22

1

2

)(1 Ki

K

r

K

Ki

r

KKiKi rr
u

h
cuhcuu

ΗΗΗ ρ
Ι lllll +≤− : 

l

h
K T∈∀  

De (4.1.1), on a 
αρ

h

K

K 1≤  , et de ( )lΩ≤ diam
K

h , il vient : 

( )( )
(K)Ηi

r

K(K)ΗiKi r
uh

α

c
diamcuΙu lllll 22

2

2

222

1

2

1

−












+Ω≤− : 

l

h
K T∈∀  

Ou encore : 

(4.2.31)    
)(

1

3)(1 Ki

r

KKiKi r
uhcuu

ΗΗ
Ι llll −≤− : 

l

h
K T∈∀  

D’où on déduit finalement   

2

1

2

)()( 11 




 −=− ∑
K

KiKiihi
uuuu

ΗΩΗ
ΙΙ llllll

l
 

C'est à dire                                                                                    

)(

1

3

2

1

2

)(

1

3)(1 ll

lllll

ΩΗΗΩΗ
Ι

rr i

r

K
K

Ki

r

Kihi
uhcuhcuu −− ≤




≤− ∑  

Pour 
l

hh
K

≤ , alors pour tout l

hK T∈ , on a   

[ ]2

1
2

)(22

2

)(11))(( 1121 lll

lllllllll

ΩΗΩΗΩΗ
ΙΙΙΙ uuuuuu

hhh
−+−=−  

On en déduit : 

[ ]2

1
2

2

2

1

1

321 )(ΩΗ)(ΩΗ

r

))(Ω(Ηh rr
uuhcuΙΙu

lll

ll

l

lll +≤− −  

D’où l’inégalité (4.2.30). 
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Corollaire.4.2.1. Soient 10 ≤≤ s , 31 ≤< r , alors, il existe une constante ( ) 0, >= rscc  

indépendante de h  telle que : 

(4.2.32)     ( ) ( )22
)(ΩΗ

sr

)(ΩΗh rs
uchuΙΙu

ll

llll −≤−  , ( )( )2ll Ω∈∀ r
Ηu  

Démonstration. On peut écrire : 

( )
2
1

2

2

1

2









−=− ∑ ∑

= ∈i K
(K)ΗiKi)(Ηh

h

ss
uΙuuΙIu

T

llllll

lΩ
  

En utilisant (4.2.25), pour 1.0=m , ainsi que l’inégalité d’interpolation, on trouve :  

S

(K)ΗiKi

S

(K)ILiKi(K)ΗiKi
uΙuuΙucuΙu

S 12

1

1

lllllllll −−≤−
−

 

D’où il découle : 

(K)Ηi

sr

K(K)Ηi

)s(rs)r(

K(K)ΗiKi rrS
u.hcu.hcuΙu lllll −−+− =≤−

2

11

2
 

Corollaire.4.2.2. Soit 
2

5

2

1 ≤< r , alors il existe une constante ( ) 0>= rcc  indépendante de h  

telle que : 

(4.2.33)     
)(ΓΗ

r

)(ΓΗh)(ΓILh rλchλiλhλiλ
33

2

1

3
2

2

1

≤−+− ll  ;  ( )
3

ΓΗ∈∀ rλ  

Enfin,  0lim
3

2

1 =−
+∞→ )(ΓΗhh

λiλ
l  

Démonstration. Nous utilisons dans la démonstration l’extension définie sur ( )
3

Γr
Η  par : 

( ) ( )




 Ω→Γ

+

ψψ l

ll

a R

ΗΗ:R
rr 2

1

3  

Posons λll Rv = , on a   

( ) ( ) λiλvΙvλiλRvΙv
hhhh

llllllllll −=−−=− η    ,    

D’après le théorème du trace on a : 

)(h)(h)(h)(ILh
vvcivvci

ll

llllllll

ΩΗΓΗΩΗΓ
Ι−≤−Ι−≤−

1
3

2

1

2

1

3
2 21

et    λλλλ     

Et donc : 

(4.2.34)   
)(ΩΗh)(ΩΗh)(ΓΗh)(ΓILh

vΙvhcvΙvcλiλhλiλ
ll

llllllll

12

1

3
2

1

3
2

2

1

21

2

1

−+−≤−+−  

Pour 2
1

2
1 et    1, += rs , en utilisant (4.2.30), il vient :  
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 (4.2.35)     








≤−

≤−

+

+

−

)(ΩΗ

r

)(ΩΗh

)(ΩΗ

r

)(ΩΗh

r

r

vhcvΙv

vhcvΙv

ll

ll

llll

llll

2
1

2
1

1

2
1

2

1

4

3

 

Et, de (4.2.34), (4.2.35), on tire : 

)(ΩΗ

r

)(ΩΗ

r

)(ΩΗ

r

)(ΓΗh)(ΓILh
rrr vhcvhcvhcλiλhλiλ lll

ll

2
1

2
1

2
1

3
2

1

3
2 876

2

1

+++ ≤+≤−+−  

De plus, en utilisant la  continuité delR , on déduit finalement  

)(ΓΗ

r

)(ΓΗh)(ΓILh rchλiλhλiλ
33

2

1

3
2

2

1

λ≤−+− ll

 

Remarque.4.2.2. Soient
2

5

2

1 ≤< r , 
2

1
0 ≤≤ s , alors existe une constante ( ) 0, >= srcc  indépendante 

de h  telle que, pour ( )
3

Γ∈ r
Ηλ , on ait : 

)(ΓΗ

r

)(ΓΗh)(ΓΗ

r

)(ΓILh rr λchλiλλchλiλ
3

2
1

3
2

1

33
2

et     
−

≤−≤− ll  , 

On déduit que                

( )
2
1

3
2
1

33
2

3 LL
et      ,

−













 ≤−≤− r

)(Γ),Η(ΓΗh

r

)(Γ),IL(ΓΗh
chiΙchiΙ

rr

ll  

On applique le théorème d’interpolation, on a     

( ) ( )( )
33

L Γ,ΗΓΗiΙ
sr

h
∈− l

 

De plus :      

( ) ( )
s

)(Γ),Η(ΓΗh

s

)(Γ),IL(ΓΗh)(Γ),Η(ΓΗh rrsr
iΙ.iΙiΙ

221

3
2
1

33
2

333 LLL














−
−−≤− lll  

On a alors :       

( ) ( ) ( ) sr
s

rsr

)(Γ),Η(ΓΗh
chh.hciΙ

sr

−−−
=≤−

221
2
1

33L

l

 

D’où : 

)(ΓΗ

sr

)(ΓΗh rs
λchλiλ

33

−≤− l

 

Ou encore sous forme plus générale, pour toute ( )
3

Γ∈ r
Ηψ , on ait : 

 (4.2.36)    
)(ΓΗ

sr

)(ΓΗh rs
ψchψiψ

33

−≤− l

. 

3. Estimation de l’erreur des solutions approchées par projection:  

Théorème.4.3.1. Si 
2

5
0 ≤≤ r . Alors il existe une constante ( ) 0>= rcc  indépendante de h  , telle 

que, si ( )
3

Γ∈ r
Ηλ , on ait :  
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(4.3.1) 
)(ΓΗ

r

)(ΓILh)(ΓΗh rλchλπλλπλh
33

2
3

2
12

1

≤−+− −

− ll      

Démonstration. La démonstration se faite par deux étapes : 

1èreétape : On vérifie que :  

(4.3.2)        
)(ΓΗ

r

)(ΓILh rλchλπλ
33

2
≤− l

 ;  

En utilisant la propriété de projection, ( )
3

0 Γ∈ l

h
W ,  il vient :  

(4.3.3)   
)(ΓIL)(ΓILh

λλπλ
3

2
3

2
≤− l

 

De même la propriété  de projection avec ( )
3

Γ∈ ll

hh
Wi λ , entraîne : 

)(ILh)(ILh
i

3
2

3
2 ΓΓ

−≤− λλλπλ ll  

En utilisant l’inégalité (4.2.33), pour  
2
5=r , il résulte :   

)()(ILh
hci

3
2
52

5

3
2 2 ΓΗΓ

≤− λλλ l
 

Par ailleurs : 

(4.3.4)     
)(Η)(ILh

λhcλπλ
3

2
52

5

3
2 2 ΓΓ

≤− l

 

En combinant les inégalités (4.3.3) ,(4.3.4), il en découle : 

( )
2
5

3
2

3
2
5

3
2

3
2 2LL

et      ,1 hcΙΙ
)(),IL(Ηh)(IL,)(ILh

≤−≤−













ΓΓΓΓ

ll ππ  

On applique le théorème d’interpolation, on a  

( ) ( )( )
3

2

3
L ΓΓ∈− ,ILΗπΙ

r

h

l  

De plus si θ
2

5=r , on a  

( ) ( )
θ

)(Γ),IL(ΓΗh

θ

)(Γ),IL(ΓILh)(Γ),IL(ΓΗh
πΙ.πΙπΙ

r















−
−−≤−

3
2

3
2
5

3
2

3
2

3
2

3 LLL

1
lll  

Ou encore : 

( )
r

θ
θ

)(Γ),IL(ΓΗh
hchcπΙ

r 22

1 2
5

3
2

3

1
L

=




≤− −l  

D’où l’inégalité (4.3.2). 

2emeétape : on démontre que : 

(4.3.5)   
)(Η

r

)(Ηh rλchλπλ
3

2
1

3
2
1

Γ

+

Γ
≤− −

l

 : 

On utilise (3.4.5) pour qhh
lπµ = , on a donc  
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32
1

2
1

32
1

2
1

    
Γ−Γ−

−−=−
,,hh,,h

qπq,λπλq,λπλ
lll  

On a alors  

)(Η

,,hh

)(ΓΗq

)(Ηh q

qπq,λπλ
λπλ

3
2
1

32
1

2
1

3
2
13

2
1

  
sup

0 Γ

Γ−

∈≠

Γ

−−
=− −

ll

l  

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on a : 

 (4.3.6)      
)(Η

)(ILh

)(Ηq

)(ILh)(Ηh q

qπq
.λπλλπλ

3
2
1

3
2

3
2
13

2
3

2
1

0

sup
Γ

Γ

Γ∈≠
ΓΓ

−
−≤− −

l

ll  

Moyennant (4.3.2) avec 
2
1=r

, on a donc :  

( )
31

2
1

3
2
12

1

3
2

   :   Γ∈∀≤−
ΓΓ

Ηqqhcqq
)(Η)(ILh

lπ  

C'est à dire   

2
1

3
2
1

3
2

3
2
1

1

0

sup hc
q

qπq

)(Η

)(ILh

)(Ηq

≤
−

Γ

Γ

Γ∈≠

l

 

Maintenant de (4.3.6), on tire   

)(ILh)(h
hc

3
2

2
1

3
2
1

1 ΓΓΗ
−≤− − λπλλπλ ll

 

Et, on utilise encore (4.3.4), on conclut (4.3.5).     

En combinant les inégalités (4.3.2) et  (4.3.5), on obtient la majoration (4.3.1).     

Remarque.4.3.1. Soient 
2

5
0 ≤≤ r  , 0

2

1 ≤≤− s .Alors il existe une constante, ( ) 0, >= srcc  indépendante 

de h   telle que, si ( )
3

Γ∈ rHλ , on ait : 

)(Η

sr

)(Ηh rs
λchλπλ

33
Γ

−

Γ
≤− l

. 

En effet, soit 12 −= sθ , on a  

( ) ( )
θ

Hh

θ

ILh)(Ηh
λπλλπλλπλ

s

−

ΓΓΓ
−−−≤−

1

3
2
1

3
2

3

lll

 

D’où le résultat en utilisant les inégalités (4.3.2), (4.3.5). 

Ou encore sous forme plus générale :   

(4.3.7)     ( )
333

Γ∈∀≤−
ΓΗ

−

ΓΗ

r

)(

sr

)(h
Η,ch rs

ψψψπψ l  

Remarques.4.3.2. 

1. En tenant compte du fait que [ ] 0≤u.η sur
3
Γ , il résulte 
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(4.3.8)  [ ]
3

sur    0 Γ≤u.ηi
h

l  

2. D’après la définition de l’opérateur d’interpolation surfacique ψψ l
a

h
i , alors pour toute 

( )l

i
ΤCψ ∈ , on ait : 

                       
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )









≤+≤

+≤

∞∞

+
∞

∈

+
Τ∈

Τ

)T(ILii
Tx

)T(IL

iii
x

)(ILh

i
i

i

i

i
i

xxsup.

x.xx.xi

l

l

l

l
l

ll

lllll

ψϕϕψ

ϕψϕψψ
11

sup
 

D’où : 

(4.3.9)   
)(ΤIL)(ΤILh ii

ψψi ll

l

∞∞ ≤   

                                                                     

        Figure5. Graphe des fonctions                                        1 
l

iϕ
              l

1+iϕ  

        de base du Lagrange ( )
l

l

hi Ni ,0=
ϕ  telles que :                                                          

                       

( )














Γ≤⋅

+=∀≤≤⋅

=⋅

∑

∑

+

=
Γ

+

=

3

1

0

1

0

mes

1010

1

3
2

l

l

l

ll

l

h

h

N

i
)(ILi

hh

N

i
i

N,i:

ϕ

ϕ

ϕ

.                                l 1−ix      l
ix             l1+ix           l

2+ix  

Proposition.4.3.1. Si 10 ≤≤ r , Alors il existe une constante ( ) 0>= rcc  indépendante de h  , telle 

que :  

(4.3.10)    
)(ΓΗ

r

)(ΓILh rλhλΠλ
33

2 l

l ≤−  ;  ( )
3

Γ∈∀ r
Ηλ  

Démonstration. Comme l’epace ( )
3

1 ΓC  est dense dans ( )
3

1 ΓH ,  il suffit d’établir ces résultats pour 

( )
3

1 Γ∈Cλ  ; 

1eretape : Lorsque ( )
3

0 Γ∈ l

h
X , on ait :  

)(IL)(ILh
λλΠλ

3
2

3
2

0
ΓΓ

−≤− l  , 

D’où 

(4.3.11)   
)(IL)(ILh

λλΠλ
3

2
3

2 ΓΓ
≤− l

 

2èmeétape : On vérifie qu’il existe un élément l

ii
Ta ∈  tel que :  

(4.3.12)       ( ) ll

ihi
TλΠaλ sur    =   

Si on suppose que cette égalité est fausse, c'est-à-dire :     

( ) λΠxλTx
hi

ll ≠∈∀  :  
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Puisque la fonction  λ  est continue sur liT , on suppose par exemple que alors λλ l

hΠ>  sur l

iT  

Soit ( ) l

l h
Tx

Xmxλ
i

∈=
∈

inf ,   on a  ll

ih
T:λΠmλ sur≥≥   

On a alors 

( ) ( ) ll

ih
Txλ   Πxλmxλ ∈∀−≤−≤0  

On déduit que  

 

 

Puisque ( )
3

Γ∈ l

h
Xm , le résultat d’unicité dans le théorème de projection, entraîne que 

ll

ih
TmλΠ sur    = , ou encore  ( ) λΠxλ

hTx i

l

l
=

∈
Inf  

Et puisque la fonctionλ  est continuité sur
3

Γ , alors il existe un élément l

i
Τx∈  tel que  

( ) ( )xλxλ
iTx l∈

= Inf , ou encore ( ) λxλ
h

lΠ=  

Ce qui contredit la supposition. 

3èmeétape : on  vérifie que :  

(4.3.13)    
)(TΗ)(TILh ii

λhλΠλ 12
≤− l  ;  

Soit la fonction Φ  définie sur l

i
T  par : 

( ) ( ) ( )xλΠxλx
h

l−=Φ  

De (4.3.12),  ( )
3

1 Γ∈ Cλ , on tire : 

( ) ( ) l

i

x

a

Tx :    dssλ'x
i

∈∀=Φ ∫  

On a, grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz :          

( ) ( ) ( )
2

1

2

1

2




























≤≤Φ ∫∫∫

lll
iii TTT

ds.dssλ'dssλ'x    ;  l

iTx∈∀  

C'est à dire   

( )
)(TΗ i

λhx l1
2
1

≤Φ  ;  l

iTx∈∀  

Par intégration relativement à la variable l

i
Tx∈ , on obtient : 

( ) 2222

11 )(TΗ

T
)(TΗ

T
i

i

i

i

λhdx.λh.dxx ≤≤Φ ∫∫  

)(TILh)(TIL
ii

λΠλmλ
ll

l

22 −≤−
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D’où on déduit :   

)(TΗ)(TIL ii
λh 12 ≤Φ  

D’où l’inégalité (4.3.13) . 

4emeétape ;  résulta  

On utilise l’inégalité (4.3.13), on a alors : 

2

1

1

0

2
2

1

0

2

12
3

2












≤












−=− ∑∑

−

==

l

l

l

l

ll
h

i

h

i

N

i
)(TΗ

N

i
)(TILh)(ΓILh

λhλΠλλΠλ  

D’où l’inégalité : 

(4.3.14)     
)(ΓΗ)(ΓILh

λhλΠλ
3

1
3

2
≤− l  

En combinant les inégalités (4.3.11) ,(4.3.14), on déduit que 

( ) ( ) hΠΙΠΙ
)(Γ),IL(ΓΗh)(ΓIL,)(ΓILh

≤−≤−
3

2
3

1
3

2
3

2 LL
et      ,1 ll  

On applique le théorème d’interpolation, on a  

( ) ( )( )
3

2

3
L ΓΓ∈− ,ILΗΠΙ

r

h

l  

De plus : 

( ) ( ) ( )
r

)(Γ),IL(ΓΗh

r

)(Γ),IL(ΓLh)(Γ),IL(ΓΗh
ΠΙ.ΠΙΠΙ

r
3

2
3

1
3

2
3

2
3

2
3 LLL

1
lll −−≤−

−
 

Ou encore : 

( ) ( ) rrr

)(Γ),IL(ΓΗh
hhΠΙ

r
=≤− −11

3
2

3L

l  

D’où l’inégalité (4.3.10). 

Ou encore sous forme plus générale, pour toute ( )
3

Γ∈ rHψ , on ait :                          

(4.3.15)  
)(ΓΗ

r

)(ΓILh rψhψΠψ
33

2 l

l ≤−  où   10 ≤≤ r . 

4. Estimation de l’erreur des solutions approchées par discrétisation quadratique 

Théorème.4.4.1. Pour ,*l

hh QM = , 10 << ν . Soient( )
hh

u λ,  la solution de P h
m  et( )λ,u  la solution de 

Pm  avec ( )
2

2
3






∈

+ ll ΩΗ v
u , alors on a l’estimation d’erreur : 

(4.4.1)     ( ) 22
1

3
2
1

ν

hucλλuu
)(ΓΗhh

+
≤−+− −   

Où ( )uc  est une constante linéairement dépendante de 2,1;
22

3

))((
=+ l

l

l

ΩΗ
vu   

Démonstration. On utilise l’estimation (4.2.6), avec la notation ( )2211 , uuIu
hhh

ΙΙΙΙ =  , alors : 
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{ ( )( )[ ] ( )( )[ ] }2
1

2
1

3
2
1

3
2
1 0,max0max ,,λub,u,λbλπλuΙucλλuu

hh)(ΓΗhh)(ΓΗhh
++−+−≤−+− −−

l  

Et, de (4.2.30), (4.3.5) et (4.1.1), on tire : 

(4.4.2)   ( ){ ( )( )[ ] ( )( )[ ] }2
1

2
1

2
1

3
2
1 0max0max ,,λub,u,λbhuccλλuu

hh

ν

)(ΓΗhh
++≤−+−

+
−  

1èreétape : 

(4.4.3)   ( ) [ ] [ ] [ ]( ) [ ]∫∫∫
ΓΓΓ

Γ+Γ−=Γ=
333

333
du.η.iλdu.ηiu.η.λdu.η.λu,λb

hhhhhh

ll  

D’après (3.1.5.b) on a [ ]  sur  0
3

Γ≤η.ui
h

l , et donc [ ] ll

hh Qui ∈− η. , et par conséquent, en utilisant le 

théorème1.4.1  pour ,*l

hhh
QM =∈λ  il vient : 

[ ] 0
3

3
≤Γ∫

Γ

d.ui
hh

ηλ l

 

Et de (4.4.3) , on tire :  

( ) [ ] [ ]( )∫
Γ

Γ−≤
3

3
du.ηiu.ηλu,λb

hhh

l  

D’où l’on déduit : 

( ) [ ] [ ]( ) ( ) [ ] [ ]( )∫∫
ΓΓ

Γ−−+Γ−≤
33

33
d.ui.u.d.ui.u,ub

hhhh
ηηλληηλλ ll  

Ou encore : 

(4.4.4)       ( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]
)(Ηh)(Ηhhh

u.ηiu.η.λλdu.ηiu.ηλu,λb
3

2
1

3
2
1

3

3 ΓΓ
Γ

−−+Γ−≤ −∫
ll     

En prenant [ ]ηψ .u=  dans (4.2.36), il vient : 

(4.4.5)   [ ] [ ] [ ]
)(Η

v

)(Ηh vu.ηchu.ηiu.η
3

1
2
1

3
2
1

Γ

+

Γ
+≤− l

   

En appliquant l’inégalité de Cauchy Schwartz, on conclut       

[ ] [ ]( ) [ ] [ ]
)(ILh)(ILh

u.ηiu.η.λdu.ηiu.ηλ
3

2
3

2

3

3 ΓΓ
Γ

−≤Γ−∫
ll

 

Et de (4.4.5), on a  

[ ] [ ]( ) [ ]
)(IL)(ΓΗ

ν

h
λ.u.ηchdu.ηiu.ηλ ν

3
2

3
1

3

1

3 Γ

+

Γ

+≤Γ−∫
l

 

On utilise le théorème de trace, on a alors 

[ ]
)(Η)(Η)(Η)(Η vvvν .ηu.ηu.ηu.ηuu.η

3
1

3
1

3
1

3
1

22112211

ΓΓΓΓ ++++ +≤+=  

D’où  

[ ]
))((Η))((Η)(Η

vvν ucucu.η
22

3
12

3

3
1

2

2

1

1 ΩΩΓ
+++ +≤  
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C'est à dire  

(4.4.6)   [ ] ( )ucu.η
)(Η

ν ≤
Γ+

3
1    

On applique l’inégalité (4.1.1) pour 2
3=r , on obtient   

22
3

3
2

))(()(Γ l

l

Ω
≤

ΗIL
ucλ  

De plus, en utilisant le théorème d’injection continue ( )lΩ
+v

Η 2
3

� ( )lΩ2
3

Η , on a   

(4.4.7)    ( )ucλ
)(IL

≤
Γ3

2  

Moyennant (4.4.4)-(4.4.7), on a alors ; 

(4.4.8)    ( ) ( ) ( ) 




 +−≤ +

Γ

+
−

v

)(Ηh

v

h
hucλλhucu,λb 1

3
2
12

1

                                       

2emeétape :  

Compte tenant de )(; ησλλ −=≥ 0 , [ ]
3

sur  0 Γ≤ηπ .u
hh

l , il résulte  

[ ] 0
3

3
≤Γ∫

Γ

d.ηuλπ
hh

l

 

Ainsi  

( ) [ ] [ ] [ ]( ) [ ]∫∫∫
ΓΓΓ

Γ+Γ−=Γ=
333

333
d.ud.u.ud.u,ub

hhhhhhh
ηλπηπηληλλ ll  

On obtient : 

(4.4.9)    ( ) [ ] [ ]( )∫
Γ

Γ−≤
3

3
d.u.u,ub

hhhh
ηπηλλ l   

Soit ( )3=+lll ',' , en utilisant  (3.4.5) et   ( ) ( )( )llllllll .ηu.ηuπΓW.ηu
hhhhh

=∈ ;
3

 , on trouve  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0et0
33

33

=Γ−=Γ− ∫∫
ΓΓ

d.ηuπ.ηuλπd.ηuπ.ηuλ ''

hh

''

hhhhh

lllllllllll

 

De plus, en utilisant (4.4.9), on a alors   

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
33

33

Γ−−≤Γ−≤ ∫∫ d.ηuπ.ηuλπλd.ηuπ.ηuλ,λub ''

hh

''

h
Γ

h
Γ

''

hh

''

hh

lllllllllll

 

C'est à dire    

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
33

33

dΓ.ηuπ.ηuλπλdΓ.ηuuπ.ηuuλπλ,λub ''

h

''

Γ

h

'''

hh

'''

h
Γ

hh

llllllllllllll −−+−−−−≤ ∫∫  

D’où on déduit que 

( ) ( ) ( ) ( )
)IL²(Γ

''

h

''

)IL²(Γh)IL²(Γ

''

h

'

h

''

h

'

)IL²(Γhh
.ηuπ.ηu.λπλ.ηuuπ.ηuu.λπλ,λub

3333

llllllllllllll −−+−−−−≤  

En utilisant relation (4.3.7), il en découle  

( ) ( )
)(ΓΗ

''

)(ΓΗ

v

)(ΓΗ

''

h

'

)(ΓΗ

v

h vvv .ηu.λ.c.h.ηuu.λ.c.h,λub
3

1
33

2
1

3

2
1

21

+

++
+−≤ lllll
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En appliquant le théorème de trace avec l’inégalité (4.1.1), on obtient 

( ) ( ) ( ) 22
3

21

2
1

21

))(Ω(Η

v

))(Ω(Η

'

h

'v

h 'v
'

u..hucuu..huc,λub ll

ll
+

++
+−≤  

On a alors  

( ) ( ) ( )( ) v

h

v

h
.hucuu..huc,λub 2122

1
++

+−≤  

C'est à dire  

(4.4.10)   ( ) ( ) ( )




 +−≤ ++ v

h

v

h
hucuuhucub 21..., 2

1

λ   

3èmeétape : 

En utilisant (4.4.2), (4.4.8) et (4.4.10), on a alors ;  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2

1

212

1

1 2
1

3
2
12

1
2
1

3
2
1












 +−+










 +−+≤−+− +++++

−−
v

h

vv

)(ΓΗh

vv

)(ΓΗhh
hucuuhuchucλλhuchucλλuu  

En utilisant l’inégalité ².
4

1
².. baba

ε
ε +≤ , pour 22

1
2 .

vv

hd
+=ε , avec ( ){ }l

l
Ωdiammax

2,1=
=d , il en découle   

( ) ( )

( ) ( ) ( )











+−






++

+−






++≤−+−

+
+

+

++
−−

2

2
3

2
1

2
22

1
2

2

22
1

3
2
1

2

22
1

22
1

3
2
1

4

1

4

1

4

1
                                                

4

1

v

vv

vv

v

v

v

vv

d

h
ucuu

d

h
.hduc

d

h
.uc

λλ
d

h
.hduchucλλuu

h

)(ΓΗh

v

)(ΓΗhh

 

Ou encore : 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
3

2
1

2
1

22
1

3
2
1

2

4

1
1

vv

v

huchuchucλλuu
d

h v

)(ΓΗhh

+++
++≤−+−





















− −  

Et du fait que ( ){ } dh ≡≤
=

l

l
Ωdiammax

2,1
 , il en résulte :  

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )






















 ++≤





 ++≤

++≤

−+−




















−≤−+−






 −

++

+++

−−

vv

v

)(ΓΗhh)(ΓΗhh

ddhuchhhuc

huchuchuc

λλuu
d

h
λλuu

vvvv

vv

v

222
1

222
1

2
3

2
1

2
1

22
1

3
2
1

2

3
2
1

11                                                     

                                                     

4

1
1

4

1
1

 

D’où l’inégalité (4.4.1). 

Théorème.4.4.2. Soit ,*l

hh QM = , 1
2

1 << ν . Soient( )
hh

u λ, la solution de P h
m   et ( )λ,u  de Pm  avec 

( )
2

2
3






∈

+ ll ΩΗ v
u ; Alors, on a l’estimation d’erreur : 
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(4.4.11)     ( ) v

hh
hucuu

+
≤−+− −

2
1

3
2
1

)(ΓΗ
λλ  

Où ( )uc  est une constante linéairement dépendante de 2,1;
22

3

))((
=+ l

l

l

ΩΗ
vu   

Démonstration. L’hypothèse 12
1 << ν  et le théorème de Sobolev entraînent l’injection continue 

( )lΩ
+v

Η 2
3

� ( )lΩ1

b
C ,   ce qui implique que ( )( )21 ll Ω∈

b
Cu . En appliquant le théorème de trace, on 

trouve[ ] ( )
3

1 Γ∈ +v
Η.uη , et par conséquent [ ] ( )

3

1 Γ∈ Cu.η . 

Et puisque ( )2r
3

2

3
r

)(ΩΗ)(ΓΗ
ucλ

l

l≤− ,  on a alors ( )
3

Γ∈ v
Ηλ . 

Ceci, en utilisant l’injection continue ( )
3

Γv
Η � ( )

3
ΓC , nous permet de déduire queλ est continue sur 

3
Γ  . 

On note par : 

* ( )hN
1

  le nombre des iT ( ( )hNi
1

1 ≤≤ ) dans l

h
T  sur

3
Γ  tel que[ ] 0<u.η  et [ ]η.u =0 sur iT ; 

* ( )hN
2

le nombre  des segments 'iT ( )(1 2 hNi ≤≤ ) dans l

h
T sur

3
Γ  et tel que[ ] 0<u.η  sur 'iT  ; 

* ( )hN
3

 le nombre des segments "iT ( )(1 3 hNi ≤≤ ) dans l

h
T  sur

3
Γ  et tel que [ ]η.u =0  sur "iT .     

           [ ]η.u  

 

                        iT                          'iT                       "iT                                                   

                       [ ] 0.
'
<

iT
uη                                [ ] 0.

''
=

iT
uη                                                                                                 

                                                                                                                    
               
 

Figure 5. Segments 
iT , 'iT et "iT  

 
1èreétape : Estimation de [ ] ( ) : 1     , .

1∫ ≤≤
iT

h
hNidxui ηλ l   

On a :  

[ ] [ ] ∫∫ ∞∞≤
i

ii

i T
)(TILh)(TIL

T
h

dxu.ηiλdxu.ηiλ ll  

D’où : 

[ ] [ ]
)(TILh)(ΓIL

T
h

i
i

u.ηi.λhdxu.ηiλ ∞∞≤∫
l

l

l

3
 

Mais :  

[ ] [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )
)(TILii)(TILii

)(TIL

j

N

j
j)(TILh

ii

i

h

xu.ηxu.ηxu.ηu.ηi ∞∞

∞

∞ ++

+

=

+≤= ∑ 11

1

03

ϕϕϕ lll

l
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Ceci, en utilisant les inégalités  

[ ]( ) [ ] ( ) ( ) ( ) 1       ,
1

≤+≤ ∞∞∞ +
iii TILiTILiTILj

.ux.u ϕϕηη l  

Entraîne :  

[ ] [ ]
)(TIL)(TILh i

u.ηu.ηi ∞∞ ≤
3

l

 

On en déduire que  

(4.4.12)   [ ] [ ]
)(TIL)(TILl

T
h ii

i

u.ηλhdxu.ηiλ ∞∞≤∫
l

 

Puisque [ ]
3

sur    0.. Γηλ =u , alors il existe un élément ii Ty ∈   tel que ( ) 0=
i

yλ , et par conséquent en 

utilisant la continuité deλ sur 
3

Γ , on a alors  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
1

2
1

supsupsup
−∈≠

−

∈∈ −

−
≤−==∞

v
Tyx

v

li
TxTx

)(TL
yx

yλxλ
hyλxλxλλ

iii
i

 

D’où  

(4.4.13)   
)(TC

v

l)(TIL i

,v

i
λhλ 2

10
2
1

−∞

−≤  

La définition de iT  nous permet de conclure qu’il existe [ ]( ) 0   que    tel =∈ iii zu.ηTz ,  où [ ] ( )
3

1
ΓCu.η∈  

et d’après le théorème des valeurs moyennes, on  pour iTx∈∀  , iTx ∈∃  tel que :   

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )x.uDxzx.uz.ux.ux.u ii ηηηηη 1−≤−=−=  

On a alors                    

[ ]( ) [ ]     :   1

i)T(ILi
Tx.uDxzx.u

i

∈∀−≤ ∞ηη  

D’où il vient  

(4.4.14)   [ ] [ ]
)(TILl)(TIL

ii
u.ηDhu.η ∞∞ ≤ 1

   

De plus, il existe un élément ii Tx ∈ , [ ]( ) 01 =
i

xu.ηD ( ix est un valeur maximale de [ ]η.u ), tel que  

[ ] [ ]( ) [ ]( )
i

Tx)(TIL
xu.ηDxu.ηDsupu.ηD

i
i

111 −=
∈

∞
 

On déduit alors : 

[ ] [ ]( ) [ ]( )
2
1

2
1

11

1

−∈≠

−

−

−
≤∞ v

Tyx

v

)(TIL
yx

yu.ηDxu.ηD
suphu.ηD

i
i

 

C'est à dire    [ ] [ ]
)T(C

v

)T(IL i

v,

i

.uh.uD 2
11

2
1

1
−

∞

−
≤ ηη  

Et, de  (4.4.12), (4.4.13) et (4.4.14), on tire :  
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[ ] [ ] [ ]

[ ]








≤

≤≤

−−

∞
−∞∞

−−

−

∫

)(TC

v

)(TC

v

)(TIL)(TC

v

)(TIL)(TIL
T

h

i

v,
i

v,

ii

v,

ii

i

u.ηDh.h.λh.h

u.ηDh.λh.hu.ηλhdxu.ηiλ

2
11

2
1

2
10

2
1

2
10

2
1

1

1

                     

l

l

 

Il en résulte : 

(4.4.15)  [ ] [ ]
)()(

21
2
1

,1
2
1

,0 ...
i

v

i

v

i

TCTC

v
l

T

h uhdxui −−
+≤∫ ηληλ l    

2èmeétape : Estimation de [ ] ( )∫ ≤≤
'T

h

i

hNidxu.ηiλ
2

1;l         

Sur 'Ti  ,  on [ ] 0<
'Ti

.uη , et comme [ ] 'T,.u
i

sur0 donc 0 == λησ
η

, on alors : 

(4.4.16) [ ] ( )∫ ≤≤=
'T

h

i

hNi;dxu.ηiλ
2

10l

   

3èmeétape : Estimation de [ ] ( )∫ ≤≤
"T

h

i

hNidxu.ηiλ
3

1;l

         

Sur "Ti  on a [ ]  0=η.u , et donc [ ] "T.ui
ih

sur 0=ηl , d’où il vient : 

 (4.4.17) [ ] ( )∫ ≤≤=
"T

h

i

hNidxu.ηiλ 31;0l  

4emeétape :  

En utilisant (4.4.15), (4.4.16) et (4.4.17), il en résulte : 

[ ] [ ]( ) [ ]( ) [ ]
( )

∫ ∑∫
=

+
−−≤−=−

3

1

2
11

2
10

3
0

21

Γ

hN

i
)(TC)(TC

v

Γ

hh i

,v

i

,v u.η.λhdxu.ηiλdxu.ηiu.ηλ
l

ll  

On obtient alors  

[ ] [ ]( ) ( ) [ ]
)()(

21

1 3
2
1,1

3
2
1,0

3

...
ΓΓ

Γ

ηληηλ −−
+≤−∫ vv

CC

v

h
uhhNdxuiu

l

l  

Les inclusions continues de Sobolev ; ( )
3

ΓΗ v  � ( )
3

,0
2
1

Γ
−v

C  et ( )
3

1
ΓΗ

v+  � ( )
3

,1
2
1

Γ
−v

C  entraînent :    

(4.4.18)   [ ] [ ]( ) ( ) [ ]
)(ΓΗ)(ΓΗ

v

Γ

h vv uηλhhcNdxuηiuηλ
3

1
3

3

21

1 +
+≤−∫ l

l  

On applique l’inégalité (4.2.36), pour [ ]ηψ .u= , on a  

[ ] [ ] [ ]
)(ΓΗ

v

)(ΓΗh vu.ηchu.ηiu.η
3

1
2
1

3
2
1 +

+≤− l  

De plus, on utilise les inégalités (4.4.8) et (4.4.9), on a alors   

[ ] [ ] ( ) 2
1

3
2
1

+
≤−

v

)(ΓΗh
hucu.ηiu.η l  

Et, de (4.4.4), (4.4.18), (4.4.8) et (4.4.9), on tire :  
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( ) ( ) ( ) 




 +−≤ ++

−
v

)(ΓΗh

v

h
hucλλhucu,λb 21

3
2
12

1

 

Et, en utilisant (4.4.2) et (4.4.10), il vient :   

( ) ( ) ( )

( ) ( )






















 +−+












 +−+≤−+−

++

+++
−−

2

1

21

2

1

21

2
1

3
2
12

1
2
1

3
2
1

                                          v

h

v

v

)(ΓΗh

vv

)(ΓΗhh

hucuuhuc

hucλλhuchucλλuu
 

D’après l’inégalité ²
.4

1
².. baba

ε
ε +≤ , pour v

h
+= 2

1

ε , on a     

( ) ( ) ( ) ( ) v

h

v

)(ΓΗh

vv

)(ΓΗhh
h

uc
uuhucλλhuchucλλuu

++++
+−++−++≤−+− −−

4
1

2
1

3
2
12

1
2
1

3
2
1

44

1

4

1
 

D’où l’estimation (4.4.11). 

5. Estimation de l’erreur des solutions approchées par discrétisation linéaire 

Théorème.4.5.1. Pour ,*l

hh
LM = 21,=l , 10 << v  . Soient ( )

hh
u λ, ,  ( )λ,u  deux solutions de  P h

m ,  Pm  

respectivement ( )2
)(2

3
ll Ω∈ +v

Ηu , alors, on a l’estimation : 

(4.5.1)      ( ) 22
1

3
2
1

v

hucλλuu
)(ΓΗhh

+
≤−+− −  

Où ( )uc  est une constante linéairement dépendante de 
212

3
1

))(Ω(Η
vu +  et de 

222
3

2

))(Ω(Η
vu +   

Démonstration.  

1erétape : Estimation de ( )
h

ub λ,   

( ) [ ] [ ] [ ]( ) [ ]∫∫∫
ΓΓΓ

+−==
333

dxu.ηiλdxu.ηiu.ηλdxu.ηλu,λb
hhhhhh

ll  

En utilisant la première inégalité de (3.1.5.b), on a  [ ] [ ]( )  0..
1

0

≤= ∑
+

=

l

lll
hN

j
iih

xuui ϕηη    

Ce qui implique que    [ ] ll

hh
Lui ∈− η.        

De plus le théorème3.4.1, donne ,*l

hhh
LM =∈λ , d’où finalement : 

[ ]∫
Γ

≤
3

0dx..ui.
hh

ηλ l  

Par ailleurs : 

( ) [ ] [ ]( )∫
Γ

−≤
3

dx.ui.u,ub
hhh

ηηλλ l  

On obtient alors : 

( ) [ ] [ ]( ) ( ) [ ] [ ]( )∫∫
ΓΓ

−−+−≤
33

dxu.ηiu.η.λλdxu.ηiu.ηλu,λb
hhhh

ll  
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On déduit que  

(4.5.2)       ( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]
)(Ηh)(Ηhhh

.ui.u.dx.ui.u,ub
3

2
1

3
2
1

3

ΓΓ
Γ

−−+−= −∫ ηηλληηλλ ll  

En appliquant l’inégalité de Cauchy Schwartz, on a       

[ ] [ ]( ) [ ] [ ]
)(ILh)(ILh

u.ηiu.η.λdu.ηiu.ηλ
3

2
3

2

3

3 ΓΓ
Γ

−≤Γ−∫
ll  

En prenant [ ]ηψ .u=  dans (4.2.36), il vient :  

[ ] [ ] [ ]
)(Η

v

)(ILh vu.ηchu.ηiu.η
3

1
3

2

1

Γ

+

Γ
+≤− l  

En combinant les deux inégalités précédentes, on en déduit : 

[ ] [ ]( ) [ ]
)(Η

v

)(Η

v

h hv λ.hu.ηchdu.ηiu.ηλ
33

1

3

1

3 ΓΓ

+

Γ

+≤Γ−∫
l  

Ou encore : 

(4.5.3) [ ] [ ]( ) [ ]
)(Η)(Η

v

h vv λ.u.ηchdu.ηiu.ηλ
33

1

3

21

3 ΓΓ

+

Γ

+≤Γ−∫
l  

On utilise l’inégalité(4.1.1), on a alors                                                                                                                                                

(4.5.4)   
( ) ( )ucucλ

)(Η)(Η vv ≤≤
ΩΓ + 2

2
3

3
l

l    

En moyennant (4.5.2), (4.4.5), (4.5.3), (4.4.6) et (4.5.4), on a alors  

(4.5.5)   ( ) ( ) ( ) 




 +−≤ +

Γ

+
−

v

)(Ηh

v

h
hucλλhucu,λb 21

3
2
12

1

  

2emétape : Estimation de ( )λ,
h

ub  : 

En utilisant (3.4.17), il vient : [ ] ll

hhh
L.ηuπ ∈−   

On a   

[ ]( ) 0  :  
3

3
≤Γ∈∀ ∫

Γ

d.uL
hhh

,*

hh
ηπµµ ll  

De plus, en utilisant la propriété du projection  , il en découle :  

[ ]( ) [ ]( ) 0  :    
33

33
≤Γ≤Γ∈∀ ∫∫

ΓΓ

d.ud.uΠL
hhhhhhh

,*

hh
ηπµηπµµ llll , 

D’où :     

[ ]( ) ( ) llll

hhhhh
LLu =∈−

*,*.ηπΠ  

Ou encore : 

[ ]( )( ) lll

hhhh
a;a.ηuπΠ ξ∈∀≤ 0  

Puisque [ ]( )ηπΠ .
hhh

ull  est constante sur les mèches de 
3

  dans  ΓΩl , on déduit que 
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[ ]( )
3

sur  0 Γ≤.ηuπΠ
hhh

ll  

D’où, on tire : 

( ) [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )( ) [ ]( )∫∫∫∫
ΓΓΓΓ

Γ+Γ−+Γ−=Γ=
3323

3333
d.ηuπλΠd.ηuπΠ.ηuπλd.ηuπ.ηuλd.ηuλ,λub

hhhhhhhhhhhhh

llllll   

On obtient : 

(4.5.6)  ( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )( )
33

33

Γ−+Γ−≤ ∫∫
ΓΓ

d.ηuπΠ.ηuπλd.ηuπ.ηuλ,λub
hhhhhhhhh

llll  

i). Estimation du premier terme: posons ll −=3' ,  

En utilisant ( )
3

Γ∈ lll

hh
W.u η  (voir  définition de ( )

3
Γl

h
W  où ( )ll Ω∈

hh
Vu  ) et la propriété de projection, 

on obtient : 

( )( ) ( ) ( )( ) 0et    0
33

33
=Γ−=Γ− ∫∫

ΓΓ

d.u.ud.u.u ''

hh

''

hhhhh

lllllllllll ηπηλπηπηλ  

Mais : 

[ ] [ ]( ) ( )( ) ( )( )∫∫∫
ΓΓΓ

Γ−+Γ−=Γ−
333

333
d.ηuπ.ηuλd.ηuπ.ηuλd.ηuπ.ηuλ ''

hh

''

hhhhhhh

lllllllllll

 

On a alors 

[ ] [ ]( ) ( )( )∫∫
ΓΓ

Γ−=Γ−
33

33
d.u.ud.u.u ''

hh

''

hhhh

llllll ηπηληπηλ  

Ou encore 

[ ] [ ]( ) ( ) ( )( )∫∫
ΓΓ

Γ−−=Γ−
33

33
d.ηuπ.ηuλπλd.ηuπ.ηuλ ''

hh

''

hhhhh

lllllll

 

De sorte que  

[ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )∫∫∫
ΓΓΓ

Γ−−+Γ−−−−=Γ−
333

333
d.ηuπ.ηuλπλd.ηuuπ.ηuuλπλd.ηuπ.ηuλ ''

h

''

h

'''

hh

'''

hhhhh

lllllllllllllll  

On déduit que  

[ ] [ ]( ) ( ) ( )( ) ( )
)(IL

''

h

''

)(ILh)(IL

'''

hh

'''

h)(ILhhhh
ηuπηu.λπλ.ηuuπ.ηuu.λπλd.ηuπ.ηuλ

3
2

3
2

3
2

3
2

3

3 ΓΓΓΓ
Γ

−−+−−−−≤Γ−∫
lllllllllllllll  

Pour λψ =  , ( ) ''' . lll ηψ uu
h

−=  et '' .ηuψ
ll= , en utilisant l’inégalité (4.3.7) , on conclut 

[ ] [ ]( ) ( )
)(Η

''

)(Η

v

)(Η

'''

h)(Η

v

hhh vvv .ηu.λch.ηuu.hλchd.ηuπ.ηuλ
3

1
33

2
1

2
1

3

3

21

3 ΓΓ

+

ΓΓ
Γ

++−≤Γ−∫
llllll  

De plus en appliquant le théorème de trace avec (4.1.1), on a  alors  

[ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( )
)(Η

'v

)(Η

''

h

v

hhh 'v'
uhucuuhucd.ηuπ.ηuλ

ll

llll

Ω

+

Ω

+

Γ

++−≤Γ−∫ 2
3

21

2
1

3

21

3
 

D’où l’on déduit :  
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(4.5.7) [ ] [ ]( ) ( ) ( ) 






 +−≤Γ− +

Γ

+

∫
v

hhhh
hucuuhucd.ηuπ.ηuλ

v
21

3

2
1

3

l  

ii).Estimation du deuxième terme:  on a              

[ ] [ ]( )( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ){ } [ ] [ ]( )∫∫∫
ΓΓΓ

Γ−+Γ−−−=Γ−
333

333
d.ηuΠ.ηuλd.ηu.ηuπΠ.ηu.ηuπλd.ηuπΠ.ηuπλ

hhhhhhhhhhhhhhh

lllllll  

En utilisant les propriétés de projection, on a  

( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ){ } ( ) [ ] [ ]( ) 0
33

33
=Γ−=Γ−−− ∫∫

ΓΓ

d.ηuΠ.ηuλΠd.ηu.ηuπΠ.ηu.ηuπλΠ
hhhhhhhhhhhh

llllll  

D’où : 

(4.5.8) 

[ ] [ ]( )( ) ( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ){ }

( ) [ ] [ ]( )









Γ−−+

Γ−−−−=Γ−

∫

∫∫

Γ

ΓΓ

3

33

3

33

d.ηuΠ.ηuλΠλ                                                         

d.ηu.ηuπΠ.ηu.ηuπλΠλd.ηuπΠ.ηuπλ

hhhh

hhhhhhhhhhhhh

ll

lllllll

   

On a, grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz :                  

[ ] [ ]( )( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )

( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ){ } ( ) [ ] [ ]( )









Γ−−+Γ−−−−+

−−−−≤Γ−

∫∫

∫

ΓΓ

ΓΓ
Γ

33

3
2

3
2

3

33

3

              du.ηΠu.ηλΠλdu.η.ηuΠu.η.ηuλΠλ

.ηu.ηuπΠ.ηu.ηuπ.λΠλd.ηuπΠ.ηuπλ

hhhhhh

)(ILhhhhhhh)(ILhhhhhh

llll

lllllll

 

De plus, on utilise (4.3.15), pour [ ] [ ].ηu.ηuπ
hhh

−= lψ  , on a alors ; 

(4.5.9)  

[ ] [ ]( )( ) [ ] [ ]( )

( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ){ } ( ) [ ] [ ]( )









−−+−−−−+

−−≤Γ−

∫∫

∫ ΓΓ

33

3
2

3
2

3

            

3

Γ

hh
Γ

hhhh

)(ILhhh)(ILh
Γ

hhhhh

dxu.ηΠu.ηλΠλdxu.η.ηuΠu.η.ηuλΠλ

.ηu.ηuπλΠλcd.ηuπΠ.ηuπλ

llll

lllll

 

En utilisant aussi l’approximation (4.3.15) avec ; 10 << v , on a alors 

)(ΓΗ

v

)(ΓILh vλhcλΠλ
33

2 1
≤− l

 

De plus, on utilise l’inégalité (4.1.1) , on a  

(4.5.10)    ( ) v

)(ILh
hucλΠλ ≤−

Γ3
2

l

   

On aura besoin de l’inégalité suivante : 

[ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]
)(ΓILh)(ΓILhhh)(ΓILhhh

u.ηu.ηπu.η.ηuu.η.ηuπ.ηu.ηuπ
3

2
3

2
3

2
−+−−−≤− lll  

Et, pour [ ] [ ]u.η.ηu
h

−=ψ  et pour [ ]u.η=ψ  dans (4.3.7), on a   

[ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ]
)(ΓΗ

v

)(ΓΗh)(ΓILhhh vu.ηchu.η.ηuch.ηu.ηuπ
3

1
3

2
12

1

3
2

1
+

++−≤−l  

En appliquant le théorème de trace, on déduit :  
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(4.5.11)    [ ] [ ] ( ) 12
1

3
2

+

Γ
+−≤− v

h)(ILhhh
hucuuch.ηu.ηuπ

l     

On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on a  

( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ){ } [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )
)(ΓILhhh)(ΓILh

Γ

hhhh
u.η.ηuΠu.η.ηu.λΠλdΓu.η.ηuΠu.η.ηu.λΠλ

3
2

3
2

3

3
−−−−≤−−−−∫

llll

On utilise les inégalités (4.5.10), (4.3.15) pour [ ] [ ]ηηψ .u.u
h

−=  , on a alors  

    ( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ){ } ( ) [ ] [ ]
)(ΓΗh

v

hhhh
u.η.ηuhucdu.η.ηuΠu.η.ηu.λΠλ

3
2
12

1

3

3
−≤Γ−−−−

+

Γ
∫

ll

 

Et, du théorème de trace, on tire  

 (4.5.12) ( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ){ } ( )
h

v

hhhh
uuhucdu.η.ηuΠu.η.ηu.λΠλ −≤Γ−−−−

+

Γ
∫ 2

1

3

3

ll  

En appliquant l’inégalité (4.3.7) pour [ ] [ ]u.η.ηuψ
h

−= , on a alors  

[ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]
)(Ηh)(ILhhh

u.η.ηuhcu.η.ηuu.η.ηuπ
3

2
12

1

3
2 1 ΓΓ

−≤−−−l  

En appliquant le théorème de trace, on  déduit  

(4.5.13)    [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ) uuhcu.η.ηuu.η.ηuπ
h)(ILhhh

−≤−−−
Γ

2
1

3
2

l  

En appliquant aussi l’inégalité (4.3.7) pour [ ]ηψ .u= ,  on a alors 

[ ] [ ] [ ]
)(Η

v

)(ILh vu.ηchu.ηu.ηπ
3

1
3

2

1

Γ

+

Γ
+≤−l

 

Ou encore : 

(4.5.14)   [ ] [ ] ( ) 1

3
2

+

Γ
≤− v

)(ILh
hucu.ηu.ηπ

l

 

Et, de (4.5.9)-(4.5.14), on tire :  

(4.5.15) [ ] [ ]( )( ) ( ) ( ) ( ) [ ] [ ]( )∫∫ Γ−−+




 +−≤Γ− ++

Γ 3

2
1

3

3

21

3
Γ

hh

v

h

v

hhhhh
du.ηΠu.ηλΠλhucuuhucd.ηuπΠ.ηuπλ

lllll    

Maintenant on estime le premier membre de l’inégalité précédente, pour cela on utilise l’inégalité 

de Cauchy Schwartz, pour avoir l’inégalité : 

( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]
)(ILh)(ILhhh

u.ηΠu.η.λΠλdu.ηΠu.ηλΠλ
3

2
3

2

3

3 ΓΓ
Γ

−−≤Γ−−∫
llll  

En utilisant les inégalités (4.5.10), (4.3.15) pour [ ]ηψ .u=  , on conclut  

( ) [ ] [ ]( ) [ ]
)(Η)(Η

v

hh
u.η.hλchdu.ηΠu.ηλΠλ v

3
1

3

3

1

3 ΓΓ
Γ

≤Γ−−∫
ll  

En appliquant le théorème de trace avec ( )
3

1 Γ+v
Η � ( )lΩ1

Η  , on a  
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( ) [ ] [ ]( ) [ ] ( )( ) 121

3 3
1

3

3

+

ΓΓ
Γ

≤≤Γ−− +∫
v

)(Η)(Η

v

hh
hucu.η.hλchdu.ηΠu.ηλΠλ vv

ll  

Ou encore  

( ) [ ] [ ]( ) ( )( ) 12

3

3

+

Γ

≤Γ−−∫
v

hh
hucdu.ηΠu.ηλΠλ

ll  

Et, de (4.5.6), (4.5.7) et (4.5.15), on a alors 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) vv

h

vv

h

v

h
huchucuuhuchucuuhuc,λub +++++

+




 +−+





 +−≤ 122121 2

1
2
1

 

En utilisant dh ≤  de sorte que  

(4.5.16)     ( ) ( ) ( ) 




 +−≤ ++ v

h

v

h
hucuuhuc,λub 12

1

 

3èmeétape :  

On utilise les inégalités (4.5.5) et (4.5.16) dans l’estimation (4.4.2), on a    

( ) ( ) ( )

( ) ( )






















 +−+












 +−+≤−+−

++

+++
−−

2

1

1

2

1

21

2
1

3
2
12

1
2
1

3
2
1

                                              v

h

v

v

)(ΓΗh

vv

)(ΓΗhh

hucuuhuc

hucλλhuchucλλuu
 

Et puisque dh ≤ , on a 

( ) ( ) ( )

( ) ( )






















 +−+












 +−+≤−+−

++

+++
−−

2

1

1

2

1

1

2
1

3
2
12

1
2
1

22

3
2
1

                                                   v

h

v

vv

)(ΓΗh

v

)(ΓΗhh

hucuuhuc

hducλλhuchducλλuu
vv

 

On utilise l’inégalité 2
1

22
1

2 .pour²
4

1
²..

++
=+≤

vv

hdbaba ε
ε

ε  dans les deux termes, 

    
( ) ( )

( ) ( ) ( )











+−+++

−++≤−+−

+++

++
−−

22
1

2

2

22
1

22
1

3
2
1

2

2

222
1

22

3
2
1

4
                                          

4

v

v

v

vv

v

v

vvvv

hucuu
d

h
huchuc

λλ
d

h
huc.hducλλuu

h

)(ΓΗh)(ΓΗhh

 

On a alors  

( ) ( ) 2
1

2

3
2
1

2

2

2

2

3
2
1

3
2
1

444

1
1

+
≤−−−−−+−≤−+−







 − −−−

v

v

v

v

v

hucλλ

d

h
uu

d

h
λλuuλλuu

)(ΓΗhh)(ΓΗhh)(ΓΗhh
 

D’où l’estimation (4.5.1).  

Théorème.4.5.2. Pour 21,,LM ,*

h
== l

l , 12
1 << ν . Soient ( )

hh
u λ, , ( )λ,u  les solutions de P h

m ,  Pm  

respectivement, ( )2
)(2

3
ll Ω∈ +v

Ηu , on a alors l’estimation suivante : 
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(4.5.17)     ( ) v

hh
hucuu

+
≤−+− −

2
1

3
2
1

)(ΓΗ
λλ  

Où ( )uc  est une constante linéairement dépendante de 2,1;
22

3

))((
=+ l

l

l

ΩΗ
vu   

Démonstration. En appliquant le théorème d’injection continue de Sobolev pour ( ) 222
1 >+v , on 

alors  ( )lΩ
+ v

Η 2

3

� ( )lΩC  , ce qui implique que ( )( )21 ll Ω∈
b

Cu  . 

Et puisque[ ] ( )
3

1 Γ∈ +v
Η.uη ,en utilisant l’injection continue ( )

3

1 Γ+v
Η � ( )

3

1 ΓC ,  il vient  [ ] ( )
3

1 Γ∈ Cu.η   

Puisque : ( )2r
3

2
3r

)(Ω)(Γ
c

l

l

ΗΗ
uλ ≤−  (voir :(4.1.1)), il vient : ( )

3
Γ∈ v

Ηλ . 

Et de l’injection continue ( )
3

Γv
Η � ( )

3
ΓC , on conclut que λ  est continue sur 

3
Γ  .  

1èreétape : l’estimation de ( )
h

ub λ,  est évidente.    

2èmeétape :  Estimation de ),( λhub  :      

En utilisant la propriété de projection, on déduit que : 

( ) [ ] [ ]( ) 0
3

3
=Γ−∫

Γ

du.ηΠu.ηλΠ
hh

ll  

Et puisque [ ] 0=u.ηλ , on a alors :   

(4.5.18)    ( ) [ ] [ ]( ) [ ]∫∫
ΓΓ

Γ−=Γ−−
33

33
du.ηλ.Πdu.ηΠu.ηλΠλ

hhh

lll   

Ou encore en tenant compte du fait que 'sur0
i

T=λ  : 

[ ] 0=∫
iT'

h
dxu.ηλΠ

l   et [ ] 0=∫
''T

h

i

dxu.ηλΠ
l  

Maintenant en utilisant l’inégalité (4.5.18), il résulte :  

                     ( ) [ ] [ ]( ) [ ]∑ ∫∫
=Γ

≤Γ−−
(h)N

i T
hhh

i

dxu.ηΠ.λdu.ηΠu.ηλΠλ
1

3
1

3

lll  

On obtient donc    

( ) [ ] [ ]( ) [ ]∑∫
=Γ

∞∞≤Γ−−
(h)N

i
)(TILh)(TILhh

ii
u.ηΠ.λhdu.ηΠu.ηλΠλ

1

3
1

3

l

l

ll  

En utilisant la propriété (4.3.12), alors il existe un élément 
ii

Ta ∈ tel que: 

[ ] [ ]( )
iih

Tau.ηu.ηΠ sur=l

 

De plus, en utilisant la continuité de[ ]η.u , il vient : 

[ ] [ ]( ) [ ]
)(TILi)(TILh ii

u.ηa.uu.ηΠ ∞∞ ≤= ηl  

Ce qui donne finalement  
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( ) [ ] [ ]( ) [ ]∑∫
=Γ

∞∞≤Γ−−
(h)N

i
)(TIL)(TILhh ii

u.η.λhdu.ηΠu.ηλΠλ
1

3
1

3 l

ll  

D’où l’on déduit, en combinant cette inégalité avec les inégalité (4.4.13) et (4.4.14) :   

(4.5.19)   ( ) [ ] [ ]( ) ( ) [ ]
)(C)(C

v

hh
,v,v u.η.λ.h.Nhdu.ηΠu.ηλΠλ

3
2
11

3
2
10

3

1

12

3 ΓΓ

+

Γ

−−≤Γ−−∫ l

ll   

Les injections continues ( )
3

Γv
Η  � ( )

3

0
2
1

Γ
−,v

C  et ( )
3

1 Γ+v
Η  � ( )

3

1
2
1

Γ
−,v

C , entraînent :    

              [ ] [ ]
)(Η)(C)(Η)(C v,vv,v u.ηcu.ηλcλ

3
1

3
2
11

33
2
10 et

ΓΓΓΓ +−− ≤≤     

Par suite, en utilisant l’inégalité (4.5.19), il vient :   

( ) [ ] [ ]( ) ( ) [ ]
)(Η)(Η

v

hh vv u.η.λ.h.Nchdu.ηΠu.ηλΠλ
3

1
3

3

1

12

3 ΓΓ

+

Γ

+≤Γ−−∫ l

ll  

De (4.1.1) et (4.4.6) on en déduit : ( )uc
)(Η

v ≤
Γ3

λ  et [ ] ( )ucu.η
)(Η

v ≤
Γ+

3
1  

Ce qui implique :  

( ) [ ] [ ]( ) ( )( ) 122

3

3

+

Γ

≤Γ−−∫
v

hh
hucdu.ηΠu.ηλΠλ
l

ll

 

Et, de (4.5.6), (4.5.7) et (4.5.15), on tire :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 1222121 2
1

2
1

+++++
+




 +−+





 +−≤ vv

h

vv

h

v

h
huchucuuhuchucuuhuc,λub  

D’où l’estimation : 

 (4.5.20)   ( ) ( ) ( ) 




 +−≤ ++ v

h

v

h
hucuuh.uc,λub 212

1

 

3èmeétape :  

En combinant les inégalité (4.5.10), (4.5.14) et (4.4. 2), il résulte :   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2

1

212

1

21 2
1

3
2
12

1
2
1

3
2
1












 +−+










 +−+≤−+− +++

Γ

++

Γ
−−

v

h

vv

)(Ηh

vv

)(Ηhh
hucuuhuchucλλhuchucλλuu  

Et de l’inégalité   2
1

pour²
4

1
²..

+
=+≤

v
hbaba ε

ε
ε , on tire :                                                                                                          

( ) ( )
( ) ( ) ( )










+−+++

−++≤−+−

+++

Γ

++

Γ
−−

v

h

vv

)(Ηh

vv

)(Ηhh

h
uc

uuhuch
uc

λλhuchucλλuu

2
1

2
1

2
1

3
2
12

1
2
1

3
2
1

44

1

4
                                        

4

1

 

D’où l’estimation (4.5.17). 
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6. Conclusion  

       En termine par donner un tableau qui résume les résultats essentiels concernant les estimations 

des erreurs commises lors de l’application des différentes méthodes. Ces résultats sont obtenus dans 

la partie numérique. 

Pour  ( )( ) ,Ηu v 2ll Ω∈ 2
3≥v , alors ( )

3

2
3

Γ∈−=
−v

η
Ηλσ   (voir  (4.1.1)). 

 

 

Valeurs ν  

Interpolation Projection Discrétisation 

Surfacique Volumique sur ( )3Γl

hW  sur ( )3Γl

hX  Linéaire Quadratique 

 

31 ≤<ν  

 lluII h  

C,    V : 1−vh  

    

 

42 ≤<ν  

λlhi  

C,    V : 1−vh  

     

 

42
3 ≤≤ν  

  λπ l

h  

C,   V : 2
3−v

h  

   

 

2
5

2
3 ≤≤ν  

  

 

 

 

λlhΠ  

C,    V : 2
3−v

h  

  

 

10 <<ν  

    ( )hh ,u λ  

C, V : 22
1 v

h
+

 

( )hh ,u λ  

C, V : 22
1 v

h
+

 

 

12
1 <<ν  

    ( )hh ,u λ  

C, V :
v

h
+

2
1

 

( )hh ,u λ  

C, V :
v

h
+

2
1

 

 

En utilisant : 

Corl.4.2.2. 

Inég. (4.1.1) 

 

Thm.4.2.2 

Thm.4.3.1. 

Inég. (4.1.1) 

Prop.4.3.1. 

Inég. (4.1.1) 

Thm4.5.1 

Thm4.5.2 

Thm4.4.1. 

Thm4.4.2 

 

C : Convergence vers la solution exacte, 

V : la vitesse de cette convergence. 

 



Annexe 

      Afin de rendre aisée la lecture de ce manuscrit, il nous est paru utile de rappeler des notions 

principales de la théorie de la mécanique  des milieux continus ,  des  résultats classiques en analyse  

fonctionnelle restreints au seul cadre hilbertien, ainsi que les propriétés de base de quelques espaces  

fonctionnels .C’est l’objet de cette annexe qui est divisée en trois parties : La première est consacrée 

aux  rappels de quelques notions de base tels que le tenseur des contraintes et le tenseur des 

déformations linéarité . On y introduit les lois de comportement du type élastique. On y trouve aussi  

des conditions aux limites de contact sans frottement entre deux corps déformables. La seconde 

section est consacrée à des rappels sur les espaces de Banach et les espaces de  Hilbert  de  plus  à  

quelques  éléments d’analyse non linéaire et  particulièrement des résultats d’existence et d’unicité 

concernant les inéquations variationnelles elliptiques . La dernière section concerne les espaces 

fonctionnels. on y introduit des espaces de type Hölderiennes et de type Sobolev associés à 

l’opérateur déformation et à l’opérateur divergence  et  on  présente  leurs  principales  propriétés , 

et  particulièrement  des  résultats  d’injections continue et d’injection compact ,  notamment  les 

théorèmes de trace et les théorèmes d’interpolation . 
Contenu.   

                     A-1 Rappels de mécanique des milieux continues  

            A-1-1 contraintes, déformations   

            A-1-2 lois de comportement élastique en dimension N   

            A-1-3. conditions aux limites  

     A-2. Analyse non linéaire dans les espaces de Banach   

            A-2-1. Rappels sur les espaces de Banach   

            A-2-2. Rappels sur les espaces de Hilbert  

            A-2-3. Inéquations variationnelles elliptiques  

     A-3. Espaces fonctionnels 

            A-3-1. les espaces des distributions 

            A-3-2. les espaces des Sobolev  

            A-3-3. les espaces Hölderiens  

            A-3-4. les espaces HHHHet   Η  

            A-3-5. les espaces liés à l’opérateur déformation 

            A-3-6. les espaces liés à l’opérateur divergence  

            A-3-7. Théorèmes d’injection continue et d’injection compact   

            A-3-8. Rappels sur les applications des traces 

            A-3-9. Rappels sur les espaces interpolés   
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A.1.Rappels de mécanique des milieux continus  

    Il s’agit dans cette section de présenter quelques rappels de mécanique des milieux continus.  

Pour plus de détails sur ce sujet nous citons par exemple les ouvrages [ ] [ ] [ ] [ ]30et12,17,23  . 

A.1.1.Contraintes, déformations : 

      On considère un corps déformable occupant un domaine 
NIR de Ω ( )3,2,1=N de frontièreΓ  

supposée assez régulière, rapporté à un système d’axes orthonormés ( ),Ni Ox
i

1=  . l’objet du 

problème, du point de vue mécanique, est d’étudier le nouvel état d’équilibre du corps matériel, 

résultant de l’application des forces volumiques sur Ω  et des forces de traction sur une partie de la 

frontière Γ . les inconnues du problème sont le champ des déplacements NIR u →Ω:   et le 

champ des contraintes   
N

Sσ : →Ω  .  

     La loi fondamentale de la mécanique des milieux continus exprimant l’équivalence du torseur 

des efforts extérieurs et du torseur des accélérations pour un systèmes matériel quelconque, conduit 

à l’équation d’équilibre : 

(A.1.1)    Ω=+   dans  0fDiv σ      

Où 
NIRf →Ω:  représente la densité des forces volumiques sur Ω  et σDiv  est la divergence du 

tenseur σ  . 

      L’équation(A.1.1) équivaut à N  relations scalaires ; il est évident du simple point de vue 

mathématique que cette équation ne suffit pas à modéliser le problème d’équilibre d’un corps 

élastique car, par exemple, les N composantes iu  du champ des déplacements ne figurent pas dans 

cette équation. Du point de vue physique par ailleurs, il faut remarquer que l’équation (A.1.1) 

exprime une loi universelle valable pour tous les solides. Si donc cette équation suffisait à 

déterminer tous les paramètres, cela signifierait que, soumis à des conditions identiques, les divers 

milieux continus auraient des comportements identiques. Ceci est naturellement absurde. 

 L’équation (A.1.1) est donc insuffisante, à elle seule, à décrire l’équilibre des corps matériels ; elle 

doit être complétée par d’autres relations que l’on désigne sous le vocable général de lois de 

comportement, caractérisant le comportement de chaque type de solide .  

      Dans la suite, on considérera que des solides élastiques dans l’hypothèse des petites 

transformations. dans ce cas , la loi de comportement  est  exprimée par une relation entre le champ  

des contraintes et le champ des déformations linéarités  
N

Sε →Ω:   défini par : 

(A.1.2)   ( ) ( ) Ω∂+∂==   uu, εεε
ijjiijij

 dans
2

1      
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où 
ji

∂∂ et   représentent les opérateurs de dérivation partielle respectivement par rapport aux 

variables 
ji

xx et  . Dans la suite, on va appelerε champ des déformations; pour tout Ω∈x   le 

tenseur ( )
N

Sxε ∈  s’appelle tenseur des  déformations  en x . Des fois , pour marquer la dépendance 

du champε  par rapport au champ des déplacements u  on va noter ( )uε  au lieu de ε . 

A.1.2.Lois de comportement. 

    Les lois de comportement  caractérisent le comportement de chaque type de milieu continu. Bien  

qu’elles doivent respecter certaines propriétés d’invariance, leur origine est souvent expérimentale  

et c’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et  réaliser pour établir une loi de comportement . 

  Nous présentons  ci-dessous les lois de comportement élastique dans cette thèse : 

a). Lois de comportement linéaire :  c’est la lois de comportement donnée par : 

(A.1.3)     Aεσ =   i,e  ( )
khijkhij
εAσ =    

Où ( )
ijkh

AA=  est un tenseur d’ordre quatre. ses composantesijkhA s’appellent coefficients d’élasticité  

et sont indépendants du tenseur des déformations . Dans le cas non-homogène les composantes 

ijkh
A  dépendant du point Ω∈x  et dans le cas homogène les composantes

ijkh
A sont des constantes . 

 Plaçons nous dans la suite dans le cas homogène; dans la théorie de l’élasticité  linéaire on  suppose  

d’habitude que A est un tenseur symétrique  et positivement défini c'est-à-dire : 

(A.1.4) 
( )
( )





∈∀≥>∃

∈∀=

N

N

Sεm,mb

S,A,,Aa

  :  A  :  0:

  :  :
2

212121

εεε

εεεεεε
 

La condition de symétrique (A.1.4.a) est équivalente aux égalités
ijhkkhijijkh

AAA == . La condition 

(1.1.4.b) est dite également condition d’ellipticité ; elle entraîne l’inversibilité du tenseur A donc 

(A.1.3) équivaut à σε 1−= A , où 1−A est l’inverse du tenseurA . Remarque enfin que les propriétés 

(A.1.4) sur le tenseurA entraînent des propriétés similaires pour le tenseur 1−A .   

b). Lois de comportement univoque : c’est une lois de comportement de la forme  

(A.1.5)    ( )( )uεFσ =  

Où 
NN

SSF →:   est une application linéaire ou non linéaire. Cette loi peut modeler quelques 

propriétés mises en évidence par les expériences de chargement monotone : linéarité de la courbe 

( )εσσ =  (suivant que F  soit linéaire ou non), durcissement ou adoucissement de la courbe ( )εσσ =  

(suivant que Fsoit monotone ou non). Par contre, ni le fluage , ni la relaxation ne peuvent être 

décrits par la loi (A.1.5) . En effet, si par exemple à l’instant ( )
0

0 aon 0 ε ε  t ==  et on maintient la 
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déformation constante( ) 0t  
0

>∀= εε t  il résulte ( ) ( ) 0,
0

>∀= tεFtσ . Par conséquent le modèle (A. 

1.5) ne peut pas décrire le phénomène de relaxation mis en évidence par les essais expérimentaux. 

De même, pour l’équation (A.1.5) les courbes charge-décharge ( )εσσ =  coïncident. Ce modèle ne 

peut donc pas décrire les déformations résiduelles ce qui justifie l’introduction d’autre lois 

constitutives capables de modeler ces phénomènes.              

A.1.3. Conditions aux limites  

a). Conditions aux limites de déplacement-traction : 

    Supposons  maintenant  que la frontière du domaine est constituée de trois parties disjointes deux 

à deux : ji ≠=∪∪∪= pour    ΓΓ   ;ΓΓΓΓ
ji321

φ  .Soit )(
i

ηη =  le vecteur unitaire extérieur à Γ . Pour 

simplifier, nous nous plaçons dans le cas  statique et par conséquent le temps n’interviendra pas par 

la suite . 

    Nous considérons les conditions aux limites suivantes  

(A.1.6)            
1

sur Γ= ξu  

(A.1.7)            
2

sur    Γ= gση     

La condition(A.1.6)est appelée condition aux limites de déplacement; sa signification consiste en ce 

que le champ des déplacements est imposé sur la partie
1

Γ de la frontièreΓ,la fonctionξ  étant une 

donnée du problème , (par exemple, si0=ξ  le solide est encastré sur la partie 
1

Γ   de sa frontière) .  

La condition(A.1.7) est appelée condition aux limites de traction . Elle signifie que le vecteur des 

contraintes de Cauchy ση  est imposé sur la partie 
2

Γ  de la frontière, g  représentant la densité  des 

forces appliquées de surface et constituant une donnée du problème. Si φ=Γ
1

 le problème aux 

limites est un problème de traction pure et si φ=Γ
2

 le problème aux limites est un problème de 

déplacement pur. Si le parties 
21

et  ΓΓ sont toutes les deux de mesure de Lebesgue 1N−  

dimensionnelle strictement positive, le problème considéré est un problème mixte déplacement-

traction . 

b).Condition aux limites de contact sans frottement . 

On suppose maintenant la contact entre deux corps élastiques occupant les domaines NIR, ⊂ΩΩ 21   

et pose 
3

Γ  la partie de contact . Nous considérons les conditions aux limites suivantes :   

      On dit que le contact entre deux corps est sans  frottement si les  mouvements  tangentiels sont 

libres , ce qui traduit par : 

(A.1.8)       
3

21 sur 0 Γ==  σσ
ττ
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où 
l

τ
σ représenté  la composante tangentielle du tenseur des contraintes de Cauchy  llησ .  

     Puisque les deux corps 21 ΩΩ , représentent deux corps déformables, cette propriété se traduit 

mathématiquement par l’inégalité : 

(A.1.9)       [ ]
3

1111 sur    0 Γ≤+= ηηη .u.u.u     

     Dans les pointes de 
3

Γ  tels que[ ] 0. <ηu , il n’existe pas de contact entre
1Ω  et 2Ω donc le vecteur 

des contraintes de Cauchy s’annule, on a  

(A.1.10)     [ ]
3

21 sur    00 Γ==⇒<
ηη

σση.u     

 Aux points de
3

Γ  tels que [ ] 0. =ηu , le contact entre 21 ΩΩ , se  produit , on a  

 (A.1.11)    [ ]
3

21 sur00 Γ≤=⇒=
ηη
σσu.η  

  Pour  résumer , les conditions  de contact (A.1.8)-(A.1.11) s’écrivent d’une manière combinée de 

la façon suivante : 

(A.1.12)  

( )
( ) [ ] [ ]
( )

3

21

21

sur :

0:

000:

)par (noté:

Γ










==

=≤≤

=

ττ

ηη

ηηη

σσc

.σu.η,σ,u.ηb

 σσσa

 

Les conditions aux limites de la forme(A.1.12) sont aussi appelés conditions de contact de Signorini  

A.2.Analyse non linéaire dans les espaces de Banach.   

A.2.1.Rappels sur les espaces de Banach .  

    Dans la suite, FE,   désigne  un espace de Banach réel muni des  normes par suite  notées par 

FE ..
,  . On note aussi par 'E , ( resp 'F ) l’espace dual de E  (resp F ). 

DéfinitionA.2.1 . une partie Κ  d’un espace vectoriel E  est convexe si pour  tout Κ∈yx,  on a 

[ ] [ ] ( ) [ ]{ } , αy ααxx,y  Κ x,y 10:1où ∈−+=⊂ .  

. Un sous-ensemble Κ  de E   est un cône si quels que Κ∈x  et 0≥α , alors Κα ∈x .  

DéfinitionA.2.2. SoitG   un sous-espace fermé d’un espace de Banach E .on dit qu’un sous-espace  

EL  de  est un supplémentaire topologique de G  si    

(i)  L  est  fermé. 

(ii) { } ELGLG =+= et    0I  

Exemples 

1- Tout  sous-espace G  de dimension finie admet un  supplémentaire topologique . 

2- Dans un espace de Hilbert tout sous-espace fermé G admet un supplémentaire topologique. 
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DéfinitionA.2.3.Soit NIRx ∈
0

et v  une fonction définie sur un voisinage ouvert de
0

x à valeur de 

mIR  . Nous dirons que v  est différentiable en 0x au sens de Fréchet s’il existe un opérateur linéaire 

continu ( ) ( )mN IRIRxDv ,L
0

∈  tel que  

( ) ( ) ( )
0Lim 000

0
=

−−+
→

N

m

NIR
IR

IR

x x

xxDvxvxxv
 

L’opérateur ( )
0

xDv  dit la dérivation de 
0

en    xv  au sens de Fréchet.    

Par suite définie la  emn  dérivation de fonction v  au sens de Fréchet en point 
0

x comme suit  

( ) ( )( )( )
00

1

0
xxvDDxvD nn −=  

PropositionA.2.1. Soit ( )Ω∈ nCv  et Ω∈
0

x . Alors v  dérivable n  fois au sens de Fréchet en point 

0
x , la dérivée emn  au sens de Fréchet de fonction v au point 

0
x  définie comme suivant : 

 (A.2.1)    ( ) ( ) ( ) ( )*

2

n 

222*

00
  ..... L n

fois
n

n IRRIIRIRIRexvxvD =×××∈∂= ∑
=

444 3444 21α
α

α  ;  

tel que si ( )
21

,ααα =  avec nααα =+=
21

, on a  

(A.2.2)         

( )

( ) ( ) ( )












≠=

=

2,..,2,1,..,1,..,,,..,  si  0

1,..,,,..,

21

2

21

1

11

21

11

2211

*

αα

αα

α

jjii,..,ee,,..,eee

eeeee

foisα

jj

foisα

ii

*

α

foisfois

αα 4342143421

43421321

 

Notation. Soit { }∞+∪∈INm on désigne par ( )Ωm

c
C  l’espace des fonctions dérivable continûment  

m  fois sur Ω  à support compact, i.e, { }ΩΩ∈=Ω   danscompact est   )suppor()/ ()( fCfC mm

c
 .  

ThéorèmeA.2.1. Soit { }∞+∪∈ *INm ,  l’espace ( )Ωm

c
C  est dense dans ( )Ω2IL . 

LemmeA.2.1. Soit ( )Ω∈ 1

loc
ILf , i.e , ( )Ω∈

Κ

11 IL.f  pour tout compact Ω⊂Κ  , tel que  

( )Ω∈∀=Ω∫
Ω

c
Cuud.f  ; 0  ,  alors Ω= sur      0 p.pf  . 

LemmeA.2.2.  Soit ( )Ω∈ 1

loc
ILf , tel que ( )Ω∈∀=∫ Ω∂

Ω

1 ; 0
c

Cud.u.f ,alors il existe une constante c  

telle que Ω= sur      p.pcf  .  

ThéorèmeA.2.2. Soit T  un opérateur  linéaire, continu et surjective de FE sur    .   

Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

    (i)   T  admet un inverse à droite  

    (ii)  KerT   admet un supplémentaire topologique dans E  . 
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ThéorèmeA.2.3.(théorème de l’application ouverte ) 

Soient FE et   deux espaces d Banach et soit T  un opérateur linéaire, continu et surjectif de FEsur  , 

Alors T  transformé  tout ouverte de E   en un ouvert de F  .  

CorollaireA.2.1. Soient FE et  deux espaces de Banach et soit T  un opérateur linéaire, continu  et  

bijectif de FE sur    . Alors  1−T  est continu de FE   dans  .   

ThéorèmeA.2.4.(théorème de graphe  fermé ) 

Soient FE et  deux espaces de Banach et soit T  un opérateur linéaire de FE   dans  ,on suppose  que 

le  graphe de T  fermé  dans FE ×  . Alors T  est continu . 

RemarqueA.2.1.  Bien entendu  la  réciproque  est  vraie  puisque  toute application continue 

(linéaire ou non linéaire) a un graphe fermé . 

Définition.A.2.4. Soit E est un espace normé, un hyperplan (affine) de E est un ensemble de la 

forme ( ){ }αx fE xΗ =∈= ;  où f  et un forme linéaire sur E , non identiquement nulle et IR∈α . 

On dit que Η est l’hyperplan d’équation [ ]α=f . 

Définition.A.2.5. SoientE  un espace normé, { } IR , αE'f ∈−∈ 0 . et  soient EBEA ⊂⊂ et   

1- On dit que l’hyperplan Η d’équation[ ]α=f  sépare BAet   au sens large si l’on a  

( ) ( ) By  Ax   yfαxf ∈∀∈∀≤≤ ,;  

2- On dit que l’hyperplanΗ d’équation[ ]α=f  sépare BAet  au sens strict s’il existe 0>ε  tel 

que ;  ( ) ( ) By    yfεαA  xε    αxf ∈∀≤+∈∀−≤ et      

ThéorèmeA.2.5.( Hahn-Banach ,  forme analytique  ) : 

Soient E est un espaces de Banach, G  un sous-espace vectoriel de E  et soit IRGg →:   une 

forme linéaire et continue. Alors il existe 'Ef ∈  qui prolonge g   et tel que  
'' GE

gf = . 

ThéorèmeA.2.6.( Hahn-Banach , première  forme géométrique ) : 

SoitE est un espace vectoriel surIR , soient EBEA ⊂⊂ et   deux ensembles convexes, non vides 

et disjoints, on suppose queA  est ouvert. Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A  et B  au 

sens large .  

ThéorèmeA.2.7.( Hahn-Banach  , deuxième forme géométrique ) : 

Soient EBEA ⊂⊂ et  deux ensembles convexes, non vides, disjoint. On suppose queA est fermé et 

que B est compact. Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare BAet  au sens strict.  

A.2.2.Rappels sur les espaces de Hilbert .     

       Dans la suite, H  désigne  un  espace  de Hilbert réel  muni de son produit scalaire  ainsi que la 

norme associée notée respectivement par 
ΗΗ

.et  .,. .On note aussi par 'H   l’espace dual de H   et    
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par 
ΗΗ ×'

.,.   la  dualité entre Het  'Η . 

a) propriétés élémentaires. 

ThéorèmeA.2.8.(théorème de représentation de Riesz-Fréchet ) 

Etant donné 'H∈η , il existe Hf ∈  unique tel que : 

(A.2.3)          Hvvfv
HHH

∈∀=
×

:,,
'

η  

De plus on a    
HH

f=
'

η  .    

Ce théorème montre que toute forme linéaire continue surH  peut se représenter de manière unique 

à l’aide du produit scalaire. L’application faη  est un isomorphisme isométrique  qui permet 

d’identifier H  et son dual 'H  .  

Définition.A.2.6.On dit qu’une suite( )
INnn

u
∈

 de vecteurs d’un espace de HilbertH  convergente 

faiblement  vers Hu∈ , et on note  uu faible

n
 →   si  

                                . pour tout ;,, Η
Η

∈ → +∞→ vvuvu
Hnn

 

     Dans ce cas, u  s’appelle limite faible de la suite( )
INnn

u
∈

.En utilisant l’inégalité de Cauchy-

Schwartz, il résulte que si uu
n

→   dans H   alors uu faible

n
 →  dans H  . la réciproque n’est pas en 

général vraie. De plus, puisque tout espace de Hilbert est réflexif, on a le résultat suivant      

ThéorèmeA.2.9. Soit( )
INnn

u
∈

une suite bornée de H , Alors la suite( ) INnnu ∈  possède une sous-suite 

faiblement convergente.   

PropositionA.2.2.  Soit ( )
INnn

u
∈

 une suite de H  , on a 

[ ] [ ]
ΗΗΗ n

faible

n
uuuuu inflimet    borné ≤⇒ →  

    Un élément Hu∈  qui est la limite faible  d’une sous-suite de la suite ( )
INnn

u
∈

 s’appelle point 

faiblement adhérent à la suite ( )
INnn

u
∈

. On prouve que : 

ThéorèmeA.2.10. Si la suite( ) Η⊂
n

u  possède un unique point faiblement adhèrent Hu∈  , alors  

uu faible

n
 →  . 

Autrement dit, le théorème précédent affirme que si toutes les sous-suites faiblement convergentes 

d’une suite( )
INnn

u
∈

ont la même limite faible u , alors toute la suite( )
INnn

u
∈

 converge faiblement vers u .         

ThéorèmeA.2.11. ( Projection sur un convexe fermé ) 

Soit ΗΚ ⊂  un convexe  fermé  non vide .  Alors pour tout Η∈f , il existe Κ∈u unique tel que    

(A.2.4)       
ΗΚΗ

vfuf
v

−=−
∈

min  
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De plus,u  est caractérisé par la propriété : 

(A.2.5)       Κ∈u  ,   Κ
ΗΗ

∈∀−≥− vuvfuvu :,, . 

     Etant donné ΗΚ ⊂  un convexe fermé non vide, le théorème précédent nous permet d’associer 

à chaque élément Η∈f  l’élément u  définie par (A.2.4) ou (A.2.5) . On  note  fu
Κ

Ρ=  .  on a mis 

ainsi en évidence l’opérateur ΚΗΡ
Κ

→:   qui s‘appelle opérateur projection de Ksur  Η . 

LemmeA.2.3.  Soit H,Η  deux espaces Hilbertienne  et  soit , ( )HT ,L Η∈ avec T  surjective. 

Alors, il existe ( )Η,L HR∈  vérifie 
Η

Id=RT o  ( R  dit relèvement deT) .  

b)Théorèmes des Lax-Milgram, Stampachia et Korn :  

 Soit maintenant IRa →× ΗΗ:   une forme bilinéaire sur ΗΗ × . la forme ( ).a est dite : 

    1- symétrique si  ( ) ( ) Η∈∀= vuuvavua ,  ,,  ; 

    2- continue s’il existe un réel 0>M  tel que   ( ) Η
ΗΗ

∈∀≤ vuvuMvua ,    .,  ;  

    3- coercive s’il existe un réel 0>α  tel que     ( ) Ηα
Η

∈∀≥ uuuua      ,
2

 . 

 Soit ΗΗ →:A    opérateur définie sur Η .l’opérateur A  est dite : 

    1- fortement monotone s’il existe un réel 0>m tel que: 

Η
ΗΗ

∈∀−≥−− vuvumvuAvAu ,    ;,
2

 

    2- Lipchitzienne s’il existe un réel 0>L  tel que :   

Η
ΗΗ

∈∀−≤− vuvuLAvAu ,:   

    3- Posons que l’opérateurAest linéaire ;A  est dit  continue s’il existe un réel 0>M  tel que :  

Η
ΗΗ

∈∀≤ uuMAu     

    4- Posons aussi que l’opérateurA  est linéaire:A  est dit  positivement défini s’il existe un réel  

        0>m   tel que : Η
ΗΗ

∈∀≥ uumuAu    ,
2

       

RemarqueA.2.2. Soient ΗΗ →:A un opérateur et IRa →× ΗΗ:  la forme définie par : 

(A.2.6)      ( ) Η
Η

∈∀= vuvAuvua ,    ,,    

On a alors les propriétés suivantes : 

   (i)   a  est bilinéaire si et seulement si A  linéaire.    

   (ii)  a  est continue si et seulement si A  continu.     

   (iii) a  est coércive si et seulement si A  est défini positif. 

LemmeA.2.4. si ΗΗ →:A  est un opérateur fortement monotone et Lipchitz , Alors A  est 

inversible  et  1−A   fortement monotone et Lipschitz. 
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ThéorèmeA.2.12. (théorème de Lax-Milgram )  

Soit ( ).,.a  une forme bilinéaire continue et coercive,  Alors pour tout Η∈f ,  il existe  Η∈u  

unique tel que  

(A.2.7)   ( ) Η
Η

∈∀= vvfvua  ,  ,,  

De plus,  si a  est  symétrique,  alors  u   est  caractérisé  par  la  propriété  

(A.2.8)  ( ) ( ) ΗΗ
ΗΗ

∈∀−≤−∈ vvfvvaufuuau   ,  ,,
2

1
,,

2

1
et       

ThéorèmeA.2.13. (théorème de Stampachia ) 

Soit ( ).,.a  une forme bilinéaire continue et coercive, soit ΗΚ ⊂  un sous-ensemble  convexe  fermé 

et non vide,  Alors  pour  tout Η∈f , il existe Κ∈u  unique  tel que  

(A.2.9)     ( ) Κ
Η

∈∀−≥− vuvfuvua    ,,  

De plus, si a  est symétrique, alors u  est caractérisé par la propriété  

(A.2.10)  ( ) ( ) ΚΚ
ΗΗ

∈∀−≤−∈ vvfvvaufuuau   ,   ,,
2

1
,,

2

1
et     

   On note  à  présent par ℜ l’ensemble des déplacements rigides défini par  

(A.2.11)    ( ){ }0
1

=Η∈=ℜ u/u ε   

Et soit V un sous-espace fermé de 1Η . On a alors le résultat suivant  

ThéorèmeA.2.14. (l’inégalité de Korn) 

Si le sous-espaceV est tel que { }0=∩ℜ V  , Alors  

 (A.2.12)    Vuucu ∈∀≥ :)(
2

1Η
ε

H
 

où c  est une constante strictement positive ne dépendant que de V et   Ω . 

    Supposant maintenant que φ=ΓΓΓ∪Γ=Γ=Ω∂
2121

  avec  I , est une partition de Γ  et soit V le 

sous-espace fermé de 
1

Η , définie par : 

(A.2.13)  { }
11

sur   0 Γ=Η∈= p.pu/uV γ  

CorollaireA.2.2. Si ( ) 0
1

>Γmes , alors l’inégalité de Korn (A.2.10) est vérifiée sur les sous-espace  

V définie par (A.2.11) . 

En utilisant ce résultat, il vient  

RemarqueA.2.3. si ( ) 0
1

>Γmes ,  alors l’application 
H

)(uu εa est un norme  sur  les  sous-espace 

V  définie par(A.2.11), équivalente à la norme canonique 
1

.
H

. 
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A.2.3.Inéquations variationnelles elliptiques. 

    Soient ΗΗ →:A   un opérateur  non   linéaire, ] ]+∞∞−→ ,: Ηϕ  une  fonction  propre( )+∞≠ϕ  

Η∈fet . Un nombre de  problèmes  aux limites en équations aux dérivées  partielles  ainsi qu’en 

mécanique des milieux continus ont un rapport avec des problèmes mathématiques  de la forme 

suivante : 

      Trouver u  tel que : 

(A.2.14)     ( ) ( ) ΗϕϕΗ
ΗΗ

∈∀−≥−+−∈ vuvfuvuvAuu :,,,  

     Le problème (A.2.12) est appelé inéquation variationnelles  elliptique de seconde espèce surΗ . 

D’autre problèmes rencontrés en mécanique ont un rapport avec des problèmes mathématiques 

similaires de la forme suivante : 

     Trouver u  tel que : 

(A.2.15)     KvuvfuvAuKu ∈∀−≥−∈ :,,,
ΗΗ  

oùK est un sous-ensemble non vide deΗ . Le problème(A.2.13) est appelé inéquation 

variationnelle  elliptique de première espèce sur Η . 

    Remarquons que si )ou (0 HK =≡ϕ , alors(A.2.12)  (resp.(A.2.13)) est équivalente au 

problème suivant : 

    Trouver u  tel que : 

(A.2.16)     HvvfvAuHu ∈∀=∈ :,,,
ΗΗ  

On obtient ainsi une équation variationnelle. 

     En ce qui concerne les problèmes (A.2.12)et (A.2.13), on a les résultats d’existence et d’unicité 

suivants : 

ThéorèmeA.2.15. si A  est un opérateur  fortement  monotone et de Lipchitz et  si ϕ   est une 

fonction propre, convexe et semi-continue inférieurement (S.C.I), alors l’inéquation variationnelle 

elliptique (A.2.14) admet une solution unique. 

ThéorèmeA.2.16. Si A  est un opérateur fortement monotone et de Lipchitz et K  est un convexe 

fermé non vide deH ,alors l’inéquation variationnelle elliptique(A.2.15) admet une solution unique. 

A.3. Espaces fonctionnels   

   On introduit dans cette section des espaces du type Sobolev utilisés en mécanique et associés aux 

opérateurs divergence et déformation. On présente de plus leurs principales propriétés,  notamment 

les théorèmes de trace. On rappelle aussi quelques espaces définis sur un intervalle réel et à valeurs 

dans un espace de Hilbert. On adopte ici la convention de l’indice muet et on précise aussi que 

toutes les notations ainsi que les espaces fonctionnels utilisés dans cette thèse sont introduits dans 
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cette section. En outre, dans la rédaction de cette section nous avons suivi [ ] [ ]8et6 .  Pour plus de 

détails sur les espaces de Sobolev et les espaces de distributions, on renvoi par exemple à 

[ ] [ ] [ ] [ ]12et1,10,11 .     

A.3.1. Espaces de distributions   

    Soit lΩ , 2,1=l  deux ouverts de NIR . On note par ( )lΩD l’espace des fonctions réelles sur lΩ ,  

indéfiniment dérivables et à support compact inclus dans lΩ  et par ( )lΩ'D  l’espace des distributions 

sur lΩ , le produit de dualité entre ( )lΩ'D  et ( )lΩD sera noté par  
)()('

.,. ll ΩΩ DD ×
.On précise en outre 

que le produit scalaire canonique ainsi que la norme euclidienne sur NIR seront respectivement 

notées par   . et  "." . Nous introduisons également les espaces suivants : 

( ) ( ){ } ( )( )N
,Ni

i,Nii
D,D/D llllll Ω=Ω∈== =

=
1

1
     ϕϕϕ  ;   2,1=l  

21 DDD ×=  

( ) ( ){ } ( )( )N
N,i

iN,ii
'D,'D/'D llllll Ω=Ω∈ΦΦ=Φ= =

=
1

1
      

21 ''' DDD ×=  

( ) ( ){ } ( )( ) NN

SN,j.i
ij

D;D/
jiij

×
= Ω=Ω∈=== lllllll

1    σσσσD    

21
DDD ×=   ; 

( ) ( ){ } ( )( ) NN

SN,j.i
jiijij

'D;D/
×

= Ω=Ω∈=== lllllll
1    ' φφφφD   ;   

21 ''' DDD ×=   ; 

 Les dualités entre les espaces DD et  ' , DD et  '  seront notées respectivement par DD ×'
.,.    et  

DD ×'
.,. . Plus précisément on a :  

2211

iiiiD'D
,,, ϕϕϕ Φ+Φ=Φ

×
 

2211

'
,,,

ijijijij
σφσφσφ +=

×DD
 

 Pour tout DD ∈∈∈∈Φ σφϕ et  '  , , D'D  avec la convention de l’indice muet . 

      Considérons maintenant l’opérateur défini pour les fonctions et pour les distributions 

,Ni
iii

x 1 , =∂∂=∂   . on a  

(A.3.1)   ( ) ( ) 21  ,  ,;D,'D,,
ii

=Ω∈∀Ω∈∀∂−=∂ l
llllllll ψθψθψθ  

     On introduit également les opérateurs différentiels du premier ordre définis par : 
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(A.3.2)    ( ) ( )( ) ( ) ( )






=∀∂+∂==

→

..1,   ,  
2
1

  ;  

:

Nji

D

jiijijij

lllll

ll

ϕϕϕεϕεϕε

ε D

,  

(A.3.3)    ( )





∂=
→

= Niiji
Div

DDiv

,1

:
ll

ll

φφ
D

 

    On va utiliser les mêmes notations pour les opérateurs correspondants définis sur les espaces de 

distributions : 

(A.3.4)  ( ) ( )( ) ( ) ( )






∈=∀∂+∂==

→

.'T,   .1,  ,  
2
1

;

':

lllllll

ll

DNji

D

jiijijij
ΤΤΤεΤεΤε

ε D'

 

(A.3.5)  ( )





∂=
→

= Niiji
Div

DDiv

,1

'':
ll

ll

σσ
D

 

   En utilisant (A.3.1), on obtient facilement  

(A.3.6)  ( ) llllllll

llll
D

DD

∈∀∈Φ∀Φ−=Φ
××

φφφε ,'DDiv,,
D'D

   ,  
'

  

(A.3.7)  ( ) llllllll

llll
','   ,  ,,

''
D

D

∈∀∈∀−=
××

σϕϕεσϕσ DDiv
DD DDDD

 

    L’opérateur ε  défini par (A.3.2) pour les fonctions et par (A.3.4) pour les distributions s‘appelle 

opérateur déformation. l’opérateur Div défini par (A.3.3) pour les fonctions et  par (A.3.5) pour les 

distributions s’appelle opérateur divergence.   

A.3.2.Espaces de Sobolev.  

    Dans tout ce paragraphe, Ω  désignera désormais un ouvert de NIR , avec  

(A.3.8) 




ΓΩ
ΩΓ

     de coté seulun d' localement étant 1),-(Ndimension 

de abledifférentint indéfinime variétéune est  de  frontière la

.
 

(A.3.9)  bornéest   Ω      

a).L’espace ( ) 2 ΩIL : On désigne par ( )Ω2IL  l’espace  des (classes de) fonctions u  de carré 

sommable sur Ω  , i.e mesurables et telles que     

(A.3.10)     +∞<







= ∫

Ω
Ω

2
1

2

2
dxuu

)(IL
  

On posera souvent ( ) ( )ΩΗ=Ω 02IL . 

Comme il est classique , ( )Ω2IL est un  espace de Hilbert pour le produit scalaire     

(A.3.11)  ∫
Ω

Ω
= dx)x(v).x(uv,u

)(IL 2
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b).Les espaces ( ) Ωm
Η : Soit maintenant m  un entier  1≥  . En bref, l’espace de Sobolev ( ) Ωm

Η  

d’ordre m  sur Ω  est défini par     

(A.3.12)   ( ) ( ){ }m,ILuD/uΗ
m ≤∀Ω∈=Ω ααα         2   

où    ( )
NN

N

N

N

xx
D αααααααα

αα
α ++==

∂∂
∂=

++

... , ,...,,
... 1

1

...

1

1

  

les dérivées uDα  sont prises au sens des distributions sur Ω . 

On munit ( ) Ωm
Η   de la norme    

(A.3.13)  
2
1

2

2

)()( 







= ∑

≤m
L

uDu m

α
Ω

α

ΩΗ
   

et l’on a le  

ThéorèmeA.3.1. Pour la norme (A.3.13) l’espace ( ) Ωm
Η    est un espace de Hilbert, le produit 

scalaire de deux élément vu,  de ( ) Ωm
Η  étant donné par  

(A.3.14)  ∑
≤

ΩΩΗ
=

m
)(IL)(

vD,uDv,u m

α

αα
2     

RemarqueA.3.1. L’application suivante : 

(A.3.15)   
( )


















=

→

∑
=

+

2
1

2

2

)()(

)(
: . 

m
L

m

uDuu

IRH

m

m

α
Ω

α

ΩΗ

ΩΗ
Ω

a

 

Est un semi-norme sur l’espace ( ) Ωm
Η  

ThéorèmeA.3.2. Si Ω  vérifie(A.3.8), (A.3.9),  l’espace ( )ΩmC est dense dans ( ) Ωm
Η .  

ThéorèmeA.3.3. INm∈ ,  posons  que la  domaine Ω  est un ouvert convexe  dans  NIR , et soit 

( )Ω∈ +m
Ηv 1  tel que Ω=∂ sur  0 p.p;vα , pour tout multi-indice  1  tq += mαα , alors ( )Ω∈

m
Ρv . 

c).Les espaces ( ) 0s , >Ωs
Η  : Soit maintenant 10et    avec, <<∈+= θθ INmms , l’espace de 

Sobolev ( )Ωs
Η d’ordres sur Ω est défini par  

(A.3.16)    ( ) ( ) ( ){ }Ω∈=∀ΩΗ∈=Ω θms
ΗuDm;/uΗ

ααα  :   

on munit ( )Ωs
Η  de la norme :  

(A.3.17) ( ) ( ) 2

1

2

2

2

)()(
.















−

−
+= ∑ ∫∫

=
+

m
N

dydx
yx

yuDxuD
uu ms

α ΩΩ
θ

αα

ΩΗΩΗ
  

et l’on a le  
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ThéorèmeA.3.4. Pour la norme (A.3.17) l’espace ( )Ωs
Η ,  10et    avec  , <<∈+= θθ INmms   est un 

espace de Hilbert, le produit scalaire de deux élément vu,  de ( )Ωs
Η  étant donné par  

(A.3.18)    
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

∑ ∫∫
=

+−
−−+=

m
N dydx

yx

yvDxvDyuDxuD
vuvu ms

α ΩΩ
θ

αααα

ΩΗΩΗ
.

.
,, 2)()(     

RemarqueA.3.2. L’application suivante : 

 (A.3.19)   

( )

( ) ( )


























−

−
=

→Ω

∑ ∫∫
= ΩΩ

+ΩΗ

+ΩΗ

2

1

2

2

  

m
N)(

s

)(

dy.dx
yx

yuDxuD
uu

IRH:.

s

s

α
θ

αα

a

 

Est un semi-norme sur l’espace )(Η
s Ω  

ThéorèmeA.3.5.Si Ω  vérifié (A.3.8), (A.3.9), l’espace ( )ΩD dense dans ( )Ωs
Η . 

d).Les espaces ( ) 
0

Ωs
Η :   Soit 0≥s  l’espace de  Sobolev ( ) 

0
Ωs

Η   est l’adhérence de ( )ΩD  dans 

l’espace ( )Ωs
Η . 

ThéorèmeA.3.6. Soit Ω  vérifié (A.3.8), (A.3.9), Alors 
)(

 . 
ΩΗ s est une norme sur ( )ΩΗ s

0
 qui est 

équivalente à la norme 
)(

 .  
ΩΗs
.    

e).Les espaces ( ) 0s , >− ΩΗ s . 

   Soit maintenant 0>s , l’espace de Sobolev ( )ΩΗ s−  d’ordre  s sur Ω  est défini par :   

( ) ( )( ) ( )( ),IRΗ'ΗΗ
sss Ω=Ω=Ω−

00
L  

On munit  ( )Ω−s
Η  de la norme : 

(A.3.20)  
)(

)(
)(

,
sup

0 ΩΗΩΗϕ
ΩΗ ϕ

ϕ
s

s
s

u
u

∈

=−  

   Soit vu,  deux éléments dans ( )Ω−s
Η ,on applique le théorème de Riesz, il existe deux éléments 

ψϕ,  dans  ( ) 
0

Ωs
Η  où vérifient     

( )
(ΩΩΗ(ΩΩΗ

s
ss ψ,gv,g;      ,gu,g:  Ηg ==Ω∈∀ ϕ

0
 

On définit l’opérateur 
)(

.,.
ΩΗ s−  comme suivant : 

(A.3.21)  
)()(

,,
ΩΗΩΗ

ψϕ ssvu =−  

ThéorèmeA.3.7. Pour la norme (A.3.20), l’espace ( )Ω−s
Η  est un espace de Hilbert, le produit 

scalaire de deux élément vu,  de ( )Ω−s
Η  étant donné par (A.3.20) . 

ThéorèmeA.3.8. En identifiant ( )Γ0
Η  à son dual, on a   
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(A.3.22)  ( ) ( )Γ=Γ ss
ΗΗ

0
 

ThéorèmeA.3.9. SoitΩ  un ouvert borné et 2
1≤s , alors ( ) ( )Ω=Ω ss

ΗΗ
0

  

A.3.3.Les espaces des Höldériennes.   

Soit Ω  un ouvert dans NIR , soit 10et  <<∈ sINm    

a).Les espaces ( )Ωs,C0 :  L’espace Höldérienne d’ordre s surΩ  est un espace désigné par ( )Ωs,C0  

défini comme suivant : ( ) ( ) ( ) ( )












+∞<
−
−

Ω∈=Ω
Ω∈

s
y,x

s,

yx

yfxf
/CfC sup0

 

On munit ( )Ωs,C0  de la norme  

(A.3.23)  ( ) ( ) ( )
s

yxx
C yx

yfxf
xff s

−
−

+=
∈∈ ΩΩΩ

,
)(

supsup,0    

RemarqueA.3.3. L’application suivante : 

 (A.3.24)   
( )










−

−
=

→Ω

∈
Ω

+Ω

s)(C

s,

)(C

yx

)y(f)x(f
ff

IRC:.

s,

s,

Ωyx,

0

sup

  

0

0

a

 

Est un semi-norme sur l’espace ( )Ωs,C0  

b).Les espaces ( )Ωs,mC :   On désigne par ( )Ωs,mC  l’espace des fonctions ( )ΩmCf ∈ tel que 

( ) mCfD s ≤∀∈ αΩα  , ,0 ,  

On munit ( )Ωs,mC de la norme  

(A.3.25)  s
yxmxmC yx

yfDxfD
xfDf sm

−

−
+=

∈≤∈≤

)()(
supmax)(supmax

,
)(,

αα

Ωα

α

ΩαΩ    

RemarqueA.3.4. L’application suivante : 

 (A.3.26)   
( )










−

−
=

→Ω

∈≤Ω

+Ω

s)(C

s,m

)(C

yx

)y(fD)x(fD
ff

IRC:.

s,

s,m

αα

Ωyx,mα

supmax

  

0a

 

Est un semi-norme sur l’espace ( )Ωs,mC  

A.3.4.les espaces Het  Η : 

Soient 1Ω , 2Ω  deux ouvert de NIR  . 

a).Les espaces ll HHHHet  Η : On utilise les notations : 

(A.3.27) ( ) ( ){ } ( )N
N,i

iN,ii
IL,ILu/uuΗ )(  2

1
2

1

lll Ω=Ω∈== =
=

 ;            

(A.3.28) ( ) ( ){ } ( )( ) NN

SN,ij
jiijN,ijij

IL,IL/
×

=
=

Ω=Ω∈=== lllllll 2
1

2

1
   σσσσHHHH  ;       
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Les espaces ll HHHHet  Η sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires canoniques    

llll

l

l
ΗΩ

Ω
Η

∈∀= ∫ vudvuvu
ii

,   ,.,  

llllllll

l

l
HHHH

HHHH
∈∀Ω= ∫

Ω

τστστσ ,d.,
ijij

 

Les normes associées à ces produits scalaires seront notées respectivement par ll HHHH
 . et  . 

Η
. 

b).Les espaces HHHHet  Η : On utilise aussi les notations  

(A.3.29)   ( ){ } 21
2,1

21 ;  /  , ΗΗΗΗ ×=∈== =l
lluuuu  

(A.3.30)  ( ){ } 21
21

21   HHHHHHHHHHHHHHHH ×=∈== = ,;/, l
llσσσσ  

Les espaces HHHHet  Η sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires canoniques : 

ΗΩΩ
ΩΩ

ΗΗΗ
∈∀+=+= ∫∫ vudvudvuvuvuvu

iiii
,  ;  ..,,,

21

21

2221112211  

HHHH
HHHHHHHHHHHH

∈∀Ω+Ω=+= ∫∫
ΩΩ

τστστστστστσ ,d.d.,,,
ijijijij

  ; 
21

21

2221112211  

Les normes associées à ces produits scalaires seront notées respectivement par 
HHHH

.. et
Η

. 

c).Les espaces ll

11
et  HHHHΗ :   On utiliser aussi les notations  

(A.3.31)   ( ) ( ){ } ( )( )N
Ni

iNii
uuu lll ΩΗΩΗΗ 1

,1
1

,11
,/ =∈== =

=  ;     )2.1( =l        

(A.3.32) ( ) ( ){ } ( )( ) NN

SN,ij
jiijN,ijij

Η,Η/
×

=
=

Ω=Ω∈=== lllllll 1
1

1

11
   σσσσHHHH  

 Les espaces ll

11
et  HHHHΗ sont des espaces de Hilbert  réels munis des produits scalaires canoniques : 

llllllll

l

l 1
1

,  ;  .,
1

ΗΩ
Ω

Η
∈∀=∑ ∫

≤

vudvDuDvu
α

i

α

i

α  

llllllll

l

l 1
1

   
1

HHHH
HHHH

∈∀Ω=∑ ∫
≤ Ω

τστστσ ,;dD.D,
α

ij

α

ij

α  

Les normes associées à ces produits scalaires seront notées respectivement par ll
11

 . et    
HHHHΗ

. . 

d).Les espaces 
11

et HHHHΗ :   On utilise les notations  

(A.3.33)    ( ){ } 2

1

1

1
2,1

1

21

1
;  /  , ΗΗΗΗ ×=∈== =l

lluuuu  

(A.3.34)  ( ){ } 2

2

1

1
21

1

21

1
HHHHHHHHHHHHHHHH ×=∈== = ,;/, l

llσσσσ  

Les espaces 
11

et HHHHΗ sont des espaces de Hilbert  réels munis des produits scalaires canoniques : 

1

2211 ,:,,,
2
1

1
11

Η
ΗΗΗ

∈∀+= vuvuvuvu  
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1

2211

211
HHHH

HHHHHHHHHHHH
∈∀+= τστστστσ ,:,,,

ll
 

Les normes associées à ces produits scalaires seront notées respectivement par
1HHHH

 . et    
1Η

.  . 

e).Les espaces '

Γ
 et ΗΗ

Γ
: On pose que Γ  est une partie quelconque de 1Ω∂  ou 2Ω∂ , on utilise les 

notations : 

(A.3.35)  ( ) ( ){ } ( )
N

i,Nii
Η;Η/Η ,Ni 





 Γ=Γ∈== =

=Γ
2
1

2
1

1
1

ϕϕϕ  

(A.3.36)  ( ) ( ){ } ( )
N

i,Nii

'
Η;Η/ΨΨΨΗ ,Ni 





 Γ=Γ∈==

−−

=Γ
= 2

1
2
1

1
1

 

Les espaces 'et  
ΓΓ

ΗΗ sont des espaces de Hilbert  réels munis des produits scalaires canoniques : 

ΓΓΗΗ
Ηψϕψϕψϕ

Γ
∈∀=∑

=

N

i
ii

1
)(

,:,,
2
1  

'

1
)(

,:,,
2
1

' ΓΓΗΗ
ΗΨΦΨΦΨΦ

Γ
∈∀=∑

=

−

N

i
ii

 

Les normes associées à ces produits scalaires seront notées respectivement par ' . et   . 
ΓΓ ΗΗ

. 

A.3.5.Espaces liés à l’opérateur déformation.  

       Pour l’opérateur déformation  défini par (A.4.4) , il est naturel d’introduire l’espace 

( ){ }lllll
HHHH∈∈= uu εΗΗ /

1
. 

On considère sur l

1
Η  le produit scalaire  

(A.3.37)   ( ) ( )
lll

llllll

HHHH
v,uv,uv,u

ΗΗ
εε+=

1

 

Et on note la norme associée à ce produit scalaire par l
1

 . 
Η .On obtient ainsi que l’injection ll ΗΗ ⊂

1
 

et l’opérateur  déformation ll
HHHH→

1
Η:ε   sont des opérateurs continus.    

De même, compte tenu de l’identification delΗ  et lHHHH  à  deux sous-espaces de ll
D'' et D  : 

(A.3.38)   ( ) llllllll

lll
D

DD

∈∈∀=+
×

σΗσσε
Η

,:0,,
'

uDivuu    

(A.3.39)   ( ) llllllll

ll
D∈∈∀=+ σΗσσε

Η
,:0,,

1
uDivuu

H
  

ThéorèmeA.3.16.Muni du produit scalaire l
1

.,.
Η

l’espace l

1
Η est un espace de Hilbert réel. 

On munit maintenant l’espace produit( )( )N
Η

lΩ1 du produit scalaire canonique et de la norme associée   

à ce produit scalaire, et on les note respectivement par ( )N)(1.,. lΩΗ
 et N)(1 . lΩΗ

. On a alors le résultat 

suivant : 

ThéorèmeA.3.11.On a l’égalité algébrique ( )( )N
ΗΗ

ll Ω= 1

1
,de plus  N)(1

1
 . , . ll ΩΗΗ sont des normes  
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équivalentes sur l

1
Η  . 

A.3.6. Les espaces liés à l’opérateur divergence.  

   Comme dans le cas de l’opérateur déformation, il est naturel d’introduire l’espace l

1
H  lié à l’opér-

ateur divergence et défini par : { }lllll
ΗDiv/ ∈∈= σσ HHHHHHHH

1
 

Sur lequel on considère le produit scalaire 

(A.3.40)  lllllllll

lll 1
1

HHHH
HHHHHHHH

∈∀+= τστστστσ ,:Div,Div,,
Η

 

On note la norme associée par l
1

.
HHHH . On obtient ainsi que l’injection ll

HHHHHHHH ⊂
1

 et l’opérateur 

divergence lll
Η:Div →

1
HHHHσ sont des opérateurs continus. De plus, compte tenu de l’identification 

de  lΗ  et lHHHH  à  des sous-espaces de ll
D'' et D  , en utilisant (A.3.4.7) , il résulte  

(A.3.41)   ( ) ( ) llllllll

lll
Dσ,εσ,σDiv

DD'
∈∈∀=+

×
ϕϕϕ ,:0 HHHH

HHHH
   

(A.3.42)   ( ) ( ) llllllll

ll
D,σ,εσσDiv

Η
∈∈∀=+ ϕϕϕ

1
:0, HHHH

HHHH
  

ThéorèmeA.3.12. Muni du produit scalaire l
1

.,.
H

 l’espace l

1
HHHH   est un espace de Hilbert réel . 

On peut prouver que l’espace ( )( ) NN

sC
×lΩ1 est  dense dans l

1
HHHH .  

A.3.7.Théorèmes d’injection contenue et d’injection compact.    

ThéorèmeA.3.13. (théorème d’injection continue de Sobolev ) 

    Soit NIR⊂Ω un ouvert ayant la propriété du cône(en particulier un ouvert borné Lipchitzienne). 

Soit [ [ 0,0;,1 >≥+∞∈ sjp  

     a). Si Nps <.  , on a  ( )ΩpsjW ,+
� ( )ΩrjW ,   ;   pour tout   spN

Nprp −≤≤ . 

        En particulier pour 0=j  : ( )ΩpsW ,
� ( )ΩrL ;   pour tout   spN

Nprp −≤≤ . 

     b). Si Nps =.  , on a  ( )ΩpsjW ,+
� ( )ΩrjW ,  ;   pour tout   +∞<≤ rp . 

         En particulier pour 0=j   : ( )ΩpsW ,
� ( )ΩrL ;  pour tout   +∞<≤ rp . 

     c). Si  Nps >.  , on a ( )ΩpsjW ,+
� ( )ΩjC . 

RemarqueA.3.5. On prend le cas 2=p  ;  

a) Si 21 ss ≤ ,     on a  ( )ΩΗ 2s � ( )ΩΗ 1s . 

b) Si 
2
Ns >  ,     on a   ( )ΩΗ sj+

� ( )Ωj

b
C . 

ThéorèmeA.3.14. Soit Λ un ouvert borné de classe∞C de dimensionN , soit 
2
Ns > , 10 <<α et INm∈  ;  

on a ( )ΛΗ α ms ++
� ( )Λα,mC .   
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ThéorèmeA.3.15. (théorème d’injection compact de Rellich) 

     Soit NIR⊂Ω  un  ouvert borné ayant la propriété du cône ( en particulier un ouvert borné 

Lipchitzienne )  , soit [ [ 0,0;,1 >≥+∞∈ sjp  ; 

     a). Si Nps ≤.  , on a  ( ) ( )ΩΩ rj
C

psj WW ,, ⊂+   ;   pour tout   spN
Nprp −≤≤ . 

        En particulier pour 0=j  : ( ) ( )ΩΩ 2, LW
C

psj ⊂+  ;   pour tout   spN
Nprp −≤≤ . 

     b). Si Nps >. , on a ( ) ( )ΩΩ rj
C

psj WW ,, ⊂+  et , ( ) ( )ΩΩ j

b

C
psj CW ⊂+ ,     ; pour tout +∞≤≤ r1  

         En particulier pour 0=j  : ( ) ( )ΩΩ r
C

ps LW ⊂,    ;   pour tout   +∞≤≤ r1  

CorollaireA.3.1. SoitΩ  un  ouvert  borné  de classe ∞C , soit IRs∈  quelconque , Alors quelque 

soit 0>ε ,  on a ( ) ( )ΩΗΩΗ ε−⊂ s
C

s . 

RemarqueA.3.6. Si 2
Ns > , on a  ( ) ( )ΩΩΗ j

b

C
sj C⊂+  . 

A.3.8.Rappels sur les applications des traces.  

ThéorèmeA.3.16. (théorème du Trace sur ( )ΩΗ s  ) 

Soit NIR⊂Ω un ouverte borné Lipchitzien de frontière Γ  ,  soit 0≥s ,  alors  il existe une 

application linéaire continue surjective unique  

(A.3.43)     
( ) ( )

( )





∈∀=
→

−

Ωγ
ΓΗΩΗγ

Γ
Cuuu

ss

:

:telleque: 2
1

 

RemarquesA.3.7.  

a). Il existe une application linéaire et continue : )() (Γ: 2
1

Ω→
− ss

ΗΗR   vérifiant : 

(A.3.44)    ( ) ( )Γ∈∀=
−

2
1s

Ηξ:ξξγ.R    

b). Le noyau de l’application trace est ( )Ωs
Η

0
 . 

ThéorèmeA.3.17. (théorème du Trace sur ( )( )Ns ΩΗ  ) 

Soit NIR⊂Ω  un ouvert borné Lipchitzien de frontière Γ , soit 0≥s , alors il existe une application 

linéaire continue surjective unique  

 (A.3.45)  ( )( ) ( )

( )







Ω∈∀=






 Γ→Ω

−

N

Γ

N
sNs

)C(u;uγ.u

:ΗΗγ: quetelle2
1

  

RemarqueA.3.8.Il existe une application linéaire et continue ( ) ( )( )Ns
N

s
ΗΗR: Ω→






 Γ

−
2
1

 ; vérifiant : 

(A.3.48)    ( ) ( )
N

s
Ηξξξγ.R 





 Γ∈∀=

−
2
1

:    
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RemarqueA.3. 9.  En notant par ( )
i

ηη = la normale sortante unitaire à Γ  : 

a).On définit pour tout ( )
N

s
Ηξ 





 Γ∈

−
2
1

les composantes normale et tangentielle deξ respectivement par : 

(A.3.47) ( )
τητ

s

η
ΗηξξξΗξ.ηξ ∈−=Γ∈=

−
et2

1

 

où 
τ

Η  est le sous-espace fermé dans ( )
N

s
Η 





 Γ

−
2
1

  définie par : 

(A.3.48)  ( )






 Γ=





 Γ∈=

−
sur02

1

p.pξ/ΗξΗ
η

N
s

τ
 

b).On peut prouver de plus que l’application ( )
τη

,ξξξ a est un isomorphisme de ( )
N

s
Η 





 Γ

−
2
1 dans 

( )
τ

s
ΗΗ ×Γ

−
2
1

 ,  il résulte  

(A.3.49)   
Γ

'

ΓΗΗττ(ΓΗ(ΓΗηηΗΗ
Ηζ,Ηξ,ζξ,ζξξ,ζ

τ
'
τΓ

'
Γ

∈∀∈∀+=
××× −

)) 2
1

2
1  

RemarqueA.3.10. Moyennant l’application de trace et l’isomorphisme précèdent , il résulte : 

a).Il existe une application linéaire continue surjective  

(A.3.50)    
( )( ) ( )

( ) ( )







==

Γ→Ω
−

ηη .uuuγ

ΗΗ:γ

ηη

sNs

η

i.e

:que telle,2
1

  

b). Il existe une application linéaire et continue ( ) ( )( )Nss

η
ΗΗR Ω→Γ

−
2
1

: , vérifiant  

(A.3.51)    
( ) ( )( )

( ) ( )







Γ∈∀=

Ω→Γ
−

−

2
1

2
1

:

:que telle

s

ηη

Nss

η

Ηξξξ.Rγ

ΗΗ:R
   

η
R  ; est un relèvement de 

η
γ . 

ThéorèmeA.3.18. (théorème du Trace sur 1HHHH ( ) NN
Η

×
Ω= )(1  )  

Soit NIR⊂Ω  un ouvert borné  Lipchitzien de frontière Γ , alors il existe une application linéaire 

continue surjective unique : 

(A.3.52)    
( )

( ) ( )










Ω∈∀




 Γ=∈∀=







 Γ→

×

×

−

∫
NN

Γ

N

ΓΗΗ

N

Cσ,ΗΗξ:ση.ξ.dΓσ,ξγ

que:    telle Η:Hγ

Γ
'
Γ

1

1

2
1

2
1

  

Avec   ( )
,Nijij

ησση
1=

=  

Pour tout 
1

HHHH∈σ  , l’image ( )
N

'
ΗΗσγ 





 Γ=∈

−

Γ
2
1

 est élément de '
Η

Γ
 vérifiant l’égalité : 
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(A.3.53)  ( )
1

 , Ηu,uDivσuσ,εσ,γuγ
ΗΗΗ Γ

'
Γ

∈∀+=
× HHHH    

La formule (A.3.47) dit la formule de Green . 

RemarqueA.3.11. Il existe une application linéaire et continue :  ( )
1

2
1

HHHH→




 ΓΗ

−
N

:R ; vérifiant : 

(A.3.54)    ( ) ( )
N

Ηψ  ;   ψψR.γ 




 Γ∈∀=

−
2
1

   

R  ; est un relèvement de γ . 

RemarquesA.3.12.  

a). Il existe une application linéaire continue surjective : 

(A.3.55)   
( )

( )







==

Γ→
−

.ησγσσγ

H:γ
i.e

ηη

η

aσ

2
1

1
HHHH

 

b). Il existe une application linéaire  continue ( )
1

2
1

HHHH→Γ
−

:ΗR
η

 ,  vérifiant  

(A.3.56)    ( ) ( )Γ∈∀=
−

2
1

H:R.γ
ηη

ψψψ    

ηR  ; est un relèvement de ηγ . 

c).Rappelons que si  ( ) NN

sC
×Ω∈ 1σ  , on définit  pour  tout 

1
HHHH∈σ ,  les éléments 

( ) ( )ηησησσγ,ησσγ,ησησσγ
ΓΓτηΓη

,Ni

N

j
Γjij

i.e

Γ
−==







==
==

∑
11

. 

      Afin de simplifier les notations, on utilisera dans la suite la notation σγσ,σγσ,σγση
ττηη

=== . 

Pour tout 
1

HHHH∈σ  et  
1

Η∈u , moyennant (A.1.12) et(A.1.15), on peut alors énoncer la double égalité 

suivante : 

(A.3.57)  
( ) ( )






+=

+=

×

−
ΓΓ

Ω

×Γ×Γ×

Η)IL²(

ΗΗττ)(Η)(ΗηηΗΗ

u,Divuε,σ

u,σu,σγu,ση

NN

τ
'
τ

'

σ
2
1

2
1

 

d).Supposons maintenant que φ=Γ∩ΓΓ∪Γ=Γ
2121

,   est une partition de Γ  et ( )NHH Ω= 1

1
, soit 

1
HHHH∈σ . on introduit les définitions suivantes : 

(A.3.58)    [ ] [ ]
211

sur0quetel0sur0 Γ=∈∀=⇔Γ=
×

uΗu,ση,uηση
Γ

'
Γ ΗΗ

 

(A.3.59)    [ ]






Γ=

Γ=
∈∀=⇔Γ=

ΓΓ × sur0

sur0
:quetel0sur0

2

11

τ

η

ΗΗη u

u
Ηu,ση,uησ '  
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(A.3.60)    [ ]






Γ=

Γ≤
∈∀≥⇔Γ≤

× sur0

sur0
:quetel0sur0

2

11

τ

η

ΗΗη u

u
Ηu,ση,uησ

Γ
'
Γ

 

(A.3.61)     [ ]






Γ=

Γ=
∈∀=⇔Γ=

ΓΓ × sur  0

sur  0
quetel0sur0

2

11

η

τ

ΗΗτ u

u
Ηu,ση,uησ '  

e).On suppose maintenant le cas de contact entre deux corps 21 ΩΩ ,  dans la partie 
3

Γ , on pose 

llll

213
Γ∪Γ∪Γ=Ω∂=Γ  et ( ) ( )NN

HHH 2111

1
Ω×Ω=  soit ( )( ) NN

Hσ
×

Ω=∈ lll 1

1
HHHH  , on introduit la 

définition suivante : 

(A.3.62) [ ]⇔Γ=
3

21 sur
ηη
σσ  

( )
[ ]

21

Γsur0

Γsur0

ΓΓsur0

quetel:

3

21

1

2122221111

2211

,

u.η

u

u

:Η,uuuη,uηση,uησ
τ

η

ΗΗΗΗ
''

=










=
=

∪=

∈=∀=
ΓΓΓΓ

××
l

ll

lll

 

A.3.9.Rappels sur les espaces interpolés.  

ThéorèmeA.3.19.Soit Ω  un ouvert borné de classe ∞C , le bord étant Γ  soit 
21

ss > ,on a    

( ) ( )[ ] ( ) ( )Γ=ΓΓ +− 2121 1 θssθ

θ

ss
Η,ΗΗ  ,  avec  équivalence  des normes.    

ThéorèmeA.3.20. (l’inégalité d’interpolation généralement) 

 Soit X,Y deux espaces de Banach , avec XY =  et Y� 10, << θX , il existe une constante  

( ) 0>= X,Y,θcc  telle que : 

(A.3.63)     [ ] Yuu.ucu
θ

Y

θ

XX,Y θ

∈∀≤ −
  :

1
    

ThéorèmeA.3.21. (théorème principale d’interpolation )  

 Soit { }YX , , { }˒˔,  deux couple espaces de Hilbert , avec XY =   et  Y� ,X  aussi Χ=Υ  et  

˒� 10 << θ,˔  , soit ( ) ( )˒˔ Y,X,π LL I∈  alors  [ ] [ ]( )θθ ,,X,Yπ ˒XL∈  

De plus, il existe une constante 0)( >= θcc telle que : 

(A.3.64)   [ ] [ ]( )
θ

)(Y,

θ

XΧ,Υ,X,Y
π.πcπ

θ ˒X LLL
1

),(

−≤
θ

 

Quelques espaces interpolés  

(1).L’interpolation entre ( )ΩpIL  :  

      Soit Ω borné ∞∈C , et soit +∞≤<<≤ qrp1  , avec : 1θ0,
q

θ

p

θ1

r

1 <<+−= . Alors : 

( ) ( )[ ] ( )Ω=ΩΩ rqp ILIL,IL θ
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De plus    

(A.3.65)  ( ) ( )Ω∩Ω∈∀≤ − qpθ

)(ΩIL

θ

)(ΩIL)(ΩIL
ILILuu.ucu qpr

1
 

(2).L’interpolation entre ( )Γ2IL , ( )Γ1
Η :  

      Soit Γ  Lipchitzien borné et soit ,10 << θ  Alors :  

( ) ( )[ ] ( )Γ=ΓΓ θ

θ
Η,ΗIL 12  

      De plus  

(A.3.66)   ( )Γ∈∀≤ −

ΓΓΓ

11

12 Ηuu.ucu
θ

)(Η

θ

)(IL)(Η
θ  

(3) L’interpolation  entre  ( )Γs
Η  :  

      Soit Γ Lipchitzien  borné et soit  21 ss <  1θ0 <<  pose : ( )
21

1 θssθs +−=  . Alors 

( ) ( )[ ] ( )Γ=ΓΓ s

θ

ss
Η,ΗΗ 21  

      De plus 

(A.3.67)   ( )Γ∈∀≤
Γ

−

ΓΓ
2

21

1 sθ

)(Η

θ

)(Η)(Η
Ηuu.ucu sss  

(4).L’interpolation entre  ( ) ( )ΩΩ 10 C,C  :  Soit 1θ;0C1 <<∈Ω . Alors  

( ) ( )[ ] ( )Ω=ΩΩ ,θ

θ C,CC 01
 . 

      De plus :  

(A.3.68)  ( )Ω∈∀≤
Ω

−

ΩΩ
Cu;u.ucu

θ

)(C

θ

)(C)(C .θ 10

1
 

(5) L’interpolation entre ( ) ( )ΩΩ 21 00 ,θ,θ
,CC  :  Soit 1010:

21

1
<<<<∈Ω θ,θC  , et soit 1θ0 << . On 

pose  ( )
21

1
~

θθθθθ +−= . Alors  

( ) ( )[ ] ( )Ω=ΩΩ θ
~

,

θ

,,
C,CC 000 21 θθ

 

De plus : 

(A.3.69)  ( ) ( )Ω∩Ω∈∀≤
Ω

−

ΩΩ
21

2110

1 θθθ

)(C

θ

)(C)(C
CCu:u.ucu θθθ

~
.  

 (6) L’interpolation  entre ( ) ( )( ) ( ) ( )( )Λ,ΗΗΛ,ΗΗ
rsrs
2211 LL et    ΓΓ   :   

       Soient 1CΛ, ∈Γ , ( )
21

1poseon  ,10  :avec210 θssθsθ,,i,rs
ii

+−=<<=≥  et ( )
21

1 θrrθr +−= .          

       Alors, si ( ) ( )( ) ( ) ( )( )Λ,ΗΗΛ,ΗΗπ
rsrs
2211 LL ΓΓ∈ I  . On a  :    

 ( ) ( )( )Λ,ΗΗπ
rs Γ∈ L  

       De plus : 
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(A.3.70) ( ) ( ) ( )
θ

rs
θ

rsrs )(ΛΗ),(Η
π.πcπ

)Λ(Η),(Η)Λ(Η),(Η 2211 LLL
1

Γ
−

ΓΓ ≤  . 
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مرنين يلتقيان بدون احتكاك في جزء م!ن  نجسميالنظرية والعددية لحركة   دراسةال ىالمذكرة علتحتوي ھذه  :ملخص
م!ن الم!ذكرة تم!ت الدراس!ة النظري!ة  حي!ث نعتب!ر  ا5ولفي الج!زء   ,جزأين إلىتنقسم ھذه الدراسة  . سطحي الجسمين

نعتب!!ر الش!!كل  ا5ولفص!!لين فالفص!!ل  إل!!ىج!!زء مقس!!م ھ!!ذا ال  ,خط!!ي  س!!لوك غي!!ر نم!!زودان بق!!انوالجس!!مان مرن!!ان 
متراجح!!ة ك!!ورن فنحص!!ل عل!!ى ش!!كلين  ق!!رين و لباس!!تعمال ش!!كث!!م   P ب!!الرمز لھ!!االرياض!!ي لھ!!ذه الدراس!!ة يرم!!ز 

والوحداني!ة والعHق!ة ب!ين  دالوج!وث!م ن!درس مس!الة .متعل!ق بالكونتران!ت فق!ط  P2 بالحرك!ة فق!ط و قمتعل P1:متغايرين
P1،P2  وPباستعمال ش!كل ق!رين فنحص!ل عل!ى ش!كل مغ!اير مخ!تلط  ,خطي  لفصل الثاني فنعتبر قانون سلوكا وأما ؛

الج!زء الث!اني م!ن  أم!ا .  Pmللكونتران!ت يرم!ز ل!ه ب!الرمز   الناظم!ةلمركب!ة احق!ل الحرك!ة ودال!ة متعل!ق ب P  للمس!الة
نس!تعمل  ا5ولفص!لين فالفص!ل  إل!ىفھ!ذا الج!زء مقس!م  , المذكرة نخص الدراسة العددي!ة م!ع ك!ون الجس!مان مس!تويان

ني م!ن ھ!ذا الج!زء الفص!ل الث!ا أما  واZسقاط  استقطاب Xغرانج اتنحتاج لتقنيطريقة العناصر المنتھية من اجل ذالك 
  . فخصص لتحليل مقادير ا5خطاء

  
 ,اXحتك!اك  , ص قط!ع ن!اق , القوة,  قانون السلوك   ,مرونة  ,  وحدانية  ,وجود  ,كونترانت , حركة   :كلمات مفتاحية

  .اXستقطاب  ,اZسقاط 
 

et numériquement du contact  mentette mémoire contient une étude théoriqueC Résumé:
sans frottement enter deux corps élastiques.  cette étude se compose en deux parties . La 
première partie l'étude théorique, sois considère que les deux corps élastique muni loi de 
comportement nom linéaire, cette partie se  compose en deux chapitres. Le premier 
chapitre considère la forme mathématique cet problème  noté par P ainsi,  on utilise la 
forme de Green et l'inégalité de Korn on obtient à deux forme variationnelle, P1 qui 
dépend uniquement de déplacement et P2  qui dépend uniquement de contrainte, aussi on 
 étudie l'existence et l'unicité avec le lient entre P1,  P2 et P .  Le second chapitre on 
considère la loi de comportement linéaire, par l'utilisation de la forme de Green on 
obtient aussi une  forme variationnelle mixte dépend de champs de déplacements et 
fonction de la composante normale de contrainte désigne par Pm . La deuxième partie 
étudie numériquement le problème considéré a condition que les deux corps surfacique , 
cette partie a divisé à deux chapitre  le premier  chapitre on utilise la méthode des 
éléments fini, pour cela nous avons besoin d'une technique d'interpolation de Lagrange et 
la projection . Le seconde chapitre de cette partie, on s'intéresse à l'analyse des erreurs .    

    
déplacement, contrainte, existence, unicité, élastique, loi de comportement,  Mots clefs:

force, type elliptique, frottement, projection, interpolation.                                                    
 

This memory contains a survey theoretically and numerically of contact  Abstract:
without friction to splice two elastic , this survey is composed in two parts. The first part 
the theoretical survey, which consider that the two elastic bodies provided law of 
behavior non linear , this part is composed in two chapters The first chapter considers the 
mathematical shape this problem noted by P so, one uses the Green shape and the 
inequality of Korn one also gets to two shapes variationnelle P1 ,that depends solely on 
the displacement and  P2 that depend solely on constraint, one studies the existence and 
the uniqueness with the tie between P, P1 and  P2 . The second chapter, considers the 
linear behavior law, by use of the forms Green one gets a shape  mixed variationnelle 
depends of fields of displacement and function the normal component of constraint  
designated by Pm . The second part, we study the problem numerically provided that the 
two bodies surfacique, this part divided to two chapters the first chapter the method of the 
elements finished for it we need a technique of the interpolation of the barn the 
projection. The second chapter of this part, we target to the analysis of the mistakes .        

   
nt, existence, uniqueness, elastic, law of behavior, displacement, constrai Words keys:

strength, elliptic types,  friction,  projection, interpolation.                                                     
                      


