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Notations

Q : ouvert de R"

0N : frontiére topologique de Q2

r = (x1,....t,,) : point générique de R"

dx = dxidx,.....dx, : mesure de Lebesgue sur €2

do : mesure de surface sur 0f2

> :(0,T) x 0Q

7 : normale unitaire extérieure a )

Vu : gradient de u

Au : laplacien de u

D(Q), D(Q) : espace des fonctions infiniment différentiables et & support compact
dans €2, Q,....

C*(€2), C*(Q) : espace des fonctions k-fois contitiment différentible dans 2, Q
Co(2), Co(Q) : espace des fonctions continues nulles au bord dans Q, @

LP(£2) : espace des fonctions pe puissance p-éme intégrables sur {2 pour la mesure

do; A f o=y | F() [P da)e
W“”(Q) ={ue LP(Q), Due (L")"};  [lulip=lulp+ [ Vu?)
(Q) :adhérence de D(Q) dans W1P(Q)

B =

W L (Q) : espace dual de W, (Q)

W (89) : espace des traces des fonctions de WHP(§2)

WP '(09) : espace duale de Wi’p(Q)

Si X est un espace de Banach

LP(0,T,X)={f:(0,T) — X mesurable; fOT | f(2) || dt < oo}
L>(0,T,X)={f:(0,T) — X mesurable; 3C >0, | f(t) ||x< Cp.p.t}
C*([0,T]; X) : espace des fonctions k-fois contitiment différentiables de [0, 7] — X

D([0,T]; X) : espace des fonctions contiiment différentiables & support compact
dans [0, 7]
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Chapitre 1

Introduction générale

L’équation de la chaleur en une dimension d’espace est donnée par I’équation
aux dérivées partielles suivante :

2
%(x,t) = c%(:p,t), r€eR, t>0,

ol ¢ > 0 est une constante donnée, u est une fonction inconnue réelle de deux

variables z et t. Cette fonction u = wu(x,t) représente la température dans un

conducteur d’'une dimension. La valeur de u(z,t) dépend du temps ¢t > 0 et de la

position de x. L’équation de la chaleur est ’exemple le plus simple d’une équation

parabolique : en effet, si on applique 'opérateur de la chaleur aux fonctions

w: (z,t) — exp(At + px)

on obtient
ou 9%u

E(fci) o

c’est a dire A = cu? qui représente une parabole. En général, les équations aux
dérivées partielles sont classées en trois catégories : elliptique, parabolique et hy-
perbolique. En général, la valeur de u(z,t) en t = 0 est donnée. On veut donc
résoudre le probléeme de Cauchy :

(z,t) = (N — cu®)exp( Mt + px) = 0,

ou d%u
{ E(xut):CW(xut)’ ZEER, t >0, (11)

u(z,0) = f(z), r e R.

Physiquement, considérons une barre de longueur illimitée. Pour décrire 'équa-
tion de la chaleur, supposons que le conducteur a une petite section d’aire As.
La quantité de chaleur a travers la section au point z est approximativement pro-
portionnelle au gradient % en x. La quantité de chaleur dans la direction des x
croissants pendant un court temps At est

ou
—k—AsAt
oo

ou k est une constante strictement positive dépendant du matériau. Notons que la
positivité de k est en accord avec le fait que la chaleur circule du chaud vers le

froid.



Evidemment, supposons que u et g—g ne changent pas rapidement, k% est la
quantité de chaleur par seconde et par unité d’espace circulant le long des x dans
la direction négative.

Cherchons comment varie au cours du temps la température v aux différents points
de la barre. Ecrivons 'équation des échanges de chaleur dans 'intervalle [a, b].
quantité totale de chaleur sortant de [a, b] au temps At est approximativement égale
a:

—k[(%)(b, t) — %(a,t)]AsAt. (1.2)

D’un autre coté, supposons que (b—a) est petit et que %—1;(3:, t) est presque constant
por x € [a,b], 'augmentation de température étant %At, la méme quantité totale
de chaleur sortante est approximativement égale a :

—k1(b — a)As%At, (1.3)
ot
ol ki est une constante strictement positive et qui exprime la chaleur spécifique
par unité de volume. En générale, la quantité spécifique ¢, est donnée par unité de
masse, donc si le matériau a la densité p alors ki = pc,.
On écrit ensuite que les deux termes (2) et (3) sont égaux, on divise par AsAt(b—a)
et on fait tendre (b — a) vers zd’ou :

ou k O*u

ot ki 022

Travaux liés a nos problémes
Considérons le probléme aux limites suivant :

u — Au + fotg(t —s)Au(z,s)ds =|u |P?u, €Qt>0
u(x,t) =0, x € 0, t >0, (1.4)
u(z,0) = ug(x), z €,

ol g : R — R, est une fonction décroissante de classe C, p > 2, et Q est un
domaine borné de R" (n >> 1), de bord régulier 0f2.

Cette équation découle d'une varieté de modéles mathématiques en génie et en
sciences physiques. Par exemple, dans 1’étude de la conduction de chaleur dans les
matériaux & mémoire, la loi classique de Fourier du flux de chaleur est remplacée
par la formule suivante :

qg=—dVu — / Vik(x, t)u(x, )], (1.5)

ol u est la température, d est le coéfficient de diffusion et le terme intégrale repré-
sente 'effet mémoire dans le matériau. L’étude de ce type d’équations a attiré une
attention considérable [13], [29], [30], [33]. D’un point de vue mathématique, on peut
s’attendre au terme intégrale a étre dominé par le premier terme de 1’équation. Par
conséquent, la théorie des équations paraboliques s’applique a ce type d’équations.



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

En ’absence du terme mémoire, le probléme (1.4) a été étudié par divers auteurs,
et plusieurs résultats concernant 'existence globale et non globale ont été établis.
Par exemple au début des années 1970, Levine [16] a introduit la méthode de
concavité et a montré que les solutions a énergie négative s’explosent en temps fini.
Plus tard, cette méthode a été améliorée par Kalantarov et Ladyzhenskaya [15]
pour tenir compte des situations plus générales.

Ball [7] a également étudié (1.4) avec f(u,Vu) au lieu de | u |[P72 u et a établi
résultat d’existence global dans un domaine borné. Ce resultat avait été étendu a
des domaines non bornés par Alfonsi et Weissler [3].

Pour le cas quasi-linéaire, Juning [34] a étudié

u — div(| Vu "2 Vu) = f(u), z€Q, t>0,
u(z,t) =0, xedt>0 (1.6)
u(z,0) = up(x), x €,

ol m > 2, et a établi un résultat d’existence globale. il a également démontré un
résultat d’existence non globale sous la condition

L ™ dy — ug(x))dx —M ul(x)dx
[ 1Vuoa) 17 o= [ e < -2 [ @ )

ou F(u) = fou f(s)ds. Plus précisément, il a montré que s’il existe T' > 0, pour
lequel la formule (1.5) est verifiée, alors les solutions s’explosent en temps inferieur
a T. Ce type de résultats a été largement généralisé et amélioré par Levine, Park,
et Serrin [17], ou les auteurs ont démontré certains théorémes d’existence globale
et non globale. Leur résultat, lorsqu’il est appliqué au probléme (1.6), exige que

[ 19 1" de = [ Pluo(a))ds <o (1)

Nous constatons que 'inégalité (1.8) implique (1.7). Dans une note, Messaoudi [21]
a étendu le résultat d’explosion de la solution avec une donnée initiale satisfaisant
a:

1
—/ | Vug(x) |™ dx — / F(up(x))dzx < 0. (1.9)
m Jo Q
Pucci et Serrin [31] ont discuté le systéme parabolique quasi-linéaire suivant :
A) | ug ™% g = Au — f(z,u),

pour m > 1 et f satisfait (f(x,u),u) > 0, et ont établit I'existence globale des
solutions.
Berrimi et Messaoudi [4] ont discuté un probléme similaire de la forme :

A(t) ug ™2 ug — Au=|u P2 u, x€Q,t>0,
u(z,t) =0, x € INt>0 (1.10)
u(z,0) = ug(x), x € Q,

ou 2 est un ouvert borné de R".



Ce résultat est ettendu par les mémes auteurs [5] dans le cas ol un terme
viscélastique intervient et ils ont considéré le systéme suivant :

A() | ue |2 up — Au+ [ g(t — 8)Au(z, s)ds =| u [P u, € Q,t>0,
u(z,t) =0, x€edt>0 (1.11)
(x,0) = up(z), x €,

I~

ol ¢ est une fonction contintiment différentiable qui satisfait aux conditions sui-
vantes :
(Hy) g: R, — R, est une fonction bornée de C* telle que :

+o0
g(0) > 0, 1- / g(s)ds =1>0.
0
(H>) il existe une constante positive £ telle que :

g'(t) < —€g(1), t>0.

Ils ont montré que 1'énergie des solutions du probléme (1.11) décroit exponentielle-
ment si m = 2 et décroit polynomialement si m > 2.

Ce mémoire, qui est composé de cinq chapitres, présente des résultats de dé-
croissance des solutions de quelques problémes paraboliques linéaires et quasi-
linéaires.Nous allons présenter ici brievement le contenu de chacun d’eux.

LE CHAPITRE 1 est consacré a I'historique et la citation de quelques travaux liés
a nos problémes.

LE CHAPITRE 2 est entiérement consacré a ’exposé des définitions et résultats
nécessaires a la suite de ce travail. Nous rappelons tout d’abord quelques résultats
de base sur les espaces de Sobolev et quelques résultas principaux. par exemple :
les inégalités de Young, Poincaré, Formule de Green.....etc. Ces derniers résultats
sont utilisés en particulier dans les calculs des chapitres 3, 4 et 5

LE CHAPITRE 3 est consacré pour établir des résultats de décroissance des solu-
tions du systéme linéaire homogeéne suivant :

uy — Au + fotg(t —s)Au(z,s)ds =0, x€Q,t>0,
u(z,t) =0, x e 0, t>0, (1.12)
u(z,0) = up(x), x €,

ot 2 est un domaine borné de R™ (n > 1) de frontiére lipschitizienne 0S2.

g est une fonction contintiment différentiable qui satisfait aux conditions :
(G1) g : Ry — R, est une fonction bornée de C! telle que :

+oo
g(0) >0, 1-— / g(s)ds=1>0
0

(G5) il existe deux constantes positives £ et p telles que :

3
g(t) < —€¢°(t), £20, 1<p<g
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LE CHAPITRE 4 est consacré pour obtenir un résultat de décroissance des
solutions du systeme (1.4).
ol ¢ est une fonction contintiment différentiable qui satisfait aux conditions (G)
et
(G3) : il existe une fonction & contintiment différentiable satisfaisant a :

g'(t) < =€(t)g(t), t>0

ou

+o00
) >0, E(t)<0, V>0 et / £(t)dt = +o.
0

LE CHAPITRE 5 est consacré a la discussion de la décroissance des solutions du
systéeme quasi-linéaire homogéne suivant :

At) | ug ™2 ug — Au+ fotg(t — s)Au(z,s)ds =0, x€Q,t>0,
u(z,t) =0 r€0Nt>0 (1.13)
(x,0) = up(z), x €,

I~

ol g est une fonction qui vérifie (Gy) et (G3).



Chapitre 2

Rappels et notations générales

L’objectif de ce chapitre est de rappeler I'essentiel des notions et résultat utilisés
tout au long de ce travail. En premier lieu, nous rappelons quelques définitions et
résultats sur les espaces de Sobolev et les espaces LP(0,7, X) puis la citation de
quelques théorémes importants dans la discussion des problémes & étudier et en fin
quelques notations utilisées tout au long de ce mémoire.

2.1 Espaces fonctionnels

Les espaces de Sobolev sont un outil omniprésent dans 1’étude des équations
aux dérivées partielles. Leur compréhention est donc une étape nécessaire avant
d’aborder les équations en question. Nous reprenons dans cette section certains
énoncés de H. Brezis [9] sur le sujet. Pour une présentation plus compléte des
espaces de Sobolev, on pourra consulter [1 — 2]. Par la suite, 2 est un ouvert borné
régulier de R".

L’espace L'() est I'ensemble des fonctions mesurables (pour la tribu de Borel)
intégrables (pour la mesure de Lebesgue dx ) sur §2. On note :

I £ = [ 1 £6e) | da
On définit ensuite pour tout 1 < p < oo 'espace :
LP(Q) ={f:Q— R, fmesurable et | f |P€ L'()}

que 'on munit de la norme :

IS ley= (/Q | f(z) P daz>;’.

Lorseque p = 0o, on a la définition suivante :
L®(Q)={f:Q—= R, fmesurable et 3C € Ry, | f(x) |< C p.p}

dont la norme est :
| f lle@y= inf{C, | f(z) |< Cp.p}

9



10 CHAPITRE 2. RAPPELS ET NOTATIONS GENERALES

Pour tout 1 < p < 0o, on note p’ le conjugué de p, c’est a dire le réel p’ tel que :

2.1.1 Espace H'(Q)
definition 2.1.1

Soit 2 un ouvert de R™. L’espace de Sobolev H' () est défini par :

o

HY(Q) = {v e L*(Q), tel que, Vi € {1,2,...,n}, o

€ L*(Q)}

ol % est la dérivée partielle faible de v au sens des distributions.

Muni du produit scalaire :
< U,V >= /(u(x)v(x) + Vu(z).Vou(z))dx (2.1)
Q

et de la norme :

Il o= ( [ Guta) P+ | Vao) P)dw)é

I'espace de Sobolev H'(f2) est un espace de Hilbert.

2.1.2 Espace H} ()

Définissons maintenant un autre espace de Sobolev qui est un sous-espace de
H'(Q) et qui nous sera trés utile pour les problémes avec conditions aux limites de
Dirichlet.

definition 2.1.2

Soit C2°(€2) l'espace des fonctions de classe C™ & support compact dans 2. L’espace
de Sobolev Hj () est défini comme I'adhérence de C°(2) dans H* ().

On verra un peu plus loin que Hg () est en fait le sous-espace de H'({2) constitué
des fonctions de trace nulle sur le bord 0f2.

Muni du produit scalaire (2.1) espace de Sobolev Hj () est un espace de Hilbert.

2.1.3 Inégalité de Poincaré

Théoréme 2.1.1

Soit €2 un ouvert de R borné dans au moins une direction de I'espace. Il existe une
constante C' > 0 (dépend seulement de ) telle que, pour toute fonction v € H} () :

| v 2 @< C || Vv |2

Preuve : Pourla démonstration, il suffit d’utiliser le théoréme (1.2.5 page 18)[32].
U
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corollaire 2.1.1

Soit € un ouvert de R™ borné dans au moins une direction de l'espace. Alors la

semi-norme : X
2
ol ([ 1900 o)
Q

est une norme sur Hj () équivalente a la norme usuelle induite par celle de H*().
Preuve : Pourla démonstration, il suffit d’utiliser le corollaire (4.3.12 page 91)[2].

U
Théoréme 2.1.2 (Théoreme de la trace)

Soit © un ouvert borné régulier de classe C*, ou bien © = R” on définit application
trace 7 par :

HY(Q)NC(Q) — L*09) N C(00)
v — 70(v) = vlag

Cette application vy se prolonge par continuité en une application linéaire continue
telle que, pour toute fonction v € H(Q), on a :

[0 l[z200)< C v lla@
Preuve : Pourla démonstration, il suffit d’utiliser le théoréme (4.3.14 page 92)[2].
U
Remarque 2.1.1

Grace au théoréme de la trace on peut parler de la valeur d’une fonction de H'(Q)
sur le bord 012). Ce résultat est remarquable car il n’est pas vrais pour toute fonction

de L*(Q).
Théoréme 2.1.3

Soit 2 un ouvert borné régulier de classe C*. Si u et v sont des fonctions de H'(2),
alors elles vérifient :

/Q u(m)aa;i (z)dz = — /Q v(:p)g;i(x)dx—l— /a ulz)o(zmds

ot ) = (1;)1<i<n est la normale unité extérieure a OS2
Preuve : Pourla démonstration, il suffit d’utiliser le théoréme (1.4.2 page 27)[32].

g
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2.1.4 Espace H"(Q)
definition 2.1.3
Pour un entier m > 0, 'espace de Sobolev H™(f2) est défini par :
H™(Q) ={ve L*Q) tel que D*v € L*(Q), Ya €N", |a|<m}
ou la dérivée partielle D*v est a prendre au sens faible :

oy,
o _ _ n —
D%y = T Spon’ 4= (1,9, eeecya) €N Ja|l=a1+ag+ ... Q.

Muni du produit scalaire :

< U, v >:/Q Z D%u(z)D%(z)dx

la|<m

et de la norme :
| ullgm@)=v<u,v>

I'espace de Sobolev H™(£2) est un espace de Hilbert.

2.1.5 Les espace LP(0,7,X)

Dans cette section, on présente briévement quelques résultats utiles sur les es-
paces de fonctions & valeurs dans un espace de Banach. Ici et dans toute la suite X
désigne un espace de Banach et T" > 0. On définit les espaces suivants :

C([0,T; X) ={u:[0,T] — X continue},

T
LP(0,7,X) ={u:(0,T) — X mesurable; / || u(t) ||x dt <oo}, 1<p<oo
0

. :
P ( JaEC H’;) ,
0

L0, T, X) ={u:(0,T) — X mesurable; 3C >0, | u(t)||x<C p.pt}

muni de la norme :

et

muni de la norme :
| u |z o,r,)=If{C > 0, [[ u(?) |[x< C pp.t}
Remarque 2.1.2

Pour tout 1 < p < oo, LP(0, T, X) est un espace de Banach et C([0,7T]; X) est dense
dans LP(0,T, X).
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2.1.6 Inégalité de Holder
Théoréme 2.1.4

Soient f € LP(Q) et g € L” (Q) avec 1 < p < oo, alors fg € L'(Q) et on a :

| fg @<l f lee@ll 9 [l @

lorsque p = p’ = 2, on retrouve 'inégalité de Cauchy-Schwartz.
reuve : Pour la démonstration, il suffit d’utiliser le théoréme (4.6 page 56)[9)].

g

2.1.7 Inégalité d’interpolation
Si feLP(Q)NLi(Q),alors f:€ L"(2), quel que soit r € [p, q] et

I e < F T @l f 1o

avec
1 o 1-a .
=— 4+ pour un certain 0 < a <1

o

2.1.8 Inégalité de Young
Théoréme 2.1.5

Pour tous réels positifs a et b et tous réels strictement positifs p et ¢ tels que,
%+$zlet1<p<oo,ona,:
a? bl

ab < — + —
b q

Preuve : La fonction f définie par :
2P

f(ff):?—i

atteint son minimum au point x = 1 en effet :

y=ar"t—1lety =(p-—1)a"2>0

d’on
flab'=7) > f(1)

c’est-a-dire

( p

ab1q>
——abl_qzl—lz—l
p p q

donc :

a_pb(l—q)p —abT1 4 1 > ()
p q
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En divisant les deux membres par b'~9? on obtient :

a _ ab—D—ptpa 4 b > ()
q

p
c’est-a-dire que :
aP b4
——ab+—>0
p q
d’otu :
ab? b
ab< —+ —
p q

Remarque 2.1.3

Un cas simple de I'inégalité de Young est I'inégalité pour p =q =2
a’? b

p< &2
W= 5t

qui donne également l'inégalité de Young pour tout > 0 :

1
b < éa®+ —b?
ab < oa +45
Remarque 2.1.4

L’inégalité de Young peut s’écrire parfois sous la forme :
ab < 8a? + C(O)p?, C(6) =6 v 1
voir [9] (page 56)

2.1.9 Fonctions convexes
definition 2.1.4

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, f est convexe si et seulement
si, pour tout (z,y) € I? et tout A € [0, 1],

Sl =Nz + Ayl < (1 =N f(z) + Af(y)

proposition 1
Une fonction f continue sur un intervalle I est convexe si et seulement si quelque
soient les éléments a et b de I éme

f(a—;b) < f(a)—zFf(b)

Preuve : On va utiliser une démonstration par 'absurde.

Soit f une fonction continue non convexe sur /. On peut alors trouver un inter-
valle [a, b] inclus dans [ tel qu’il existe dans cet intervalle un point ¢ avec (¢, f(c))
strictement au-dessus de la corde qui joint (a, f(a)) et (b, f(b)). Quitte & soustraire
a f la fonction affine qui prend les mémes valeurs qu’elle en a et en b, on peut
supposer f(a) = f(b) = 0, I'information sur ¢ se réduiseant alors a f(c) > 0. Soit A
le maximum atteint par la fonction continue sur le compact [a, b]. Ce maximum est
donc strictement positif. Soit maintenant m le plus petit élément de [a, b] en lequel
f prend la valeur A.
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Pour ¢ > 0 assez petit pour qu’on reste dons |a,b], posons ;1 = m — ¢ et
xo =m+ ¢, alors f(z1) < f(m) et f(zg) < f(m), ce qui veut dire que :

fla) < JTE) et flo) < SR
d’ou
w < f(”“‘;“)

donc I'inégalité de la proposition n’est pas vérifiée pour ces valeurs de x; et xs.

O
2.1.10 Inégalité de convexité
Lemme 2.1.1
Soient a et b deux réels positifs. Pour tout réel p > 1 on a :
(a+b)P < 2771 (a? 4 bP)

Preuve : Soit p > 1, 1a fonction :

c’est-a-dire que :

(a+b)p§ %(aubp)

(a+b)P < 2771 (a? 4 bP)

autrement dit :



Chapitre 3

Etude de la décroissance des
solutions d’un probléme parabolique
linéaire(1)

3.1 Préliminaires

Ce chapitre est consacré a 1’étude du probléme parabolique linéaire homogéne
a terme viscoélastique suivant :

up — Au + f(fg(t —s)Au(z,s)ds =0, xe€Q, t>0,
u(zx,t) =0, xred, t>0, (3.1)
U(.CE,O) :U'O(m)v LEEQ,

ou €2 est un domaine borné de R™ n > 1 de frontiére lipschitizienne 02, g est une

fonction continiment différentiable qui satisfait aux conditions suivantes :
(G1) g : Ry — R, est une fonction décroissante de classe C! telle que :

+oo
g(0) >0, 1—/ g(s)ds=1>0
0

(G3) il existe deux constantes positives £ et p telles que :
/ 3
gt)<=E¢"(t), t=0, 1<p< 3

Remarque 3.1.1

La condition p < % implique que :

+o00
/ g P(s)ds < +o0
0

16
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Preuve : Drapres la condition (Gs) ona :

c’est-a-dire que :

alors

[ = [T e

IN
|
I
Q
T
[\
S
—~
»
~—r
Q\
—~
»
~—
U
»

IA IA
|
I
1
Q
w
N
S
—
_l_
g
Q
w
N
S
—~~
(=)
~—
| IS |

IA

g #(0) < +o0 (3.2)
puisque p < %
Proposition

Soit ug € HE(Q) donné et g satisfait (Gy). Alors le probléme (3.1) admet une
solution globale

u € O([O, +00); H&(Q)), uy € C([O,+oo); LQ(Q)).
De plus si ug € H*(2) N H}(2), la solution de (3.1) satisfait
u € O([O, +00); H*(Q) N H&(Q)) ,NC? ([o, +00); H&(Q)).
On définit I’énergie des solutions comme suit :

B0 = 30700+ 5 (1= [ ate)is) | vuto) 13 (33)

ou

(gov)(t) = / gt — 5) || v(t) — v(s) | ds



18 CHAPITRE 3. DECROISSANCE GENERALE (1)

3.2 Deécroissance des solutions
Théoréme 3.2.1

Si u est solution de (3.1) alors :

B = —(gg@ | Vult) I —5 (g/oVu)(r) + / |y |2 dx) <0

(3.4)

Preuve : En multipliant I’équation (3.1) par u; et on intégre sur {2 on obtient :

t
/ututd:c—/utAud:c—l—/ut/ g(t — s)Au(zx, s)dsdx = 0. (3.5)
0 Q o Jo

Calculons :
/ w Audz
0

D’aprés la formule de Green on a :

/utAuda: = —/Vut.Vudx+/ Uy %ds
Q Q on
0

= — | =(Vu
|
= ——/ 5 | Vu |* dx

_ 1@ 2
= 2dt/|Vu|dm

= e Va3 (36)

calculons maintenant :

/Q w /O t gt — $)Au(z, s)dsdx

on a :

/Q " /O t gt — 8)Au(z, s)dsde =

[
_ /0 /Q gt — $)us(t) Au(s)drds
/

(t — s)/gut(t)Au(s)dxds

9
— _/Otg(t—s)/QVut(t).Vu(s)dxds

g(t — s)u(t) Au(s)dsdx
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donc :

- /0 tg(t—s) /Q Vu(t).[Vu(s) — Vu(t)|dzds
/t (t—s)/wt()vu( )dzds

d{/ t—s/\Vu )]2dxd51
_%di{/ /]Vu |2dacd51

/t t—s/]Vu u(t) |* deds
)/|Vu )2 da

g(t —s) || Vu(s) — Vu(t) |5 ds

N = DN~ l\DIt—* N | —

o\\
Q

) || Vu(t) |3 ds

“&|& SRS /-\

g'(t=s) | Vu(s) = Vu(t) |3 ds

g(t) I Vu(®) 13

L [ att=90autes)dsie = 55 aova) + 500 | Vute) I

- 5oV~ 55 [ () I Vu(t) [ s

(3.7)

par substitution de (3.5) et (3.6) dans (3.4) on obtient :

c’est-a-dire que :

1d

5= (goVu)(t) + S | Vu(t) [I2

2dt

/ﬂututde £ L Vu(t) I 452 (govu)()

2 dt o
1d (* )
~ 3 ), 9 I V) I3 ds

Lot) || Vult) J2=0

— %(g'oVu)(t) + 5

1d 1d [* )
> ~5a J, 961 Vult) I ds

= —390) | Vult) I +5(goVu)(0) — [ [ da
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autrement dit :

iz + (1 /0t9<s>ds) I vuto) 1|

= =300 1 ) 18 5000 + [ Juc o)
alors :
GEO = =301 700 B -3/0700) + [ 1wl ]
d’apres la condition (G3), ¢’ est négative et d’aprés la définition de (¢'oVu)(t) on

a

(g'oVu)(t) <0

donc : p
—E(t) <0
B <
O
Lemme 3.2.1
Pour ¢ > 0 assez petit, la fonctionnelle
F(t)=E(t) + E/u?dgc
2 Ja

et E(t) sont équivalentes. Autrement dit, il existe oy, ag > 0 tels que :

a1 B(t) < F(t) < axE(t) (3.8)

Preuve : Ona dune part :

P = (1 [ atas) 19t 18 +5aovalo

5 /Qu2dx

%(1_/0 g(s)ds—|—80p> | Vu(t) |3 +%(govu)(t)

as E(t)

IN

IA

et d’autre part :

P2 5 (1= [ alo)ds =<6, ) 1 7u) 13 +5a0va)(0),

En choisissant ¢ assez petit, on obtient :

P = (1 [ oas) 19 18+ aovalo

(XlE(t)

A%

v

d’ott on conclut que :

W BE(t) < F(t) < axB(t), Yt>0
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Lemme 3.2.2

Pourr >1let0<6 <1, 0ona:

Aw—mwmwws

([ﬁ%w@wmwar

pour tout w € L*(Q)
Preuve : Ona:

([iﬁ%—WW@Ww)T

1-0 —14+6 2 2(r—1
e N T Gt
r r r r
d’on : - o
gt—s)=g+ (t—s)g = (t—2s)
et

2(r—1

I ws) IP=I w(s) 1] w(s) ||~

donc on peut écrire :
t
AW—MW@W%=

2 r—1+46 2(r—1)

Aw%—mwwwg?uﬁWM@nr@

on remarque que r et —— sont des exposants conjugués car :
r—1

1 r—1
=1

r T

en appliquant 'inégalité de Holder on arrive a :

Aw—mwwwws

T r—1

L[@Waﬂww@WYQWA(JWwﬂWM@WW)”ﬂT

c’est-a-dire que :

Aw—mwmwwg

(/ot gt =) [ wis) | ds>i</0tgzli" (t—5) | w(s) | ds)'“:l
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Lemme 3.2.3

Soient v € L*®(0,T, H}(Q)) et g une fonction continue sur [0, 7], supposons que
0< 6@ <1etp>1,alorsil existe une constante C' > 0 telle que :

¢ e
gov < C( sup || Vo(s) ||2/ gl_e(s)ds) .(gpov)pf?w
0

0<s<T

Preuve : En utilisant le lemme 3.2.2, avec r = p;%”fg et w(s) =v(t) —v(s) on

trouve :
1 p-1 r—1+60 r—1 0
r op—1+6 r—1 D r p—1+6
donc :
t el
p—1+46 0
oo < ([ 4= o0 = o66) [P ds) " ronyte (39)
0
on a aussi :

/0 g0 — s) | o(t) — o(s) | ds

t
< Cﬁ/ g' 70t — 5) || Vou(t) — Vo(s) ||? ds
0
t
< 262 [ g2 (190t0) I 4 1 Vuls) ) as
0
t
< 4C2 [ g0 =s) sup | Vo(s) | ds
0 0<s<T
t
< 4C sup || Vol [P [ g0t - s)as
0<s<T 0
t
< 4C2 sup || Vel | [ g (s)ds
0<s<T 0
t
< Coswp [ Vuls) [* [ g (s)ds (3.10)
0<s<T 0

une combinaison de (3.8) et (3.9) nous donne :

t pzziﬂ

gov < C( sup || Vo(s) ||2/ gl_o(s)ds) .(gpov)p—%e
0<s<T 0

Lemme 3.2.4

Soient v € L*®(0,T, H}(Q)) et g une fonction continue sur [0, 7], supposons que
p > 1, alors
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p—1

gov < [2(t190t0) 17+ [ ot 7 as) | 7 (g

Preuve : En utilisant (3.8) pour 6 = 1, I'inégalité de Poincaré on obtient :

p—1

oo < ([ 19000~ 9uts) 17 d5) T (aron)

3=

/Ot | Vo(t) — Vo(s) |2 ds < 2/01t ( | Vo(t) |2 +Vu(s) ”2>d8

IN

2 [ a2 [ 9us) 17 s
< 24 Vel 17+ [ 9o |7 as)

d’ou :
p—1

gov < [2(t1 900 17+ [ Vels) |7 Yas] o

Théoréme 3.2.2

Soit ug € HJ(2) donné, g satisfait les conditions Gy et Gs, alors il existe deux
constantes strictement positives A\ et K telles que, Vt > 0,

E(t)<Ke™,  p=1
Et)<K(1+t)71, p>1

Preuve : Posons

1

olt) = —/qux (3.11)

2 Ja

alors :
V(t) = [ uwdx
Q

en utilisant (3.1) on arrive a :

Y(t) = /Qu(Au—/Otg(t—s)Au(s)ds)dm

- /Q wAudz — /Q u(t) /0 t g(t — 8)Au(s)dsda
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en utilisant la formule de Greenon obtient :

W) = / whudz — / t( / g(t—s)u(t)Au(s)dx)ds

_ /|Vu )2 dz — / )(/ () Au(s )dx)ds

_ /|Vu |dx+// u(t). Vu(s)dsdz
/ | Vu(t) | da
// olt - ( — Vu(t) + Vult ))dsdx
/|Vu(t)|dx—|—// $) | Vu(t) P dsde
/Vu t)/og - ( (s) = Vult ))dsd:c

_ (1 /Og ds)/|Vu ) 2 da
/ Valt). /0 ot — ( (s) - Vu(t ))dsd:c. (3.12)

/Vu / —( )Vu())dsd:c

d’aprés 'inégalité de Young on a

I< 5/9 | Vu(t) ? de + %/Q (/Otg(t — 8)(Vus) — Vu(t))ds>2d:c, W > 0.

En estimant :

/0 g(t — s)(Vu(s) — Vu(t))ds = / g2 (t—8)g2 (t — s)(Vu(s) — Vu(t))ds

0

<(/ P ois ) % (=51 7u(s) = Tu(t P ds)é

on arrive & :

/Q (/Otg(t —5)(Vu(s) — Vu(t))ds) 2dm < CogPoVul(t)

Posons

ou : .
Co = / g P(t — s)ds < +o0.
0

Alors nous obtenons l'inégalité :

) < l/|Vu|dx+6/|Vu|dx+ —CogPoVu(t), Vo >0.
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En prenant § = % on aura :

, l C
V() < =5 1| Vult) |3 + 5290V u(t)

Puisqu’on a :

F(t) = E(t) + et(t)

alors :

F'(t) = E'(t) +ev'(t)

IN

2
§

< =5 Vu) [ =59"0Vu(t) + eCrgoVu(t)

)
< =2 Vult) 13 (5 — <CgPovu(s).

Choisissons £ > 0 assez petit tel que (3.7) soit vérifiée et que

[
1) < =5 1| Vult) [ ~Seovu(n

alors :
F'(t) < —040( | Vu(t) ||2 +gp0Vu(t)), V>>0
pour un certain aq > 0.

Cas1:p=1
En exploitant (3.7), 'estimation (3.12) donne :

Py < —ao( | Va(t) |2 +gow<t>)
< —0G1E(t)
< —%F(t), YVt >0

I'estimation (3.13) peut s’écrire sous la forme :

F'(t) + %F(t) <0, Vt>0
2

ce qui implique que :

51 / 61
e (F'(t) + LF(#) <0, V>0

(%)

autrement dit : PR
a(eétF(t)) <0, Vt>0

une simple intégration sur [0, ¢] donne :

B1

e’ F(t) — F(0) <0, Vt>0

1g/OVu(t) + 6( — % | Vu(t) |3 —i—ClngVu(t))

25

(3.13)

(3.14)
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ce qui veut dire que : ,
— P21y

F(t) < F(0)e =2°, Vt>0.
En utilisant (3.7) on obtient :

c’est-a-dire que :
E(t) < ke ™, Vt>0.

Cas2:p>1
En utilisant (G1) et (G3) on obtient :

t
/ g %(s)ds < +oo  pour 6 <2—p.
0

En effet :
[a=eis = [ o
<~ [
< —pamg | - 0]
S T LR te]
- Goape O < e

puisque 6 < 2 — p.
D’aprés (3.9) on a :

p—1
p—1+6 0
(ou)

wve < gov<( [ 0t~ ) || Vult) — Vu(s) |P i)
2 [t (1 Va0 1241 Vuls) 17 )as] P (gpovu>p?+e
 [ot-meo] )™

of( [ 9-4-s) 0] (owa)
ol ™ o™ o

t 00
/ g (s)ds < / g (s)ds < +o0.
0 0

IN

IN

IN

IN

puisque
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D’aprés la définition de E(t) on a :
E(t) < Cy || Vu(®) |13 +(goVu)(t)

et en utilisant le lemme 3.2.3, pour o > 1 on trouve :
B0 < C1u) I + o)
< C1Tul) I8 Valo) I3 + | oT0)0)|
< B0 | 9u(0) [+ | g
< CEY0) || Vu(t) ||3 + [(govu)(t)r. (3.16)

En utilisant (3.14) alors (3.15) devient :

E7(t) < CE”0) || Vu(®) I3

v el s - 9aE0)

o(p—1)
p—1+6

(gPoVu) e

On choisit 0 = % et 0 =2p —1 on trouve : p—019+9 =1, dou:

B ) < O Vu(t) | +C(gPovu)(d)
< c[u Vu(t) |2 +<gpow><t>]. (3.17)

N

la combinaison de (3.12) et (3.16) donne :
/ Q0 1o2p-1
F'(t) < ——E“P (1
(1) < S0 ()
ou par (3.7),
F'(t) < —BF* ), vt>0 (3.18)

pour un certain 4 > 0. Une simple intégration de (3.17) de 0 & ¢ nous donne :

/t F'(s)F'?P(s)ds < /t —Bds
0 0

c’est-a-dire que :
F22(1) — F22(0) > B(2p — 2)t

d’on :

2p—2 1
F20 < =2y o)
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ce qui implique :

F(t) !

IN

(5(21? —2)t + Fz—zp(o)) =2
< [ﬁ@p - 2)]_2"12 [t+ %} iz

~%3
< k (t + 1) (3.19)
ou : )
FQ*QP(O) ] T 22

ki = [6(2]9 — 2) min(1, 32p—2)

L’inégalité (3.18) implique que :

+oo
/ F(t)dt + tF(t) < 400, (3.20)
0
En effet :
400 400 _ﬁ _271—2
/ F(t)dt +tF(t) < / k1<1+t) dt+k1t<1+t>
0 0
o — 2 3] kit
< k2 [(1+t)§z73} o
2p—3 o (14t)z—=

0nsaitque:1<p<%
dou:2p—2>0et2p—3<0
alors :

2% —3 1
0 et 1
p—2 " " a7
donc :
[(1 +t)§5—3} < 400 (3.21)
0
et ; ;
V>0

< )
(1+t)m= L1+t

or la fonction —& est croissante et prend ses valeurs dans [0, 1] d’ou :

1+t
t
— <1, V>0,
t+1
par conséquent :
t
— < foo. (3.22)
(1+t)z—2

De (3.20) et (3.21) on conclut que :

+oo
/ F(t)dt + tF(t) < 400, Vt>0
0
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et en utilisant le lemme 3.2.4 on obtient :

p—1

goVu < [Q(t | V() |I? +/OtVu(s) I ds)] " (gPoVu)b.

D’aprés la définition de E(t)on a :
I'Vu(t) 3 aB(t)

ol « est une constante strictement positive, d’ou :

goVu < [2(taE(t) +a /0 tE(s)ds)r;l(gpovu);

p—1

< O {2<tE(t)+ /0 tE(s)ds)} " (gPoVu)i.

En utilisant (3.7) et (3.19) on arrive a :

p—1

t - )
goVu < Cg{aitF(t)jLi/ F(s)ds] (gPoVu)r
1 0

aq
p—1

P

t
< Cy {tF(t) —I—/ F(s)ds] (gPoVu)r
0
< C’5(gp0Vu)%
puisque tF(t) + fot F(s)ds < +o0, alors :
(goVu)? < CggPoVu.

Une combinaison de (3.12) et (3.22) donne :
Pl < ~Ci| 1 Va0 (g0
on procéde de la méme maniére que (3.16) on obtient :
B0 < G| V() 1 vy

Une combinaison de (3.23), (3.24) et (3.7) donne :

F'(t) < —CyE"(t)
F'(t) < —CyFP(t), Vt>0.

29

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

Une simple intégration de (3.25) de 0 & ¢, comme celle de (3.17, nous donne :

F(t) < ky(1+41)777.
Encore une fois, en utilisant (3.7), 'inégalité (3.26) devient :
 E(t) < ky(1+ )77

c’est-a-dire que :
1
E(t) < K(1+t) »1

(3.27)



Chapitre 4

Etude de la décroissance des
solutions d’un probléme parabolique
linéaire(2)

4.1 Préliminaires

Ce chapitre est consacré a 1’étude du probléme parabolique linéaire homogéne
(3.1) mais pour g, une fonction contintiment différentiable qui satisfait aux condi-
tions suivantes :

(G1) g: Ry — R, est une fonction décroissante de classe C! telle que :

+oo
g(0) >0, 1—/ g(s)ds=1>0
0
G3) Il existe une fonction £ contintiment différentiable qui satisfait :
(

g(t) < =(t)g(t) ,t=0

+oo
€)>0, €()<0, V>0, et / £()dt = +c.
0

Remarque 4.1.1

Puisque £ est décroissante alors : £(t) < £(0) = M

4.2 Décroissance des solutions
Dans ce chapitre on pose :
F(t)=E(t)+ey(t), €¢>0

avec
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Remarque 4.2.1

Pour tout ¢t >0 on a : .
/ g(s)ds <1-—1
0

Preuve : Puisque g est positive alors :

[ atsrts < [ gtspas
—/Otg(s)ds > —/Ooog(s)ds

1-— /Otg(s)ds >1- /Ooog(s)ds

d’ou :
donc :
ce qui veut dire que :

par conséquent :

Lemme 4.2.1

Pour u € H}(2) on a :

/Q (/Otg(t —5)(Vu(s) — Vu(t))ds) Qd:c < (1—1)(goVu)(t) (4.1)

Preuve : Posons :
2

j= /Q ( /0 ot — $)(Va(s) —Vu(t))ds) da,

puisque g est positive, alors on peut écrire j sous la forme :

i- ( / VIVl 5 (Vuls) — Vu<t>>ds) o

et en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

i< /Q(/Otg(s)ds)(/Otg(t—s)(Vu(s)—Vu(t))2ds)dx
< ( /0 tg(s)ds) /Q ( /0 t g(t—s)(Vu(s)—Vu(t))2ds)dx

c’est-a-dire que :

7 < (1=10)(goVu)(t)
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Lemme 4.2.2

Sous les conditions (G1) et (G3) on a :

P < (-0 || vu) 15+ e(govun (12)
Preuve :
Ona: .
P(t) = i/qud:v
d’ou :

V() = /Q wisd

et d’aprés (3.11) on a :

/Quutdx = —(1 - /Otg(s)ds> /Q | Vu |? dx
+ /QVu(t) /Otg(t —s) (Vu(s) — Vu(t)) dsdx (4.3)

posons :

J= /QVu(t) /Otg(t ) (Vu(s) — Vu(t))dsda:

d’apres 'inégalité de Young on a :
2

j< 5/9 | Vu |? do + % g (/Otg(t —5)(Vu(s) — Vu(t))ds) dx

et en utilisant (4.1) et (4.3) on obtient :
t
o0 = ~(1- [ soas) 1 vuo 2

+ /QVu(t) /Otg(t —3) (Vu(s) - Vu(t)) dsdx
1-1
< =L Vu() [z +0 1 V(@) [l +—5=(g0Vu)(?)
c’est-a-dire que :
1-1
V) < =D [ Vul) Iz +—5 (goVa)(0). (4.4)
De la définition de F'(t), on a :

F(t) = E'(t)+ey'(t)
et en utilisant (4.4) on arrive a :

e(1-1)

F'(t) < E't)+ 0 —1De || Vu(t) |+ 45

(goVu)(t).
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Puisque E'(t) < 0 alors :

F(t) < (- e || Vult) 13+ govan(o

c’est-a-~dire que :

e(1-1)
46

F'(t) < =(1 = 0)e || Vu(t) |3 + (goVu)(t)
Théoréme 4.2.1

Soit up € Hy(2) donné. Si de plus g et ¢ satisfont (G1) et (G3), alors il existe deux
constantes strictement positives A\ et K telles que :

B(t) < KeMo®dsw >

Preuve : Dapres (4.2) on a :

P < (-0 | Vu) 15+ govuo

) on arrive & :

et en choisissant ¢ tel que § <[ (par exemple 6:%

, le e(l—1
P < -5 vu 3+ gova,
or
l >0 et 1—_l >0
2 77 Ty
d’ott on peut écrire :
F'(t) < —BE(t)+ C(goVu)(t) (4.5)

ou, [ et C sont deux constantes positives. En multipliant (4.5) par £(¢) on trouve :
E()F'(t) —PER)E(t) + CE(t)(goVu)(t)
< —BE1E®R) +C§(t)/0 gt = s) || Vu(t) = Vu(s) 3 ds

IN

IN

—BE(t)E(t) + C/O E(t)g(t —s) || Vu(t) — Vu(s) |5 ds

puisque ¢ est décroissante alors £(t) < £(t — s), donc pour cela on peut écrire :

(O F'(t) < —BE)E() + C/O E(t—s)g(t —s) | Vu(t) — Vu(s) |3 ds
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et en utilisant la condition (G3) on obtient :

€@ﬂW@%§—ﬁﬂﬂE@%—C[:d@—S)HVUG%—VUQH@ds

c’est-a-dire que :
EF'(t) < =BER)E(L) — Clg'oVu)(t).

Par définition de E'(t) on peut écrire :
EOF'(t) < —PE)E() — CLE(t), ¥t =20 (4.6)

ou encore :

E()F'(t) + CLE'(t) < —BE(t)E(t), V>0

ce qui veut dire encore que :

(cOF®) +CEMD) ~€WED) < -BOEW, V20 (A7)
Posons maintenant
A(t) = @) F (1) + CLE() (4.8)

la relation (4.8) implique que A(t) est equivalent & E(t), en effet :
d’une part, on a :

A(t) E@R)F(t) + CLE(t)
E(t)aE(t) + CLE(t)
£(0)anE(t) + CLE(t)

BE(t) (4.9)

IA AN A

ou (1 est une constante strictement positive, et d’autre part :

Alt) = EQF() + CLE(1)
> CLE(t) (4.10)

ot C est une constante strictement positive. Donc de (4.9) et (4.10) on trouve :

CiE(t) < A(t) < BiE(t). (4.11)
Puisque €'(t) <0 (la condition (Gg)), la relation (1.7) s’écrit :
At) < =B E(), vi=0

et en utilisant (4.11,) on arrive & :

A(t) < —MEA(), VE=0 (4.12)
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ol A est une constante strictement positive.
La relation (4.12) peut s’écrire aussi sous la forme :

A'(1) + AE(R)A() <0, V>0,

En multipliant les deux membres de (4.13) par efo ¥()ds

elo M(s)ds <A’(t) + Ag(t)A(t)) <0, ¥t>0

c’est-a-dire que :

d{ .
- (efo Aﬁ(s)ds,al(t)) <0, Vvt >0.

En intégrant sur [0;¢] on obtient :
A(t)els M@ds _ A0y <0, V>0

ce qui veut dire que :

A(t) < A(0)e o &@ids g >,

Une combinaison de (4.11) et (4.13) donne :
CLE(t) < A(0)eos)ds
autrement dit :
A(0)

B < 2 -Afgés)ds
(1) < —5-e

c’est-a-dire que :
E(t) < Ke Mot w >

ou K est une constante strictement positive.

Remarque 4.2.2
Si&(t) = a, (a > 0) la relation (4.15) prend la forme :
E(t) < KeMoods we >0,

c’est-a-dire que :
E(t) < Ke™*, vVt >0.

Sié(t) = IL—&—t’ la relation (4.15) devient :

B(t) < Ke Mot vt >0,

on trouve :

35

(4.13)

(4.14)

(4.15)
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c’est-a-~dire que :

E(t) < Ke MU+ yp >,
S Keln(1+t)_/\b7 Vt > ,
K

IA
<C
~
Vv
(@]

Exemples :
Nous citons maintenant quelques fonctions qui verifient les conditions (G;) et (Gs),
pour a et b bien choisis de telle sorte que :

+o0o
1- / g(s)ds > 0.
0

ae
t) = .
9:(?) 1+t
go(t) = aePMHV . 0<pu<1
a
gs(t) = v>1




Chapitre 5

Etude de la décroissance des
solutions d’un probléme parabolique
quasi-linéaire

5.1 Préliminaires

Ce chapitre est consacré a I’étude du probléme parabolique quasilinéaire homo-
géne a terme viscoélastique suivant :

A(t) | ug ™2 ug — Au+ fotg(t — s)Au(z,s)ds =0, x€Q,t>0,
u(z,t) =0, xed, t>0, (5.1)
u(z,0) = ug(x), x € (),

ou m > 2 et () est un ouvert borné de R™ de frontiére lipschitizienne 02.
Les valeurs de w sont prises dans R” (n > 1) et A € C([0,400), R™™) est un
opérateur borné et satisfait la condition suivante :

(A(t)v,v) > co | v %, Vt €]0,+00), v € R"
g et & sont les deux fonctions définies dans le chapitre 4, qui vérifient les conditions
(Gl) et (Gg)
5.2 Deécroissance des solutions

Théoréme 5.2.1

Si u est solution de (1.1) alors :

G50 = —(300 1 V00 18 -3¢ 070)0)

Q
ou

B0 = 3ovu0+3(1- [ ) | V@0 1B
37
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Preuve : Ona:
t
A | we ™% uy — Au +/ g(t — s)Au(zx, s)ds = 0, (5.3)
0

en multipliant I’équation (5.3) par u; et en intégrant sur {2 on obtient :

t
/A(t) |y ™2 upupde — / uAudx + / ut/ g(t — s)Au(x, s)ds = 0.
Q Q o Jo

(5.4)
On a vu au chapitre 3 que :
/QutAudx - _%E | Vu(t) |2 (5.5)
et aussi :
! 1d 1d [* )
L [ att=9au.sas = 500000 =55 [ a6 1 9u(o) 17 ds
- lgovan + a0 Ve . 50)

Par substitution de (5.5) et (5.6) dans (5.4) on obtient :

1d 1d
m—2 -
/QA(t) [ w "7 wnde 4+ S| Vu(t) 13 +5 7 (90Vu)()

— g [ 96 1Vt 1 ds - Sgom
£ 500) | Vult) [3=0 (5.

autrement dit :

a0+ (1= [ ooras) 1 vuto) 1] -
1

=59(0) | Vu(®) [} +5(5/0Va(0) = [ AW " v

c’est-a-dire que :

S0 = = 3901 9u0) 1 ~50070(0) + [ A) | " ]
(5.8)

ce qui implique que :
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Remarque 5.2.1

On a:
, 1 5 1
E(ﬂ::—§9@)HVU@)M gﬁoVU A t) [ ue "2 upuds

et puisque le premier terme du deuxiéme membre de la derniére égalité est négatif,
alors on peut écrire :

E'(t) < g 'oVu)( /A | ug |™ da
1

< SO - [ Ju " d (59)

Q

ce qui donne :
m 1 /

|ue " de < ——FE'(t) (5.10)

Q Co
—(gd'oVu)(t) < —2F'(t). (5.11)

en effet, Pestimation (5.9) implique que :

E'(t) < —CO/ | ug |™ dx
Q

1
/ g ™ de < — 2 E/(1)
Q

Co

c’est-a-~dire que :

I'estimation (5.9) implique aussi que :

1
—E'(t) > —E(Q’OVU)(t) +co/ | ug |™ du.
Q

Puisque le deuxiéme terme du deuxiéme membre de la derniére estimation est po-
sitif, alors on peut écrire :

~E(t) >~ 5(g'oVu)(1)

c’est-a-dire que :

—(g'oVu)(t) < —2F'(t)
Lemme 5.2.1

Si les conditions (G1) et (G3) sont vérifiées, alors il existe une constante strictement
positive A, telle que :

/g (t)dt < A\E(a) , Ya >0
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Preuve : On multiplie 'équation (5.1) par &(¢)u et on intégre sur (a, T') x Q)

on trouve :
/ /5 t) | ug ™2 upudwdt — / /£ tyuAudzdt
/ / £(t) / (t — s)Au(s)dsdzdt = 0. (5.12)

En utilisant la formule de Green, on trouve :

/a ' /Q S(ubudedt — / e /Q wAudadt
_ /aTg(t)(—/Qwu(t) de)dt

_— / &) || Vult) |2, (5.13)

utilisons encore une autre fois la formule de Green on arrive & :

/ /5 / (t — s)Au(s)dsdzdt

_ / e /0 gt —s) /Q Vu(t).Vu(s)dedsdt
_ / e /Q Vult). /0 gt — ) Vu(s)dsdadt

= — /aTg(t) /Q Vu(t). /Otg(t —5) (Vu(s) — Vu(t) + Vu(t))dsda:dt

/ / Vu(t / (t— ) (Vu(s) —Vu(t))dsdxdt
—/ f(t)/ot t—s/]Vu ) |? drdsdt

/ / Va(t / (t— ) (Vu(s) —Vu(t))dsdxdt

- / (1) / 9(s) || Vult) |2 dsdt. (5.14)
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Par substitution de (5.13) et (5.14) dans (5.12) on obtient :

//g D) g [ uudxdt+/§ | V() |2 dt
/ /vu / —( )Vu())ddxdt

- / (1) / o(s) || Vu(t) |2 dsdt =0,

ce qui nous permet d’écrire :

| e ga — [ e [ o)1 Tute) 1 asa

v [ et

//f YA®) | ug |™* wpuddt

n / £(t) [ vu), / g(t — )(Vuls) — Vu(t))dsdudt

/ () (goVu) (¢
d’une autre maniére :

/an(t) (1 - /Otg(S)ds> | Vu(t) |5 dt + /aT £(t)(goVu)(t)dt
= [ et [0 L1 vt

/ /vu / —( )Vu())ddxdt

ce qui implique que :

/aTgm Kl - /Otg<s>ds> | Veu(t) I dt + <90V“)(”} :

__ / e /Q A(E) [y ™2 wpudadt

/ / Vu(t / _ < (s) — Vu(t ))dsd:cdt+ /aTg(t)(govu)(t)dt
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c’est-a-dire :

) / CenEB®d = — / e /Q A |y "2 wpudadt

+ / e /Q Vult). /0 ot - s) (Vu(s) —Vu(t))dsdxdt

+ / £(t)(goVu)(t)dt. (5.15)

Rappelons tout d’abord que I'inégalité de Young peut s’écrire parfois sous la forme :

1

ab < da? + C(6)b? , avec C(0) =0 1

donc en appliquant cette inégalité pour p = "5 et ¢ = m, on arrive a :
/A(t) |y ™% wpudadt < A/ | ™ | do
Q Q
o1
< A5/|u]md:v+AC(6)/(]ut]ml> dx
Q Q

< A5/|u|md$+AC’(5)/|ut|mdx
0 0

rappelons aussi que H}(Q2) < L()
(I'injection continue de H{ () dans LI(Q))

2n .
pour 2 < q < st n>3
n—2

ou
pour ¢q>2 st n=1,2

ce qui nous permet d’écrire :

[ fly< Gy [l V|2

alors :
2n .
pour 2 <m < st n >3
n—2
ou
pour m>2 si n=1,2
on a :

Hy () — L™(9)

donc, on peut écrire :

[ flm< Cp || V[l

ce qui nous donne :

[ lfm< G I Vu [3'< Ce || Vu |5
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ou d’une autre facon :
/ lu ™ de < C, || Vau [
Q

En utilisant l'inégalité de Young et le fait que £(t) < £(0) = M, on obtient, d'une
part :

_ / "ew) / A(t) | ur [ wpudadt

Q
T
A/ §(t)/ |y |m_2 wudzdt
a Q

<
< A/aTg(t)[a/QmwdHo(a)/ﬂ|ut |mdx]dt
< Aé/an(t)/Q|u|m dx+AO(6)/aT§(t)/Q|ut ™ dudt,

en exploitant (5.10) on trouve :

_ / "¢ /Q A(t) | ur [ wpudadt

< 45 [ e | Va1 dt - ACE) [ €05 Bt
(5.16)

A=sup || A(t) ||< +o0
tej

(puisque A est borné).
On sait que :
IV ll3'=1 Vu [372] V|l

et
9 2
Ivul3 < 250
9 3
Ivele < (350)
2 m2—2
Ivalz? < (30) e

ce qui nous donne :

| Vu [|5< Cy || Vu |3,

pour cela l'estimation (5.16) peut s’écrire sous la forme :

T T
- / (1) / A) e "2 wpudadt < ASCLC, / £(t) || Vult) |2 dt
a Q a

290 [ oy
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T
< A(SCCC’*/ @) || Vu(t) |3 dt

- AM;?“” / ' E'(t)dt (5.17)

et d’autre part :

IN

IN

<

_|_

<

/ / Vau(t / (t—s) (Vu(s)—Vu(t))dsda:dt

/a () 1| Vu(t) |2 dt

s e [1 [ ot (Vats) - uto) s vt
5/T5 D1l V() 13

i [ <o [ate=9as [ ate ) 19ut6) - ute) P s
/ E(t) || Vult) |13 de

45 . 5(t)( /0 ()dS) (goVu)(t))dt
5/ §@) | Valt) H%dt+14—_5l / £(t)(goVu)(t))dt. (5.18)

En intervenant (5.16) et (5.17) dans (5.15) on peut écrire :

2/T§(t)E(t)dt

< AéCC/é | Vu <>|12dt—“400<5)/ B/ (t)dt

w0 [ e Ivun Bas [ ewovi
+ /5 (goVu)(t)dt

< §(AC.C, +1/€ | Vu(t) |3 dt

+ (1+1—_l>/ £(t)(goVu)(t AJWCC(&/G E'(t)dt.
(5.19)

Par définition de E(t) on a :

| Vu(t) [3< 2E(1),

pour cela 'estimation (5.19) peut s’écrire aussi sous la forme :

/5 dt<—6(ACC+/£ (t)dt
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(1+1—_l) / £(t)(goVu) (1)) dt A]‘?“) /TE’(t)dt.
C (5.20)

Si on choisit maintenant,

l
- 2(AC.C, +1)
alors (5.20) prend la forme :

/g tHdt < Oy g goVu)()dt—C'g/TE'( t)dt,

oul ('] et Cy sont deux constantes posmves.
Ce qui donne aussi :

/aTé(t)E(t)dt < C[/aTg(t) /Otg(t— s) || Va(t) — Vu(s) ||? dsdt

- /aT E’(t)dt}

< oLAT%fawga—s>HVuuw—Vu@>%daﬁ
- / ' E’(t)dt}
< oLAT[fat—$gu—s>HVu@»—Vu@>@daﬁ

- /aT E’(t)dt}

En utilisant la condition (G3) on peut écrire :

/an(t)E(t)dt < C{ — /aT /Otg’(t —5) || Vau(t) — Vu(s) || dsdt
- /aT E’(t)dt]

< C{—/GT(g’OVu)(t)dt—/aTE’(t)dt},

et en exploitant (5.11), on arrive a :

/ £(t) < O[—Q/GTE’(t)dt—/aTE’(t)dt}
< —BC/GTE’(t)dt

< —C3 /aT E'(t)dt
< —ci(B) - Bw)
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< (Cs (E(a) — E(T))
< C3E(a), Ya>0
donc :
/Tg(t)E(t)dt < ME(a), VYa>0 (5.21)

ol A est une constante strictement positive.

Lemme 5.2.2 (Martinez)

Soit £ : R, — R, une fonction non croissante et ¢ : R, — R, une fonction
strictement croissante de classe C! telle que ¢(0) = 0 et ¢(t) — +o00 si t — +oo
et aussi il existe ¢ > 0 et A > 0 tels que :

[ B < Leose
alors : .
14+4¢ a .
et

E(t) < B(0)e™*0 Wt >0 si ¢=0
Preuve : Pour la démonstration consulter le lemme 2.3 (page 239) [10]
U

Théoréme 5.2.2

Soit ug € H(Q2) donné. Si de plus g et & satisfaisont (G;) et (G3), alors il existe
deux constantes strictement positives
w et K telles que :

E(t) < Ke“lh&ds vyt

Preuve : Daprés (5.21) on a

/ L (OBt < AE(a)

Posons ¢'(t) = £(t) avec ¢(0) = 0 alors pour tout ¢ > 0 on a :

/Otgzﬁ’(s)ds = /Otf(s)ds
o) -000) = [ ety (522)
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c’est-a-dire que :
t
o) = [ €(s)ds
0

puisque on a : ¢(t) — 400 si t — +00 car :

+oo
/ £(t)dt = +o0. (de la condition(G3)>,
0

alors,la fonction ¢ verifie bien le lemme de Martinez. En effet,

¢'(t) = £(t) > 0 qui veut dire que ¢ est croissante de plus ¢(0) = 0 et ¢(t) — +o0
sl t — +o00.

A ce moment (1.21) s’écrit :

T
/ SOEWNd < AE(a), (5.23)
et par passage a la limite quand 7" — +o0, (1.23) donne :
+o00
O (H)E(t)dt < ME(a), Ya>0 (5.24)

a

donc les conditions du lemme de Martinez sont vérifiées pour le cas
1
=0 et \=—.
1 A

Par la suite on conclut que :
E(t) < E(0)e!~>*®

autrement dit : .
E(t) < E(0)e.e”x o &()ds

en posant K = E(0)e et w = 1 on obtient :

E(t) < Ke o &)ds,
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Conclusion

Dans ce travail, on remarque que les solutions d'un probléme parabolique linéaire
ou quasi-linéaire ont le méme type de décroissance avec la fonction de relaxation g.
Une question qui peut étre posée est :

qu’est ce qu’on peut obtenir si la condition de décroissance de g est remplacée par :

+oo
/ exp(as)g(s)ds < 4o0, a>0 ?
0
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Abstract

In this work, we studied the decay of solutions of some linear and
quasilinear parabolic equations. In particular, we considered the
heat equation with a memory term. We discussed three types of

decay (exponential decay, polynomial decay and general decay).

Key Words: memory term, exponential decay, polynomial
decay, general decay.

Résumé

Dans ce travail, nous étudions la décroissance des solutions de
quelques €quations paraboliques linéaires et quasi-linéaires.
Particulierement, nous traitons le cas de I'équation de la chaleur
avec un terme mémoire. On étudiera trois types de décroissance
(décroissance exponentielle, décroissance polynomiale et
décroissance générale).

Mots Cles: terme mémoire, décroissance exponentielle,
décroissance polynomiale, décroissance générale.





