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Notations

Ω : ouvert de Rn

∂Ω : frontière topologique de Ω
x = (x1, ....xn) : point générique de Rn

dx = dx1dx2.....dxn : mesure de Lebesgue sur Ω
dσ : mesure de surface sur ∂Ω∑

: (0, T )× ∂Ω
η : normale unitaire extérieure à Ω
∇u : gradient de u
∆u : laplacien de u
D(Ω), D(Q) : espace des fonctions infiniment différentiables et à support compact
dans Ω, Q,....
Ck(Ω), Ck(Q) : espace des fonctions k-fois contiûment différentible dans Ω, Q
C0(Ω), C0(Q) : espace des fonctions continues nulles au bord dans Ω, Q
Lp(Ω) : espace des fonctions pe puissance p-ème intégrables sur Ω pour la mesure
dx ; ‖ f ‖p= (

∫
Ω
| f(x) |p dx)

1
p

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω), Du ∈ (Lp)n}; ‖ u ‖1,p= (‖ u ‖pp + ‖ ∇u ‖pp)
1
p

W 1,p
0 (Ω) :adhérence de D(Ω) dans W 1,p(Ω)

W−1,p′(Ω) : espace dual de W 1,p
0 (Ω)

W
−1
p′ ,p(∂Ω) : espace des traces des fonctions de W 1,p(Ω)

W
−1
p′ ,p

′
(∂Ω) : espace duale de W

1
p′ ,p(Ω)

Si X est un espace de Banach
Lp(0, T,X) = {f : (0, T ) −→ X mesurable;

∫ T
0
‖ f(t) ‖pX dt <∞}

L∞(0, T,X) = {f : (0, T ) −→ X mesurable; ∃C > 0, ‖ f(t) ‖X≤ Cp.p.t}
Ck([0, T ];X) : espace des fonctions k-fois contiûment différentiables de [0, T ] −→ X
D([0, T ];X) : espace des fonctions contiûment différentiables à support compact
dans [0, T ]
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Chapitre 1

Introduction générale

L’équation de la chaleur en une dimension d’espace est donnée par l’équation
aux dérivées partielles suivante :

∂u

∂t
(x, t) = c

∂2u

∂x2
(x, t), x ∈ R, t > 0,

où c > 0 est une constante donnée, u est une fonction inconnue réelle de deux
variables x et t. Cette fonction u = u(x, t) représente la température dans un
conducteur d’une dimension. La valeur de u(x, t) dépend du temps t ≥ 0 et de la
position de x. L’équation de la chaleur est l’exemple le plus simple d’une équation
parabolique : en effet, si on applique l’opérateur de la chaleur aux fonctions

u : (x, t)→ exp(λt+ µx)

on obtient
∂u

∂t
(x, t)− c∂

2u

∂x2
(x, t) = (λ− cµ2)exp(λt+ µx) = 0,

c’est à dire λ = cµ2 qui représente une parabole. En général, les équations aux
dérivées partielles sont classées en trois catégories : elliptique, parabolique et hy-
perbolique. En général, la valeur de u(x, t) en t = 0 est donnée. On veut donc
résoudre le problème de Cauchy :{

∂u
∂t

(x, t) = c∂
2u
∂x2 (x, t), x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = f(x), x ∈ R. (1.1)

Physiquement, considérons une barre de longueur illimitée. Pour décrire l’équa-
tion de la chaleur, supposons que le conducteur a une petite section d’aire ∆s.
La quantité de chaleur à travers la section au point x est approximativement pro-
portionnelle au gradient ∂u

∂x
en x. La quantité de chaleur dans la direction des x

croissants pendant un court temps ∆t est

−k∂u
∂x

∆s∆t,

où k est une constante strictement positive dépendant du matériau. Notons que la
positivité de k est en accord avec le fait que la chaleur circule du chaud vers le
froid.

4
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Evidemment, supposons que u et ∂u
∂x

ne changent pas rapidement, k ∂u
∂x

est la
quantité de chaleur par seconde et par unité d’espace circulant le long des x dans
la direction négative.
Cherchons comment varie au cours du temps la température u aux différents points
de la barre. Ecrivons l’équation des échanges de chaleur dans l’intervalle [a, b].
quantité totale de chaleur sortant de [a, b] au temps ∆t est approximativement égale
à :

−k[(
∂u

∂x
)(b, t)− ∂u

∂x
(a, t)]∆s∆t. (1.2)

D’un autre coté, supposons que (b−a) est petit et que ∂u
∂t

(x, t) est presque constant
por x ∈ [a, b], l’augmentation de température étant ∂u

∂t
∆t, la même quantité totale

de chaleur sortante est approximativement égale à :

−k1(b− a)∆s
∂u

∂t
∆t, (1.3)

où k1 est une constante strictement positive et qui exprime la chaleur spécifique
par unité de volume. En générale, la quantité spécifique cg est donnée par unité de
masse, donc si le matériau a la densité ρ alors k1 = ρcg.
On écrit ensuite que les deux termes (2) et (3) sont égaux, on divise par ∆s∆t(b−a)
et on fait tendre (b− a) vers zd’où :

∂u

∂t
=

k

k1

∂2u

∂x2
.

Travaux liés à nos problèmes
Considérons le problème aux limites suivant :

 ut −∆u+
∫ t

0
g(t− s)∆u(x, s)ds =| u |p−2 u, x ∈ Ω, t > 0

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0,
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(1.4)

où g : R+ −→ R+ est une fonction décroissante de classe C1, p > 2, et Ω est un
domaine borné de Rn (n >≥ 1), de bord régulier ∂Ω.
Cette équation découle d’une varieté de modèles mathématiques en génie et en
sciences physiques. Par exemple, dans l’étude de la conduction de chaleur dans les
matériaux à mémoire, la loi classique de Fourier du flux de chaleur est remplacée
par la formule suivante :

q = −d∇u−
∫ t

−∞
∇[k(x, t)u(x, τ)], (1.5)

où u est la température, d est le coéfficient de diffusion et le terme intégrale repré-
sente l’effet mémoire dans le matériau. L’étude de ce type d’équations a attiré une
attention considérable [13], [29], [30], [33]. D’un point de vue mathématique, on peut
s’attendre au terme intégrale à être dominé par le premier terme de l’équation. Par
conséquent, la théorie des équations paraboliques s’applique à ce type d’équations.



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

En l’absence du terme mémoire, le problème (1.4) a été étudié par divers auteurs,
et plusieurs résultats concernant l’existence globale et non globale ont été établis.
Par exemple au début des années 1970, Levine [16] a introduit la méthode de
concavité et a montré que les solutions à énergie négative s’explosent en temps fini.
Plus tard, cette méthode a été améliorée par Kalantarov et Ladyzhenskaya [15]
pour tenir compte des situations plus générales.
Ball [7] a également étudié (1.4) avec f(u,∇u) au lieu de | u |p−2 u et a établi
résultat d’existence global dans un domaine borné. Ce resultat avait été étendu à
des domaines non bornés par Alfonsi et Weissler [3].
Pour le cas quasi-linéaire, Juning [34] a étudié

ut − div(| ∇u |m−2 ∇u) = f(u), x ∈ Ω, t > 0,
u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(1.6)

où m ≥ 2, et a établi un résultat d’existence globale. il a également démontré un
résultat d’existence non globale sous la condition

1

m

∫
Ω

| ∇u0(x) |m dx−
∫

Ω

F (u0(x))dx ≤ − 4(m− 1)

mT (m− 2)2

∫
Ω

u2
0(x)dx, (1.7)

où F (u) =
∫ u

0
f(s)ds. Plus précisément, il a montré que s’il existe T > 0, pour

lequel la formule (1.5) est verifiée, alors les solutions s’explosent en temps inferieur
à T. Ce type de résultats a été largement généralisé et amélioré par Levine, Park,
et Serrin [17], où les auteurs ont démontré certains théorèmes d’existence globale
et non globale. Leur résultat, lorsqu’il est appliqué au problème (1.6), exige que

1

m

∫
Ω

| ∇u0(x) |m dx−
∫

Ω

F (u0(x))dx < 0. (1.8)

Nous constatons que l’inégalité (1.8) implique (1.7). Dans une note, Messaoudi [21]
a étendu le résultat d’explosion de la solution avec une donnée initiale satisfaisant
à :

1

m

∫
Ω

| ∇u0(x) |m dx−
∫

Ω

F (u0(x))dx < 0. (1.9)

Pucci et Serrin [31] ont discuté le système parabolique quasi-linéaire suivant :

A(t) | ut |m−2 ut = ∆u− f(x, u),

pour m > 1 et f satisfait (f(x, u), u) ≥ 0, et ont établit l’existence globale des
solutions.
Berrimi et Messaoudi [4] ont discuté un problème similaire de la forme :

A(t) | ut |m−2 ut −∆u =| u |p−2 u, x ∈ Ω, t > 0,
u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(1.10)

où Ω est un ouvert borné de Rn.
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Ce résultat est ettendu par les mêmes auteurs [5] dans le cas où un terme
viscélastique intervient et ils ont considéré le système suivant : A(t) | ut |m−2 ut −∆u+

∫ t
0
g(t− s)∆u(x, s)ds =| u |p−2 u, x ∈ Ω, t > 0,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(1.11)

où g est une fonction continûment différentiable qui satisfait aux conditions sui-
vantes :
(H1) g : R+ −→ R+ est une fonction bornée de C1 telle que :

g(0) > 0, 1−
∫ +∞

0

g(s)ds = l > 0.

(H2) il existe une constante positive ξ telle que :

g′(t) ≤ −ξg(t), t ≥ 0.

Ils ont montré que l’énergie des solutions du problème (1.11) décroit exponentielle-
ment si m = 2 et décroit polynomialement si m > 2.
Ce mémoire, qui est composé de cinq chapitres, présente des résultats de dé-
croissance des solutions de quelques problèmes paraboliques linéaires et quasi-
linéaires.Nous allons présenter ici brièvement le contenu de chacun d’eux.
LE CHAPITRE 1 est consacré à l’historique et la citation de quelques travaux liés
à nos problèmes.
LE CHAPITRE 2 est entièrement consacré à l’exposé des définitions et résultats
nécessaires à la suite de ce travail. Nous rappelons tout d’abord quelques résultats
de base sur les espaces de Sobolev et quelques résultas principaux. par exemple :
les inégalités de Young, Poincaré, Formule de Green.....etc. Ces derniers résultats
sont utilisés en particulier dans les calculs des chapitres 3, 4 et 5
LE CHAPITRE 3 est consacré pour établir des résultats de décroissance des solu-
tions du système linéaire homogène suivant : ut −∆u+

∫ t
0
g(t− s)∆u(x, s)ds = 0, x ∈ Ω, t > 0,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0,
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(1.12)

où Ω est un domaine borné de Rn (n > 1) de frontière lipschitizienne ∂Ω.
g est une fonction continûment différentiable qui satisfait aux conditions :
(G1) g : R+ −→ R+ est une fonction bornée de C1 telle que :

g(0) > 0, 1−
∫ +∞

0

g(s)ds = l > 0

(G2) il existe deux constantes positives ξ et p telles que :

g′(t) ≤ −ξgp(t), t ≥ 0, 1 ≤ p <
3

2



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

LE CHAPITRE 4 est consacré pour obtenir un résultat de décroissance des
solutions du système (1.4).
où g est une fonction continûment différentiable qui satisfait aux conditions (G1)
et
(G3) : il existe une fonction ξ continûment différentiable satisfaisant à :

g′(t) ≤ −ξ(t)g(t), t ≥ 0

où

ξ(t) > 0, ξ′(t) ≤ 0, ∀t > 0 et

∫ +∞

0

ξ(t)dt = +∞.

LE CHAPITRE 5 est consacré à la discussion de la décroissance des solutions du
système quasi-linéaire homogène suivant : A(t) | ut |m−2 ut −∆u+

∫ t
0
g(t− s)∆u(x, s)ds = 0, x ∈ Ω, t > 0,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(1.13)

où g est une fonction qui vérifie (G1) et (G3).



Chapitre 2

Rappels et notations générales

L’objectif de ce chapitre est de rappeler l’essentiel des notions et résultat utilisés
tout au long de ce travail. En premier lieu, nous rappelons quelques définitions et
résultats sur les espaces de Sobolev et les espaces Lp(0, T,X) puis la citation de
quelques théorèmes importants dans la discussion des problèmes à étudier et en fin
quelques notations utilisées tout au long de ce mémoire.

2.1 Espaces fonctionnels
Les espaces de Sobolev sont un outil omniprésent dans l’étude des équations

aux dérivées partielles. Leur compréhention est donc une étape nécessaire avant
d’aborder les équations en question. Nous reprenons dans cette section certains
énoncés de H. Brezis [9] sur le sujet. Pour une présentation plus complète des
espaces de Sobolev, on pourra consulter [1− 2]. Par la suite, Ω est un ouvert borné
régulier de Rn.
L’espace L1(Ω) est l’ensemble des fonctions mesurables (pour la tribu de Borel)
intégrables (pour la mesure de Lebesgue dx ) sur Ω. On note :

‖ f ‖L1(Ω)=

∫
Ω

| f(x) | dx

On définit ensuite pour tout 1 ≤ p <∞ l’espace :

Lp(Ω) = {f : Ω→ R, fmesurable et | f |p∈ L1(Ω)}

que l’on munit de la norme :

‖ f ‖Lp(Ω)=

(∫
Ω

| f(x) |p dx
) 1

p

.

Lorseque p =∞, on a la définition suivante :

L∞(Ω) = {f : Ω→ R, f mesurable et ∃C ∈ R+, | f(x) |≤ C p.p}

dont la norme est :

‖ f ‖L∞(Ω)= inf{C, | f(x) |≤ C p.p}

9



10 CHAPITRE 2. RAPPELS ET NOTATIONS GÉNÉRALES

Pour tout 1 ≤ p <∞, on note p′ le conjugué de p, c’est à dire le réel p′ tel que :

1

p
+

1

p′
= 1

2.1.1 Espace H1(Ω)

definition 2.1.1

Soit Ω un ouvert de Rn. L’espace de Sobolev H1(Ω) est défini par :

H1(Ω) = {v ∈ L2(Ω), tel que, ∀i ∈ {1, 2, ..., n}, ∂v
∂xi
∈ L2(Ω)}

où ∂v
∂xi

est la dérivée partielle faible de v au sens des distributions.
Muni du produit scalaire :

< u, v >=

∫
Ω

(u(x)v(x) +∇u(x).∇v(x))dx (2.1)

et de la norme :

‖ u ‖H1(Ω)=

(∫
Ω

(| u(x) |2 + | ∇u(x) |2)dx

) 1
2

l’espace de Sobolev H1(Ω) est un espace de Hilbert.

2.1.2 Espace H1
0(Ω)

Définissons maintenant un autre espace de Sobolev qui est un sous-espace de
H1(Ω) et qui nous sera très utile pour les problèmes avec conditions aux limites de
Dirichlet.

definition 2.1.2

Soit C∞c (Ω) l’espace des fonctions de classe C∞ à support compact dans Ω. L’espace
de Sobolev H1

0 (Ω) est défini comme l’adhérence de C∞c (Ω) dans H1(Ω).
On verra un peu plus loin que H1

0 (Ω) est en fait le sous-espace de H1(Ω) constitué
des fonctions de trace nulle sur le bord ∂Ω.
Muni du produit scalaire (2.1) l’espace de Sobolev H1

0 (Ω) est un espace de Hilbert.

2.1.3 Inégalité de Poincaré

Théorème 2.1.1

Soit Ω un ouvert de Rn borné dans au moins une direction de l’espace. Il existe une
constante C > 0 (dépend seulement de Ω) telle que, pour toute fonction v ∈ H1

0 (Ω) :

‖ v ‖L2(Ω)≤ C ‖ ∇v ‖L2(Ω)

Preuve : Pour la démonstration, il suffit d’utiliser le théorème (1.2.5 page 18)[32].

�



2.1. ESPACES FONCTIONNELS 11

corollaire 2.1.1

Soit Ω un ouvert de Rn borné dans au moins une direction de l’espace. Alors la
semi-norme :

| v |H1
0 (Ω)=

(∫
Ω

| ∇v(x) |2 dx
) 1

2

est une norme sur H1
0 (Ω) équivalente à la norme usuelle induite par celle de H1(Ω).

Preuve : Pour la démonstration, il suffit d’utiliser le corollaire (4.3.12 page 91)[2].

�

Théorème 2.1.2 (Théorème de la trace)

Soit Ω un ouvert borné régulier de classe C1, ou bien Ω = Rn
+ on définit l’application

trace γ0 par :
H1(Ω) ∩ C(Ω) −→ L2(∂Ω) ∩ C(∂Ω)

v −→ γ0(v) = v|∂Ω

Cette application γ0 se prolonge par continuité en une application linéaire continue
telle que, pour toute fonction v ∈ H1(Ω), on a :

‖ v ‖L2(∂Ω)≤ C ‖ v ‖H1(Ω)

Preuve : Pour la démonstration, il suffit d’utiliser le théorème (4.3.14 page 92)[2].

�

Remarque 2.1.1

Grâce au théorème de la trace on peut parler de la valeur d’une fonction de H1(Ω)
sur le bord ∂Ω). Ce résultat est remarquable car il n’est pas vrais pour toute fonction
de L2(Ω).

Théorème 2.1.3

Soit Ω un ouvert borné régulier de classe C1. Si u et v sont des fonctions de H1(Ω),
alors elles vérifient :∫

Ω

u(x)
∂v

∂xi
(x)dx = −

∫
Ω

v(x)
∂u

∂xi
(x)dx+

∫
∂Ω

u(x)v(x)ηids

où η = (ηi)1≤i≤n est la normale unité extérieure à ∂Ω

Preuve : Pour la démonstration, il suffit d’utiliser le théorème (1.4.2 page 27)[32].

�



12 CHAPITRE 2. RAPPELS ET NOTATIONS GÉNÉRALES

2.1.4 Espace Hm(Ω)

definition 2.1.3

Pour un entier m ≥ 0, l’espace de Sobolev Hm(Ω) est défini par :

Hm(Ω) = {v ∈ L2(Ω) tel que Dαv ∈ L2(Ω), ∀α ∈ Nn, | α |≤ m}

où la dérivée partielle Dαv est à prendre au sens faible :

Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 ∂xα2

2 ........∂xαnn
, α = (α1, α2, ....., αn) ∈ Nn, | α |= α1 + α2 + .......αn.

Muni du produit scalaire :

< u, v >=

∫
Ω

∑
|α|≤m

Dαu(x)Dαv(x)dx

et de la norme :
‖ u ‖Hm(Ω)=

√
< u, v >

l’espace de Sobolev Hm(Ω) est un espace de Hilbert.

2.1.5 Les espace Lp(0, T,X)

Dans cette section, on présente brièvement quelques résultats utiles sur les es-
paces de fonctions à valeurs dans un espace de Banach. Ici et dans toute la suite X
désigne un espace de Banach et T > 0. On définit les espaces suivants :

C([0, T ];X) = {u : [0, T ] −→ X continue},

Lp(0, T,X) = {u : (0, T ) −→ X mesurable;

∫ T

0

‖ u(t) ‖X dt <∞}, 1 ≤ p <∞

muni de la norme :

‖ u ‖Lp(0,T,X)=

(∫ T

0

‖ u(t) ‖pX
) 1

p

,

et

L∞(0, T,X) = {u : (0, T ) −→ X mesurable; ∃C > 0, ‖ u(t) ‖X< C p.p.t}

muni de la norme :

‖ u ‖L∞(0,T,X)= inf{C > 0, ‖ u(t) ‖X< C p.p.t}

Remarque 2.1.2

Pour tout 1 ≤ p <∞, Lp(0, T,X) est un espace de Banach et C([0, T ];X) est dense
dans Lp(0, T,X).
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2.1.6 Inégalité de Hölder

Théorème 2.1.4

Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω) avec 1 ≤ p <∞, alors fg ∈ L1(Ω) et on a :

‖ fg ‖L1(Ω)≤‖ f ‖Lp(Ω)‖ g ‖Lp′ (Ω)

lorsque p = p′ = 2, on retrouve l’inégalité de Cauchy-Schwartz.
Preuve : Pour la démonstration, il suffit d’utiliser le théorème (4.6 page 56)[9].

�

2.1.7 Inégalité d’interpolation

Si f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω), alors f :∈ Lr(Ω), quel que soit r ∈ [p, q] et

‖ f ‖Lr(Ω)≤‖ f ‖αLp(Ω)‖ f ‖1−α
Lq(Ω)

avec
1

r
=
α

p
+

1− α
q

pour un certain 0 ≤ α ≤ 1

2.1.8 Inégalité de Young

Théorème 2.1.5

Pour tous réels positifs a et b et tous réels strictement positifs p et q tels que,
1
p

+ 1
q

= 1 et 1 < p <∞, on a :

ab ≤ ap

p
+
bq

q

Preuve : La fonction f définie par :

f(x) =
xp

p
− x

atteint son minimum au point x = 1 en effet :

y′ = xp−1 − 1 et y′′ = (p− 1)xp−2 > 0

d’où
f(ab1−q) ≥ f(1)

c’est-à-dire (
ab1−q

)p
p

− ab1−q ≥ 1

p
− 1 = −1

q

donc :
ap

p
b(1−q)p − ab1−q +

1

q
≥ 0
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En divisant les deux membres par b(1−q)p on obtient :
ap

p
− ab(1−q)−p+pq +

bq

q
≥ 0

c’est-à-dire que :
ap

p
− ab+

bq

q
≥ 0

d’où :
ab ≤ ap

p
+
bq

q

�

Remarque 2.1.3

Un cas simple de l’inégalité de Young est l’inégalité pour p = q = 2 :

ab ≤ a2

2
+
b2

2

qui donne également l’inégalité de Young pour tout δ > 0 :

ab ≤ δa2 +
1

4δ
b2

Remarque 2.1.4

L’inégalité de Young peut s’écrire parfois sous la forme :

ab ≤ δap + C(δ)bq, C(δ) = δ−
1
p−1

voir [9] (page 56)

2.1.9 Fonctions convexes

definition 2.1.4

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, f est convexe si et seulement
si, pour tout (x, y) ∈ I2 et tout λ ∈ [0, 1],

f [(1− λ)x+ λy] ≤ (1− λ)f(x) + λf(y)

proposition 1
Une fonction f continue sur un intervalle I est convexe si et seulement si quelque
soient les éléments a et b de I ême

f(
a+ b

2
) ≤ f(a) + f(b)

2

Preuve : On va utiliser une démonstration par l’absurde.
Soit f une fonction continue non convexe sur I. On peut alors trouver un inter-
valle [a, b] inclus dans I tel qu’il existe dans cet intervalle un point c avec (c, f(c))
strictement au-dessus de la corde qui joint (a, f(a)) et (b, f(b)). Quitte à soustraire
à f la fonction affine qui prend les mêmes valeurs qu’elle en a et en b, on peut
supposer f(a) = f(b) = 0, l’information sur c se réduiseant alors à f(c) > 0. Soit A
le maximum atteint par la fonction continue sur le compact [a, b]. Ce maximum est
donc strictement positif. Soit maintenant m le plus petit élément de [a, b] en lequel
f prend la valeur A.



2.1. ESPACES FONCTIONNELS 15

Pour ε > 0 assez petit pour qu’on reste dons [a, b], posons x1 = m − ε et
x2 = m+ ε, alors f(x1) < f(m) et f(x2) ≤ f(m), ce qui veut dire que :

f(x1) < f(
x1 + x2

2
) et f(x2) ≤ f(

x1 + x2

2
)

d’où
f(x1) + f(x2)

2
< f(

x1 + x2

2
)

donc l’inégalité de la proposition n’est pas vérifiée pour ces valeurs de x1 et x2.

�

2.1.10 Inégalité de convexité

Lemme 2.1.1

Soient a et b deux réels positifs. Pour tout réel p ≥ 1 on a :

(a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp)

Preuve : Soit p ≥ 1, la fonction :

f : R+ −→ R+

x 7−→ xp

est convexe, ce qui implique notamment que pour tout a, b ≥ 0

f(
a+ b

2
) ≤ 1

2
(f(a) + f(b))

c’est-à-dire que : (
a+ b

2

)p
≤ 1

2
(ap + bp)

autrement dit :
(a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp)

�



Chapitre 3

Etude de la décroissance des
solutions d’un problème parabolique
linéaire(1)

3.1 Préliminaires
Ce chapitre est consacré à l’étude du problème parabolique linéaire homogène

à terme viscoélastique suivant : ut −∆u+
∫ t

0
g(t− s)∆u(x, s)ds = 0, x ∈ Ω, t > 0,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0,
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(3.1)

où Ω est un domaine borné de Rn n ≥ 1 de frontière lipschitizienne ∂Ω, g est une
fonction continûment différentiable qui satisfait aux conditions suivantes :
(G1) g : R+ −→ R+ est une fonction décroissante de classe C1 telle que :

g(0) > 0, 1−
∫ +∞

0

g(s)ds = l > 0

(G2) il existe deux constantes positives ξ et p telles que :

g′(t) ≤ −ξgp(t), t ≥ 0, 1 ≤ p <
3

2

Remarque 3.1.1

La condition p < 3
2
implique que :∫ +∞

0

g2−p(s)ds < +∞

16
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Preuve : D’après la condition (G2) ona :

g′(t) ≤ −ξgp(t)

c’est-à-dire que :

gp(t) ≤ −1

ξ
g′(t)

alors ∫ +∞

0

g2−p(s)ds =

∫ +∞

0

g2−2p(s)gp(s)ds

≤ −1

ξ

∫ +∞

0

g2−2p(s)g′(s)ds

≤ −1

ξ
.

1

3− 2p

[
g3−2p(+∞)− g3−2p(0)

]
≤ 1

(3− 2p)ξ

[
g3−2p(0)− g3−2p(+∞)

]
≤ 1

(3− 2p)ξ
g3−2p(0) < +∞ (3.2)

puisque p < 3
2
.

Proposition
Soit u0 ∈ H1

0 (Ω) donné et g satisfait (G1). Alors le problème (3.1) admet une
solution globale

u ∈ C
(

[0,+∞);H1
0 (Ω)

)
, ut ∈ C

(
[0,+∞);L2(Ω)

)
.

De plus si u0 ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), la solution de (3.1) satisfait

u ∈ C
(

[0,+∞);H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)

)
,∩C1

(
[0,+∞);H1

0 (Ω)

)
.

On définit l’énergie des solutions comme suit :

E(t) =
1

2
(go∇u)(t) +

1

2

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
‖ ∇u(t) ‖2

2, (3.3)

où

(gov)(t) =

∫ t

0

g(t− s) ‖ v(t)− v(s) ‖2
2 ds

�
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3.2 Décroissance des solutions
Théorème 3.2.1

Si u est solution de (3.1) alors :

d

dt
E(t) = −

(
1

2
g(t) ‖ ∇u(t) ‖2

2 −
1

2
(g′o∇u)(t) +

∫
Ω

| ut |2 dx
)
≤ 0

(3.4)

Preuve : En multipliant l’équation (3.1) par ut et on intègre sur Ω on obtient :∫
Ω

ututdx−
∫

Ω

ut∆udx+

∫
Ω

ut

∫ t

0

g(t− s)∆u(x, s)dsdx = 0. (3.5)

Calculons : ∫
Ω

ut∆udx

D’après la formule de Green on a :∫
Ω

ut∆udx = −
∫

Ω

∇ut.∇udx+

∫
∂Ω

ut.
∂u

∂η
ds

= −
∫

Ω

∂

∂t
(∇u).(∇u)dx

= −1

2

∫
Ω

∂

∂t
| ∇u |2 dx

= −1

2

d

dt

∫
Ω

| ∇u |2 dx

= −1

2

d

dt
‖ ∇u(t) ‖2

2 (3.6)

calculons maintenant : ∫
Ω

ut

∫ t

0

g(t− s)∆u(x, s)dsdx

on a : ∫
Ω

ut

∫ t

0

g(t− s)∆u(x, s)dsdx =

∫
Ω

∫ t

0

g(t− s)ut(t)∆u(s)dsdx

=

∫ t

0

∫
Ω

g(t− s)ut(t)∆u(s)dxds

=

∫ t

0

g(t− s)
∫

Ω

ut(t)∆u(s)dxds

= −
∫ t

0

g(t− s)
∫

Ω

∇ut(t).∇u(s)dxds
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= −
∫ t

0

g(t− s)
∫

Ω

∇ut(t).[∇u(s)−∇u(t)]dxds

−
∫ t

0

g(t− s)
∫

Ω

∇ut(t).∇u(t)dxds

=
1

2

d

dt

[ ∫ t

0

g(t− s)
∫

Ω

| ∇u(s)−∇u(t) |2 dxds
]

= −1

2

d

dt

[ ∫ t

0

g(s)

∫
Ω

| ∇u(t) |2 dxds
]

− 1

2

∫ t

0

g′(t− s)
∫

Ω

| ∇u(s)−∇u(t) |2 dxds

+
1

2
g(t)

∫
Ω

| ∇u(t) |2 dx

=
1

2

d

dt

∫ t

0

g(t− s) ‖ ∇u(s)−∇u(t) ‖2
2 ds

− 1

2

d

dt

∫ t

0

g(s) ‖ ∇u(t) ‖2
2 ds

−
∫ t

0

g′(t− s) ‖ ∇u(s)−∇u(t) ‖2
2 ds

+
1

2
g(t) ‖ ∇u(t) ‖2

2

donc :∫
Ω

ut

∫ t

0

g(t− s)∆u(x, s)dsdx =
1

2

d

dt
(go∇u)(t) +

1

2
g(t) ‖ ∇u(t) ‖2

2

− 1

2
(g′o∇u)(t)− 1

2

d

dt

∫ t

0

g(s) ‖ ∇u(t) ‖2
2 ds

(3.7)

par substitution de (3.5) et (3.6) dans (3.4) on obtient :∫
Ω

ututdx +
1

2

d

dt
‖ ∇u(t) ‖2

2 +
1

2

d

dt
(go∇u)(t)

− 1

2

d

dt

∫ t

0

g(s) ‖ ∇u(t) ‖2
2 ds

− 1

2
(g′o∇u)(t) +

1

2
g(t) ‖ ∇u(t) ‖2

2= 0

c’est-à-dire que :

1

2

d

dt
(go∇u)(t) +

1

2

d

dt
‖ ∇u(t) ‖2

2 −
1

2

d

dt

∫ t

0

g(s) ‖ ∇u(t) ‖2
2 ds

= −1

2
g(t) ‖ ∇u(t) ‖2

2 +
1

2
(g′o∇u)(t)−

∫
Ω

| ut |2 dx
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autrement dit :

d

dt

[
1

2
(go∇u)(t) +

1

2

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
‖ ∇u(t) ‖2

2

]
= −

[
1

2
g(t) ‖ ∇u(t) ‖2

2 −
1

2
(g′o∇u)(t) +

∫
Ω

| ut |2 dx
]
,

alors :
d

dt
E(t) = −

[
1

2
g(t) ‖ ∇u(t) ‖2

2 −
1

2
(g′o∇u)(t) +

∫
Ω

| ut |2 dx
]

d’après la condition (G2), g′ est négative et d’après la définition de (g′o∇u)(t) on
a :

(g′o∇u)(t) ≤ 0

donc :
d

dt
E(t) ≤ 0

�

Lemme 3.2.1

Pour ε > 0 assez petit, la fonctionnelle

F (t) = E(t) +
ε

2

∫
Ω

u2dx

et E(t) sont équivalentes. Autrement dit, il existe α1, α1 > 0 tels que :

α1E(t) ≤ F (t) ≤ α2E(t) (3.8)

Preuve : On a d’une part :

F (t) =
1

2

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
‖ ∇u(t) ‖2

2 +
1

2
(go∇u)(t)

+
ε

2

∫
Ω

u2dx

≤ 1

2

(
1−

∫ t

0

g(s)ds+ εCp

)
‖ ∇u(t) ‖2

2 +
1

2
(go∇u)(t)

≤ α2E(t)

et d’autre part :

F (t) ≥ 1

2

(
1−

∫ t

0

g(s)ds− εCp
)
‖ ∇u(t) ‖2

2 +
1

2
(go∇u)(t).

En choisissant ε assez petit, on obtient :

F (t) ≥ 1

4

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
‖ ∇u(t) ‖2

2 +
1

4
(go∇u)(t)

≥ α1E(t)

d’où on conclut que :

α1E(t) ≤ F (t) ≤ α2E(t), ∀t ≥ 0
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�

Lemme 3.2.2

Pour r > 1 et 0 < θ < 1, on a :∫ t

0

g(t− s) ‖ w(s) ‖2 ds ≤

(∫ t

0

g1−θ(t− s) ‖ w(s) ‖2 ds

) 1
r
(∫ t

0

g
r−1+θ
r−1 (t− s) ‖ w(s) ‖2 ds

) r−1
r

pour tout w ∈ L2(Ω)

Preuve : On a :

1− θ
r

+
r − 1 + θ

r
= 1 et

2

r
+

2(r − 1)

r
= 2

d’où :
g(t− s) = g

1−θ
r (t− s)g

r−1+θ
r (t− s)

et
‖ w(s) ‖2=‖ w(s) ‖

2
r ‖ w(s) ‖

2(r−1
r

donc on peut écrire : ∫ t

0

g(t− s) ‖ w(s) ‖2 ds =∫ t

0

g
1−θ
r (t− s) ‖ w(s) ‖

2
r g

r−1+θ
r (t− s) ‖ w(s) ‖

2(r−1)
r ds

on remarque que r et r
r−1

sont des exposants conjugués car :

1

r
+
r − 1

r
= 1

en appliquant l’inégalité de Hölder on arrive à :∫ t

0

g(t− s) ‖ w(s) ‖2 ds ≤

[ ∫ t

0

(
g

1−θ
r (t− s) ‖ w(s) ‖

2
r

)r
ds

] 1
r
[ ∫ t

0

(
g
r−1+θ
r (t− s) ‖ w(s) ‖

2(r−1)
r

) r
r−1

ds

] r−1
r

c’est-à-dire que : ∫ t

0

g(t− s) ‖ w(s) ‖2 ds ≤

(∫ t

0

g1−θ(t− s) ‖ w(s) ‖2 ds

) 1
r
(∫ t

0

g
r−1+θ
r−1 (t− s) ‖ w(s) ‖2 ds

) r−1
r

�
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Lemme 3.2.3

Soient v ∈ L∞(0, T,H1
0 (Ω)) et g une fonction continue sur [0, T ], supposons que

0 < θ < 1 et p > 1, alors il existe une constante C > 0 telle que :

gov ≤ C

(
sup

0<s<T
‖ ∇v(s) ‖2

∫ t

0

g1−θ(s)ds

) p−1
p−1+θ

.(gpov)
θ

p−1+θ

Preuve : En utilisant le lemme 3.2.2, avec r = p−1+θ
p−1

et w(s) = v(t)− v(s) on
trouve :

1

r
=

p− 1

p− 1 + θ
,

r − 1 + θ

r − 1
= p,

r − 1

r
=

θ

p− 1 + θ

donc :

gov ≤
(∫ t

0

g1−θ(t− s) ‖ v(t)− v(s) ‖2 ds

) p−1
p−1+θ

(gpov)
θ

p−1+θ (3.9)

on a aussi :∫ t

0

g1−θ(t − s) ‖ v(t)− v(s) ‖2 ds

≤ C2
p

∫ t

0

g1−θ(t− s) ‖ ∇v(t)−∇v(s) ‖2 ds

≤ 2C2
p

∫ t

0

g1−θ(t− s)
(
‖ ∇v(t) ‖2 + ‖ ∇v(s) ‖2

)
ds

≤ 4C2
p

∫ t

0

g1−θ(t− s) sup
0<s<T

‖ ∇v(s) ‖2 ds

≤ 4C2
p sup

0<s<T
‖ ∇v(s) ‖2

∫ t

0

g1−θ(t− s)ds

≤ 4C2
p sup

0<s<T
‖ ∇v(s) ‖2

∫ t

0

g1−θ(s)ds

≤ C sup
0<s<T

‖ ∇v(s) ‖2

∫ t

0

g1−θ(s)ds (3.10)

une combinaison de (3.8) et (3.9) nous donne :

gov ≤ C

(
sup

0<s<T
‖ ∇v(s) ‖2

∫ t

0

g1−θ(s)ds

) p−1
p−1+θ

.(gpov)
θ

p−1+θ

�

Lemme 3.2.4

Soient v ∈ L∞(0, T,H1
0 (Ω)) et g une fonction continue sur [0, T ], supposons que

p > 1, alors
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gov ≤
[
2

(
t ‖ ∇v(t) ‖2 +

∫ t

0

∇v(s) ‖2 ds

)] p−1
p

(gpov)
1
p

Preuve : En utilisant (3.8) pour θ = 1, l’inégalité de Poincaré on obtient :

gov ≤
(∫ t

0

‖ ∇v(t)−∇v(s) ‖2 ds

) p−1
p

(gpov)
1
p

on a :∫ t

0

‖ ∇v(t)−∇v(s) ‖2 ds ≤ 2

∫ t

0

(
‖ ∇v(t) ‖2 +∇v(s) ‖2

)
ds

≤ 2

∫ t

0

‖ ∇v(t) ‖2 ds+ 2

∫ t

0

‖ ∇v(s) ‖2 ds

≤ 2

(
t ‖ ∇v(t) ‖2 +

∫ t

0

∇v(s) ‖2 ds

)
d’où :

gov ≤
[
2

(
t ‖ ∇v(t) ‖2 +

∫ t

0

∇v(s) ‖2

)
ds

] p−1
p

(gpov)
1
p

�

Théorème 3.2.2

Soit u0 ∈ H1
0 (Ω) donné, g satisfait les conditions G1 et G2, alors il existe deux

constantes strictement positives λ et K telles que, ∀t ≥ 0,

E(t) ≤ Ke−λt, p = 1

E(t) ≤ K(1 + t)−
1
p−1 , p > 1

Preuve : Posons

ψ(t) =
1

2

∫
Ω

u2dx (3.11)

alors :
ψ′(t) =

∫
Ω

uutdx

en utilisant (3.1) on arrive à :

ψ′(t) =

∫
Ω

u

(
∆u−

∫ t

0

g(t− s)∆u(s)ds

)
dx

=

∫
Ω

u∆udx−
∫

Ω

u(t)

∫ t

0

g(t− s)∆u(s)dsdx
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en utilisant la formule de Greenon obtient :

ψ′(t) =

∫
Ω

u∆udx−
∫ t

0

(∫
Ω

g(t− s)u(t)∆u(s)dx

)
ds

= −
∫

Ω

| ∇u(t) |2 dx−
∫

Ω

g(t− s)
(∫

Ω

u(t)∆u(s)dx

)
ds

= −
∫

Ω

| ∇u(t) |2 dx+

∫
Ω

∫ t

0

g(t− s)∇u(t).∇u(s)dsdx

−
∫

Ω

| ∇u(t) |2 dx

+

∫
Ω

∫ t

0

g(t− s)∇u(t).

(
∇u(s)−∇u(t) +∇u(t)

)
dsdx

=

∫
Ω

| ∇u(t) |2 dx+

∫
Ω

∫ t

0

g(t− s) | ∇u(t) |2 dsdx

+

∫
Ω

∇u(t).

∫ t

0

g(t− s)
(
∇u(s)−∇u(t)

)
dsdx

= −
(

1−
∫ t

0

g(s)ds

)∫
Ω

| ∇u(t) |2 dx

+

∫
Ω

∇u(t).

∫ t

0

g(t− s)
(
∇u(s)−∇u(t)

)
dsdx. (3.12)

Posons

I =

∫
Ω

∇u(t).

∫ t

0

g(t− s)
(
∇u(s)−∇u(t)

)
dsdx

d’après l’inégalité de Young on a :

I ≤ δ

∫
Ω

| ∇u(t) |2 dx+
1

4δ

∫
Ω

(∫ t

0

g(t− s)(∇u(s)−∇u(t))ds

)2

dx, ∀δ > 0.

En estimant :∫ t

0

g(t− s)(∇u(s)−∇u(t))ds =

∫ t

0

g1− p
2 (t− s)g

p
2 (t− s)(∇u(s)−∇u(t))ds

≤
(∫ t

0

g2−p(t− s)ds
) 1

2
(
gp(t− s) | ∇u(s)−∇u(t) |2 ds

) 1
2

on arrive à : ∫
Ω

(∫ t

0

g(t− s)(∇u(s)−∇u(t))ds

)2

dx ≤ C0g
po∇u(t)

où :

C0 =

∫ t

0

g2−p(t− s)ds < +∞.

Alors nous obtenons l’inégalité :

ψ′(t) ≤ −l
∫

Ω

| ∇u |2 dx+ δ

∫
Ω

| ∇u |2 dx+
1

4δ
C0g

po∇u(t), ∀δ > 0.
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En prenant δ = 1
2
on aura :

ψ′(t) ≤ − l
2
‖ ∇u(t) ‖2

2 +
C0

2l
gpo∇u(t).

Puisqu’on a :
F (t) = E(t) + εψ(t)

alors :

F ′(t) = E ′(t) + εψ′(t)

≤ 1

2
g′o∇u(t) + ε

(
− l

2
‖ ∇u(t) ‖2

2 +C1g
po∇u(t)

)
≤ −εl

2
‖ ∇u(t) ‖2

2 −
ξ

2
gpo∇u(t) + εC1g

po∇u(t)

≤ −εl
2
‖ ∇u(t) ‖2

2 −(
ξ

2
− εC1)gpo∇u(t).

Choisissons ε > 0 assez petit tel que (3.7) soit vérifiée et que

F ′(t) ≤ −εl
2
‖ ∇u(t) ‖2

2 −
ξ

4
gpo∇u(t)

alors :

F ′(t) ≤ −α0

(
‖ ∇u(t) ‖2

2 +gpo∇u(t)

)
, ∀ ≥> 0 (3.13)

pour un certain α0 > 0.
Cas 1 : p = 1
En exploitant (3.7), l’estimation (3.12) donne :

F ′(t) ≤ −α0

(
‖ ∇u(t) ‖2

2 +go∇u(t)

)
≤ −β1E(t)

≤ −β1

α2

F (t), ∀t ≥ 0 (3.14)

l’estimation (3.13) peut s’écrire sous la forme :

F ′(t) +
β1

α2

F (t) ≤ 0, ∀t ≥ 0

ce qui implique que :

e
β1
α2 (F ′(t) +

β1

α2

F (t)) ≤ 0, ∀t ≥ 0

autrement dit :
d

dt
(e

β1
α2
t
F (t)) ≤ 0, ∀t ≥ 0

une simple intégration sur [0, t] donne :

e
β1
α2
t
F (t)− F (0) ≤ 0, ∀t ≥ 0
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ce qui veut dire que :
F (t) ≤ F (0)e

− β1
α2
t
, ∀t ≥ 0.

En utilisant (3.7) on obtient :

E(t) ≤ 1

α1

F (0)e
− β1
α2
t
, ∀t ≥ 0

c’est-à-dire que :
E(t) ≤ ke−λt, ∀t ≥ 0.

Cas 2 : p > 1
En utilisant (G1) et (G2) on obtient :∫ t

0

g1−θ(s)ds < +∞ pour θ < 2− p.

En effet : ∫ t

0

g1−θ(s)ds =

∫ t

0

g1−θ−p(s)gp(s)ds

≤ −1

ξ

∫ t

0

g1−θ−p(s)g′(s)ds

≤ −1

ξ
.

1

2− θ − p

[
g2−θ−p(+∞)− g2−θ−p(0)

]
≤ 1

(2− θ − p)ξ

[
g2−θ−p(0)− g2−θ−p(+∞)

]
=

1

(2− θ − p)ξ
g2−θ−p(0) < +∞,

puisque θ < 2− p.
D’après (3.9) on a :

go∇v ≤ gov ≤
(∫ t

0

g1−θ(t− s) ‖ ∇u(t)−∇u(s) ‖2 ds

) p−1
p−1+θ

(gpov)
θ

p−1+θ

≤
[
2

∫ t

0

g1−θ(t− s)
(
‖ ∇u(t) ‖2 + ‖ ∇u(s) ‖2

)
ds

] p−1
p−1+θ

(
gpo∇u

) θ
p−1+θ

≤
[
4C1

(∫ t

0

g1−θ(t− s)ds
)
E(0)

] p−1
p−1+θ

(
gpo∇u

) θ
p−1+θ

≤ C

[(∫ t

0

g1−θ(t− s)ds
)
E(0)

] p−1
p−1+θ

(
gpo∇u

) θ
p−1+θ

≤ C

[(∫ ∞
0

g1−θ(t− s)ds
)
E(0)

] p−1
p−1+θ

(
gpo∇u

) θ
p−1+θ

, (3.15)

puisque ∫ t

0

g1−θ(s)ds ≤
∫ ∞

0

g1−θ(s)ds < +∞.
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D’après la définition de E(t) on a :

E(t) ≤ C2 ‖ ∇u(t) ‖2
2 +(go∇u)(t)

et en utilisant le lemme 3.2.3, pour σ > 1 on trouve :

Eσ(t) ≤ C ‖ ∇u(t) ‖2σ
2 +

[
(go∇u)(t)

]σ
≤ C ‖ ∇u(t) ‖2(σ−1)

2 ‖ ∇u(t) ‖2
2 +

[
(go∇u)(t)

]σ
≤ CEσ−1(t) ‖ ∇u(t) ‖2

2 +

[
(go∇u)(t)

]σ
≤ CEσ−1(0) ‖ ∇u(t) ‖2

2 +

[
(go∇u)(t)

]σ
. (3.16)

En utilisant (3.14) alors (3.15) devient :

Eσ(t) ≤ CEσ−1(0) ‖ ∇u(t) ‖2
2

+ C

[
(

∫ ∞
0

g1−θ(t− s)ds)E(0)

]σ(p−1)
p−1+θ

(gpo∇u)
σθ

p−1+θ .

On choisit θ = 1
2
et σ = 2p− 1 on trouve : σθ

p−1+θ
= 1, d’où :

E2p−1(t) ≤ C ‖ ∇u(t) ‖2
2 +C(gpo∇u)(t)

≤ C

[
‖ ∇u(t) ‖2

2 +(gpo∇u)(t)

]
. (3.17)

la combinaison de (3.12) et (3.16) donne :

F ′(t) ≤ −α0

C
E2p−1(t)

où par (3.7),

F ′(t) ≤ −βF 2p−1(t), ∀t ≥ 0 (3.18)

pour un certain β > 0. Une simple intégration de (3.17) de 0 à t nous donne :∫ t

0

F ′(s)F 1−2p(s)ds ≤
∫ t

0

−βds

c’est-à-dire que :
F 2−2p(t)− F 2−2p(0) ≥ β(2p− 2)t

d’où :
F 2p−2(t) ≤ 1

β(2p− 2)t+ F 2−2p(0)
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ce qui implique :

F (t) ≤ 1(
β(2p− 2)t+ F 2−2p(0)

) 1
2p−2

≤
[
β(2p− 2)

]− 1
2p−2
[
t+

F 2−2p(0)

β(2p− 2)

]− 1
2p−2

≤ k1

(
t+ 1

)− 1
2p−2

(3.19)

où :

k1 =

[
β(2p− 2) min(1,

F 2−2p(0)

β(2p− 2)
)

]− 1
2p−2

.

L’inégalité (3.18) implique que :∫ +∞

0

F (t)dt+ tF (t) < +∞. (3.20)

En effet :∫ +∞

0

F (t)dt+ tF (t) ≤
∫ +∞

0

k1

(
1 + t

)− 1
2p−2

dt+ k1t

(
1 + t

)− 1
2p−2

≤ k1
2p− 2

2p− 3

[
(1 + t)

2p−3
2p−2

]+∞

0

+
k1t

(1 + t)
1

2p−2

on sait que : 1 < p < 3
2

d’où : 2p− 2 > 0 et 2p− 3 < 0
alors :

2p− 3

2p− 2
< 0 et

1

2p− 2
> 1

donc : [
(1 + t)

2p−3
2p−2

]∞
0

< +∞ (3.21)

et
t

(1 + t)
1

2p−2

<
t

1 + t
, ∀t ≥ 0

or la fonction t
1+t

est croissante et prend ses valeurs dans [0, 1] d’où :

t

t+ 1
< 1, ∀t ≥ 0,

par conséquent :
t

(1 + t)
1

2p−2

< +∞. (3.22)

De (3.20) et (3.21) on conclut que :∫ +∞

0

F (t)dt+ tF (t) < +∞, ∀t ≥ 0
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et en utilisant le lemme 3.2.4 on obtient :

go∇u ≤
[
2

(
t ‖ ∇u(t) ‖2 +

∫ t

0

∇u(s) ‖2 ds

)] p−1
p

(gpo∇u)
1
p .

D’après la définition de E(t)on a :

‖ ∇u(t) ‖2
2≤ αE(t)

où α est une constante strictement positive, d’où :

go∇u ≤
[
2

(
tαE(t) + α

∫ t

0

E(s)ds

)] p−1
p

(gpo∇u)
1
p

≤ C3

[
2

(
tE(t) +

∫ t

0

E(s)ds

)] p−1
p

(gpo∇u)
1
p .

En utilisant (3.7) et (3.19) on arrive à :

go∇u ≤ C3

[
1

α1

tF (t) +
1

α1

∫ t

0

F (s)ds

] p−1
p

(gpo∇u)
1
p

≤ C4

[
tF (t) +

∫ t

0

F (s)ds

] p−1
p

(gpo∇u)
1
p

≤ C5(gpo∇u)
1
p

puisque tF (t) +
∫ t

0
F (s)ds < +∞, alors :

(go∇u)p ≤ C6g
po∇u. (3.23)

Une combinaison de (3.12) et (3.22) donne :

F ′(t) ≤ −C7

[
‖ ∇u(t) ‖2

2 (go∇u)p
]

(3.24)

on procède de la même manière que (3.16) on obtient :

Ep(t) ≤ C8

[
‖ ∇u(t) ‖2

2 (go∇u)p
]
. (3.25)

Une combinaison de (3.23), (3.24) et (3.7) donne :

F ′(t) ≤ −C9E
p(t)

F ′(t) ≤ −C10F
p(t), ∀t ≥ 0. (3.26)

Une simple intégration de (3.25) de 0 à t, comme celle de (3.17, nous donne :

F (t) ≤ k2(1 + t)−
1
p−1 . (3.27)

Encore une fois, en utilisant (3.7), l’inégalité (3.26) devient :

α1E(t) ≤ k2(1 + t)−
1
p−1

c’est-à-dire que :
E(t) ≤ K(1 + t)−

1
p−1

�



Chapitre 4

Etude de la décroissance des
solutions d’un problème parabolique
linéaire(2)

4.1 Préliminaires
Ce chapitre est consacré à l’étude du problème parabolique linéaire homogène

(3.1) mais pour g, une fonction continûment différentiable qui satisfait aux condi-
tions suivantes :
(G1) g : R+ −→ R+ est une fonction décroissante de classe C1 telle que :

g(0) > 0, 1−
∫ +∞

0

g(s)ds = l > 0

(G3) Il existe une fonction ξ continûment différentiable qui satisfait :

g′(t) ≤ −ξ(t)g(t) , t ≥ 0

où :

ξ(t) > 0, ξ′(t) ≤ 0, ∀t > 0, et

∫ +∞

0

ξ(t)dt = +∞.

Remarque 4.1.1

Puisque ξ est décroissante alors : ξ(t) ≤ ξ(0) = M

4.2 Décroissance des solutions
Dans ce chapitre on pose :

F (t) = E(t) + εψ(t), ε > 0

avec
ψ(t) =

1

2

∫
Ω

u2dx

30
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Remarque 4.2.1

Pour tout t > 0 on a : ∫ t

0

g(s)ds ≤ 1− l

Preuve : Puisque g est positive alors :∫ t

0

g(s)ds ≤
∫ ∞

0

g(s)ds

d’où :

−
∫ t

0

g(s)ds ≥ −
∫ ∞

0

g(s)ds

donc :

1−
∫ t

0

g(s)ds ≥ 1−
∫ ∞

0

g(s)ds

ce qui veut dire que :

1−
∫ t

0

g(s)ds ≥ l

par conséquent : ∫ t

0

g(s)ds ≤ 1− l.

�

Lemme 4.2.1

Pour u ∈ H1
0 (Ω) on a :∫

Ω

(∫ t

0

g(t− s)(∇u(s)−∇u(t))ds

)2

dx ≤ (1− l)(go∇u)(t) (4.1)

Preuve : Posons :

j =

∫
Ω

(∫ t

0

g(t− s)(∇u(s)−∇u(t))ds

)2

dx,

puisque g est positive, alors on peut écrire j sous la forme :

j =

∫
Ω

(∫ t

0

√
g(t− s)

√
g(t− s)(∇u(s)−∇u(t))ds

)2

dx

et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

j ≤
∫

Ω

(∫ t

0

g(s)ds

)(∫ t

0

g(t− s)(∇u(s)−∇u(t))2ds

)
dx

≤
(∫ t

0

g(s)ds

)∫
Ω

(∫ t

0

g(t− s)(∇u(s)−∇u(t))2ds

)
dx

c’est-à-dire que :

j ≤ (1− l)(go∇u)(t)

�
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Lemme 4.2.2

Sous les conditions (G1) et (G3) on a :

F ′(t) ≤ −(l − δ)ε ‖ ∇u(t) ‖2
2 +

(1− l)
4δ

ε(go∇u)(t) (4.2)

Preuve :
On a :

ψ(t) =
1

2

∫
Ω

u2dx

d’où :
ψ′(t) =

∫
Ω

uutdx

et d’après (3.11) on a :∫
Ω

uutdx = −
(

1−
∫ t

0

g(s)ds

)∫
Ω

| ∇u |2 dx

+

∫
Ω

∇u(t)

∫ t

0

g(t− s)
(
∇u(s)−∇u(t)

)
dsdx (4.3)

posons :

j =

∫
Ω

∇u(t)

∫ t

0

g(t− s)
(
∇u(s)−∇u(t)

)
dsdx

d’après l’inégalité de Young on a :

j ≤ δ

∫
Ω

| ∇u |2 dx+
1

4δ

∫
Ω

(∫ t

0

g(t− s)(∇u(s)−∇u(t))ds

)2

dx

et en utilisant (4.1) et (4.3) on obtient :

ψ′(t) = −
(

1−
∫ t

0

g(s)ds

)
‖ ∇u(t) ‖2

2

+

∫
Ω

∇u(t)

∫ t

0

g(t− s)
(
∇u(s)−∇u(t)

)
dsdx

≤ −l ‖ ∇u(t) ‖2
2 +δ ‖ ∇u(t) ‖2

2 +
1− l
4δ

(go∇u)(t)

c’est-à-dire que :

ψ′(t) ≤ (δ − l) ‖ ∇u(t) ‖2
2 +

1− l
4δ

(go∇u)(t). (4.4)

De la définition de F (t), on a :

F ′(t) = E ′(t) + εψ′(t)

et en utilisant (4.4) on arrive à :

F ′(t) ≤ E ′(t) + (δ − l)ε ‖ ∇u(t) ‖2
2 +

ε(1− l)
4δ

(go∇u)(t).
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Puisque E ′(t) ≤ 0 alors :

F ′(t) ≤ (δ − l)ε ‖ ∇u(t) ‖2
2 +

ε(1− l)
4δ

(go∇u)(t)

c’est-à-dire que :

F ′(t) ≤ −(l − δ)ε ‖ ∇u(t) ‖2
2 +

ε(1− l)
4δ

(go∇u)(t)

�

Théorème 4.2.1

Soit u0 ∈ H1
0 (Ω) donné. Si de plus g et ξ satisfont (G1) et (G3), alors il existe deux

constantes strictement positives λ et K telles que :

E(t) ≤ Ke−λ
∫ t
0 ξ(s)ds , ∀t ≥ 0

Preuve : D’après (4.2) on a :

F ′(t) ≤ −(l − δ)ε ‖ ∇u(t) ‖2
2 +

ε(1− l)
4δ

(go∇u)(t)

et en choisissant δ tel que δ < l

(
par exemple δ= l

2

)
on arrive à :

F ′(t) ≤ − lε
2
‖ ∇u(t) ‖2

2 +
ε(1− l)

2l
(go∇u)(t),

or
l

2
> 0 et

1− l
2l

> 0

d’où on peut écrire :

F ′(t) ≤ −βE(t) + C(go∇u)(t) (4.5)

où, β et C sont deux constantes positives. En multipliant (4.5) par ξ(t) on trouve :

ξ(t)F ′(t) ≤ −βξ(t)E(t) + Cξ(t)(go∇u)(t)

≤ −βξ(t)E(t) + Cξ(t)

∫ t

0

g(t− s) ‖ ∇u(t)−∇u(s) ‖2
2 ds

≤ −βξ(t)E(t) + C

∫ t

0

ξ(t)g(t− s) ‖ ∇u(t)−∇u(s) ‖2
2 ds

puisque ξ est décroissante alors ξ(t) ≤ ξ(t− s), donc pour cela on peut écrire :

ξ(t)F ′(t) ≤ −βξ(t)E(t) + C

∫ t

0

ξ(t− s)g(t− s) ‖ ∇u(t)−∇u(s) ‖2
2 ds
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et en utilisant la condition (G3) on obtient :

ξ(t)F ′(t) ≤ −βξ(t)E(t)− C
∫ t

0

g′(t− s) ‖ ∇u(t)−∇u(s) ‖2
2 ds

c’est-à-dire que :
ξ(t)F ′(t) ≤ −βξ(t)E(t)− C(g′o∇u)(t).

Par définition de E ′(t) on peut écrire :

ξ(t)F ′(t) ≤ −βξ(t)E(t)− C1E
′(t), ∀t ≥ 0 (4.6)

ou encore :
ξ(t)F ′(t) + C1E

′(t) ≤ −βξ(t)E(t), ∀t ≥ 0

ce qui veut dire encore que :(
ξ(t)F (t) + C1E(t)

)′
− ξ′(t)F (t) ≤ −βξ(t)E(t), ∀t ≥ 0. (4.7)

Posons maintenant

A(t) = ξ(t)F (t) + C1E(t) (4.8)

la relation (4.8) implique que A(t) est equivalent à E(t), en effet :
d’une part, on a :

A(t) = ξ(t)F (t) + C1E(t)

≤ ξ(t)α2E(t) + C1E(t)

≤ ξ(0)α2E(t) + C1E(t)

≤ β1E(t) (4.9)

où β1 est une constante strictement positive, et d’autre part :

A(t) = ξ(t)F (t) + C1E(t)

≥ C1E(t) (4.10)

où C1 est une constante strictement positive. Donc de (4.9) et (4.10) on trouve :

C1E(t) ≤ A(t) ≤ β1E(t). (4.11)

Puisque ξ′(t) ≤ 0
(
la condition (G3)

)
, la relation (1.7) s’écrit :

A′(t) ≤ −βξ(t)E(t), ∀t ≥ 0

et en utilisant (4.11, ) on arrive à :

A′(t) ≤ −λξ(t)A(t), ∀t ≥ 0 (4.12)
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où λ est une constante strictement positive.
La relation (4.12) peut s’écrire aussi sous la forme :

A′(t) + λξ(t)A(t) ≤ 0, ∀t ≥ 0. (4.13)

En multipliant les deux membres de (4.13) par e
∫ t
0 λξ(s)ds on trouve :

e
∫ t
0 λξ(s)ds

(
A′(t) + λξ(t)A(t)

)
≤ 0, ∀t ≥ 0

c’est-à-dire que :
d

dt

(
e

∫ t
0 λξ(s)dsA(t)

)
≤ 0, ∀t ≥ 0.

En intégrant sur [0; t] on obtient :

A(t)e
∫ t
0 λξ(s)ds − A(0) ≤ 0, ∀t ≥ 0

ce qui veut dire que :

A(t) ≤ A(0)e−λ
∫ t
0 ξ(s)ds, ∀t ≥ 0. (4.14)

Une combinaison de (4.11) et (4.13) donne :

C1E(t) ≤ A(0)e−λ
∫ t
0 ξ(s)ds

autrement dit :

E(t) ≤ A(0)

C1

e−λ
∫ t
0 ξ(s)ds

c’est-à-dire que :

E(t) ≤ Ke−λ
∫ t
0 ξ(s)ds, ∀t ≥ 0 (4.15)

où K est une constante strictement positive.

�

Remarque 4.2.2

Si ξ(t) = a, (a > 0) la relation (4.15) prend la forme :

E(t) ≤ Ke−λ
∫ t
0 ads, ∀t ≥ 0,

c’est-à-dire que :
E(t) ≤ Ke−λas, ∀t ≥ 0.

Si ξ(t) = b
1+t
, la relation (4.15) devient :

E(t) ≤ Ke−λ
∫ t
0

b
1+s

ds, ∀t ≥ 0,
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c’est-à-dire que :

E(t) ≤ Ke−λb ln(1+t), ∀t ≥ 0,

≤ Keln(1+t)−λb , ∀t ≥ 0,

≤ K

(1 + t)λb
, ∀t ≥ 0.

Exemples :
Nous citons maintenant quelques fonctions qui verifient les conditions (G1) et (G3),
pour a et b bien choisis de telle sorte que :

1−
∫ +∞

0

g(s)ds > 0.

g1(t) =
ae−t

1 + t
.

g2(t) = ae−b(1+t)µ , 0 < µ ≤ 1

g3(t) =
a

(1 + t)ν
, ν > 1



Chapitre 5

Etude de la décroissance des
solutions d’un problème parabolique
quasi-linéaire

5.1 Préliminaires
Ce chapitre est consacré à l’étude du problème parabolique quasilinéaire homo-

gène à terme viscoélastique suivant : A(t) | ut |m−2 ut −∆u+
∫ t

0
g(t− s)∆u(x, s)ds = 0, x ∈ Ω, t > 0,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0,
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(5.1)

où m ≥ 2 et Ω est un ouvert borné de Rn de frontière lipschitizienne ∂Ω.
Les valeurs de u sont prises dans Rn (n ≥ 1) et A ∈ C([0,+∞), Rn×n) est un
opérateur borné et satisfait la condition suivante :

(A(t)v, v) ≥ c0 | v |2, ∀t ∈ [0,+∞), v ∈ Rn

g et ξ sont les deux fonctions définies dans le chapitre 4, qui vérifient les conditions
(G1) et (G3).

5.2 Décroissance des solutions
Théorème 5.2.1

Si u est solution de (1.1) alors :

d

dt
E(t) = −

(
1

2
g(t) ‖ ∇(u)(t) ‖2

2 −
1

2
(g′o∇u)(t)

+

∫
Ω

A(t) | ut |m−2 ut.utdx

)
≤ 0 (5.2)

où

E(t) =
1

2
(go∇u)(t) +

1

2

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
‖ ∇(u)(t) ‖2

2

37
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Preuve : On a :

A(t) | ut |m−2 ut −∆u+

∫ t

0

g(t− s)∆u(x, s)ds = 0, (5.3)

en multipliant l’équation (5.3) par ut et en intègrant sur Ω on obtient :∫
Ω

A(t) | ut |m−2 ut.utdx−
∫

Ω

ut∆udx+

∫
Ω

ut

∫ t

0

g(t− s)∆u(x, s)ds = 0.

(5.4)

On a vu au chapitre 3 que :∫
Ω

ut∆udx = −1

2

d

dt
‖ ∇u(t) ‖2

2 (5.5)

et aussi :∫
Ω

ut

∫ t

0

g(t− s)∆u(x, s)ds =
1

2

d

dt
(go∇u)(t)− 1

2

d

dt

∫ t

0

g(s) ‖ ∇u(t) ‖2
2 ds

− 1

2
(g′o∇u)(t) +

1

2
g(t) ‖ ∇u(t) ‖2

2 . (5.6)

Par substitution de (5.5) et (5.6) dans (5.4) on obtient :∫
Ω

A(t) | ut |m−2 ut.utdx +
1

2

d

dt
‖ ∇u(t) ‖2

2 +
1

2

d

dt
(go∇u)(t)

− 1

2

d

dt

∫ t

0

g(s) ‖ ∇u(t) ‖2
2 ds−

1

2
(g′o∇u)(t)

+
1

2
g(t) ‖ ∇u(t) ‖2

2= 0 (5.7)

autrement dit :

d

dt

[
1

2
(go∇u)(t) +

1

2

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
‖ ∇u(t) ‖2

2

]
=

−1

2
g(t) ‖ ∇u(t) ‖2

2 +
1

2
(g′o∇u)(t)−

∫
Ω

A(t) | ut |m−2 ut.utdx

c’est-à-dire que :

d

dt
E(t) = −

[
1

2
g(t) ‖ ∇u(t) ‖2

2 −
1

2
(g′o∇u)(t) +

∫
Ω

A(t) | ut |m−2 ut.utdx

]
(5.8)

ce qui implique que :
d

dt
E(t) ≤ 0

�
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Remarque 5.2.1

On a :

E ′(t) = −1

2
g(t) ‖ ∇u(t) ‖2

2 +
1

2
(g′o∇u)(t)−

∫
Ω

A(t) | ut |m−2 ut.utdx

et puisque le premier terme du deuxième membre de la dernière égalité est négatif,
alors on peut écrire :

E ′(t) ≤ 1

2
(g′o∇u)(t)−

∫
Ω

A(t) | ut |m dx

≤ 1

2
(g′o∇u)(t)− c0

∫
Ω

| ut |m dx (5.9)

ce qui donne : ∫
Ω

| ut |m dx ≤ − 1

c0

E ′(t) (5.10)

−(g′o∇u)(t) ≤ −2E ′(t). (5.11)

en effet, l’estimation (5.9) implique que :

E ′(t) ≤ −c0

∫
Ω

| ut |m dx

c’est-à-dire que : ∫
Ω

| ut |m dx ≤ − 1

c0

E ′(t)

l’estimation (5.9) implique aussi que :

−E ′(t) ≥ −1

2
(g′o∇u)(t) + c0

∫
Ω

| ut |m dx.

Puisque le deuxième terme du deuxième membre de la dernière estimation est po-
sitif, alors on peut écrire :

−E ′(t) ≥ −1

2
(g′o∇u)(t)

c’est-à-dire que :
−(g′o∇u)(t) ≤ −2E ′(t)

Lemme 5.2.1

Si les conditions (G1) et (G3) sont vérifiées, alors il existe une constante strictement
positive λ, telle que : ∫ T

a

ξ(t)E(t)dt ≤ λE(a) , ∀a ≥ 0
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Preuve : On multiplie l’équation (5.1) par ξ(t)u et on intégre sur (a, T )×Ω
on trouve : ∫ T

a

∫
Ω

ξ(t)A(t) | ut |m−2 utudxdt−
∫ T

a

∫
Ω

ξ(t)u∆udxdt

+

∫ T

a

∫
Ω

ξ(t)u

∫ t

0

g(t− s)∆u(s)dsdxdt = 0. (5.12)

En utilisant la formule de Green, on trouve :

∫ T

a

∫
Ω

ξ(t)u∆udxdt =

∫ T

a

ξ(t)

∫
Ω

u∆udxdt

=

∫ T

a

ξ(t)

(
−
∫

Ω

| ∇u(t) |2 dx
)
dt

= −
∫ T

a

ξ(t) ‖ ∇u(t) ‖2
2, (5.13)

utilisons encore une autre fois la formule de Green on arrive à :∫ T

a

∫
Ω

ξ(t)u

∫ t

0

g(t− s)∆u(s)dsdxdt

= −
∫ T

a

ξ(t)

∫ t

0

g(t− s)
∫

Ω

∇u(t).∇u(s)dxdsdt

= −
∫ T

a

ξ(t)

∫
Ω

∇u(t).

∫ t

0

g(t− s)∇u(s)dsdxdt

= −
∫ T

a

ξ(t)

∫
Ω

∇u(t).

∫ t

0

g(t− s)
(
∇u(s)−∇u(t) +∇u(t)

)
dsdxdt

= −
∫ T

a

ξ(t)

∫
Ω

∇u(t).

∫ t

0

g(t− s)
(
∇u(s)−∇u(t)

)
dsdxdt

−
∫ T

a

ξ(t)

∫ t

0

g(t− s)
∫

Ω

| ∇u(t) |2 dxdsdt

= −
∫ T

a

ξ(t)

∫
Ω

∇u(t).

∫ t

0

g(t− s)
(
∇u(s)−∇u(t)

)
dsdxdt

−
∫ T

a

ξ(t)

∫ t

0

g(s) ‖ ∇u(t) ‖2
2 dsdt. (5.14)
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Par substitution de (5.13) et (5.14) dans (5.12) on obtient :∫ T

a

∫
Ω

ξ(t)A(t) | ut |m−2 utudxdt+

∫ T

a

ξ(t) ‖ ∇u(t) ‖2
2 dt

−
∫ T

a

ξ(t)

∫
Ω

∇u(t).

∫ t

0

g(t− s)
(
∇u(s)−∇u(t)

)
dsdxdt

−
∫ T

a

ξ(t)

∫ t

0

g(s) ‖ ∇u(t) ‖2
2 dsdt = 0,

ce qui nous permet d’écrire :∫ T

a

ξ(t) ‖ ∇u(t) ‖2
2 dt −

∫ T

a

ξ(t)

∫ t

0

g(s) ‖ ∇u(t) ‖2
2 dsdt

+

∫ T

a

ξ(t)(go∇u)(t)dt

= −
∫ T

a

∫
Ω

ξ(t)A(t) | ut |m−2 utudxdt

+

∫ T

a

ξ(t)

∫
Ω

∇u(t).

∫ t

0

g(t− s)(∇u(s)−∇u(t))dsdxdt

+

∫ T

a

ξ(t)(go∇u)(t)dt,

d’une autre manière :∫ T

a

ξ(t)

(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
‖ ∇u(t) ‖2

2 dt+

∫ T

a

ξ(t)(go∇u)(t)dt

= −
∫ T

a

ξ(t)

∫
Ω

A(t) | ut |m−2 utudxdt

+

∫ T

a

ξ(t)

∫
Ω

∇u(t).

∫ t

0

g(t− s)
(
∇u(s)−∇u(t)

)
dsdxdt

+

∫ T

a

ξ(t)(go∇u)(t)dt

ce qui implique que :∫ T

a

ξ(t)

[(
1−

∫ t

0

g(s)ds

)
‖ ∇u(t) ‖2

2 dt+ (go∇u)(t)

]
dt

= −
∫ T

a

ξ(t)

∫
Ω

A(t) | ut |m−2 utudxdt

+

∫ T

a

ξ(t)

∫
Ω

∇u(t).

∫ t

0

g(t− s)
(
∇u(s)−∇u(t)

)
dsdxdt+

∫ T

a

ξ(t)(go∇u)(t)dt
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c’est-à-dire :

2

∫ T

a

ξ(t)E(t)dt = −
∫ T

a

ξ(t)

∫
Ω

A(t) | ut |m−2 utudxdt

+

∫ T

a

ξ(t)

∫
Ω

∇u(t).

∫ t

0

g(t− s)
(
∇u(s)−∇u(t)

)
dsdxdt

+

∫ T

a

ξ(t)(go∇u)(t)dt. (5.15)

Rappelons tout d’abord que l’inégalité de Young peut s’écrire parfois sous la forme :

ab ≤ δap + C(δ)bq , avec C(δ) = δ−
1
p−1

donc en appliquant cette inégalité pour p = m
m−1

et q = m, on arrive à :∫
Ω

A(t) | ut |m−2 utudxdt ≤ A

∫
Ω

| ut |m−1| u | dx

≤ Aδ

∫
Ω

| u |m dx+ AC(δ)

∫
Ω

(
| ut |m−1

) m
m−1

dx

≤ Aδ

∫
Ω

| u |m dx+ AC(δ)

∫
Ω

| ut |m dx

rappelons aussi que H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω)

(l’injection continue de H1
0 (Ω) dans Lq(Ω))

pour 2 ≤ q ≤ 2n

n− 2
si n ≥ 3

ou
pour q > 2 si n = 1, 2

ce qui nous permet d’écrire :

‖ u ‖q≤ Cp ‖ ∇u ‖2

alors :
pour 2 ≤ m ≤ 2n

n− 2
si n ≥ 3

ou
pour m > 2 si n = 1, 2

on a :
H1

0 (Ω) ↪→ Lm(Ω)

donc, on peut écrire :
‖ u ‖m≤ Cp ‖ ∇u ‖2

ce qui nous donne :

‖ u ‖mm≤ Cm
p ‖ ∇u ‖m2 ≤ Ce ‖ ∇u ‖m2
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ou d’une autre façon : ∫
Ω

| u |m dx ≤ Ce ‖ ∇u ‖m2 .

En utilisant l’inégalité de Young et le fait que ξ(t) ≤ ξ(0) = M, on obtient, d’une
part :

−
∫ T

a

ξ(t)

∫
Ω

A(t) | ut |m−2 utudxdt

≤ A

∫ T

a

ξ(t)

∫
Ω

| ut |m−2 utudxdt

≤ A

∫ T

a

ξ(t)

[
δ

∫
Ω

| u |m dx+ C(δ)

∫
Ω

| ut |m dx

]
dt

≤ Aδ

∫ T

a

ξ(t)

∫
Ω

| u |m dx+ AC(δ)

∫ T

a

ξ(t)

∫
Ω

| ut |m dxdt,

en exploitant (5.10) on trouve :

−
∫ T

a

ξ(t)

∫
Ω

A(t) | ut |m−2 utudxdt

≤ Aδ

∫ T

a

ξ(t)Ce ‖ ∇u(t) ‖m2 dt− AC(δ)

∫ T

a

ξ(t)
1

C0

E ′(t)dt

(5.16)

où
A = sup

t∈j
‖ A(t) ‖< +∞

(puisque A est borné).
On sait que :

‖ ∇u ‖m2 =‖ ∇u ‖m−2
2 ‖ ∇u ‖2

2

et

‖ ∇u ‖2
2 ≤

2

l
E(0)

‖ ∇u ‖2 ≤
(

2

l
E(0)

) 1
2

‖ ∇u ‖m−2
2 ≤

(
2

l
E(0)

)m−2
2

= C?

ce qui nous donne :
‖ ∇u ‖m2 ≤ C? ‖ ∇u ‖2

2,

pour cela l’estimation (5.16) peut s’écrire sous la forme :

−
∫ T

a

ξ(t)

∫
Ω

A(t) | ut |m−2 utudxdt ≤ AδCeC?

∫ T

a

ξ(t) ‖ ∇u(t) ‖2
2 dt

− AC(δ)

C0

∫ T

a

ξ(t)E ′(t)dt
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≤ AδCeC?

∫ T

a

ξ(t) ‖ ∇u(t) ‖2
2 dt

− AMC(δ)

C0

∫ T

a

E ′(t)dt (5.17)

et d’autre part :∫ T

a

ξ(t)

∫
Ω

∇u(t).

∫ t

0

g(t− s)
(
∇u(s)−∇u(t)

)
dsdxdt

≤ δ

∫ T

a

ξ(t) ‖ ∇u(t) ‖2
2 dt

+
1

4δ

∫ T

a

ξ(t)

∫
Ω

|
∫ t

0

g(t− s)
(
∇u(s)−∇u(t)

)
ds |2 dxdt

≤ δ

∫ T

a

ξ(t) ‖ ∇u(t) ‖2
2 dt

+
1

4δ

∫ T

a

ξ(t)

∫ t

0

g(t− s)ds
∫ t

0

g(t− s) | ∇u(s)−∇u(t) |2 dsdxdt

≤ δ

∫ T

a

ξ(t) ‖ ∇u(t) ‖2
2 dt

+
1

4δ

∫ T

a

ξ(t)

(∫ t

0

g(s)ds

)
(go∇u)(t))dt

≤ δ

∫ T

a

ξ(t) ‖ ∇u(t) ‖2
2 dt+

1− l
4δ

∫ T

a

ξ(t)(go∇u)(t))dt. (5.18)

En intervenant (5.16) et (5.17) dans (5.15) on peut écrire :

2

∫ T

a

ξ(t)E(t)dt ≤ AδCeC?

∫ T

a

ξ(t) ‖ ∇u(t) ‖2
2 dt−

AMC(δ)

C0

∫ T

a

E ′(t)dt

+ δ

∫ T

a

ξ(t) ‖ ∇u(t) ‖2
2 dt+

1− l
4δ

∫ T

a

ξ(t)(go∇u)(t))dt

+

∫ T

a

ξ(t)(go∇u)(t)dt

≤ δ(ACeC? + 1)

∫ T

a

ξ(t) ‖ ∇u(t) ‖2
2 dt

+

(
1 +

1− l
4δ

)∫ T

a

ξ(t)(go∇u)(t))dt− AMC(δ)

C0

∫ T

a

E ′(t)dt.

(5.19)

Par définition de E(t) on a :

‖ ∇u(t) ‖2
2≤

2

l
E(t),

pour cela l’estimation (5.19) peut s’écrire aussi sous la forme :

2

∫ T

a

ξ(t)E(t)dt ≤ 2

l
δ(ACeC? + 1)

∫ T

a

ξ(t)E(t)dt
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+

(
1 +

1− l
4δ

)∫ T

a

ξ(t)(go∇u)(t))dt− AMC(δ)

C0

∫ T

a

E ′(t)dt.

(5.20)

Si on choisit maintenant,

δ =
l

2(ACeC? + 1)

alors (5.20) prend la forme :∫ T

a

ξ(t)E(t)dt ≤ C1

∫ T

a

ξ(t)(go∇u)(t)dt− C2

∫ T

a

E ′(t)dt,

où C1 et C2 sont deux constantes positives.
Ce qui donne aussi :∫ T

a

ξ(t)E(t)dt ≤ C

[ ∫ T

a

ξ(t)

∫ t

0

g(t− s) ‖ ∇u(t)−∇u(s) ‖2
2 dsdt

−
∫ T

a

E ′(t)dt

]
≤ C

[ ∫ T

a

∫ t

0

ξ(t)g(t− s) ‖ ∇u(t)−∇u(s) ‖2
2 dsdt

−
∫ T

a

E ′(t)dt

]
≤ C

[ ∫ T

a

∫ t

0

ξ(t− s)g(t− s) ‖ ∇u(t)−∇u(s) ‖2
2 dsdt

−
∫ T

a

E ′(t)dt

]
.

En utilisant la condition (G3) on peut écrire :∫ T

a

ξ(t)E(t)dt ≤ C

[
−
∫ T

a

∫ t

0

g′(t− s) ‖ ∇u(t)−∇u(s) ‖2
2 dsdt

−
∫ T

a

E ′(t)dt

]
≤ C

[
−
∫ T

a

(g′o∇u)(t)dt−
∫ T

a

E ′(t)dt

]
,

et en exploitant (5.11), on arrive à :∫ T

a

ξ(t)E(t)dt ≤ C

[
− 2

∫ T

a

E ′(t)dt−
∫ T

a

E ′(t)dt

]
≤ −3C

∫ T

a

E ′(t)dt

≤ −C3

∫ T

a

E ′(t)dt

≤ −C3

(
E(T )− E(a)

)
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≤ C3

(
E(a)− E(T )

)
≤ C3E(a), ∀a ≥ 0

donc : ∫ T

a

ξ(t)E(t)dt ≤ λE(a), ∀a ≥ 0 (5.21)

où λ est une constante strictement positive.

�

Lemme 5.2.2 (Martinez)

Soit E : R+ −→ R+ une fonction non croissante et φ : R+ −→ R+ une fonction
strictement croissante de classe C1 telle que φ(0) = 0 et φ(t) −→ +∞ si t −→ +∞
et aussi il existe q ≥ 0 et A > 0 tels que :∫ +∞

s

E(t)q+1φ′(t)dt ≤ 1

A
E(0)qE(s)

alors :

E(t) ≤ E(0)

(
1 + q

1 + qAφ(t)

) 1
q

, ∀t ≥ 0 si q > 0

et
E(t) ≤ E(0)e1−Aφ(t), ∀t ≥ 0 si q = 0

Preuve : Pour la démonstration consulter le lemme 2.3 (page 239) [10]

�

Théorème 5.2.2

Soit u0 ∈ H1
0 (Ω) donné. Si de plus g et ξ satisfaisont (G1) et (G3), alors il existe

deux constantes strictement positives
ω et K telles que :

E(t) ≤ Ke−ω
∫ t
0 ξ(s)ds, ∀t > 0

Preuve : D’après (5.21) on a :∫ T

a

ξ(t)E(t)dt ≤ λE(a)

Posons φ′(t) = ξ(t) avec φ(0) = 0 alors pour tout t > 0 on a :∫ t

0

φ′(s)ds =

∫ t

0

ξ(s)ds

φ(t)− φ(0) =

∫ t

0

ξ(s)ds (5.22)
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c’est-à-dire que :

φ(t) =

∫ t

0

ξ(s)ds

puisque on a : φ(t) −→ +∞ si t −→ +∞ car :∫ +∞

0

ξ(t)dt = +∞.
(
de la condition(G3)

)
,

alors,la fonction φ verifie bien le lemme de Martinez. En effet,
φ′(t) = ξ(t) > 0 qui veut dire que φ est croissante de plus φ(0) = 0 et φ(t) −→ +∞
si t −→ +∞.
A ce moment (1.21) s’écrit :∫ T

a

φ′(t)E(t)dt ≤ λE(a), (5.23)

et par passage à la limite quand T −→ +∞, (1.23) donne :∫ +∞

a

φ′(t)E(t)dt ≤ λE(a), ∀a ≥ 0 (5.24)

donc les conditions du lemme de Martinez sont vérifiées pour le cas

q = 0 et λ =
1

A
.

Par la suite on conclut que :

E(t) ≤ E(0)e1− 1
λ
φ(t)

autrement dit :
E(t) ≤ E(0)e.e−

1
λ

∫ t
0 ξ(s)ds

en posant K = E(0)e et ω = 1
λ
on obtient :

E(t) ≤ Ke−ω
∫ t
0 ξ(s)ds.

�
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Conclusion

Dans ce travail, on remarque que les solutions d’un problème parabolique linéaire
ou quasi-linéaire ont le même type de décroissance avec la fonction de relaxation g.
Une question qui peut être posée est :
qu’est ce qu’on peut obtenir si la condition de décroissance de g est remplacée par :∫ +∞

0

exp(αs)g(s)ds < +∞, α > 0 ?
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  ملخص     
تناقص حلول بعض المعادلات المكافئة الخطیة و شبھ  بدراسةنقوم  ،في ھذا العمل

  .الحرارة مع حد ذاكرةالخطیة و بالخصوص نتطرق إلى معادلة 

التناقص  ،التناقص الجبري ،التناقص الأسي(سوف نعالج ثلاثة أنواع من التناقص 
  ).العام

  .التناقص العام ،التناقص الجبري ،التناقص الأسي ،حد ذاكرة :كلمات مفتاحیة

                                                                                                

Abstract  
In this work, we studied the decay of solutions of some linear and 
quasilinear parabolic equations. In  particular, we considered the 
heat equation with a memory term. We discussed three types of 
decay (exponential decay, polynomial decay and general decay). 

Key Words: memory term, exponential decay, polynomial 
decay, general decay. 

Résumé 
Dans ce travail, nous étudions la décroissance des solutions de 
quelques équations paraboliques linéaires et quasi-linéaires. 
Particulièrement, nous traitons le cas de l'équation de la chaleur 
avec un terme mémoire. On étudiera trois types de décroissance 
(décroissance exponentielle, décroissance polynomiale et 
décroissance générale). 

Mots Clés: terme mémoire, décroissance exponentielle, 
décroissance polynomiale, décroissance générale. 




