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Notations et conventions

On utilise les conventions et les notations suivantes :

Les indices latins varient de 1 & 3 et les indices grecs varient de 1 a 2 . La convention
des indices répétés (muets) est adoptée.

u = (u;) vecteur de composantes u;.

u.v = u;v; produit scalaire euclidien.

n normale unitaire extérieure.

uy = u.n la composante normale du déplacement.

u = (ur,uy),ur la composante tangentielledu déplacement.

oy = (0 (u)n)n la composante de la force de pression appliquée sur une section de
normale n.

o(u)n = (or,0n),or la composante tengentielle du vecteur o (u) n.
an
8azi

divo (u) = 0;0;; divergence du tenseur o (u).

Oiuj = dérivée de u; par rapport a ;.
|u| = /u.u norme vectorielle euclidienne.

A = (A;j) matrice dont les éléments A,;.

A: B = A;;B;j produit scalaire des matrices.
2 () = (H2 ()",

L2 (Q) = (12 ()",

— la convergence forte.

— la convergence faible.



Introduction

Le contact unilatéral des corps élastiques, avec ou sans frottement, est une contrainte
mécanique souvent rencontrée en modélisation. La formulation de ce probléme (sans
frottement) a été décrite par Signorini en 1933. C’est en 1963 que Fichera [9] a fait analyse
de ce probléme & travers un probléme de minimisation équivalent (méthode d’énergie). De
nouveaux résultats d’existence, pour une classe de probléme de contact sans frottement,
ont été trouvés par Duvaut et Lions et d’autres pour le cas de frottement non local (loi
de Tresca) paru en 1972 dans [7] ou ils ont signalé un probléme ouvert d’existence et
d’unicité dans le cas avec frottement local (loi de Coulomb). A partir de 1980, Nécas,
Jarusek et Haslinger [16] ont établi, seulement, ’existence des solutions d’un probléme de
contact unilatéral avec frottement de Coulomb pour un coefficient de frottement assez
petit. Des résultats plus généraux sont donnés ensuite par Jarusek[11], Kato[12], Eck
et Jarusek[8]. Récement, R. Hassani, P.Hild et I.Ionescu[10] ont trouvé des conditions
suffisantes de non unicité des solutions.

Pour le cas des structures minces, i.e, les corps élastiques dont I'une des dimensions
(I’épaisseur) est petite devant les autres, par exemple : plaques minces, coques minces et
filaments. Ces cas ont été proposés par Kirchhoff, Love, Reissner, Von Kdrman et Koiter.
Suivant quelques hypotheses, ils ont posé des modeles. Parmi ces modéles le modele de
Kirchhoff-Love et Mindlin-Reissner. En 1979, Ciarlet et Destyunder[3] ont donné une
justification mathématique a ces modéles. L’étude d’un probléme de contact unilatéral
d’'une plaque mince contre un obstacle rigide avec frottement de Coulomb a été faite
par Dhia[4] en utilisant une méthode de pénalisation. En 2002, J.C.Paumier[18] réalise
une modélisation asymptotique d’un probleme de contact unilatéral d'une plaque mince
encastrée, de modéle de Kirchhoff-Love, contre un obstacle rigide ou il a prouvé que
ce probléme tridimensionnel avec frottement tend vers un probléme bidimensionnel sans
frottement. Parmi les questions posées par J.C.Paumier[18] :“ Qu’est ce qui se passe dans
le cas non linéaire avec les conditions de Von Kérman ?”

Ce présent mémoire présente 1’étude variationnelle et asymptotique d’un probléme



statique de contact unilatéral d’une plaque mince élastique contre un obstacle rigide avec
les conditions de complémentarité dites les conditions de Signorini et ceci sur la partie
condidate au contact. Ce qui reste du bord est divisé en deux parties, une subit une force
surfacique, 'autre est encastrée. Chaque fois, on fait 1’étude du probléme sans frottement
puis avec frottement.

On débute notre travail par un chapitre qui comporte 1’étude variationnelle de ce
probléme en supposant, en général, un corps élastique. Puis on établit un théoréme
d’existence et unicité dans le cas sans frottement et un théoréme d’existence dans le cas
avec frottement non local (loi de Tresca) puis local (loi de Coulomb). Et tout ceci dans
le cadre de 1’élasticité linéaire.

Dans le deuxiéme chapitre, on va remplacer le corps élastique par une structure mince
dans ce cas une plaque élastique en supposant la face latérale est encastrée. Tout en pro-
fitant de I’étude variationnelle faite au premier chapitre on déduit I’existence et 'unicité
des solutions. Puis on ajoute 1’étude asymptotique toujours en distinguant les deux cas,
le cas sans frottement puis le cas avec frottement, ici et dans ce qui suit on s’intérésse
qu’a la loi de Coulomb. Et dans chaque cas on fait ’étude de la convergence.

Dans le troisieme chapitre, on garde la position du probleme du chapitre précédent
tout en proposant I’étude variationnelle et asymptotique dans le cadre de 1'élasticité
non linéaire, toujours en distinguant simultanément le cas sans frottement et le cas avec
frottement de Coulomb.

Au dernier chapitre, on garde la méme position du probléme étudié dans le chapitre
3 en supposant que la partie latérale du bord de la plaque, au lieu d’étre encastrée,
est soumise & des forces de direction parallele au plan de la plaque. Cette condition est
appelée condition de Von Kérmaén.

Enfin une conclusion qui comporte les résultats essentiels et quelques perspectives.



Chapitre 1

Un exemple de contact unilatéral d’un corps
élastique contre un obstacle rigide dans le cadre

de I’élasticité linéaire

Soit © un ouvert borné de R? occupé par un matériau élastique. La frontiére de €2
est divisée en trois parties I'g, ['1, I's(mes(I's)> 0). Ce matériau entre en contact avec
une fondation rigide en I'g, subit une force surfacique g sur I'; et une force volumique f
sur €2. On suppose que la partie I'y est encastrée ( Fig 1-1).

Supposons que le systéme est en état statique et le contact sur I'y est avec les condi-
tions de Signorini.

Notre objectif est la recherche des déplacements des points de .



Fondation rigide

Fig. 1-1 -

1.1 Contact sans frottement

1.1.1 Probleme classique P.C

Trouver u tel que
—divo (u) = f dans Q
o(u) =g surI'y
u=0sur Iy

UNSd, O’NSO, O’N(UN—d):O, O'TZO SUI'FO

L’équation (1.1) désigne I’équation d’équilibre telle que o (u) = (045 (u)) est le tenseur

des contraintes et o5 (u) = agjmen (u) ol e;; (u) = 3 (yu; + Oju;) et e(u) = (e (u)) est

ou;
a—]. On simplifie I’écriture par o (u) =
T

le tenseur des déformations linéarisé ot Qju; =

Ae (u) qui est appelée loi de comportement.



On suppose que les coefficients a;ji; € L (€2) vérifient la propriété de la symétrie et

la propriété de I’éllipticité i.e :

Qijkl =  Qgikl = Qlij

M > 0, Qi5k1Ci5 (U) €kl (U) > Meij (u) €ij (U) ,Veij = €jj

Les équations (1.2) et (1.3) sont les conditions imposées sur les bords respectivement
Fl et PQ.
Les conditions dans (1.4) sont appelées les conditions de Signorini.

uny = un désigne la composante normale du déplacement et n est la nomale extérieure

uy < d (décollement).

oy = (o (u)n)n la composante normale de la force de pression appliquée sur une
section de normale n.

oy (uy —d) =0 décollement ou contact.

or =0 pas de frottement, pas de cisaillement.

d une fonction d’interstrice définie sur I'y est dans H'/2 (I'y ).

1.1.2 Probleme variationnel P.VV

On pose H! (Q) = (H'(Q))*, L2(Q) = (L2 ()
V={veH (Q)/v=0suT,}

K={veV /oy <d sur Iy} convexe fermé du sous espace vectoriel V.



Théoreme 1 Si wu est solution de P.C alors wu vérifie le probléme P.V :

Trouver uw e K  tel que
a(u,v) =L(v)+ (on,on), VveEV (1.5)

<O’N,UN—UN> >0, VoveK (16)

ot a(u,v) = [0 (u):e(v)de.
L(v) = [q fodz + [. gvdl

<O’N, ?JN> = fFo O'NUNdF.

Preuve. Formulation faible de (1.1) :
Soit v € K, (1.1) donne :

/Q—diva(u)vdx:/ﬂfvdx (1.7)

/Q dive (u) vdz — /a o (wmodr - / o () e(v)da (1.8)

Q

avec o (u) : e (v) = 0y (u) e;5 (v) .
On introduit (1.8) dans (1.7) et on utilise (1.2) et (1.3) on trouve (1.5).
Formulation faible de la condition de contact unilatéral(ou de complémentarité) :

Ona:

<0’N,UN—UN> = <O'N,UN—d+d—U,N>
= (on,vny —d) + (on,d —un)
= <O’N,UN—d>20.
d’ou (1.6). m
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Théoréme 2 On suppose que la solution u est assez réquliére, alors wu solution de P.C

st et seulement si u solution de P.V.

Preuve. On prend dans (1.5) v = ¢ pour tout ¢ € (D (Q))*( puisque v reste

dans V). On trouve que :

a(u,) = L(p), Vo € (D(Q))° (1.9)

d’on, en utilisant la formule de Green dans (1.9), on trouve : [, (—divo (u) — f) edx =
0 par conséquent :

—divo (u) — f =0 p.p sur 2 (1.10)

don (1.1).

Pour avoir (1.2), on prend v = ¢ pour tout ¢ € (D (QUT,))® dans (1.5), et en
prenant en compte (1.10), on trouve : sz (c(u)n—g)pdl' =0 dou (1.2).

On prend v = ¢ dans (1.5) pour tout ¢ € (D(QUTy))%. Avec (1.9) on trouve
(or,r) =0dou op =0 sur I'y.

Puis on prend v = u + ¢ dans (1.6) avec ¢ € (D (QUTy))* et ¢y <0 sur Iy, on
trouve : (on,@N) > 0 ce qui donne oy <0 sur D.

En prenant vy =d puis vy =2uy —d dans (1.6), on obtient (on,uy —d) =0

et puisque oy(uy —d) >0 alors on(uy —d) =0 sur I'g. Par conséquent (1.4). =

1.1.3 Existence et unicité

Théoreme 3 Si f; € L*(Q), g; € L*>(T'y) alors le probléme P.V admet une solution

unique dans V.

Preuve. i) a(u,v) est une forme bilinéaire continue coercive. En effet, a(u, v) est une

forme bilinéaire(évident).On a :

11



ja(u,v)| =

/ aijkier (w) e;; (v) dx
Q

< c/ ek (u) €5 (v)| dz (9 X 9 termes)
Q

o [enr) ([ o)

NI
N[

IN

D’autre part on a :

Donc

2 2
la(u, v)| < 8le [lullgag) 1vllF g
D’ou la continuité de a(u,v).
En utilisant la condition de I’éllipticité, on trouve :
a(u,v) = / aijrier (w) e (v) de
Q

> M /Q ext (1) €35 (v) dar

En utilisant I'inégalité de Korn i.e : Si €2 est borné de frontiére réguliére alors, il

existe une constante v > 0 telle que :

Vue H'(Q), /

%wnmmw+/mwm2ﬂw@@
Q Q

(démonstration dans [7]). On trouve qu’il existe une constante k > 0, telle que Yu €

12



H! (Q),0n a :

/ |u|2dx = / uudr < k/ eij (u) ;5 (u) de = k/ |e(u)|2daz.
Q Q Q Q

En effet, on procéde par 'absurde. Supposons {u,} une suite de H! (Q) telle que
[tz =1 et Jqle (up)| dz < % pour tout n > 0.

De l'inégalité de Korn, on déduit que Hu"HiIl(Q) < K'. Donc {u,} est une suite
bornée dans H! (). D’ott u,, — uy dans H' (Q) et puisque I'injection de H* (Q) dans
L?(Q) est compacte, alors u, — ug fortement dans L? (). Dot [Jup||;2q) = 1.

Par ailleurs, nous avons :
a(uy, — g, Up — up) = a(tp,uy) — alug,ug) — 2 a(ug, up —ug) >0

Il résulte que :

lim an a(un7 un) Z a’(UOJ U’O)

n—oo

dot [, le(up)’dr < lim inf [, e (u,)|*dr =0 ce qui donne [, e (up)|” dz =0

et puisque ug =0 sur Iy, il en résulte que uy =0 sur Q (voir [6]). Ce qui contredit
[uoll2(q) = 1. Par conséquent : Jo le (w)|* dz > k o lul? dz, joignée a l'inégalité de Korn
g

donne [, |e (u)|*dz > k” HuHél(Q) tel que &k’ = Tor Dou a(u,u) > MK’ ||“”511(Q) ce

qui achéve la coercivité.

ii) L(v) est une forme linéaire continue sur V. En effet; on a :

1/2 1/2
/fvdx < (/ |f]2daj> < |v[2dm>
Q Q To

<cllollizg
et

< Nlglleay) l1vllzry)

/ gudzx
'y

13



En utilisant I'injection continue de P'application trace de H!(Q) dans L2 (T';) et

I'injection continue de H' (Q2) dans L? (Q) on trouve :

L)) < ¢ (Iolluz + Molliaqry) )

< vl g

De (1.5) et (1.6) on a l'inéquation variationnelle : a(u,v) > L(v), Vv € K.
De i) et ii) et par le moyen du théoréme de Stampacchia (voir [1]), cette inéquation
admet une solution unique, de plus, puisque a(.,.) est symétrique, cette solution réalise

le minimum de la fonctionnelle I(v) = za(v,v) —I(v) dans K. m

1.2 Contact avec frottement

On suppose qu’on exerce une force sur un corps élastique qui entre en contact avec
une fondation rigide. On remarque que si la force tangentielle dépasse un certain seuil,
ce corps perd sa résistence et entre en glissement. Ce phénoméne est interprété par la loi
de Tresca.

Donc la loi de Tresca impose sur la zone de contact les conditions suivantes :

lor| < S, S est le seuil de frottement.
lor] < S — up =0
lor| =S5 — 36 > 0, ur = —dor.

De plus I'expérience montre que le seuil S est proportionnel & la composante normale
de la force exercée sur la zone de contact, i.e, il existe v >0 telque S=vloy|, v
s’appelle le coefficient de frottement qui dépend de la matiére élastique et la fondation
rigide. D’ot la loi de Coulomb qui s’interpréte par les conditions :

lor| < voy|
lor| <v|on| — ur = 0.
lor| =v]on| — 36 > 0,up = —bor.

Dans ce chapitre, on va étudier ces deux lois.

14



1.2.1 Le cas de la loi de Tresca

Probleme classique P.C

Trouver u tel que

—divo (u) = f dans Q (1.11)
o(u)=g sur I (1.12)
u=0 sur I'y (1.13)
uy <d, oy <0, on (uy —d) =0 sur Iy (1.14)
lor] < S —ur =0 sur Iy (1.15)
‘O’T| =S5 — 36> 0, Uur = —60'T sur Iy (116)
Probleme variationnel P.VV
Théoréeme 4 Si u est solution de P.C alors u vérifie le probléme P.V :
Trouver uw € K  tel que
a(u,v) =L (v)+ (on,on) + (op,v7), Vv EV (1.17)
(on,on —uy) >0,V veEK (1.18)
<O’T,UT—UT>+<S,|UT| — |UT|> ZO, YV vp e Vp (119)
oi V= {v e (H'(Q))? /v =0 sur r2}
Preuve. De (1.11), on trouve :
/—diva (u) vdx = / fvdx, YveV (1.20)
Q Q

15



D’autre part, en utilisant la formule de Green, on a :

/Q—divo* (u) vdac:/QU(U):e(v)dm—/F o (u) mdP—/F o (u) nvdl —/F o (u) nodl
0 1 (121

En utilisant (1.12)-(1.13) dans (1.21), puis on introduit le résultat dans (1.20), on
trouve (1.17).

On a:
<O'N,UN —UN> = <O’N,UN —d+d—uN>
= <O’N,UN—d> + <O'N,d—uN>
= (on,vn —d) >0
d’ou (1.18).
Formulation faible des conditions de frottement :
On a:
— / O'TUTdF < |O'T| |UT| dF
T'o To
< S |vr| dT (1.22)
To
Et pour ur =0 ou ur = —dé0o7 on a :
/ O'TUTdF = / —(S‘O'T| dl’
To To
= — ’0'T| ]uT] dF
To
:—/SMﬂﬂ (1.23)
Io

16



De (1.22) et (1.23), on déduit (1.19). m

Théoreme 5 On suppose que u est assez réguliére. Alors, u solution du P.C si et seule-

ment st u est solution du P.V.

Preuve. Si on prend v = u + ¢, tel que ¢ € (D(Q))?, v reste dans V, puis on

l'introduit dans (1.17) on trouve :

a(u,go):/ﬂfgpdx (1.24)

ce qui entraine, aprés utilisation de la fomule de Green, (1.11).

Pour v =u+ ¢ toujours dans (1.17) tel que ¢ € (D(QUT,))?, v demeure dans
V, et en utilisant (1.24), on trouve (1.12).

Puis on prend v = u + ¢ dans (1.18) avec ¢ € (D (QUTy))’ et ¢y <0 sur I,
on trouve (on, @) > 0 ce qui donne on <0 sur T.

En prenant vy =d puis vy =2uy —d dans (1.18), on obtient (oy,uy —d) =0

et puisque oy(uy —d) >0 alors on(uy —d) = 0 sur I'g. Par conséquent (1.14).

Onpose v =0 puis v=2u dans (1.19), on trouve :
<UT7UT> + <S, |UT|> =0 (125)
d’ou (1.19) devient (or,vr) + (S, |vr|) > 0 ou encore

/ (o3vr — S [vp]) dT > 0 (1.26)
To

Soit ¢ e (D), ona |ep <lo| et orpp=orp puisque orn = 0.
Donc (1.25) devient :

/ (o1 — S |op|)dl > 0 pour tout ¢ € (D (Q))3 (1.27)
To

17



On prend +¢ dans (1.27), on trouve que :

/ JTgodF‘ < [ Sjpldr (1.28)
To T'o

Ona: [, Slpldl' définit une norme sur L'(To) et ¢ — [, orpdl est une
forme linéaire sur (D (2))*. D’ou de (1.28), on conclut qu’elle est continue et de norme
<1

Ona:

/F oppdl = /F (S~'or) (Sp)dl

d’ou :

/ O'TQOdF‘ =
o

< ‘S_laT‘Lw(Fo) X

/F O (S7'or) (Se) dF'

/ Sgodf"
To

-1
S }S UT‘L”(FQ) X /1" S\(p|dF
0

ceci implique que \S’IJT\LM(FO) <1dou |S7lor| <1 par conséquent |or| < S sur
[o.
Pour finir, de |o7| < S, on conclut que —ogpur < S|ur| d'ou  orur + S|ur| >0
avec (1.25) on déduit que :
orur + S lup| =0 (1.29)

Deux cas se présentent :
-si |or| =S, de (1.29) on conclut (1.15).
-si |op| < S, supposons ur # 0, on aura orur—+S |ur| <0 ce qui contredit (1.29),

d'ott (1.16). m
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Existence et unicité

On a besoin de quelques outils pour établir 'existence et I'unicité de la solution du
probléme variationnel.

Posons :

T(v) :/ Slop|dl,v € K
To

On a:
I(v) = %a(v,v) —L(v),ve K

- J convexe sur K, non linéaire et non différentiable.

- I strictement convexe et G-différentiable de G-dérivée : I'(u)w = a(u, w)—L(w),w #

Corollaire 6 Soit u € K, wu est solution du probléme variationnel si et seulement si

u est solution de l’inéquation variationnelle :
a(u,v —u) — L(v —u) + J(v) — J(u) >0, Vv € K (1.30)

Preuve. Supposons que u, la solution du probléme variationnel, est assez réguliére.

L’equation (1.17) donne :
a(u,v —u) = L(v —u) + (on,vn — Un) + (o1, v — ur) (1.31)

Pour avoir (1.29), il suffit d’introduire (1.18) et (1.19) dans (1.17.).

Inversement, supposons que u, assez réguliére, vérifie (1.30). On procede de la méme
facon dans la preuve du théoréme 5. On introduit v = u =+ ¢, tel que ¢ € (D (Q))*,
dans (1.29), puis on récupeére (1.17), ensuite (1.30). aprés insertion de (1.11) et (1.12)

dans (1.29), on trouve :

<O’N,UN — uN) + <O'T,UT - UT> + <S, |UT| — |UT|> >0,V vpeVp (132)
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On prend vy = ur puis vy = uy dans (1.31), on trouve respectivement (1.18) et

(1.19). m

Corollaire 7 Soit u € K, les deux problémes suivants sont équivalents :

, Trouver u minimise
7) (1.33)
F)=I1v)+JWw),ve K

y Trouver v dans K tel que
it) (1.34)
a(u,v —u) — Llv —u) + J(v) — J(u) >0, Yo € K

Preuve. Montrons d’abord que i) implique ii).

Soit w vérifiant i), ona: Vv e K, u+tlv—u) € K,Vt € ]0,1[. Donc on

F(u) < F(utt(v—u)
<I(u+tlv—u))+J(u+t(v—u))
d’ou
Iu)+J(u) < I(ut+tlv—u))+ (1 —1t)Ju)+tJ(v)
donc

I'(u+tlv—u))—I(u)
t

+J(v)—J(u) >0

En faisant tendre ¢ vers zéro, on trouve ii).

Maintenant, on montre la réciproque. Puisque I convexe et G-dérivable de G-dérivée
I'(u)w = a(u, w) — L(w), w # 0, alors I(v) > I(u) + I'(u)(v —u) pour tout v eV
d’ou u vérifie ii).

En combinant avec ii), on trouve :

I(v) > I(u) + J(u) — J(v)
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d’ou

Iu)+ J(u) < I(v) = J(v), Yv e K

comme u € K, il résulte que :
F(u) < F(v),Yv e K
d’ou ii). m

Remarque 8 Ce corollaire nous permet de passer du probléme d’inéquation variation-

nelle a un probléme de minimisation.

Corollaire 9 Supposons que f €L*(Q), g €L?(T'y) et S € L*(I'y). Donc le probleme

de minimisation (1.33) admet au moins une solution dans K.

Preuve. Pour établir 'existence de u, il suffit de montrer que F est s.c.i faiblement
et coercive sur K.

On a I est une fonction convexe et G-dérivable sur K donc, elle est s.c.i faiblement

sur K.

Donc il suffit de montrer que J est s.c.i. Pour cela il suffit de montrer que son
épigraphe est fermé. Ce qui est facile a établir et ceci est due a la continuité de J.

Puisque la somme d’une fonction s.c.i et une fonction s.c.i faiblement est une fonction
s.c.i, alors F est s.c.i.

Il reste a établir la coercivité. D’aprés la coercivité de af.,.) et la linéarité de L(.) et

la continuité de ’application trace de H' (Q) dans L? ('), on a :

2
[1()] > vl — ¢ 1vllaq
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et

AN
"
=
Q
=

1)
< ”,UHHl(Q) pour S € L? (FO)

D’ou limF'(v) = +o0 quand [|v[|y1q) — oo par conséquent F' est coercive.

Si de plus F' est strictement convexe, cette solution est unique. m

Théoreme 10 Pour f; €I*(Q), g; €L?(Ty) et S € L?(Ty), le probléme P.V admet

au moins une solution.

Preuve. Il suffit d’utiliser les corollaires 6,7 et 9. m

1.2.2 Le cas de la loi de Coulomb

Probleme classique P.C

Trouver u tel que

—divo (u) = f dans Q (1.35)
o(u)=g sur I’ (1.36)

u=0 sur Iy (1.37)

uy <d, oy <0, on (uy —d) =0 sur I'y (1.38)
lor| < v]on| — ur =0sur Iy (1.39)

lor| =v]on| — 36 > 0,up = —bor sur T (1.40)

22



Probleme variationnel

Théoreme 11 Si u est solution de P.C alors u vérifie le probléme P.V :

Trouver u € K tel que

a(u,v) =L (w)+ (on,vn) + (op,01), YV EV (1.41)
<O'N,UN — UN> >0, VovekK (142)
<O'T,’UT — UT> + <V ’O’N’ , ’UTl — |UT|> >0, YV vr € Vr (143)

ou Vp = {v e (H' (Q))* /v =0 sur Fg}

Preuve. De (1.35), on trouve :

/—diva (u) vdx:/fvdx, YveV (1.44)
Q Q

D’autre part, en utilisant la formule de Green, on a :

/Q —divo (u) vdz = /Q o () : e(v)dz — /F RS /F o ot - /F o (wymodr
(1.45)

En utilisant (1.35)-(1.38) dans (1.45), puis on introduit le résultat dans (1.44), on
trouve (1.41).
Ona:

<O’N,UN—UN> = <O’N,UN—d+d—UN>
= <0’N,UN—d>+<O'N,d—UN>

= <O'N,?JN—d> ZO
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d'ot (1.42).

Formulation faible des conditions de frottement :

On a:
— / O'TUTdF S |O’T| |UT| dl’
To To
< / v |ow] [vr| dT (1.46)
To
Et pour uy =0o0u ur = —d6or ona:
/ O'TUTdP = / -6 |O'T|2dr
T'o T'o
= — |O'T| |UT| dF
T'o
_ —/ v low] [ur dT (1.47)
T'o

De (1.46) et (1.47), on déduit (1.43). m

Théoreme 12 On suppose que u est assez réquliére alors u solution de P.C' si et seule-

ment si u est solution de P.V.

Preuve. Si on prend v = u + ¢, tel que ¢ € (D(Q))?, v reste dans V, puis on

lI'introduit dans (1.41), on trouve :

afu, ) = / foda

ce qui entraine, aprés utilisation de la fomule de Green, (1.35).
Pour v =u=+¢ toujours dans (1.41) tel que ¢ € (D(QUT4))?, v reste dans V, et

en utilisant ce qui précéde, on trouve (1.36).
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Puis on prend v = u + ¢ dans (1.42) avec @ € (D (QUT))* et @y <0 sur [y,on
trouve (o, py) >0 ce qui donne oy <0 sur I.
En prenant vy =d puis vy =2uy —d dans (1.42), on obtient (oy,uy —d) =0

et puisque oy(uy —d) >0 alors on(uy —d) = 0 sur I'g. Par conséquent (1.38).

On pose v =0 puis v=2u dans (1.42), on trouve :

(or, ur) + (vlon|, lurl) =0

d’ou (1.42) devient :

(or,vr) + (v|on|, |vr]) 2 0

ou encore :

/ (o7vp — v o] Jor) dD > 0 (1.48)
To

Soit p € (D(Q)*, ona |op| <l|o| et orop=orp puisque orn = 0.
Donc (1.48) devient :

/ (ore —vlon||er|)dl > 0 pour tout ¢ € (D (Q))3 (1.49)
To

On prend +¢ dans (1.49), on trouve que :

/aTgodF‘g / v|on| || dl (1.50)
To I'o

Ona [, vlon|lp|dl' définit une norme sur L'(Ty) et ¢ — [ orpdl’ est une
forme linéaire sur (D (Q))*. D’ou de (1.50), on conclut qu’elle est continue et de norme
<1

On a:

/ro orpdl’ = /FO (vien|) " or) (v]on|p)dT
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d’ou :

/ro (vlow) ™" or) (vlowl ) dF‘

/ vlon| SOdF'
To

-1
S e s
0

/ JTgodF' =
To

< |(V|0ND71 UT‘L”(FO) X

Ceci implique que ‘(1/|O’N|)_1 0T|L°°(1"o) < 1 dou |(U\UN|)_1 or| <1 par consé-

quent :

lor| < v|oy| sur To.

Pour finir, de |o7| < vl|oy|, on conclut que —orur < vi|oy||ur| dou orur +

v|on| lur| > 0, avec (1.48) implique que :
UTUT+V|O'N||UT’ =0 (151)

Deux cas se présentent :
-si |or| = v|on]|, de (1.51) on conclut (1.40).
-si |or| < v|on|, supposons ur # 0, on aura opur+v|oy| lur| <0 ce qui contredit

(1.51), d’'on (1.39). m

Un théoréme d’existence

Corollaire 13 Le P.V est équivalent au probléme :

Trouver u dans K tel que

a(u,v —u) — Llv —u) + J(v) — J(u) >0, Vv € K (1.52)

ot J(v) = [, v]on||vr|dl.
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Preuve. Au début, on peut avoir de (1.41) que :
a(u,v —u) = L(v —u) + (on,vny — Uy) + (o7, v — ur) (1.53)

Conformément a la premiére partie de la preuve du theoréme 4, de (1.52), on a (1.41).

Aprés insertion de (1.35) et (1.36) dans (1.53), on trouve :
<O'N,’UN — UN> + <O'T,UT — UT> + <V |O'N’ s ’UT’ — |UT’> Z O,V Ur € VT (154)

On prend vy =wup puis vy =uy dans (1.54), on trouve respectivement (1.42) et
(1.43).

Pour avoir la réciproque, il suffit d’introduire (1.42) et (1.43) dans (1.53). =

Il existe plusieurs difficultés pour établir I'existence de la solution du probléme va-
riationnel avec J(v) = fFo vl|on||vr|dl et ceci est due au couplement des contraintes
et du déplacement et a la non-différentiabilité de J, de plus on n’est pas en relation
biunivoque avec wu, ceci est diie au moins & oy (uy —d) = 0 donc, on ne peut pas écrire
F' uniquement en fonction de u. Par conséquent dans tout les cas, on ne peut pas passer
a un probléme de minimisation.

Pour dépasser ces difficultés, on va procéder a une stratégie de point fixe sur le seuil
de frottement qui utilise 'existence de la solution dans le cas de la loi de Tresca. Cette

stratégie consiste a :
Trouver le point fixe de ’application :
S —v|oy(u)| dans H~Y2(Ty)
oll u est solution du probléme auxilliaire :

Trouver v dans K minimisant la fonction :
P(S){ F(v) - %a(u, v) — L) + Js(), Yo € K
avec Js(v) = [, S vr|dl
et H=/2 (Ty) est 'espace dual de Hy (') *(voir [15] ou [13] pour une définition de

on introduit cet espace pour dépasser le probléme de surjectivité de H (Q2) dans H2 (o) .
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HéO/Q (T'g)). Tout ceci pour avoir S =v|oy]|.
On peut simplifier, en posant S = vS et on cherche s le point fixe de I'application
s — |on| dans H™Y2(Ty) .

Soient u!, u? solutions de P(S;) et P(S;) respectivement. Donc,

a(ut, v —u) + Jg, (v) — Jg, (u')

v

Lv—u'),YwekK (1.55)

a(u?, v —u?) + Jg, (v) — Js, (u?)

v

L(v—v®),YveK (1.56)

En prenant v = u! dans (1.55) et v = u? dans (1.56), on trouve :

a(ut —u?ut —u?) < Jg (u?) — Js, (ub) + Js, (ut) — Js, (u?)
< / (81— ) ([u| — [ub]) dr (157)
To
On a d’aprés la coercivité :
1
o 0 gy < %l (L9
et
/FO (S1 = Ss) (Juz| = |ur]) dl < [S1 = Sa| geqryy X |||ur| - ‘“1T|||H1/2(ro)
< |V|Loo(ro) X |s1 — 52|H*1/2(Fo) X Hu% - ulTHHl/Z(ro)
< C/|V|L°°(F0) X |51 — 52|H—l/2(ro) X HU%’ _u%”HHl(Q)
< |V|L°°(Fo) X |51 = SQ’H*1/2(F0) X Hul - U2HH1@)59)

En combinant (1.58)-(1.59), on trouve :
2 4
v = [ty < < Wiy X |51 = $2li-2/200) (1.60)
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D’autre part, on a :

[low (@) = low (W)l g-serg < low (') =ow ()| gs2qry)

et

jon (') = ow (&) ey = [ (@) n)n— (o () n) g,

— ‘(a (ul) n—o (u2) n)n}H,l/z(FO)

< Ha (ul)n—a(u2) n||H1(Q)
< HU (ul) -0 (u2) H(LZ(Q))SXS
S T . w61

Par ailleurs, nous avons :

e (Wl 20y < llullurq)

d’ou :

et = ) gaapens < H Il = ¥l o

Par conséquent (1.61), avec (1.60), devient :

[l (@] = low ()| 5-200) <7 W] zowiro) X 181 = s2lar-22(00) -

Donc s'il existe vg > 0 vérifie |V, ) < Vo, assez petit pour avoir v |V| e ) < 1,

alors I'application s — |oy (u)| admet un point fixe. D’ou le théoréme :
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Théoreme 14 Supposons que f; € L?(Q),g; € L? (T3) et V| oo (ro) < Vo, POUT Vo assez

petit, le probléme P.V admet au moins une solution dans V.

On peut consulter Necas, Jarusek et Haslinger[16], pour avoir un résultat d’existence
pour un probléme bidimensionnel ou ils supposent que le coefficient de frottement est
assez petit. Récement ; Eck et Jarusek[8] ont donné une démonstration, en utilisant la
méthode de pénalisation. Par contre, pas de résultat d’unicité est établi jusqu’a mainte-

nant.
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Chapitre 2

Etude asymptotique d’un probleme de contact
unilatéral d’'une plague mince contre un obstacle

rigide dans I’élaticite linéaire

Soit QF = w x |—¢,+¢[,e > 0, un ouvert borné de R3, tel que w un ouvert de R?,
de frontiére lipschitzienne -y, on note sa frontiere latérale par I'§ = ~ x [—e,¢], la face
supérieure et la face inférieure sont notées respectivement par I'S. = w x {+e} et I'®
=wx {—¢}.

Onpose V(Q)={veH' () /v=0 sur T} }

V)(QE) =V(Q°) x V(QF) x V(Q°) lespace des déplacements admissibles.

On note par v latracede v sur IS et par v la trace de v sur I, ou simplement
par v s’il n’y a pas de confusion.

Le domaine )¢ est supposé occupé par un matériau élastique isotrope et homo-
géne de constantes de Lamé A > 0, u > 0, ce domaine est encastré en I'y. Ce

€ sur

corps est soumis & une force volumique f¢ sur €2 et & une force surfacique ¢
['® et entre en contact unilatéral avec un obstacle rigide occupant le domaine O° =
{zf € R3/ (25,25) €w, x5 >ed}, d > 0 dans HZ(w), d une fonction d’interstice

définie sur w (Fig 2-1).
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4 Fondation rigide ‘
|
Q)
M
> L(— FSO
%l
e ATTTT T
gS

Fig. 2-1 -

La condition de contact est définie par I'inégalité : v3 < ed d’ou la notation :

K()={ve V() 13 <ed}

l?(QE) =V(Q°) x V(Q°) x K(€F), l'espace des déplacements admissibles avec condi-
tion de contact.

Dans I’étude asymptotique, on va procéder a approche en déplacement (u—approche).

On va étudier chaque fois le cas de contact sans frottement puis le cas de contact avec

frottement de Coulomb.
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2.1 Le cas de contact sans frottement

2.1.1 Probléme classique P<.C

Trouver u® tel que

—00;. = f7 dans ¥

Joig

e &€ __ € 5
oLn; =9 sur I'S

u* =0 sur I'g
3

us < ed, 053 < 0,05 (a5 —ed) =0,00, =0 sur I'S

)

tels que : o7 (u®) = ajmes; (u°), dans notre cas, isotrope et homogeéne, a;jx sont

des constantes indépendentes de z et vérifient :

Qijkl = )\6ij5kh + ,u(ézk(th + 6ih6jk) loi de Hook
€ € 1 auf au; 1 €, ,E o e 0
Donc :
o (u®) = A ef,p(ug)é,-j +2u efj(ug) (2.5)

Remarque 15 o5; représente la densité de la force de pression et 054 les densités des

forces de frottement.

33



2.1.2 Probléme variationnel

Théoréme 16 Si u® est solution de P.C alors wu vérifie le probléme P.V :

Trowver w* € K (Q°)  tel que
@ (uf,07) = L (v°) + (0%, 5) , ¥ v € V(@)

(05,75 — W5) 20, ¥ 05 € K ()
ou :

af (u,0°) = / o3, (uf) Ov;da®
= / [)\ e (u)es; (v°) + 2u ef; (u®)es; (va)] dx®
Lf (v°) = / fivida*® +/ g;v°dl’,
(> 1_‘6;

(053, 75) = /F 05305dl (produit de dualité).

£
e

Preuve. La démonstration est similaire & celle du théoreme 1 du chapitrel. m

(2.8)

(2.9)

Remarque 17 D’aprés le premier chapitre ce probléme est équivalent a l'inéquation va-

riationnelle :

aE (,U/E’,U&‘ _ u&‘) Z L€ (,U€ _ u&)

dans K(9F) qui admet une solution unique sous les conditions ff € L*(QF) et ¢5 €

L? (Fi ) , cette solution réalise le minimum de la fonctionnelle :

() = %cf (5, 0%) — IF (o).
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A 4

+1

Fig. 2-2 -
2.1.3 Etude asymptotique
Mise a I’échelle des données
Soit I'application :

XE Y O
(21,00,23) — (a5, 05,25) /af = 21,25 = @3, 25 = ews
D’ou : Q) =0/ Q=wx |1, +1]
fIe) =TI =wx{-1}
*(I5) =Ty =wx {+1}
X(T§) = Lo = 0w x [—1,+1]

<

< =

L’application inverse de x© est une dilatation de Q¢ (Fig 2-2).
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Mise a ’échelle des déplacements :

u, o x° = e2uq (), u§ o x° = elus (¢) 2.11)
v o x° = %, (e), v o x° = elus (g) '

La condition de contact mise & ’échelle est définie, pour un déplacement v° € 1% (QF)

par :
73 < d (2.12)
On note ainsi :
V(Q) = {veH" (Q)/v=0 sur I'p}
V() = VQ)x V(Q)x V(Q)
K€ = {veV(Q)/u3<d sur I'}}
K(Q) = V(Q)x V(Q)x K (Q)

Mise a 1’échelle des forces :

€ 04€ = 52 7 € 51E — 53
fa X fcx f3 X f3 (213)
9 OX =G, g5 oX =¢'gs
Mise a I’échelle des opérateurs différentiels :
Of = 0,,05 =103 (2.14)
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11 vient de (2.10),(2.11),(2.13) et (2.14) que :

Lf(v) =¢® L(v) ou L (v / fividz +/ giv,dl’ (2.15)
r_

£

eop (U5) =E%eap (u(e)), €ds (u7) = ceas (u(e)), €55 (u) = es3 (u(e)) (2.16)

D’ouw, apres insertion de (2.15) et (2.16) dans (2.5), on trouve que :

Oap = Tap (U5) = €2 Aeyy (u(2))bap + 2peap(u (€))] + Aeas(u (€))
05 = 0% (u°) = e2peas(u (€)) (2.17)
053 = 053 (u7) = (A +2u) ess3(u(e)) + ey (u(e))

Mise a I’échelle du probleme variationnel

On introduit (2.10) et (2.17) dans (2.8), Il vient que :

a® (uf,v%) = / 055 (u7) Ouvidr® + / 055 (u°) (‘3§Ude6+/ 05, (u¥) O vsde
QE € €
+ / 053 (u°) O5v5da®

€

=& / u°) Ogvadr + € / 3 (u%) O3v,dx
Q

Q
+€2/90§a )0, vgdx+5/9(7§3 (u®) Osvsdx (2.18)

En divisant (2.18) par €° et en posant :
2055 (0), 0asle) = e 005, (uF), oa3(e) =7 035 () (2.19)

Tap(e) = €~

On trouve, avec (2.17) que :

a’ (u(s),v):/Q 0;(€)0jvdx (2.20)



tels que :

Tap(€) = Aeyy(u(€))ag + 2ueap(u (€)) + 7> Aess(u (¢))éap
0a3(€) = e 22ueq3(u (€)) (2.21)
o33(e) = (A4 2p) esz(u(€)) + e ey (u (€))

Théoreme 18 Le probléme variationnel P=.V est équivalent au probléme P(e).V :

Trouver u(e) € K (Q) tel que
o (u(e),v) = L (v)+ (o33 (€),73) ,V v E V() (2.22)
<O'33 (8) , U3 — U3 (8)> >0, A vy € K (Q) (223)

tels que :

a® (u(e),v) :/Q 0:;(€)0vdx

Q r_

Preuve. Il suffit d’introduire (2.10), (2.15), (2.19) et (2.21) dans (2.6) et (2.7) pour
avoir P(e).V. La réciproque est obtenue en faisant une mise a ’échelle inverse “de-

scaling” . =

Probléme bidimensionnel

On postule :

u(e) = u’ +eu' + 2u? + ....avec u? € K (), ¢€{0,1,2,...} (2.24)
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Donc le développement du tenseur de déformation devient :
€ij (6) = €jj (UO) + €€ij (Ul) + 5261']' <U2) + ... (225)

Le systéme (2.21) et le développement (2.25), nous permettent d’écrire :

2 1

oaple) = e 20 5 +e o s+ 000+
oa3(e) = €205 +e oz +e%% + ... (2.26)

4 3 .—3

— —4 — — —2 — —1

Aprés insertion de (2.25) dans (2.21), on trouve :

)
0;5 = A3udbags; J;ﬂl = A3uibas;

Ugﬁ = )\&,ugéag + 1 (&m% + Ggug) + AO3u3bap
Tz = 1 (0ot + 85ud) 3 0oy = p1(Oauz +dsuy); ooy = p(Oauj + Osul)
Oz = (AN +2u) 0sul 5 053 = (A +2p) Osul; 037 = (N + 2u) Osu + Aﬁvug;

\ 055 = (A +2p) Osul + A0yul; 095 = (A + 2p) Osuf + Ndyu?

(2.27)
On introduit (2.26) dans (2.22). Aprés identification des coefficients de €9, ¢ =
—4,—-3,—2,—1,0. On obtient :
A lordre &7 :

/ 033 Osvsd = (033, 73) , Yoz € V (Q) (2.28)
Q

A Pordre 73 :

/ 033 O3vsdx = (033, 03) , Yus € V (Q) (2.29)
Q

A Pordre £72:

/ 052 O3v3dx + / 0 508vadz + / 03 (03 + O3v0) = (035, 03) , Yo € V () (2.30)
Q Q

Q
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A Vordre 71
/ 035 O3v3dx + / 0, 5050adz + / g (Oavs + O3v,) = (035, 73) , Yo € V (Q)  (2.31)
Q Q Q

A Tordre £°:

/ 09503v3dx + / oo 508vade + / 003 (0av3 + O3v4) = L(v) + (033, 03) , Vv € V (Q)
Q 0 Q
(2.32)

Les intégrales précédentes sont bien définies. En effet, tout les coefficients 0;5, O';é,

, trouvés dans (2.27), appartiennent a L? ().

Lemme 19 Si une fonction ¢ € L*(Q), vérifiant [, ¢dspdx = 0, pour tout 1 €
V(Q) tel que ¥ =0 sur I'y. Alors, ¢ =0 p.p sur Q.

Preuve. Soit ¢ € D () ,on prend ¢ = — f;s @ (1, x2,t) dt qui appartient & Vv (),
vérifie 1) = 0 et 951 = .
Donc fQ ¢O03dx = 0 implique que fQ ¢ pdxr = 0 ce qui entraine ¢ =0 p.p sur §2.

On introduit 'espace des déplacements de type Kirchhoff-Love Vg tel que :
—
VKL (Q) = {U = (UZ) € V (Q) / (97;113 + 83112' = O}
Corollaire 20 On peut définir l’espace Vi, par :

v=(v;) € (H(2))” /e =1y — 230u73,v3 = 03 tels que
Vier () = 1 2
Mo € Hy (W), m5 € Hg (w)

De plus cet espace est isomorphe a [’espace :

V () = H} (@) x H} () x H ().
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Preuve. Soit v € Vi () alors O3v3 =0 dans Q et v3 =0 sur I'y donc vz est
indépendent de x3. Par conséquent, il existe n; € H} (w) telle que vz = 7.

L’équation 0,v3 + 03v, = 0 implique que Os3v, = —30, (O3v3) = 0 (au sens des
distributions). D’ou , avec v, = 0 sur [, il existe n,, n., € H (w) telles que v, =
N + 23k, On a O,v3 + O3vy = Ouns + 1., = 0, dou 7y € HF (w). Inversement, si
Vo =1, — T30a7)3,v3 = N3 avec (1,,m3) € H} (w) X HE (w), il est claire que v € Vv (%))
et O;v3 + 03v; = 0. Pour avoir I'isomorphisme, il suffit de montrer le homomorphisme, ce

qui est facile & établir. m

Corollaire 21 Si u(e) est solution du probléme variationnel P(e).V et définie par
(2.24), alors u® est solution du probléme Po;.V :

Trowver v’ € Vi (92)N ?((Q) tel que

/ o0g0svads = L (v)+ (0%,73), Vv e Vg (Q) (2.33)
Q
(033,03 —u3) > 0, VuseK(Q) (2.34)
tel que :
0 _ y* 0 0 P 2
Oop = AN ey (U)00p + 2leas(u) avec N = 2 (2.35)
Preuve. En prenant o3 =0 dans (2.28), on trouve :
/ a§3483113dx = O, va eV (Q)
Q
par le moyen du lemme 19, a§34 =0, ce qui donne :
Osu =0 (2.36)

De (2.29),0ona [, 053505v3dz = 0, pour vz € V () et 73 = 0, ce qui entraine o33 = 0,
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d’ou :

Osus = 0 (2.37)

De (2.36) et (2.37), on déduit que :
2 _ -1 _
o3=0et o,53=0 (2.38)

Dans (2.30), on pose vz = 0, on obtient [, 0,50504 =0, V v, € V (Q2). Ce qui reste
vraie pour les éléments qui vérifient v =0 sur I';, donc on peut appliquer le lemme 19.
D’ou,

0s =0 et Ogul + d5u’ =0 (2.39)

Toujours, dans (2.30) on pose v, =0 puis v3 = 0, on trouve que :
03 =0 (2.40)

En utilisant le méme procédé, dans (2.31) on trouve que o3 =0 .

On remarque de (2.36) et (2.39) que u® est de type Kirchhoff-Love. Donc I'espace
des déplacements admissibles avec contact est Vip, (£2) N K (Q). Ce qui réduit (2.32 )
a:

/Qagﬁﬁgvadx = L(v) + <J§3, 173> Yo € Vi (Q)

avec

agﬁ = Aﬁyugdxﬂ + (aau% + Ggug) + )\83’U,§5aﬂ (2.41)

d’ott (2.33). Puis on tire dsu2 de I'équation o037 = 0, et on l'introduit dans (2.41),
on trouve (2.35).

Aprés introduction de (2.24) dans (2.23) et de I'écriture de o33(¢) ; les produits qui
en dérivent ont un sens. Ceci est du a la condition dans (2.24), le premier membre de

(2.23) devient un polynoéme en & > 0, positif, donc sa constante a 1’origine est positive.
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Dot (2.34). m
On note l_(>(w) = H} (w) x H} (w) x K(w) avec K(w)={ve H(w)/v<d}.

Remarque 22 D’aprés le corollaire 20, chercher u® dans Vi ()N K (Q) revient a
chercher (§,,&5,&5) dans ?(w), d’ot on peut ramener notre probléme tridimensionnel

PY..V & un probléme bidimensionnel.

Théoréme 23 Soit u° tel que ud =&, —130,&5, ud =¢&;5, &,,&; sont assez réguliers.

o

Si u® est solution du probleme P%;.V alors &,,&5 vérifient le probléme bidimensionnel

. B suivant :
Trowver £, € Hj(w),& € K(w) tels que
kA€, = hi+hi+hy+ o3 (2.42)
~0Opnag = hy (2.43)
(0%, d— &) = 0, 0% <0 dans H* (w) (2.44)
ou :
8 A+u 4 +1 o +1 o
3”)\ + 2[[,6’ hz . fzdl'?, + gi hz /1 5530@fzd1‘3 8291 » 9; gi (:L‘l,l‘Q’ )
(2.45)
4\
e (6) Bas + dpicas (€) (2.46)

Mot = 3 2an

Preuve. Soit u° solution du probléeme P% .V alors &,,&; vérifient &, € Hp (w),
{3 € Hf (w), &5 <d.

On introduit u° dans I’expression de e,g (v) ,on obtient :

eap (4°) = €ap (§) — 230ass (2.47)
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On substitut (2.47) dans (2.35), on trouve :

1 3
Ugﬁ =5 Nap + 5 31Mag3 (2.48)
avec :
AN
Nag mew (&) bap + 4peqs (§)
4 AL
Q - A o o .
Mag 3<)\+2 €36 B+Maﬁ§3) (2.49)

On prend v = (—x30115, —x30273,13) donc, le premier membre de (2.33) devient :

1 3
/Q oos08vads = /Q —5 MapP30apT3dT + /Q —§$§maﬂaaﬂ773dx

2\
- / (22 A& A+ 21das s Ous ) da

X+ 2u
4 2\ ,
= 3 / ( 3 +2MA§3A773+2Naaﬂ€3aaﬂ773)dx

On a pour &3,m3 € D(Q):
[agana = [ s

/dxﬁf?,aaﬂngdx/ = /A2§3773d33,

ce qui, par densité, restent vraie pour les éléments de HZ (w). Do,

8 Atupu 2 /
/Q 00 505vadr = ELswy /wA Esnsda (2.50)
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D’autre part, le deuxiéme membre de (2.33) devient :

L(v)+<ag3,ﬁ3>:/favadx+ /fgvgdaz—i—/ g;yadf—i—/ g3 vsdl
Q Q r_ r

+ / 023@3d1—‘
+ "
w (1
+1
—i—/ { fadxs + 93_} nadx’ + / 05373d2"
w -1 v

:/m%mhwg%m' (2.51)

D’ow, de (2.50) et (2.51) on trouve (2.42), au sens des disributions. On prend o3 = d
puis U3 = 2uj —d dans (2.34) on trouve (0%,d —&;) = 0 dou  (0%5,m3 —d) > 0,
Vns € K (w), ce qui entraine 033 < 0 dans H 2 (w). D’ou (2.44).

On prend maitenant v = (19,75, 0) toujours dans (2.33), on obtient :

Aﬂﬂ%wzéhmﬂ+/mmMW%€%W)

ce qui donne :

[ nosdanade’ = [ W,

- [ Gmaamis = [ Hon,as

par conséquent, on trouve (2.43) au sens des distributions. m

d’ou :

2.1.4 Etude de la convergence

Dans cette partie, on va étudier la convergence de la suite w(e) solution du pro-

bléme variationnel P(g).V et on va prouver que sa limite est solution d’un probléme
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bidimensionnel, ce qui valide les résultats précédents.
Etant donné u(e) solution du probléme P(e).V.
On définit le tenseur K (e,v) par :

Kop(e,v) = eap(v), Kaz(e,v) = € teas(v), K33(e,v) = ¢ 2es3(v) (2.52)
On introduit (2.52), avec v = u dans (2.21), on trouve :

0ap(€) = MK p(e,u)d0p + 2K ap(e, u)
0a3(€) = e 12uK 3(e, u) (2.53)
o33(¢) = e 2(A\Kpp(g,u) + 2uK33(e, 1))

Donc, en utilisant (2.53) dans la forme bilinéaire (2.22), qui devient :
a® (u(s), U) = / [)\Ku(&f, U)ij (8, U) + ZMKij(8, U)Kij(&f, U)] dx
Q

L’espace L2 (€2) muni du produit scalaire (o, 7) = [, 04;7;;dz est un espace de Hilbert

réel. On définit sur L2 (Q) la forme bilinéaire A (.,.) par :
Ao, 1) = / (AoiiTjj + 2u0i7i5) de.
Q

Corollaire 24 La norme associée o A, i.e, |lo],= A (0,0)""*  définit une norme sur

L2 (Q) équivalente & la norme euclidienne : ||ol|yq = (o, o)

Preuve. On a : ||O'Hi = fQ ()\O'iiO'jj —+ 2/110'2']‘0'2']‘) dx.
Puisque 4oy, > 0 il vient que oy > 2ullolZq don ol > (24" ol
D’autre part, on a o]} < (A +2p) [, (0uoj; + 0ij0s;) dzv. Du fait que o505 <

3004 alors HO’HZ <4 (A +2p) HUHS,Q par conséquent o], <2 (A + 2,u)1/2 ollpq- =

Corollaire 25 Soit u(e) solution du probléme P(e).V. Si 0 < e < 1, alors les suites

{K (e)} et {u(e)} sont bornées ( K (¢) = K (g,u)), respectivement dans L?>(Q) et
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V(). On en déduit qu’il existe des sous-suites toujours notées {K (g)} et {u(e)} et des
eléments K (0) €2 (Q) et u (0) € V(Q) tels que :

K(e) — K(0) etu(e)—u(0).

Preuve. En prenant v3 =0 dans (2.23), ce qui donne (o33 (¢), 13 (¢)) < 0, d’ou il
vient de (2.22) que :
a®(u(e), u(e)) < L(u(e))

donc
1K ()5 < L(u(e)).
Et puisque :
L(u(e)) < C lu(e)l,q
alors :
1K (@)% < C Ju@)llq (2.54)

D’autre part, on a :

3
IKE)loe = D IEK;E)lg

,j=1

2 1
= leas(®)lloq + B leas(e)llg o + = lless(e)llo.q
> le(e)lle g
d’ou :
IK()oa = le@)log (2.55)

A Taide de l'inégalité de Korn, on trouve :

le@)llse > C llule)liq (2.56)
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Du corollaire 24, on a : || K (€)|| > 2u ||K(5)||g79, ce qui donne avec (2.54) :
1K ()llon < C” llule)ll g (2.57)
De (2.55)-(2.57), on déduit :

Cue)lin < llee)

00 S IKEe < € lu@)lq
D’ou, il existe des constantes C) et C indépendentes de € telles que :
[u@lio<Cr et [[K(e)llgq < Co

On déduit que les suites { K (g)} et {u ()} sont bornées, respectivement dans L2 ()
et V (©). Ce qui nous permet d’en extraire des sous suites toujours notées {K (¢)} et
{u(e)}, qui admettent des limites faibles respectivement dans L?(Q) et Vv (2) qu’on

note K (0) et u (0) respectivement. m

Corollaire 26 Les limites faibles u (0), K (0) vérifient :

w(0) € Vi (Q)NEK(Q) (2.58)

2 e (w(0)  (259)

Kap(0) = eap(u(0)), Koz (0) =0, K33 (0) = ¢ + 24

Preuve. On déduit de (2.52) que [leqs (u(€))lloq < €Ca et [less (u(e))]lgq < €°Co.

Puisque la norme est s.c.i, on a :

IN

leas (u (0))llo.0

less (u(0)lgq < Timinf fess (u(e))

tmginf e (1 ()l = 0

o,Q:O

d’oit e;3(u(0)) = 0, puisque K(€2) est convexe donc faiblement fermé d’ou w (0) €

K(€) ,par conséquent (2.58).
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Ona u(e) — u(0) dans (H* (), donc eqp (u(g)) — eqp (u(0)) dans L*(9).

(
D’autre part K,s(g) — Kas(0) dans L?(Q), puisque la limite faible est unique on
conclut que K,z (0) = eqp (u(0)).

Pour établir la suite, on va procéder comme suite :

En introduisant (2.52) dans l'expression de a° (u (¢) ,v), on trouve :

o (u(e),v) — /Q (AKi(2)ens (0) + 21K s (2) eas (v))da:—l—é /Q s (2) (Duvs + Dsva) da

—|—€—12 g (AKyi(e) + 2uK;;(€)) ess (v) dx
= L(v)+ (o33(¢),03), Yo eV (Q) (2.60)

En posant vz =0et 9, =0 dans (2.60), puis en multipliant par &, on obtient aprés
passage a la limite :

/ Kag (0) agvadl‘ = 0, Vva eV (Q)
Q

et a l'aide du lemme 19 on trouve K,3 (0) = 0.
Et on choisit, toujours dans (2.60), v, = 0 et 3 = 0 puis en multipliant par €2, aprés

tendre € vers 0, on trouve :
/ (MK o (0) + AK55(0) + 211K(0)) Dgvgdar — 0, %5 € V (€2)
Q

D’ou :

Corollaire 27 Siu(e) est solution de P(e) .V, alorsu (0) est l'unique solution du probléme Pk, (0) .

Trouver u(0) € Vkr(2) N ?((Q) tel que
Gg (u (O) ,’U) =L (U) + <O’33 (0) ,173> , Yv € Vi, (Q) (261)
<O'33 (0) , U3 — Usg (O)) > O, \V/U3 e K (Q) (262)
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tels que:

a? (u(0),0) = / (\"eaa (u (0) €55 (0) + 2peas (1 (0)) eas (v)) dr avee A" = AQfgu
o33(e) — 033(0) dans H? (w) (2.63)

Preuve. Au début, on va établir (2.63). On a de (2.22) et (2.60) :

(033 (¢),v3) = /Q (AKi(e)ess (v) + 21Kap (€) €ap (v) dz — L (v)

_ /Q (AKis(2)6 s + 2K (2)) s (v) d — L (v), Yo € Vigr ().

Par passage a la limite, on trouve :

lim (033 (€) s v3) = /Q (A eaa(u(0))egs (v) 4 2peap (u(0)) €ag (v) do—L (v) avec A" = )\Q_i\gu

On pose :

L’application v3 — a® (u(0),v) — L (v) est une forme linéaire sur HZ (w), donc il
existe p € H 2% (w) telle que a? (u (0),v)— L (v) = {p,v3), @ représente la limite faible-x
de 033 (¢) dans H 2 (w) . On I’a note o33 (0) , d’ot 0733 () — 033 (0) dans H 2 (w) faible-x

et vérifie avec u (0) :

al (u(0),v) — L (v) = {033 (0),v3), Vv € Vi (Q)

d’oit (2.63) et (2.61).

On prend maintenant dans (2.23) vz = d puis vz = 2u3 (¢)—d on trouve (o33 (0),d — us3 (¢)) =O0.
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Puisque d € HZ (w) donc :
lim <0’33 (6) , U3 (8)> = lim <0’33 (6) ,d> = <O'33 (0) ,d>

e—0 e—0

De (2.61), on déduit que :

Posons pour simplifier e, = €q5 (v (0)).

On a:
IK(0)]% = A(K(0),K(0))
= /()\\Kii (0))* 4 21K (0) Ky (0))dz
Q
2
— )\ ao ao 2 aBCa 2 - ao
/Q[ e )\+2Me + 2peqgeas + u‘ )\_'_2“6
2
- S5 & Cactoaa 2 aBCa d
/Q()\—l—Que €an T+ ,uegeﬁ) x
= al (u(0),u(0))
d’ou :

(733 (0),u (0)) = 1K (0)]I% — L (u(0))

et du fait que la norme est faiblement s.c.i, donc :

1K O < liminf |17 ()[4

o1

]dx

(2.64)



il vient que :

(033 (0), u (0))

IN

lim inf (|| K @)% — L (u(e)))

IN

Ei% inf (o33 (e),u(e)) (2.65)

Par ailleurs, nous avons :

<0’33 (6) , U3 — Ug <8>> >0, Yoy € K (Q)

Pour v € Vi (), v3 =13 € K (w), il vient que :

0 < lim (o33(e), 03 — us(€))

e—0

< lim (o33 (€),75) — lim (033 (), a5 (€))

De la convergence faible de o33 (¢) dans H? (w) et de (2.65), on déduit (2.62).

On remarque que la limite de la suite {u ()} est solution d’un probléme de contact
unilatéral avec conditions de Signorini.

Le probléme (2.61)-(2.62) admet une solution unique qui réalise dans Vi, (2)N K (02)
le minimum de la fonctionnelle : I (v) = %ag (v,v) — L (v) puisqu’elle est strictement
convexe, coercive et s.c.i faiblement.

Du fait que les limites de toutes les sous-suites convergentes de {u ()} sont carac-
térisées par le méme probléme, on en déduit que toute la suite converge vers u (0). Le

résultat est valable pour la suite{ K (¢)}. =
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Corollaire 28 (La convergence forte)

u(e) — u(0) dans (H' (Q))3 fort (2.66)
K(¢) — K(0) dans L* () fort (2.67)
o33(c) —  033(0) dans H ?(w) (2.68)

Preuve. On fait ’estimation suivante :

1K () = K (O)IF = A(K(0)~ K (¢), K (0) — K (€))

< A(K(0), K (0) = 2K (¢)) + L(u(e)) + (os3 () , us(e))

Par passage a la limite, on trouve :

limg [ (£) = K (0)[Fy € ~A(K (0), K (0)) + EmL(u (4)) + lim (o (2) . 13 (4)) - (2:69)

e—0
d’ou d’aprés (2.64), on conclut que :

lim <0'33 (5) y Us (5)> = lim <O'33 (8) 3 d>

e—0 e—0

et si on prend dans (2.62) vs =d puis v3 = 2uz — d on trouve :
(033 (0), d) = (033 (0), u3(0)).
Par conséquent :

lim <O'33 (8) 3 T_Lg (5)> - <U33 (0) ; 63 (0>>

e—0
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d’on (2.69) devient :

lim | K () — K (0)|[3 < —al(K (0), K (0)) + LimL(u (€)) + (033 (0) , @5 (0)) =0

e—0

d’ou (2.67).

Par moyen de l'inégalité de Korn, on déduit que :
1K () = K (0)|[ = a2(u(0) —u(e) ,u(0) —u(e)) = cllule) —u(0)]; 4

dott (2.66).
On a pour tout v € Vi () :

(o3 (€),m3) = | (AKii(€)bap + 20K ag (€)) €ap (v) dz — L (v)

S—~— 55—

(033(0),n3) = (AK;i(0)0ap + 211K 45 (0)) €ap (v) dx — L (v)

d’ou :
(033(¢) — 033 (0) ,m3) = /Q A Kii(e) — Kii(0))0ap + 21(Kap (€) — Kap (0))] €as (v) dz

Il vient que :

o3 (€) — 00 (O, < sup AT Z0mOm) g

ns€HZ(Q) H773”2,w
< cf[K(e) = K(0)[pq

d’on (2.68). m

En utilisant les corollaires précédents, on aboutit au théoréme :
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Théoréme 29 Si u(e) est solution de P(e).V, alors :

lim f|u(e) =u(0)l, o =0, lim [loss(e) — o33 (0)] 5, =0
ot u (0) est l'unique solution du probléme Pk, (0).V :

Trouver u(0) € Vkr(2) N ?((Q) telque
a? (u (0),v) = L (v) + (033 (0),03), Vv € Vi ()
<0’33 (0) , U3 — Ug (0)> > O, \V/’Ug - K(W)

On a vu qu’on peut ramener ce probléme a un probléme bidimensionnel. Les dé-
marches sont les mémes que celles faites au corollaire 20 et au théoréme 23, d’ou le

théoréme :

Théoréme 30 Soit u(0) telque us(0) = £, — 230285, u3(0) = &5, £,,&5 sont assez
réguliers. Si u(0) est solution du probléeme P%;.V alors £,,&;  wvérifient le probléeme

bidimentionnel P°.B suivant :

(

Trouver &, € Hy (w),&5 € K(w) tels que
kA?E5 = hY + hi + hy + 033(0)

—0Opnap = hy,

(033(0),d — &) =0, 033(0) <0 dans H? (w)

ol :

- +1f-d:r +9; hl—/ﬂx&f'd:r — 0,97+ 97 = gi (x1,72,—1)
= 3/1’)\+2M7 i . iar3 T Gg; , Iy = . 30 QL3 i9; » 9; = 9i L1, T2,

AN
Nag = mew (&) 6ap + 4peas (€)
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2.2 Le cas de contact avec frottement

On va étudier dans cette partie, le méme probléme précédent en supposant que le
contact unilatéral est avec frottement de coulomb. L’étude variationnelle de ce probléme
est déja faite dans le chapitre 1, pour cela, on s’intéresse qu’a ’étude asymptotique en

utilisant I’approche en déplacement.

2.2.1 Probléme classique P<.C

Trouver wu® tel que
E +E € 3
£ € __ € 13
o;n; =g; sur I'®
u® =0 surIj
7€ 1) 13 7€ — 3
u3 < ed, 055 < 0,053 (4§ —ed) =0 sur I'Y.

lo%| <vl]ogs| = u5 =0 sur 'S

| lo%] = vlo%s| = 38> 0, @ = ~80%, 0% = (0%) sw %

Remarque 31 o5; représente la densité de la force de pression et ot les densités des

forces de frottement.

2.2.2 Probléme variationnel

Théoréeme 32 Si u® est solution de P<.C alors u® vérifie le probléme P<.V :

(

Trowver u € K (Q°)  tel que
af (uF, %) = LF (vF) + (0%, 76), ¥V oF € V ()
<O-Z€5371_)§ - ﬂ§> >0,V Ug €K (QE)

(053, 05 — W) + (v |o%s], |07] = |uzl) > 0, ¥ og € V()

[

\

Preuve. La démonstration est similaire a celle du théoréme 11 du chapitrel. m
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Remarque 33 Pour ufassez réqulier, alors les probléemes P°.C' et FP°.V sont équiva-

lents.

Remarque 34 D’aprés le premier chapitre, ce probléme est équivalent au probléme :

Trowver w* € K (Q°)  tel que :
a® (uf,v° —uf) + J(v°) — J(u®) > LF (v° —uf),Vo° € K (QF)

qui admed une solution unique sous les conditions ff € L*(€¥), gf € H'/2(T%) et v

assez petit, cette solution réalise le minmimum de la fonctionnelle :
1 —
F(v%) = §a5 (v%,0%) + J(v°) — L7 (v°), Vo© € K ().

2.2.3 Etude asymptotique
Mise a I’échelle des données
On garde la méme mise a 1’échelle pour les données que celle faite dans le cas sans
frottement.
Mise a I’échelle du probléme variationnel
Théoréme 35 Si ufest solution du probléme P<.V alors wu(e) wérifie le probléme

P(e).V:

Trowver u(e) € K (Q)  tel que
a® (u(e),v) = L(v) + (o053 (),5),Y v e V(Q (2.70)
(033 (€) , T3 — 113 (£)) > 0,Y v3 € K () (2.71)
(003 (€) ,Va — UUa (€)) +e(v]osz (e)], [or| — ur (e)]) >0, Vv, € V()  (2.72)
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tels que :
a® (u(e),v) :/ 0i;(€)0;vdx
Q

Q I_

ou :
0ap(€) = Aeyy(u (€))8as + 2ueap(u () + € *Aess (1 (€))bap
Gas(E) = e 22pte0s(u (€)) (2.73)
o33(e) = (AN +2u) ess3(u(e)) + e 2hey, (u(e))

Preuve. La preuve est similaire a celle du théoreme 18 du chapitre 2. =

Ce probléme admet au moins une solution w(g) sous les conditions f; € L*(Q),

g; € HY/2(T'_) et v assez petit, cette solution réalise le minmimum de la fonctionnelle :
1 —
F(v) = §a5 (v,v) + J(v) — L(v), Vv e K ().

Probléme bidimensionnel

Pour u () et e;; (¢) définis par (2.24) et (2.25) et apres utilisation du méme procédé
dans le paragraphe 2-1-3 on trouve :
A lordre &7 :

/ 033 O3v3dr = (033, U3) , Yoz € V (Q) (2.74)
Q

A Tordre £73:

/ 033 O03v3dr = (033, 03) , Vo3 € V (Q) (2.75)
Q
A Tordre 72 :

/ 031 03v3dx + / 0, 5308vadz + / 03 (Oavs + O3va) = (035, 0i) , Y € V(Q) (2.76)
0 0 0
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A Vordre 71

/ 033 Osv3dx + / 0,508vadz + / o3 (Oavs + O3va) = (035, 0i) , Y € v Q) (2.77)
Q Q Q

A Tordre £°:

/ﬂag?ﬁg%dw " /Q Tapdsveda + /Q 0oz (Davs + O5va) = L(v) + (03, B:) , Vo € Vv ()

(2.78)

Théoreme 36 Si u(e) est solution du probléme variationnel P(e).V et définie par

(2.24), alors u® est solution du probléeme P%;.V :

Trowver u” € Vi, ()N ?((Q) tel que :
/Q Ugﬁﬁgvadm = L(v)+ <0’?3, @i> Vv e Vi ()
(093,03 —u3) >0, Vg€ K(Q)
(03:Ta) =0,V v, € V (Q)

tel que :
2\
Ugﬂ = Neyy (u)bap + 2peap(u’) avec X* = T +/;H

Preuve. En prenant v3 = 0 dans (2.74) et (2.75), on trouve :

/053433036515 = /a§3383v3d:n =0, Yug € V (Q)

Q Q

d’ot1, par le moyen du lemme 19, 055" = 055 = 0 ce qui donne :
Osul =0 et Ozus =0

De (2.83), on déduit que :

U;g:Oet U;[].}:O
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Dans (2.76), on pose v3 = 0, = 0,on obtient :
/Qa;??a?,va =0, Yu, € V().
En applicant le du lemme 19 on trouve o3 = 0, d’ot :
Daul + O3u’ =0 (2.85)
Toujours dans (2.76) on pose v, = 0 puis U3 = 0,0n trouve que :
0z =0 (2.86)

En utilisant le méme procédé, de (2.77) on trouve que o3 = 0.
On remarque de (2.83) et (2.85) que u° est de type Kirchhoff-Love. Donc l'espace
des déplacements admissibles avec contact est Vi, (2) N K ().

Ce qui réduit (2.78) a :

/Qagﬁﬁgvadx = L(v) + <U?3a 17z‘> Vo € Vi (2)

avec :
oo = AN0yudbas + 11 (Oaug + Ogud) + AOsu30as (2.87)
d’ott (2.79). Puis on tire d3u2 de I'équation o35 = 0 et on I'introduit dans (2.87), on

trouve (2.82).

Par la méme argumentation utilisée pour prouver (2.34), on trouve (2.80) et (2.81).

Remarque 37 D’aprés le corollaire 20, chercher u®dans Vir ()N K (Q) revient a

ﬁ
chercher (£1,&5,€3) dans K (w) d’ot on peut ramener notre probléme tridimensionnel

..V & un probléme bidimensionnel.
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Théoreme 38 Soit u° tel que vl = &, — 130,85, ul = &, £, &5 sont assez réguliers.

a

St u® est solution du probléeme P%;.V alors ,,&5 vérifient le probléme bidimensionnel

P°.B suivant :

Trowver &, € Hy (w),& € K(w) tels que
kA?E5 = R + hy + hy + 095
—0Nag = hg
(095,d —&3) =0, 093 <0 dans H* (w)

0 _
g3 = 0 sur w

ot k, hY, hi et nag sont définis par (2.45) et (2.46).

Preuve. Soit u’solution du probléme P%;.V alors £, ¢, vérifient £, € H} (w),&; €

H§ (w), &3 < d et eqp (u°), 005 vérifient (2.47) et (2.48). Par conséquent :

8 A+u
0 Osvadr = = /N dx’ 2.92

On montre au début (2.91). On peut voir de (2.81) que (6%5,7,) = 0,Vn, € Hj (w)

d’ou 6% =0 p.p dans w.

D’autre part, le deuxiéme membre de (2.79) devient :

L(v) 4 (0%,7;) = / favadz + / favsdz + / 9o v,dl + / g5 v3dl + / 005 0;dl
Q Q J I'_ .

+1 +1
= / {/ 230, fadxs — Gaga_} nydz’ + / { Jadxs + 93_} nsda’
w -1 w -1

+ / 093m3de’

= / (RS + hé, + 03) nsda’ (2.93)

D’ou, de (2.92) et (2.93) on trouve (2.88), au sens des distributions. On prend 73 = d

puis 73 = 2u) — d dans (2.80), on trouve (0%;,d —&;) = 0. D’ou (033,73 —d) > 0,
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Vn, € K (w), ce qui entraine 0%, < 0 dans H 2 (w) d’ou (2.90) . Et (2.89) provient de la

méme fagon que dans le théoréme 23. m

2.2.4 Etude de la convergence

Soit u(e) solution du probléeme P(g).V. On va étudier le comportement de u(e) et

0:3 (¢) quand € — 0.
Théoréme 39 Si u(e) est solution du probléme P(e).V alors :
lim flu(e) = u (O)l], = 0

ll_j()% HO’33 (8) — 033 (O)Hfzw =0

lim o5 (2)]] ., = 0

ot u (0) est l'unique solution du probléme Pky, (0).V :

Trouver u (0) € Vk(Q) N T((Q) tel que
ag (U (0) ,U) =L (U) + <0’33 (0) ,173) , Yv € Vkr, (Q)
<O’33 (0) ,1_)3 — Us (O)) Z O, va eK (u))

Preuve. La preuve de ce théoréme se fait en plusieurs étapes. m

On définit K (g,v) comme au (2.52),on rappelle :
Kop(2,0) = eap(v), Kaz(e,v) = geas(v), Ks3(g,v) = e %es3(v).
Lemme 40 Soit wu(e) solution du probléme P(e).V. Si 0 < e < 1, alors les suites

{K (e)} et {u(e)} sont bornées ( K (¢) = K (¢,u)), respectivement dans L> () et
Vv (Q). On en déduit qu’il existe des sous-suites toujours notées { K (¢)} et {u(e)} et des
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éléments K (0) €L (Q) et u (0) € Vv (Q) telsque :
K(e) — K(0) etu(e) —u(0).

Preuve. En prenant vs =0 dans (2.71), ce qui donne (o33 (€) , 43 (€)) < 0, puis on

prend vy = 0 dans (2.72), on trouve :
(0a3 (€), Ua (€)) < =€ (V|oss (e)], |ur (e)]) <0

d’ou il vient de (2.70) que a(u(e), u(e)) < L(u(e)) donc ||K(e)|5 < L(u(e)).
Et puisque L(u(e)) < C'llu(e)|, g alors :

IK @I < Cllule)ll g (2.94)

D’autre part, on a :

3
IK@llbe = D IKuE)llog

i,j=1
2 2 2 1 2
= lleas(e)llog + < lleas(e)llon + 5 lless(e)llogn

2
> le(e)llon

d’ou :

IE@E)loe = lle©)lgq (2.95)
A Taide de I'inégalité de Korn, on trouve :

le@)llgq = C" lule)li g (2.96)
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Du corollaire 29, on a | K (€)||%, > 2 ||K(5)||(2),Q, ce qui donne avec (2.95) :
1K ()llon < C llu(e)ll o (2.97)
De (2.95)-(2.97), on déduit :
C'lu@)llfq < le@)lge < 1K E)loe < C llul@)lig
D’ou, il existe des constantes C et Cy indépendentes de € telles que :

[u(@)llio<Cr et [[K(e)lpg < Co

On déduit que les suites { K (g)} et {u(¢)} sont bornées, respectivement dans L2 ()
et V (©2). Ce qui nous permet d’en extraire des sous suites toujours notées {K (¢)} et
{u(£)}, qui admettent des limites faibles respectivement dans L2 () et Vv (Q) qu’'on

les note K (0) et u (0) respectivement. m

Lemme 41 Les limites faibles u (0) et K (0) vérifient :

w(0) € Vi (QNK(Q) (2.98)
Kaﬂ (0> = Cop (u (0)) 7ch3 (0> - 0, K33 (O) = —

Preuve. On déduit de (2.52), la définition de K (), que :

leas (w ()llg.0 < C2 et less (u(e))llg 0 < *Cs
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Puisque la norme est s.c.i, on a :

leas (u (0))

less (u(O)llgq < liminf less (u (€)= 0

IN

0 l_lir[l) inf [[eas (u (€))llgq =0

D’out ;3 (u (0)) = 0. Puisque K (2) est convexe donc faiblement fermé, ce qui entraine
u(0) € K (Q),d’ou (2.98). On a wu(e) — wu(0) dans H (2), donc  enp(u(e)) —
eap (u(0)) dans L*(Q). D’autre part, Ko (c) — K, (0) dans L? (©2), puisque la limite
faible est unique, on conclut que : K,z (0) = eqp (u (0)).

Pour établir la suite, on va procéder comme suite :

En introduisant (2.52) dans Pexpression de a° (u (€),v), on trouve :

o (u(e),v) — /Q (AKi(2)ens (0) + 21K s (2) eas (v))da:—l—é /Q 2Ky (2) (Dt + Byva) da +

6_12 0 (AKGi(e) + 20Ki(€)) ess (v) da

= L)+ (oi(e),v;), YoeV(Q)

En posant v3 =0 et v, =0 dans (2.100), puis multipliant par e, on obtient aprés
passage a la limite :

/ K3 (0) O3v4dx = 0,Yv, € V (),
Q

a ’aide du corollaire 19 on trouve K,3 (0) = 0.
Et on choisit, toujours dans (2.100), v, = 0 et v3 = 0, puis en multipliant par &2,

aprés tendre ¢ vers 0, on trouve :
/ (AKan(0) + MKs3(0) + 201K3(0)) Ogvsda — 0, Yvs € V (€2).
Q

D’ou :
—A
Kgg (0) = meaa ('LL (O)) .
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Lemme 42 Siu(e) est solution de P(e).V, alors u (0) est l'unique solution du probléme
PKL (0) Vo

Trouwver u(0) € Vir(2) N K(Q) tel que

al (u(0),v) = L (v) + (033 (0),v3) , Vv € Vi, () (2.101)
(033 (0), 03 — 13 (0)) =0, Vo3 € K () (2.102)
De plus, on a :
o33(c) — 033(0) dans H?(w) (2.103)
0a3(e) — 043(0) dans H ' (w) — faible — % (2.104)

Preuve. Au début; on montre que : lim. .q (€033 (¢),v3) = 0, Yoz € H} (w). Pour
cela, on prend v = (0,0,v3) de Vg (©2) dans (2.100), puis on multiplie par ¢ il vient
que :

(eos3 (€) ,v3) = 2@/ K3 (g) Oqusdr — 5/ favsdr — 5/g3U3dF
Q Q w

On fait tendre € vers 0 on trouve :
lim. o (e033 () ,v3) = 0, Vuz € Hy (w) (2.105)
On prend maintenant v, = 0, puis v, = 24, dans (2.96) on trouve :
(003 (€) , Ua (€)) + & (V]oss (€)], [ur (¢)]) = 0
d’ou :

<O'a3 (5) ,T_la> + € <I/ |0'33 (€)| s |’l_JT|> 2 0, V’Ua eV (Q) .
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Dans cette inégalité on prend +v,, on trouve que :
[(as (€) , Va)| < € (v |oss(e)],[0r])
On en déduit que :

[{7as (), 1) | < & (vloas ()], Ingl) ¥, € Hy (w).

Par passage a la limite et tenant compte de (2.105), on trouve (2.104).
On va établir maitenant (2.103). On a de (2.96) et (2.100) :

(o33 () ,v3) = /Q (AKii(e)eps (v) + 2uKap () eap (v) dr — L (v) = (0as (€)  Va)

= /Q (AKii(e)bap + 211Kap (¢)) €ap (v) dr — L (v) = (0asz (€) , Ta) , Vo € WRr1(0)

Par passage a la limite, on trouve :

lim {73 (€) ,v3) = / (A€ot (0))ess (v) + 2pteas (u (0)) eas (v)) do—L (v) avec X' = fj’;u

On pose :

a? (u (0) ,v) = / (X" Can (1 (0)) €55 (v) + 2pe0 (1 (0)) ea (v) dor

L’application v3 — a2 (u(0),v) — L (v) est une forme linéaire sur HZ (w), donc il

existe ¢ € H 2 (w) tel que :

CLS (’U, (0) ’U) —L (U) = <90’ U3>
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¢ représente la limite faible-x de o33 (¢) dans H 2 (w) . On'anote o33 (0) , d’ot o733 (¢) —

033 (0) dans H 2 (w) faible-x et vérifie avec u (0) :

O(u(0),v) — L(v) = (033(0),v3),Yv € Vg, (Q),

d’ott (2.103) et (2.102).

On prend maintenant dans (2.95) vs = d puis v3 = 2u3 (¢) — d, on trouve :

<O'33 (0) ,d — Uus <€)> = O

Puisque d € HZ (w) donc :

li_r% (033 (¢) ,us (¢)) = llf% (033 (€),d) = (033(0),d) (2.107)

De (2.101), on déduit que :

Posons, pour simplifier e,g = eqap (u(0)).

Ona:

1K (0)]1%

d’ou :

= Ale

= A(K(0),K(0))

— /Q()\ | Ky (0)|2 + 2uK;; (0) K55 (0))dx

2
dx

+ 2peqgeas + 24 ‘—

aoa T )\ + 2'ueaa meaa

2\
- Y a5 Caataa 2 afCa d
/Q<)\+2Me €aa T ,ueﬁeﬁ) T
= @ (u(0),u(0))

(033 (0) 1 (0)) = || (0)[Iy — L (u(0))

68



et du fait que la norme est faiblement s.c.i donc :

1K O, < liminf |17 ()4

d’ou :

(033 (0),u (0))

IN

lim inf (| K )|% = L (u(e)))

IN

liminf (o3 (€),u; (€))

e—0

llil[l) <0’33 (8) ,Us (6)) (2108)

IN

Par ailleurs nous avons :
<0’33 (6) , U3 — Us (€)> > O,va e K (Q)
Pour v € Vi (), v3 =13 € K (w), il vient que :

0 S lim <0’33 (6) ,173 — Us (€)>

e—0

< lim (03 (e),3) — lim (o33 (e) , @3 (€))

De la convergence faible de o33 (¢) dans H2 (w) et de (2.108), on déduit (2.102).

On remarque que la limite de la suite {u ()} est solution d’un probléme de contact
unilatéral avec conditions de Signorini sans frottement.

Le probléme (2.101)-(2.102) admet une solution unique qui réalise dans Vi, (2) N
K () le minimum de la fonctionnelle [ (v) = %ag (v,v) — L (v) ( puisqu’elle est stric-
tement convexe, coercive et s.c.i faiblement).

Du fait que les limites de toutes les sous-suites convergentes de {u ()} sont carac-

térisées par le méme probléme, on en déduit que toute la suite converge vers u (0). Le

résultat est valable pour la suite{ K ()} et {o33(¢)}. m
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Lemme 43 (La convergence forte)

u(e) — u(0) dans H* () fort (2.109)
o33(e) —  033(0) dans H ?(w) fort (2.110)
0a3(e) — 0dans H ' (w) fort (2.111)

Preuve. On fait ’estimation suivante :

1K () = K (0)|ly, = A(K(0)~ K (), K (0) - K (¢))
= A(K(0),K (0) —2K (¢)) + A(K (), K (¢))
< A(K(0), K (0) = 2K () + L( u(€)) + (das (€) ) Ua(€))
< A(K(0), K(0) = 2K (¢)) + L(u(e)) + (o33 (¢) , 13 (e))

par passage a la limite on trouve :
tim 1K () — K (0)[, < ~A(K (0), K (0)) + L{ u(6)) +limn o3 (&) , () (2112)
d’ou d’aprés (2.107), on conclut que :
lim o33 (¢) , w3 (¢)) = lim (o33 (¢) , d)
et si on prend, dans (2.102) w3 = d puis v3 = 2uz — d, on trouve :
(033 (0), d) = (o33 (0), 13 (0)).

Par conséquent :

lig[l) (o33 (¢), u3(€)) = (033 (0), us3(0))

70



d’ou (2.112) devient :
lim | K () = K (0)|[3 < —al(K (0), K (0)) + L(u(e)) + {033 (0) , @3 (0)) = 0.
Par moyen de l'inégalité de Korn, on déduit que :

1K (&) = K (0)[Fy = af(u(0) —u(e), u(0) —u(e)) = cllu(e) —u(0)ig

d’oit (2.109).

De l'inégalité :
[(Tas () . 1a)| < & (vloss ()], Ingl), Y, € Hy (w)

on déduit (2.111).

On a pour tout v € Vi (Q) avec 7, =0:

{033 () ,13) = /Q (AKii(€)dap + 211K ap (€)) €ap (v) dx — L (v) = (0as (€) ; Datlz)

et :

(033 (0) . mg) = / (MK (0)60s + 21K ns (0)) €0 (v) dz — L (1)

d’ou :

{033 (¢) — 033 (0) ,m3) = /Q (MKii(e) = Kii(0))dap + 2p(Kag (€) = Kap (0))] €ap (v) dr—(0as (€) , Jan
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Il vient que :

— 0
loss (&) — o (O)]] L, < sup ‘2 —ou@m) oy
’ na€H2(Q) H773H2,w

e[l (e) = K (0)llo.0 + lloas ()] 1 )

IA

d'ot (2.110). m

Ce qui achéve la preuve du théoréme.
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Chapitre 3

Etude asymptotique d’un probleme de contact
unilatéral d’une plague mince contre un obstacle

rigide dans le cadre de I’élasticité non lineaire

D’apres le chapitre précédent, quand on a utilisé le tenseur de déformation linéarisé,
on a trouvé que notre probléme tridimensionnel avec frottement peut étre ramener a un
probléme bidimensionnel sans frottement. On se pose la question :”Est ce qu’on aura
le méme résultat si on remplace le tenseur de déformation par sa forme intiale (non
linéaire) 7. C’est 'objet de ce chapitre.

Dans le méme cadre de ’élasticité. On va faire I’étude variationnelle et asymptotique
du méme probléme de contact déja étudié dans le deuxiéme chapitre, en remplacant le
tenseur de déformation linéarisé par sa forme initiale non linéaire.

Comme au deuxiéme chapitre, on va diviser I’étude en deux parties, cas de contact sans
frottement et cas de contact avec frottement. On procéde a I'approche en déplacement .

La position du probléme reste la méme en signalant que la fonction d’interstrice d
est positive dans HZ(w).

Dans cette partie et dans la partie qui se suit on s’intéresse qu’a 1’étude asymptotique

formelle du probléme.
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3.1 Le cas sans frottement

3.1.1 Probleme Classique P-.C

Trouver u® tel que

E~E __ pE €
~E € _ € e
o =9 sur I'S

u® =0 sur I'§

i ~E AE i _ ~E I3
ou :

03 = 05 + oy 00uf et oy = MBS (uf) 635 + 2uEg; (uf)

avec le tenseur des déformations Ef; (u®) dont la forme initiale est :

15 I3 1 <, ,E E,,E <, ,€ NE,,E

Remarque 44 La quantité 653 représente la densité de la force de pression sur I'%_.

3.1.2 Probléme variationnel

Onpose: V() ={ve W(Q)/v=0 sur It}
K@) ={veV(Q)/v<ed sur I}
V(QF) = V() x V() x V()
R(9F) = V(9F) x V() x K(9).

Theéoréme 45 Siu® est solution du probléeme classique P°.C  alors u® vérifie le probléme
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H
Trouver u® € K ()  tel que

0 (uf,0of) = LF (vF) + (655, 75) , ¥ o € V() (3.7)
(055,05 —u3) 20,V 5 € K () (3-8)

ou :
a® (u®,v%) = / o3 (uf) Fvida® + / 0% (u°) Opu; O vi da’ (3.9)

If (of) = / frudat + / gvidl
Qe Ie

(.,.) produit de dualité de W33 (T%) dans Wk (T3)

Preuve. Soit u¢ solution de P¢.C. En prenant v° de v (€°), donc (3.1) implique que :

—0505,v;dx® = Tvsdx®
> QE

En utilisant la formule de Green et (3.2)-(3.3) et 6553 =0 sur I'Y, on trouve (3.7).

Ona:

(033,05 —u3) = (033,05 —ed +ed — u3)
= <&§37 ,Ug - €d> + <(3'§3, ed — ﬂ§>

(65,05 — ed) > 0,Vuy € K ()
d’ou (3.8).
u

Théoreme 46 Supposons que u® est assez réqulier. Si u® est solution de P°.V alors u®
vérifie P£.C.
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Preuve. Soit uf, assez régulier, solution de P.V. On prend v¢ de (D(€2))® dans

(3.7), on obtient :

/Ufjajvfdxa+ / oy (uF) ,iuf@jvfdma:/g fividx® (3.10)

d’on, en utilisant la formule de Green, on trouve (3.1) au sens des distributions. Puis on

prend v* de (D(QF U I‘i))3 dans (3.7), avec (3.10) on trouve :

1> g, 13 1> €, ,EpEn\E g __ g, 13
/ oyn;v;dr® + / o Opu; nsu; d —/ g;vidx
re re re

d’ou (3.2) au sens des distributions.

On prend ¢ de (D(F U Fi))3 dans (3.7), et en utilisant (3.1) et (3.2) on trouve :
(053, @) =0 dott 655 =0 p.p sur I'.

Puis on prend v° = u® + ¢ dans (3.8) avec ¢ € (D(Q°U Fi))3 et P < Osurl,
on obtient : (653, ®3) > 0 ce qui donne 635 < 0 sur I'S.

Pour finir, on prend o5 = ed puis 9§ = 2u§ —ed dans (3.8) on trouve (65,, u§ — ed) =
0, et puisque 655 (45 —ed) > 0 alors 633 (u5 —ed) =0 sur I'Y.. Par conséquent (3.4).

3.1.3 Etude asymptotique
Mise a I’échelle des données :

On effectue une mise a 1’échelle similaire & celle utilisée au deuxiéme chapitre.
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On note ainsi :

() = {veW"(Q)/v=0 sur Iy}
) = {veV(Q)/v3<d sur I'}}
Q) = V(Qx V(Q)x V(Q)
) = V(Q)x V(Q) x K(Q)

Mise a I’échelle du probleme variationnel

On pose :
EY (v) = (81)]+8vz+81)38v3)

E} (v) = 8%8 Vg

(3.11)

Donc le tenseur des déformations mis a ’échelle est de la forme :

Eop (uf) = eEqg (u(e)) + £ g (u(€))
Eos (uf) = e by (u(€)) + €7 Egs (u (¢)) (3.12)
By (u°) = B (u(€)) + e*E35 (u (¢))

D’ou :

0as = Sy (u(€)) ap + % [ (B, (u(e)) + Eiy (u(€))) bap + 21505 (u (€))]
et [AEZ, (u(e)) bap + 213, (u (c))]
0o = €[21Eqs (u(€))] + €% [2uEZ; (u(€))]
055 = (A +2) Egs (u(e)) +€® [AED, (u(e)) + (A +2p) £ (u (¢))]
+ ' AEZ (u(e))

(3.13)
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Théoreme 47 Le probléeme variationnel P.V est équivalent au probléme suivant P(e) .V :

Trouver u(e) € ?((Q) tel que :

/ oij (€) Ojvidx + / 0i; (€) Oius () Ojvsdzx + g2 / 0ij (€) Ojuq (€) Ojvade
Q Q

0
= L(0)+ (633 (€),73) , Yo € V() (3.14)
(&33 (5) ,1_}3 — 1_L3 (€)> 2 0, VU?, e K (Q) (315)
tels que : b33 (€) = 033 () + 03 (€) Opus (€) -
oap(e) = e %054 0a3(€) = 5_3033; o33 (g) = e 0%, (3.16)
Lf(v) = €°L(v) avec L(v / fividx +/ giv;dr. (3.17)
r

Preuve. On a de (3.7) :

/Q o5 (u”) O5veda + / ot (u¥) (0505 + OLv5) dx® + /Q 055 (u¥) Oqusdx®+

/ o5 (uf) OLus gvidme—k/ 0o (u7) Oqusdsvnda® + | 03, (uf) O5usOgvsda”
£ QE

UpGalp
QE

+/ oqp (u°) Ou30zv3da® ~|—/ ofs (uf) 0 vidx® + 05 (u°) OFus05v5da®
> QS QS
+ / 0% (u°) BB usda® + / 0% (u7) O5uS 50t da® = L° (oF) + {0 + 050505, 75)

£

(3.18)

D’apres la mise a ’échelle des données et du déplacement on trouve (3.17). On insert

(3.16) et (3.17) dans (3.18) puis on divise par €° on trouve (3.14) puis (3.15). =
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Probléme bidimensionnel

On postule :
ule) = u’+ eut + 2P+ .., uP € K (Q) pe{0,1,2,3,4,....} (3.19)
On introduit (3.19) dans (3.11), on trouve :

Ejj (u(e) = [Z (O + Ojuf) + D€ 32 (@ugajug)} , PAEN

Efj(u(e)):%lzes" S Sundul

neN p+qg=n

N —

Le systéme (3.13) nous permet d’écrire :

2 1

oaple) = e 20,5+ o s+ %0+
0a3(e) = e 202 +etos +e%% + ... (3.21)

4 4, -3 -3 2 2, 1 -1

Donc de (3.21), on déduit que :

1
0 = B (A + 2) Dsug (2 + Dsus) (3.22)
o5 = (A +2p)dsuf (1 + O5ul) (3.23)
A Tordre de e :
/ o35 (14 05ul) Osvsdz = (o35 (14 O5ul) ,03), Yoz € V (Q) (3.24)
Q

On prend o3 =0 dans (3.24), on trouve :
/ 0'3_34 (1 + 83ug) agvgdil’} =0
Q
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D’apres le lemme 19, on obtient que :
(14 O5u3) O5ug (24 Osu3) =0
Si on suppose que dzuj € C° (Q) ,du fait que u§ =0 sur Iy on déduit que :
Ozul = 0 sur Q (3.25)
A Tordre de €73 :
/Q (035 (14 0su) + 033 Osuz] Osvsdz = 0,Vvs € V (Q), 03 =0

En prenant compte de (3.25), on a :

o5 =0 (3.26)
d'ou: [, 055 05v3dz = 0, ce qui donne :

032 =0 (3.27)
par conséquent, de (3.21) on déduit que :

Ozuz = 0 (3.28)
En utilisant (3.25) et (3.28), on trouve :

-2

0o =0,5="0 (3.29)
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A Tordre de 672 :

/ (0;32(831)(1 + Oqvs + Oau3dsv3) + 0'??32831)3) dr = <0§32 + 0,2 0pu), 63> Vo € 1—/ (Q)
Q

On prend wvs3 = 0 dans (3.30), on trouve :
/Qaagﬁgvadx =0,Yv, € V(Q)
Pour 9, =0 sur I'y, (3.31) donne :
0.,3=0
Ona de (3.21) 0,37 = u(0aul + d5ul) donc :

Ol + O3ud =0

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

On revient a (3.30), aprés tenir compte de (3.32) et utiliser le lemme 19, on trouve :

-2
033 =0

A Tordre de e 1 :

/ (0531831)& + 0'3_31831}3) dr = <O'3_31 + U;:}@aug, 173> Vo € ‘_/) (Q)
Q

(3.34)

(3.35)

On prend v3 = 0 et 0, = 0sur '} puis v3 = 0 dans (3.35), on trouve respectivement :

-1 _ 1 _
03 =0 et o35 =0
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comme de (3.21) on a 0,3 = u(d,ul + dzul) alors :
O3 + Ozul =0 (3.37)

A Tordre de €9 :

/Qagjﬁjvidx + /Qa?jﬁiugﬁjvgdx = L(v) + (093 + 0030,u, U3) , Yo € V () (3.38)

tels que :

1 1
ooy = MOsuj+oyul + 587u§87u§ + 583u383u9/)6a5 (3.39)
+1(Baug + Ogug + Oau3dsus)
Tag = (Ot} + O5ul + Opundsui + Doudsus) (3.40)
1 1
095 = (A +2p) (Osus + 583169%53%% + agugagui + 583u}y83u,1y)

1 1
+A(0yu2 4 0,u3d,u3 + anué&,ué + 5&,ugawug) (3.41)

On ade (3.21) : o35 = (A + 2u) (Osud + 105ul05ul) + %(2&&9/ + 0, u3d,ul)

Donc, avec (3.34), on peut conclure que :

-\ 1 1
Dsul = m(&,ug + 587u§87u§) - 583%(;8%3 (3.42)

Apreés insertion de (3.42) dans (3.39), on trouve que :

2\
oog = T2 EY (u°) bap + 2105 (u°) (3.43)

De (3.25) et (3.33), on constate que u° est de type Kirchhoff-Love. On introduit
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I’espace :

Vir () = {v = (v;) € v () /O;v3 + Osv; = 0}
Cet espace peut étre défini par :

v=(v;) € (W (Q))3 JVa =1, — 230473, V3 =15 tels que

Vi (Q) =
Na € Wyt (W), m3 € W (w)

En effet, soit v € Vi, (Q) alors dsv3 =0dans Q et v3 =0 sur 'y donc vs est
indépendent de z5. Par conséquent, il existe 7; € Wy'* (w) telle que vs = 7;.

L’équation  9,v3 + O3v, = 0  implique que 330, = —0, (O3v3) = 0 (au sens
des distributions). D’ou, avec v, = 0 sur Iy, il existe 1., nt € Wyt (w) telles que
Vo = o + T30k, On & yv3 + 30, = Oatty + 1% = 0, dott 1y € W (w) . Inversement, si
Vo, = 1o — 30073, V3 = 13 avec (1,,7;) € Wy (w) x We* (w), il est claire que v € v ()
et O;u3 + O3v; = 0.

L’espace Vi, () est inclu dans Pespace Vi () tel que :

v=(v;) [Vq =N, — 30403, V3 = tels que
Ve () = (Vi) /Va = Mo — T30am3, V3 =13 q

N, € H} (w), 13 € HE (w)

Des résultats précédents et de (3.15) on déduit que : (095 + 09,0,ud, v3 — u3) > 0,
Yus € K (Q) .
On pose :

Taj = 0o (€) + 201 (€) Ohtia (€) et 735 = 03 (€) + 04y (€) Bz (€)  (3.44)
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Aprés insertion de (3.44) dans (3.14), on trouve :
e
Tijajl}idfﬂ =L (U) + <7'33, 173> ,VU eV (Q) (345)
Q

Pour ¢ de (D (Q))® puis de (D (QUT,))” dans (3.45), on trouve : —8;7;; = fi p.p
sur Q puis [i. 7in;@,dl=(T33,@3) d'on [ Tisp,d['=(T33,P3) donc [ Ta3p,dl = 0
par conséquent 7,3 = 0 p.p sur I',. Il vient que o43 (€) + 2043 (€) Optia (¢) = 0 d’ou
0l =0ppsur .

L’étude précédente nous permet d’établir le théoréme suivant :

Théoréme 48 Soit w(e) solution de P(e).V assez réqulier. Supposons que :

u(e) = w4 eu' + 2P+ ... uP € I_(Z(Q); p€{0,1,2,3,4,...}

dgul € C° (Q),

alors u® est solution du probléeme P .V :

Trowver v’ € Vg ()N K (Q)  tel que :
/Qagﬂﬁﬁvadx + /Q oog0au3dpusdr = L (v)+ (033,03),Vv € Vg (Q)  (3.46)
(09,03 — 1) > 0,Vv3 € K (Q) (3.47)

Ona u’ € Vkp (Q)ﬁ[_(> () donc il existe &, € H} (w) et & € HE (w) avec & < d
de telle sorte que :

up = &, — 230a85, Uy = & (3.48)

Chercher u° revient & chercher &, et &;. Pour cela, on introduit au début (3.48)

dans P'expression de Ej; (v), on trouve :

Egﬂ (u0> = Egﬁ (&) - 130,383 (3.49)
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d’ou :

2\

Thp = VB, (€) bus + 20 (€)] — 5 [N Aoy + 2mdusa] , X = 15

(3.50)

Maintenant on prend v = (—z30115, —x30273,73) dans (3.46), on trouve :

/Q [()\*E'S’y (€) bap + QMEgﬁ (€)) — 23(N"A300s + ZMaaﬂfz«})] (—230apn3)dx
+ /Q [(VEY, (€) bap + 2B 5 (€)) — 23( N Agbap + 21008 3)| Oal30pmsda

= L(v) +(033,73) , V13 € Hg (w)

d’ou :

/Q BN DLy s + 201005E) Dngiydr + /Q (VB (€) Sus -+ 20E2, (€))0ut 03115

= / — 3 foOansdx + / fanzdz + / G Oanzdl + / g3 n3dl’ + / 094n3dL, Vny € H (w)
Q Q T_

_ 'y
(3.51)
On pose :
2., 4
Mag = — (g)\ A&3bas + guaaﬂﬁz) (3.52)
Moy = INED, (6) B + 4Dy (6) (3.53)

d’ou (3.51) devient :
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+1
/_maﬁaaﬁnisdx,+/naﬂaa€3aﬂ773d$,:/ {(/ _x3faaa773d$3)+gaaa773 dx’

1

11
+ /( f3dzs + g3)nsda’ + / 093n3dx’,Vns € HE (w)

-1 w

Du fait que, pour &4,m53 € D (w), on a:

/&xﬁf?ﬁaﬂﬁgdw, = /A2§3773dx’ (3-55)

par densité (3.54) et (3.55) restent vraies pour &5, 03 € HE (w) .
Il vient de (3.51) que &, vérifie :

/ (KA, — O3(naplats)] nyda’ = / (W 4 By + B+ 0%)nade, s € D(w)  (356)

w

avec

8 A+p +1 o +1 )
Y shy = Zd i h; = (e ad — Oq .
3’“)\_,_2M’ i . f T3+ g; i /_1 230, f x3 — O 9a (3 57)

Maintenant pour trouver &, on prend v = (1;,7,,0) dans (3.46) on obtient :
| Attinade = [ funadat [ ginar, vaoem@) @)
D’ou :

[ nastonads’ = [ onoas' v, € (o) (3.59)

w

Pour 7, € D(w),ona [ n.pdsn.de =— [ Osnasn.de’.
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Pour la condition du contact unilatéral, on prend vz = d puis v3 = 2u — d dans

(3.47), on trouve :
(095,d — &) =0 surw et o33 <0 dans H* (w) (3.60)

D’ou d’apres (3.48), (3.56), (3.59) et (3.60), on aboutit au théoréme suivant :

Théoréme 49 Si u° est solution de P ;. V tel que ul = £, — 230,&5 et ud = &,

€,,, &5 assez réguliers. Alors €, &5 vérifient le probléme bidimensionnel P° (0) :

(

Trowver &, € H} (w), & € HE (w), & < d tels que :
kA6 — 05(napdas) = hi + hy + h3 + 083

—0Opnag = hy

(033:d —&3) =0

0%, <0 dans H?(w)

ol :

Nag = 2N"EY, (€) 6ap + 4pEqps (€)

8 Atp 0 ! —. pl /+1 -
3M)\_'_2u, i ) fidzs + ;5 by B 230; fidxs 9
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3.2 Le cas de contact avec frottement de Coulomb

3.2.1 Probleme classique P:.C

ENE €
_ajaij =Ji
AE
ij'%j

ou :

o;n5 =g, surl®

u* =0 sur I'g

Trouver u® tel que :

dans ¢

5 < ed, 65 < 0,65 (@5 —ed) =0, sur I%

67| <vl|oss| = ur =0 sur I'y

A

07| = v|653] = 36 >0, a5 = =007, 67 = (053) sur '

o5 + okiOpu;

1
5(@%; + g + 851@8;@)

Remarque 50 Les quantités ¢4 et 655 représentent respectivement les densités des

forces de frottement et la densité de la force pression sur I'S.

3.2.2 Probléme variationnel

On procede de la méme facon que celle dans la deuxiéme section du chapitre précédent,

on aboutit au théoréme :

Théoréme 51 Si u® est assez régqulier alors le probléme P¢.C' est équivalent au probléme
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H
Trouver u® € K (2°) tel que

af (U, vF) = LF (v°) + (6%, 05), ¥ v° € V() (3.61)
(635,05 —ug) >0, V v € K(QF) (3.62)
(Gas: Vo — Ug) + (V053] [07] — |uz]) = 0, Vo, € V () (3.63)

ol :

%)

Lf(v°) = / fvfdx5+/ giv;dl.
Qs re

a® (uf,v%) = /afj (ua)ﬁjvfdxaﬁL/ o5, (u) O uz05vpda®

3.2.3 Etude asymptotique
Mise a I’échelle du probleme

On garde la méme mise a I’échelle que celle dans le cas sans frottement.
On pose :

5’20‘;5 =045 (€);67°05; = 0u3 (€) e 408, = 033 (¢) (3.64)

Donc pour le premier membre de (3.61) on aura la méme forme trouvée dans (3.9).

D’autre part on a :

(Gas: Ua) = (053 + 0is0iug, U5)
= {043 (€),V0) + € (043 (€) Oplia, Vo) (3.65)

Apres division par €® on trouve de (3.61) que :
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/ Uij (5) 8jvidx + / O-ij (8) aiu?, (6) 8j113dx + 82 / Jij (6) @ua (5) ajl}adl' = L (U) + <5'33 (8) ,@3)
Q Q

Q
F (0us (2) ,Ta) + €2 (043 (€) Dt Ta) , Yo €V ().

Pour (3.62) et (3.63) on trouve :

<5’33 (6) , U3 — Usg (E)> >0, V’Ug e K (Q)

(0a3 (€), 00 — T (€)) + & (1|33 ()], |Ur| — |ur (€)]) + €% (O3 (€) Optia, Vo — Ta (€)) > 0, Vv, € V (§

D’otu le théoréme :

Théoreme 52 Le probléeme variationnel P.V est équivalent au probléme suivant P(e) .V :

Trouver u(e) € ?((Q) tel que

/ oij (€) Ojvidx + / 0i; (€) Oius () Ojvsdzr + 52/ 0ij (€) Oiuq (€) Ojvadr = L (v)
Q 0

+ {633 (€) ,U3) + (0a3 (€) , Va) + €% {043 (€) Optia, Ta) , YU € T}(Q) (3.66)
<é’33 (5) ,1_)3 — Us (8)> Z O,VU:’, e K (Q) (367)

(003 (€) , Ua = Ua (€)) + € (v |033 ()], [or| = |ur (e)]) +

e2 (043 (€) Optia (€) , T — T (€)) >0,V v, €V (Q) (3.68)
Probléme bidimensionnel
On postule :

ule) = v’ + eut + 2+ ... uP € K (Q) avec p € {0,1,2,3,4,...} (3.69)

On trouve les mémes résultats, i.e, (3.20) et le systéme (3.21). Aprées insertion dans

(3.66), on trouve :
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A lordre de e :
/Q o35 (1+ O5ul) Osvsde = (o33 (14 O5ul) ,03), Yoz € V (Q) (3.70)
On prend 73 =0 dans (3.70), on trouve :
/Qagf (14 05u3) O3v3dz =0
D’apres le lemme 19, on obtient que :
(14 O5u3) O5ug (24 Osu3) =0
Si on suppose que dzud € C° (Q) , du fait que u§ =0 sur Iy, alors
Ozul = 0 sur Q. (3.71)

On peut conclure de (3.71) que u3 est indépendent de zzet o35 = 0.

A lordre de €73 :
/ U§3383U3d.1' == O,va ev (Q) y Vg = 0
Q

RN N . -3 _ PSRN 1 _ 3 -2 — -1 —
d’ou, grace au lemme 19 on a : 033 =0 d’ou d3uz = 0 ce qui donne o5 =o0,5=0.

A lordre de 72 :
/ (0;3?33% + 0532(9&1)3 + 0'3_32831}3) dr = <U§32 + U,ﬁ@kug, 173> + <J;§, T)a> Yo € ‘_/ (Q)
Q
(3.72)

On prend vz =0 et U, =0 dans (3.72), on trouve : [, 0,303v,dz = 0,Yv, € V (Q)

d'od 0-2=0 toujours grace au lemme 19.
a3 J g
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On a: 0,2 = p(04ul + d3ul) donc :
Ol + O3ud =0

De (3.72), on trouve :

-2
035 =0

A Tordre de e 1 :

/ (U&é@gva + agglagvg) dr = <U§31 + 0,2318kug, 173> + <a;§, 6a> Yo € 1_/) (Q)
Q

On prend v3 =0 et U,=0 sur I'y puis v3=0 dans (3.75),0n trouve :

11 _
Oz =033 =0
Comme on a : 0,3 = p(Ouul + G3ul) alors :
1 1
Onuz + O3uy, =0

A Vordre de €° :

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

/Qa?j@-vidx + / 03;0u30;vsdx = L(v) + (695 + 03300u3, U3) + (003, Va) , V0 € V(Q)

Q

tels que o?; définis par (3.39)-(3.41) et 635 = 095+000us.

(3.78)

De (3.71) et (3.73) on déduit que u® est de type Kirchhoff-Love donc u® € Vi, ()N

K (9)
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De la condition (3.67) et la condition (3.68), on déduit :

Y

0,Vvs € K(Q)

A0 = —0

(003,Ta —Ug) > 0,Yv, €V (Q)

o -

Pour des fonctions de teste convenables de D(f2), on déduit que : 0%, = 0 p.p sur T',.

D’ou le théoréme :
Théoréme 53 Soit w(e) solution de P(e).V. Supposons que :

u(e) = u’+ eu' + 2+ ..., wP € [_()(Q), p€{0,1,2,3,4,...}

dyul) € C° (9),

alors u® est solution du probléeme P, .V :

Trower u° € Vg ()N K (Q)  tel que
/Qagﬂﬁgvadx + /Qagﬂﬁaugﬁgvgdx = L(v)+ <ag3,63> +,Yv € Vi (Q)
(033,03 —ug) > 0,Vuz € K Q)
avec :

2\
0o _ 0
To8 = N1 QMEW

(u°) bag + 2,uEgﬂ (u°).

Remarque 54 On déduit que le déplacement u° est caractérisé par le méme probléme
P2, .V que celui trouvé dans le cas sans frottement. Donc, notre probléme tridimensionnel

avec frottement tend a un probléme bidimentionnel sans frottement.
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Chapitre 4

Etude asymptotique d’un probleme de contact
d’une plague mince contre un obstacle rigide

avec les conditions de VVon Karman

Dans ce chapitre on va faire ’étude asymptotique du méme probléme étudié au cha-
pitre 3. On garde les mémes conditions sur la face supérieure et la face inférieure, pour
la face latérale au lieu de ’encastrement on va imposer des forces de directions paralléles
au plan de w de composantes F:, puisque cette face est mince on va prendre la moyenne
des densités F: sur chaque portion {(z1,z3)} X [—&,+€| et on Pexérce sur le point
(21,22,0) € ¥ = w x {0}, on la note F¢ . Donc les déplacements u¢ qui en découlent
vérifient u, indépendents de x5 et u§ = 0 sur la partie latérale I';. Cette condition
s’appelle la condition de Von Kéarmén. Toujours de la méme maniére, on va étudier les

deux cas, le cas sans frottement et le cas avec frottement de Coulomb.
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4.1 le cas de contact sans frottement

4.1.1 Probleme classique P:.C :

Trouver u® tel que
E~E __ pe €
o,n;=g; sur 2
1 +e

Fe = % Fidzs sur vy
€ —&

£ . £ e __ e
ug, indépendents de z3, us =0 sur I

u3 < ed, 033 <0, 055 (u5 —ed) =0, 653 =0 sur I']
ou :
— &35.1/% = (03[3 + aiﬁﬁzuz) V%
oy, = AE, (u®) 6i; + 2uE;; (uf)
1
E;; (u®) = i(afuj + O5ug + afuiajui)
4.1.2 Probléme variationnel
On pose :

= {ve W' Q%) /v =0sur I'f}

(62°)
(%)

K@) = {veV()/v<ed sur I}
(@) = V) x V() x Vo(¥)
(62°)

= V() x V() x K(QF).

95

= {ve W" () /v indépendent de z§ sur I'§ }



Théoreme 55 Siu® est solution du probléme classique P°.C  alors u® vérifie le probléme
PE.V:

—

Trowver u® € K (QF) tel que

/aﬂﬂMf::E@ﬂ+%/ﬁﬁw+@§QLVf€7mﬂ (4.9)

177771
’
(653,05 —15) > 0,V v5 €K () (4.10)
L oye
ou: O = [[Tvida§ et L7 (%) = fo fividat + [ givcdl
£ < —

Preuve. Soit v* € V (%) donc (4.1) devient :
— / 0563,v;dx® = / fivida®
QE £

ce qui donne :

~E Qe E e __ e, € 15 ~E E, E ~E E—E ~E _E,E
/ 0;;00vidx —/ fividx —i—/ 07n50; dF+/ aijnjvidF+/ 0yv50;dl
€ £ € €
Q Q e r TS

£
<
On a:

~E E,,& _ ~E E,,& g __ 15
/ o vvidl = / 04 V5vdl, (v3 = 0 sur I7)
e r

e
0 0

= / 0opVauedl,  (v3=0)
I

On sait que d,5v5 est la densité de la force exercée sur la portion de I'§ dont la
normale est (15,15, 0), puisque € assez petit ; on prend, pour chaque portion {(z1,z3)} %

[—e,+¢], (25,25,0) € 7, la moyenne F¢ des densités F< et on applique sur le point
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(x5, 25,0) . De méme pour les déplacements v¢. Donc on peut écrire :

/Févde = // FEve dat)dry
5
= [ asa
¥ —

= 25/F§6§dfy
v

d’ou (4.9).
Ona:Vov§e K (QF),

(033,05 —u5) = (033,05 —ed +ed — U3)

= (05,05 —ed) >0

d’on (4.10). m

Théoréme 56 Supposons que u® est assez réqulier. Alors ufest solution de P¢.C si et

seulement si u® est solution de P©.V.

Preuve. On prend au début v¢ de (D (Q¢))® dans (4.9), on trouve (4.1) puis on prend
v¢ de (D (Q°U Fi))3 toujours dans (4.9), on trouve (4.2). Pour avoir (4.3), on prend v°
de (D (Q°UT%))*, on trouve.

/ 0oV 5vedl = 25/F§6§dfy
I3 gl

d’ou :

/ Fouidl = 28/F8’U dry
r'g ¥
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ce qui donne.

+e N
/ / Fotdxs)dy = 25/ij}fxdv
g

Puis pour les éléments de D (), v%, est indépendent de x§. On trouve que :

+e
/(/ Fidx)vidy = Qs/Fs cdry
v J—e

_ 1 ..
d'on FE = 5 y __ Fgdr3 p.psury donc (4.3).
5

Pour le reste la démonstration est déja faite au chapitre 3. m

4.1.3 Etude asymptotique

Mise a I’échelle des données
On garde la méme mise a I’échelle faite aux chapitres précédents pour les inconnus et les

forces f et g. Pour F , Ol Suppose :
Fe = &°F, (4.11)

Donc, on note :

V(Q) = {v e W'(Q)/v indépendent de x5 sur Ty}
Vo(Q) = {v e W (Q)/v =0 sur [y}

KQ)={ve W Q)/v<d sur T}

V(Q) = V(Q) x V(Q) x Vp(Q)

K(Q) = V(Q) x V(Q) x K(Q)

Probléme variationnel mis a I’échelle

Théoreme 57 Si u® est solution du probléme P£.V alorsu (€) est solution du probléme
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suivant P(e).V :

Trouver u(e) € ?((Q) tel que :

/ oij (€) Ojvidx + / 0i; (€) Oius () Ojvsdzx + g2 / 0ij (€) Ojuq (€) Ojvade
Q Q Q

=L (v)+ (033 (g),03) + /Fa(/lr vedrs)dy, Yv € T}(Q) (4.12)
<(§'33 (8) , U3 — Us (€)> >0, Yoy € K (Q) (413)

o 0;; (¢) et L(v) sont définis rspectivement par (3.16) et (3.17).

Preuve. On a de (4.9) :

/ 055 (uf) Ojudr® + / ot (u¥) (0505 + 0Lv5) da® + / 055 (u¥) Oqvsda®+
QS £ QE
/E 5 (u®) Oqus Ofuida® + /QE 0o (u”) OqusO5vpda + . 05 (u7) O3us Ogvsdat

-l—/ Tos (ua)ﬁgu‘g@;vgdﬂcaﬁL/ﬂ ot 5 (uf) O us05v5da® + i 05, (u°) 05u505v5da®
—i—/ o™ (u5)8§u§8§v§dx5+/ 033 (u°) O5usd5vida® = LF ( vs)+2<€/ vidry + (053, 75)
£ £ ,-Y

(4.14)

Apres insertion des inconnus et les données mis a 1’échelle dans (4.14) puis on divise

ses deux membres par €°, on trouve (4.12). De la méme fagon pour avoir (4.13). =

Probléme bidimensionnel

On postule :
wE)= w0+ el + 2+ . € K(Q) pef0,1,2,3,4,..} (4.15)

On introduit ensemble des déplacements admissibles de type Kirchhoff-Love Vi, (Q)

tel que :
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Vikr () = {v eV (Q) /Ovg + O3v; = 0}

v=(v;) € (W (Q))3 [V =1, — 2304M3, V3 = N5 tels que :
e € WH (W) 15 € W (W)

Cet espace est inclu dans ’espace :

v=(v;) [Vo =N, — X30aN3, V3 = tels que :
Vier (9) = (Vi) /va = Ng — 230an3, V3 =13 q (4.16)

N, € H' (w), 13 € HE (w)

Théoréme 58 Si u(e) est solution de P(e).V et d3ul € C° (). Alors u° est solution

du probleme P .V :

Trowver u’ € Vi ()N K (Q) tel que :
/Qagﬂﬁgvadx + /Q Ugﬂﬁaugﬁgvgdz’ =L (v) + (0%,73) (4.17)
-l—/Fa(/ vedxs)dy, Yv € Vi (Q)
. _

1

(093,05 — ) >0, Yus € K () (4.18)

avec !

o)

2\
05 = oo B () Saa -+ 208 () (4.19)

Preuve. De (3.21), on déduit que :

1
O 3 (X + 2p) O5u§ (2 + O5u)) (4.20)
o5 = (A +2p)dsul (1+ O5ul) (4.21)
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A Pordre de e % et £73 :

/ o35 (14 0sul) Dsvsdz = 0,Vus € Vo (Q), 03 =0 (4.22)
Q

/ (055 (1+ 03u3) + 033 05ul] Dsvsdz = 0,Yus € Vo (), U3 =0 (4.23)
Q
En utilisant le lemme 19, (4.22) donne o33 (1 4+ 95u3) = 0 donc (1 + dzul) dzul (2 + Ozul) =
0. Si on suppose que d3u3 € C° (), du fait que u§ =0 sur Iy on déduit que
Osud = 0 sur Q (4.24)

De méme pour (4.23), on trouve dzui = 0.

A Dordre de 72 :
/Q (0230500 + 030403 + 035 05v3) da = (035 + 0130kl U3 ), Vv € v (Q) (4.25)
On prend vz =0 dans (4.25), on trouve :
0.53=0 (4.26)
D’autre part, de (3.21) on a: o,z = u(9aul + d3ul) donc :
Doy + O3ul =0 (4.27)
A lordre de e :

/ (0230500 + 033 0503) da = (035 + 073 Opul, U3 ), Vo € vV Q) (4.28)
Q
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On prend v3 =0 et 9, =0 sur '} puis v3 = 0 dans (4.28), on trouve :

1 -1
Op3 =033 =0

(4.29)

Comme de (3.21) on a 0,3 = u(Oyul + dsul) alors :

O3 + Ozul =0 (4.30)

A Vordre de €0 : Vo € V Q) :

/Qagjﬁjvidx + /Qagj@ugajvgdm = L(v) + /Fa(/ Vodzs)dy + (095 + 0R30kug, Us)

¥ -1
(4.31)
tels que of; sont définis par (3.39)-(3.42).
On a de (3.21) :
—2 o Lo 04 0y, A 0 05 ,2
035 = (A +2p) (Osuz + 553%83%) + 5(287% + Oyuz0yus)
Si on revient & (4.25) on trouve 037 = 0. Donc on peut conclure que :
2 —A 0, Lo 05 0y 1o 04 0
Dsuz = m(&yu,y + §8Vu387u3) - 583%83% (4.32)
2\
Apres insertion de (4.32) dans (3.39), on trouve que 005 = 3 +/;M EY, (u®)+2uE); (u°)
dott (4.19).

De (4.24) et de (4.27) on déduit que u° est de type de Kirchhoff-Love.

De la méme facon que dans le chapitre précédent, dans le cas sans frottement, on
peut avoir 0%, = 0 p.p sur I';.

Donc, pour avoir (4.17) et (4.18), il suffit d’introduire (3.21) et (4.15) dans (4.12) et

(4.13) tout en prenant en compte les résultats précédents. m
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Théoréme 59 Si u® est solution de Py, .V telle que ul = &, — 130,85 et ud = &,

€,,, &5 assez réguliers. Alors €, &5 vérifient le probléme bidimensionnel P (0) :

Trowver £, € H'(w), & € HY (w), & <d tels que

kA%, — 05(napdals) = hy+ hy+ Ry + 0% surw (4.33)
—Ognag = hY  sur w (4.34)

Negvs = 2F, sur v (4.35)

0%(d—&;) = 0surw, o9, <0 dans H *(w) (4.36)

ol nag = QA*ES’Y (5) 6aﬂ + 4ME25 (5)
+

gﬂ)\_i_;;; h) = fjll fidzs + g7 hi = j11$3(9¢f7;d$3 —0i9; ; 97 =

gi(xb X2, _1)

Preuve. De u° € Vi, (Q)ﬂl_() (£2), on conclut qu’il existe (£,,&;3) € H' (w) x HE (w),
£3 < d tels que u) =&, — 230,83, ug = &3 D'autre part on a Ej; (u) = E;(€) —

230,365 d’ol :

2\
A+ 2u

agﬁ = P‘*Egy (6) 5aﬁ + 2ME2B (6)} — T3 [)‘*A£36aﬂ + 2Maaﬂ£3] ) A
avec Mg €t ngp définis respectivement par (3.52) et (3.53), on peut écrire :
1

3
oog = 57 T TaMag (4.37)

Chercher u° revient & chercher &, et &;. Pour cela on prend au début v =
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(—x301m3, —302m5,M3) dans (4.17) on trouve :

1 3 1 3
[ Gros + Gramas)(—asusma)ds + [ (Gras + Sasma) s Opmdo
= L(v) + <Ug37773> + /Fa(/ —230,m3dw3)dy, Vns € Hf (w)
0% -1
d’ou :

+1
/—maﬂ&wngda@/ + / N6s0aE508nsdr’ = /(/ —x3 fodz3 + g, )Oanzda’

w J-—1

+1
T / ([ fodos+ g7 nade’ + / radat Vi € HE (w)

—1 w

Il vient que &5 vérifie :
/ [kA*€5 — 0(napdas)] nsds’ = /(h% + hy + hg + o83)nzda’, Vs € Hf (w)

A+ p +1 _ +1 -
o h) = [ fides + g5 hi =[] 230, fides — 0,97 g; =

8

k= =

avec S
gi(xh T2, _1)
d’on, au sens des distributions, (4.33).
Maintenant pour trouver &, on prend v = (1;,7,,0) dans (4.17) on obtient :
o
/ TapOpnade = / fanqdz + / Jaadl + / Fo( / Nadzs)dy, Vn, € H' (w)
Q Q r_ v -1
D’ou :
+1

/ NapOpiadr’ = / honadz’ + / Fu( / Nadas)dy, Vn, € H' (w)

o 1
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Pour 7, de D (w) on conclut (4.34) puis (4.35).
Pour la condition de contact unilatéral, on prend v3 = d puis v3 = 2§54 —d dans
(4.18), on trouve :

(0%,d — &) =0 sur wet 0% <0 dans H 2 (w) d’ou (4.36). m

Les équations (4.33), (4.34) et (4.35) s’appellent les équations de Von Karman. Ces

équations, avec d’autres conditions, ont été étudiées par Ciarlet[2]

4.2 Le cas de contact avec frottement de Coulomb

On va garder la méme position du probléme en ajoutant la condition de frottement

de Coulomb.

4.2.1 Probleme classique P:.C

Trouver u® tel que :

=056, = ff dans OF

o n;=g; sur '

Fe = 2—1€fj§ Fida sur vy

uf, indépendents de x5, u5 =0 surIj

ug <ed, 633 <0, 655 (u5 —ed) =0 sur I']

67| <v|o5] = up =0 sur TG

| 07| = V053] = 36 >0, uf = —667, 67 = (653) sur I
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4.2.2 Probleme variationnel

Théoréme 60 Siu® est solution du probléeme classique P.C  alors u® vérifie le probléme
PEV:

Trowver w* € K (Q°)  tel que
Jon 65,0505 da® = L7 (v°) + 2¢ [ EStsdry + (6%, 05, V¥ oF € V()
(055,05 —u5) >0,V v5 € K ()

(03 Vo — G) + (V|03 [07] — [uz]) = 0, V og € V (€)

\

Preuve. La preuve est similaire a celle du théoréme 55 (cas sans frottement), en

ajoutant la formulation faible de la condition de frottement de Coulomb. m

Remarque 61 Si de plus u® est assez regulier alors ces deux problémes sont équivalents.

4.2.3 Etude asymptotique
Mise a I’echelle du probléme variationnel

On garde la méme mise a 1’échelle des donnees et des inconnues que celle faite dans

le cas sans frottement. De la méme maniére on trouve le théoréme :

Théoréme 62 Le probléme variationnel .V est équivalent au probléme suivant
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Trouver u(e) € ?((Q) tel que :

/ oij (€) Ojvidx + / 0i; (€) Oius () Ojvsdzx + g2 / 0ij (€) Ojuq (€) Ojvade
Q Q

=L (v)+ (033 (e),v3) +/Fa(/1 Vadxs3)dy + (043 (€), Us)
162 (043 (€) Oyt T) , Yo € V() (4.38)
<(3'33 (8) , U3 — Us (6)> >0, va e K (Q) (439)

(003 (€) , Vo — Ua (€)) + & (¥ [033 ()], [0r| — |ur (e)])

+ €2 (013 (€) O (€) , T — T (€)) >0, V v, €V (Q) (4.40)

Probléme bidimensionnel

Théoréme 63 Soit u(e) solution de P(e).V. Supposons que :

u(e) = w4 eu' + 2’ + ... uP € K (), pe{0,1,2,3,4,....}

agug € CO (Q)
alors u® est solution du probléeme P .V :

Trowver u® € Vip (2)N K (Q)  tel que :

/ Jgﬂa@»vadﬂc + / Jgﬂaaugagvgdx = L (v) + (033,73)
Q Q

1

!
" / X / vads)dy, Yo € Vicr, () (4.41)
el

(093,05 — u3) > 0,Vv3 € K () (4.42)
Preuve. Soit w () solution de P(e).V. Supposons que :
w(e) = W+ cul + e+ . P € K(Q), pe{0,1,2,3,4,...} (4.43)
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On introduit ’ensemble des déplacements admissibles de type Kirchhoff-Love Vi (Q)
defini dans (4.16). On remarque que I'influence de la condition de frottement de Coulomb
est uniquement sur le deuxiéme membre de la formulation faible de I’équation d’équilibre,
donc, on procéde de la méme manieére, on trouve :

A Tordre de e % :

/ 0'??34 (1 + 03ug) 63’l)3dl’ =0, va eV (Q) ,93 =10
Q

Ce qui donne, grace au lemme 19 et sous supposition de dzul € C° (Q) :
Ozuy = 0 sur (4.44)

A Tordre de €72 et grace lemme 19, on trouve oa; = 0 d’ott dsui = 0 ce qui donne

-2 —1

A Vordre de 72 :

/ (0';3831)(1 + 0;3?8&1)3 + U§328303) dr = <03_32 + a,;f@kug, 173> + <U;32, @a> VYo € ‘7 (Q)
Q

(4.45)
On prend v3 =0 et v, =0 dans (4.45), on trouve :
/Qaggﬁgvadaj =0,Vv, € V(Q)
dott 0,2 =0 toujours grace au lemme 19.
Ona: o,; = u(0,ul+dsul) donc :
Doty + Ozud =0 (4.46)
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De (4.45) on trouve :
03 =0 (4.47)

A Tordre de e7! :
/ (0030300 + 033 O303) dx = (055 + 043 Ou3, U3) + (03, Va ), Vv € V(Q)  (4.48)
Q

On prend v3 =0 et 9, =0 sur [', puis o3 =0 dans (4.48), on trouve : o3 =0
puis o35 = 0.
A Tordre de £° :
—_
Yoe V(Q):

~ +1
/Qa%ajvidm + /Qagjaiugajvgdm =L(v)+ <&g3, 173> + /Fa(/ Vadx3)dy + <Jg3, 17&>
~1

5

(4.49)
tels que of; sont définis par (3.39)-(3.42).
On a de (3.21) :
—2 o Lo 04 0y, A 0 09 2
035 = (A+2u) (Osusz + Eﬁguvaguw) + 5(287% + 0y u30,u3)
—A
et de (4.47) on conclut que : dzu3 = ~———(8,ul + $0,u30,uf) — $85uldsul puis on

A2
retrouve I'expression de o5 .

De (4.44) et (4.46) on déduit que u° est de type Kirchhoff-Love donc, avec la condition
dans (4.43) u° € Vi (2) N K (€2). On a vu que de la condition (4.40), on peut conclure

0%, =0 p.p sur I'; . Ce qui nous permet d’établir (4.41) et (4.42) =

Remarque 64 On déduit que le déplacement u° est caractérisé par le méme probléme
P2, .V que celui trouvé dans le cas sans frottement. Donc, notre probléme tridimensionnel
avec frottement de contact unilatéral avec la condition de Von Karman tend a un probléme

bidimentionnel sans frottement.
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Conclusion

De ce travail, on résulte que, soit dans le cas linéaire ou dans le cas non linéaire, soit
dans le cas d’encastrement ou dans le cas des conditions de Von Kérmén, notre probléme
de contact unilatéral tridimensionnel avec frottement de Coulomb tend vers un probléme
de contact unilatéral bidimensionnel sans frottement. La perte du terme de frottement
provient du fait que la force de frottement (en %) est d'un ordre moins élevé que la
force de pression de contact (en £?) et du fait que cette derniere controle la force de
frottement. Donc, du moins formellement quand ¢ tend vers zéro, la force de frottement
doit s’annuler.

On rappelle que dans le cadre de 1’élasticité non linéaire, on a fait que I’étude asymp-
totique formelle des problémes donc on se propose, comme perspectives, d’établir un
théoréme d’existence puis 1’étude de la convergence. Ensuite, pour les équations de Von

Kéarmén, une résolution compléte avec les conditions de Signorini.
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Résumé: En 2002, J.C.Paumier [7] a réalisé une modélisation asymptotique d’un
probleme de contact unilatéral avec frottement de Coulomb d’une plaque mince
encastrée de type Kirchhoff.-Love contre un obstacle rigide ou il a prouvé que u
(¢) solution du probléeme tridimensionnel tend vers u(0) caractérisé par un
probleme bidimensionnel sans frottement. L’objectif de ce travail est la validation
de ce résultat en utilisant une étude asymptotique puis I’extension de cette étude
pour un modele non linéaire ensuite pour un autre type de conditions aux bords
dit de Von Karman.

Mots clés: contact unilatéral, Signorini, étude asymptotique, frottement de
Coulomb, condition s d e Von Karman.

Abstract: 1 n 2002, J.C.Paumier [7] has studied a Signorini problem with
Coulomb friction of a clamped Kirchhoff.-Love thin plate model where he has
proved that u(e) the solution of the three-dimensional problem converges to u(0)
characterized by two-dimensional problem without friction. The objective of this
research paper is to valid this result using an asymptotic approach then the
extension of this study to a nonlinear model after that to another type of
boundary conditions called Von Karman conditions.

Key words: unilateral contact, Signorini, asymptotic analysis, Coulomb friction,
Von Karman conditions.
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