
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Mémoire   
 

Présenté pour l’obtention du diplôme de 
 
 

MAGISTER 
 

Spécialité : Mathématiques 
 Option : Analyse numérique et E. D. P 

 
Par :    BENSAYAH Abdallah 

 
 

Thème  
 
 
 
 
 
 
 
 

Soutenu publiquement le : 27/06/2006  
 

Devant le jury composé de : 
 

Mr. SAID Mohammed Saïd        M. C  à l’université de KASDI Merbah - Ouargla     Président 
Mr. MEKIAS Hocine Pr.  à  l’université FERHAT Abbas –Setif                Examinateur 
Mr. YOUKANA Ammar M. C à l’université de BELLAKHDHAR - Batna     Examinateur 
Mr. CHACHA Ahmed Djamel  M. C à l’université  de KASDI Merbah - Ouargla     Rapporteur 

 
 

N° d’ordre : 
N° de série : 

UNIVERSITE  KASDI MERBAH  
OUARGLA 

------------------------------------------------------------------- 
 

Faculté  des  Sciences et Sciences de l'ingénieur  
 

DEPARTEMENT  DE : 
MATHEMATIQUES ET INFORMATIQUE  

_____________ 

 
Modélisation asymptotique du problème de Signorini 

avec frottement pour les plaques minces 
 



A mes parents,

A mes soeurs,

A mes frères,

A toute ma famille.



 Remerciements

Tout d�abord, je tiens à remercier mes parents, mes frères et mes soeurs qui m�ont

soutenu tout le long de ce projet.

Je tiens à remercier aussi mes professeurs de préparation Assila, Mekias, Aibeche,

Merouani, Saïd, Badreddine, Boussaid, Reguiaat et Meßeh.

Merci à toute l�èquipe de poste-graduation Benmoussa, Ben Ali, Miloudi, Doudi,

Benaddi, Hadj Ammar et Ghemmam spécialement à Merabet Ismaïl qui, avec lui, on a

découvert ce merveilleux monde des mathématiques.

Mais, mes plus intenses remerciements vont bien à Chacha Djamel qui a accepté

d�encadrer mon travail tout en me laissant énormément de liberté malgrés la charge qu�il

subit. Si quelqu�un est respensable de là où j�en suis actuellement, c�est sans conteste lui.

Je tiens à exprimer ma gratitude aux membre de jury pour avoir accepter de juger

mon travail.

Merci, enÞn à tout mes amis et à tout ceux qui m�ont aidé ou soutenu au cours de

ce travail en particulier, Boutelli Mohamed, Bouchaala Ali, Bencheikh Rachid et Bentouila

Omar.



Table des matières

Notations et conventions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1 Un exemple de contact unilatéral d’un corps élas-
tique contre un obstacle rigide dans le cadre de
l’élasticité linéaire 7

1.1 Contact sans frottement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.1.1 Problème classique P.C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.1.2 Problème variationnel P.V . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.3 Existence et unicité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2 Contact avec frottement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2.1 Le cas de la loi de Tresca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2.2 Le cas de la loi de Coulomb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2 Etude asymptotique d’un problème de contact
unilatéral d’une plaque mince contre un obstacle
rigide dans l’élaticité linéaire 31

2.1 Le cas de contact sans frottement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.1.1 Problème classique Pε.C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.1.2 Problème variationnel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.1.3 Etude asymptotique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.1.4 Etude de la convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

1



2.2 Le cas de contact avec frottement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2.2.1 Problème classique Pε.C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2.2.2 Problème variationnel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2.2.3 Etude asymptotique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

2.2.4 Etude de la convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

3 Etude asymptotique d’un problème de contact
unilatéral d’une plaque mince contre un obstacle
rigide dans le cadre de l’élasticité non linéaire 73

3.1 Le cas sans frottement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.1.1 Problème Classique Pε.C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.1.2 Problème variationnel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.1.3 Etude asymptotique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

3.2 Le cas de contact avec frottement de Coulomb . . . . . . . . . . . . . . . 88

3.2.1 Problème classique Pε.C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

3.2.2 Problème variationnel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

3.2.3 Etude asymptotique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

4 Etude asymptotique d’un problème de contact
d’une plaque mince contre un obstacle rigide avec
les conditions de Von Kármán 94

4.1 le cas de contact sans frottement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

4.1.1 Problème classique Pε.C : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

4.1.2 Problème variationnel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

4.1.3 Etude asymptotique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

4.2 Le cas de contact avec frottement de Coulomb . . . . . . . . . . . . . . . 105

4.2.1 Problème classique Pε.C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

4.2.2 Problème variationnel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

4.2.3 Etude asymptotique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

2



 Conclusion      110

 Bibliograghie      111

3



 Notations et conventions

On utilise les conventions et les notations suivantes :

Les indices latins varient de 1 à 3 et les indices grecs varient de 1 à 2 . La convention

des indices répétés (muets) est adoptée.

u = (ui) vecteur de composantes ui.

u.v = uivi produit scalaire euclidien.

n normale unitaire extérieure.

uN = u.n la composante normale du déplacement.

u = (uT , uN), uT la composante tangentielledu déplacement.

σN = (σ (u)n)n la composante de la force de pression appliquée sur une section de

normale n.

σ (u)n = (σT ,σN),σT la composante tengentielle du vecteur σ (u)n.

∂iuj =
∂uj
∂xi

dérivée de uj par rapport à xi.

divσ (u) = ∂jσij divergence du tenseur σ (u) .

|u| = √u.u norme vectorielle euclidienne.
A = (Aij) matrice dont les éléments Aij.

A : B = AijBij produit scalaire des matrices.

H2 (Ω) = (H2 (Ω))
3
.

L2 (Ω) = (L2 (Ω))3 .

→ la convergence forte.

* la convergence faible.
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  Introduction

Le contact unilatéral des corps élastiques, avec ou sans frottement, est une contrainte

mécanique souvent rencontrée en modélisation. La formulation de ce problème (sans

frottement) a été décrite par Signorini en 1933. C�est en 1963 que Fichera [9] a fait l�analyse

de ce problème à travers un problème de minimisation équivalent (méthode d�énergie). De

nouveaux résultats d�existence, pour une classe de problème de contact sans frottement,

ont été trouvés par Duvaut et Lions et d�autres pour le cas de frottement non local (loi

de Tresca) paru en 1972 dans [7] où ils ont signalé un problème ouvert d�existence et

d�unicité dans le cas avec frottement local (loi de Coulomb). A partir de 1980, Néÿcas,

Jaru�ek et Haslinger [16] ont établi, seulement, l�existence des solutions d�un problème de

contact unilatéral avec frottement de Coulomb pour un coefficient de frottement assez

petit. Des résultats plus généraux sont donnés ensuite par Jaru�ek[11], Kato[12], Eck

et Jaru�ek[8]. Récement, R. Hassani, P.Hild et I.Ionescu[10] ont trouvé des conditions

suffisantes de non unicité des solutions.

Pour le cas des structures minces, i.e, les corps élastiques dont l�une des dimensions

(l�épaisseur) est petite devant les autres, par exemple : plaques minces, coques minces et

Þlaments. Ces cas ont été proposés par Kirchhoff, Love, Reissner, Von Kármán et Koiter.

Suivant quelques hypothèses, ils ont posé des modèles. Parmi ces modèles le modèle de

Kirchhoff-Love et Mindlin-Reissner. En 1979, Ciarlet et Destyunder[3] ont donné une

justiÞcation mathématique à ces modèles. L�étude d�un problème de contact unilatéral

d�une plaque mince contre un obstacle rigide avec frottement de Coulomb a été faite

par Dhia[4] en utilisant une méthode de pénalisation. En 2002, J.C.Paumier[18] réalise

une modélisation asymptotique d�un problème de contact unilatéral d�une plaque mince

encastrée, de modèle de Kirchhoff-Love, contre un obstacle rigide où il a prouvé que

ce problème tridimensionnel avec frottement tend vers un problème bidimensionnel sans

frottement. Parmi les questions posées par J.C.Paumier[18] :� Qu�est ce qui se passe dans

le cas non linéaire avec les conditions de Von Kármán?�

Ce présent mémoire présente l�étude variationnelle et asymptotique d�un problème
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statique de contact unilatéral d�une plaque mince élastique contre un obstacle rigide avec

les conditions de complémentarité dites les conditions de Signorini et ceci sur la partie

condidate au contact. Ce qui reste du bord est divisé en deux parties, une subit une force

surfacique, l�autre est encastrée. Chaque fois, on fait l�étude du problème sans frottement

puis avec frottement.

On débute notre travail par un chapitre qui comporte l�étude variationnelle de ce

problème en supposant, en général, un corps élastique. Puis on établit un théorème

d�existence et unicité dans le cas sans frottement et un théorème d�existence dans le cas

avec frottement non local (loi de Tresca) puis local (loi de Coulomb). Et tout ceci dans

le cadre de l�élasticité linéaire.

Dans le deuxième chapitre, on va remplacer le corps élastique par une structure mince

dans ce cas une plaque élastique en supposant la face latérale est encastrée. Tout en pro-

Þtant de l�étude variationnelle faite au premier chapitre on déduit l�existence et l�unicité

des solutions. Puis on ajoute l�étude asymptotique toujours en distinguant les deux cas,

le cas sans frottement puis le cas avec frottement, ici et dans ce qui suit on s�intérèsse

qu�à la loi de Coulomb. Et dans chaque cas on fait l�étude de la convergence.

Dans le troisième chapitre, on garde la position du problème du chapitre précédent

tout en proposant l�étude variationnelle et asymptotique dans le cadre de l�élasticité

non linéaire, toujours en distinguant simultanément le cas sans frottement et le cas avec

frottement de Coulomb.

Au dernier chapitre, on garde la même position du problème étudié dans le chapitre

3 en supposant que la partie latérale du bord de la plaque, au lieu d�être encastrée,

est soumise à des forces de direction parallèle au plan de la plaque. Cette condition est

appelée condition de Von Kármán.

EnÞn une conclusion qui comporte les résultats essentiels et quelques perspectives.
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Chapitre 1

Un exemple de contact unilatéral d’un corps

élastique contre un obstacle rigide dans le cadre

de l’élasticité linéaire

Soit Ω un ouvert borné de R3 occupé par un matériau élastique. La frontière de Ω

est divisée en trois parties Γ0, Γ1, Γ2(mes(Γ2)> 0). Ce matériau entre en contact avec

une fondation rigide en Γ0, subit une force surfacique g sur Γ1 et une force volumique f

sur Ω. On suppose que la partie Γ2 est encastrée ( Fig 1-1).

Supposons que le système est en état statique et le contact sur Γ0 est avec les condi-

tions de Signorini.

Notre objectif est la recherche des déplacements des points de Ω.
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Fig. 1-1 �

1.1 Contact sans frottement

1.1.1 Problème classique P.C

Trouver u tel que

−divσ (u) = f dans Ω (1.1)

σ (u) = g sur Γ1 (1.2)

u = 0 sur Γ2 (1.3)

uN ≤ d, σN ≤ 0, σN (uN − d) = 0, σT = 0 sur Γ0 (1.4)

L�équation (1.1) désigne l�équation d�équilibre telle que σ (u) = (σij (u)) est le tenseur

des contraintes et σij (u) = aijklekl (u) où eij (u) = 1
2
(∂iuj + ∂jui) et e(u) = (eij (u)) est

le tenseur des déformations linéarisé où ∂iuj =
∂uj
∂xi

. On simpliÞe l�écriture par σ (u) =

Ae (u) qui est appelée loi de comportement.

8



On suppose que les coefficients aijkl ∈ L∞ (Ω) vériÞent la propriété de la symétrie et
la propriété de l�éllipticité i.e :

aijkl = ajikl = aklij

∃M > 0, aijkleij (u) ekl (u) ≥Meij (u) eij (u) ,∀eij = eji

Les équations (1.2) et (1.3) sont les conditions imposées sur les bords respectivement

Γ1 et Γ2.

Les conditions dans (1.4) sont appelées les conditions de Signorini.

uN = un désigne la composante normale du déplacement et n est la nomale extérieure

.

uN ≤ d (décollement).

σN = (σ (u)n)n la composante normale de la force de pression appliquée sur une

section de normale n.

σN (uN − d) = 0 décollement ou contact.

σT = 0 pas de frottement, pas de cisaillement.

d une fonction d�interstrice déÞnie sur Γ0 est dans H1/2 (Γ0 ) .

1.1.2 Problème variationnel P.V

On pose H1 (Ω) = (H1 (Ω))
3
, L2 (Ω) = (L2 (Ω))3

V =
©
v ∈ H1 (Ω) /v = 0 sur Γ2

ª
K = {v ∈ V / vN ≤ d sur Γ0} convexe fermé du sous espace vectoriel V.

9



Théorème 1 Si u est solution de P.C alors u vériÞe le problème P.V :

Trouver u ∈ K tel que

a (u, v) = L (v) + hσN , vNi , ∀ v ∈ V (1.5)

hσN , vN − uNi ≥ 0, ∀ v ∈ K (1.6)

où a (u, v) =
R
Ω
σ (u) : e (v) dx.

L (v) =
R
Ω
fvdx+

R
Γ1
gvdΓ

hσN , vNi =
R
Γ0
σNvNdΓ.

Preuve. Formulation faible de (1.1) :

Soit v ∈ K, (1.1) donne :
Z
Ω

−divσ (u) vdx =
Z
Ω

fvdx (1.7)

On a : Z
Ω

divσ (u) vdx =

Z
∂Ω

σ (u)nvdΓ−
Z
Ω

σ (u) : e (v) dx (1.8)

avec σ (u) : e (v) = σij (u) eij (v) .

On introduit (1.8) dans (1.7) et on utilise (1.2) et (1.3) on trouve (1.5).

Formulation faible de la condition de contact unilatéral(ou de complémentarité) :

On a :

hσN , vN − uNi = hσN , vN − d+ d− uNi
= hσN , vN − di+ hσN , d− uNi
= hσN , vN − di ≥ 0.

d�où (1.6).

10



Théorème 2 On suppose que la solution u est assez régulière, alors u solution de P.C

si et seulement si u solution de P.V.

Preuve. On prend dans (1.5) v = ϕ pour tout ϕ ∈ (D (Ω))3 ( puisque v reste
dans V ). On trouve que :

a (u,ϕ) = L (ϕ) , ∀ϕ ∈ (D (Ω))3 (1.9)

d�où, en utilisant la formule de Green dans (1.9), on trouve :
R
Ω
(−divσ (u)− f)ϕdx =

0 par conséquent :

−divσ (u)− f = 0 p.p sur Ω (1.10)

d�où (1.1) .

Pour avoir (1.2), on prend v = ϕ pour tout ϕ ∈ (D (Ω ∪ Γ2))3 dans (1.5), et en
prenant en compte (1.10), on trouve :

R
Γ2
(σ (u)n− g)ϕdΓ = 0 d0où (1.2).

On prend v = ϕ dans (1.5) pour tout ϕ ∈ (D (Ω ∪ Γ0))3. Avec (1.9) on trouve

hσT ,ϕT i = 0 d�où σT = 0 sur Γ0.

Puis on prend v = u+ ϕ dans (1.6) avec ϕ ∈ (D (Ω ∪ Γ0))3 et ϕN ≤ 0 sur Γ0, on

trouve : hσN ,ϕNi ≥ 0 ce qui donne σN ≤ 0 sur Γ0.

En prenant vN = d puis vN = 2uN − d dans (1.6), on obtient hσN , uN − di = 0
et puisque σN(uN − d) ≥ 0 alors σN(uN − d) = 0 sur Γ0. Par conséquent (1.4).

1.1.3 Existence et unicité

Théorème 3 Si fi ∈ L2 (Ω) , gi ∈ L2 (Γ1) alors le problème P.V admet une solution

unique dans V .

Preuve. i) a(u, v) est une forme bilinéaire continue coercive. En effet, a(u, v) est une

forme bilinéaire(évident).On a :
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|a(u, v)| =
¯̄̄̄Z
Ω

aijklekl (u) eij (v) dx

¯̄̄̄
≤ c

Z
Ω

|ekl (u) eij (v)| dx (9× 9 termes)

≤ c

µZ
Ω

(ekl (u))
2

¶ 1
2
µZ

Ω

(eij (v))
2

¶ 1
2

D�autre part on a :

Z
Ω

(eij (u))
2 =

1

4

Z
Ω

(∂iuj + ∂jui)
2 dx

≤ 1

2

Z
Ω

(
¡
∂iuj)

2 + (∂jui
¢2
)dx

≤ kuk2H 1 (Ω)

Donc

|a(u, v)| ≤ 81c kuk2H1(Ω) kvk2H1(Ω)

D�où la continuité de a(u, v).

En utilisant la condition de l�éllipticité, on trouve :

a(u, v) =

Z
Ω

aijklekl (u) eij (v) dx

≥M
Z
Ω

ekl (u) eij (v) dx

En utilisant l�inégalité de Korn i.e : Si Ω est borné de frontière régulière alors, il

existe une constante γ > 0 telle que :

∀u ∈ H1 (Ω) ,

Z
Ω

eij (u) eij (u) dx+

Z
Ω

uiuidx ≥ γ kuk2H1(Ω)

(démonstration dans [7]). On trouve qu�il existe une constante k > 0, telle que ∀u ∈
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H1 (Ω) , on a :

Z
Ω

|u|2 dx =
Z
Ω

uiuidx ≤ k
Z
Ω

eij (u) eij (u) dx = k

Z
Ω

|e (u)|2 dx.

En effet, on procède par l�absurde. Supposons {un} une suite de H1 (Ω) telle que
kunkL2(Ω) = 1 et

R
Ω
|e (un)|2 dx < 1

n
pour tout n > 0.

De l�inégalité de Korn, on déduit que kunk2H1(Ω) < k0. Donc {un} est une suite

bornée dans H1 (Ω) . D�où un * u0 dans H1 (Ω) et puisque l�injection de H1 (Ω) dans

L2 (Ω) est compacte, alors un → u0 fortement dans L2 (Ω) . D�où kunkL2(Ω) = 1.

Par ailleurs, nous avons :

a(un − u0, un − u0) = a(un, un)− a(u0, u0) − 2 a(u0, un − u0) ≥ 0

Il résulte que :

lim
n→∞

inf a(un, un) ≥ a(u0, u0)

d�où
R
Ω
|e (u0)|2 dx ≤ lim

n→∞
inf

R
Ω
|e (un)|2 dx = 0 ce qui donne

R
Ω
|e (u0)|2 dx = 0

et puisque u0 = 0 sur Γ0, il en résulte que u0 = 0 sur Ω (voir [6]). Ce qui contredit

ku0kL2(Ω) = 1. Par conséquent :
R
Ω
|e (u)|2 dx ≥ k R

Ω
|u|2 dx, joignée à l�inégalité de Korn

donne
R
Ω
|e (u)|2 dx ≥ k� kuk2H1(Ω) tel que k� =

γ

1 + k
. D�où a(u, u) ≥Mk� kuk2H1(Ω) ce

qui achève la coercivité.

ii) L(v) est une forme linéaire continue sur V . En effet ; on a :

¯̄̄̄Z
Ω

fvdx

¯̄̄̄
≤
µZ

Ω

|f |2 dx
¶1/2µZ

Γ0

|v|2 dx
¶1/2

≤ c kvkL2(Ω)

et ¯̄̄̄Z
Γ1

gvdx

¯̄̄̄
≤ kgkL2(Γ1)

kvkL2(Γ1)
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En utilisant l�injection continue de l�application trace de H1 (Ω) dans L2 (Γ1) et

l0injection continue de H1 (Ω) dans L2 (Ω) on trouve :

|L(v)| ≤ c
³
kvkL2(Ω) + kvkL2(Γ1)

´
≤ c0 kvkH 1 (Ω)

De (1.5) et (1.6) on a l�inéquation variationnelle : a(u, v) ≥ L(v), ∀ v ∈ K.
De i) et ii) et par le moyen du théorème de Stampacchia (voir [1]), cette inéquation

admet une solution unique, de plus, puisque a(., .) est symétrique, cette solution réalise

le minimum de la fonctionnelle I(v) = 1
2
a(v, v)− l(v) dans K.

1.2 Contact avec frottement

On suppose qu�on exerce une force sur un corps élastique qui entre en contact avec

une fondation rigide. On remarque que si la force tangentielle dépasse un certain seuil,

ce corps perd sa résistence et entre en glissement. Ce phénomène est interprété par la loi

de Tresca.

Donc la loi de Tresca impose sur la zone de contact les conditions suivantes :

|σT | ≤ S, S est le seuil de frottement.

|σT | < S → uT = 0

|σT | = S → ∃δ > 0, uT = −δσT .
De plus l�expérience montre que le seuil S est proportionnel à la composante normale

de la force exercée sur la zone de contact, i.e, il existe ν > 0 telque S = ν |σN |, ν
s�appelle le coefficient de frottement qui dépend de la matière élastique et la fondation

rigide. D�où la loi de Coulomb qui s�interprète par les conditions :

|σT | ≤ ν |σN |
|σT | < ν |σN |→ uT = 0.

|σT | = ν |σN |→ ∃δ > 0, uT = −δσT .
Dans ce chapitre, on va étudier ces deux lois.
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1.2.1 Le cas de la loi de Tresca

Problème classique P.C

Trouver u tel que

−divσ (u) = f dans Ω (1.11)

σ (u) = g sur Γ1 (1.12)

u = 0 sur Γ2 (1.13)

uN ≤ d, σN ≤ 0, σN (uN − d) = 0 sur Γ0 (1.14)

|σT | < S → uT = 0 sur Γ0 (1.15)

|σT | = S → ∃δ > 0, uT = −δσT sur Γ0 (1.16)

Problème variationnel P.V

Théorème 4 Si u est solution de P.C alors u vériÞe le problème P.V :

Trouver u ∈ K tel que

a (u, v) = L (v) + hσN , vNi+ hσT , vT i , ∀ v ∈ V (1.17)

hσN , vN − uNi ≥ 0, ∀ v ∈ K (1.18)

hσT , vT − uT i+ hS , |vT |− |uT |i ≥ 0, ∀ vT ∈ VT (1.19)

où VT =
n
v ∈ (H1 (Ω))

2
/v = 0 sur Γ2

o
Preuve. De (1.11), on trouve :

Z
Ω

−divσ (u) vdx =
Z
Ω

fvdx, ∀v ∈ V (1.20)
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D�autre part, en utilisant la formule de Green, on a :

Z
Ω

−divσ (u) vdx =
Z
Ω

σ (u) : e(v)dx−
Z
Γ0

σ (u)nvdΓ−
Z
Γ1

σ (u)nvdΓ −
Z
Γ2

σ (u)nvdΓ

(1.21)

En utilisant (1.12)-(1.13) dans (1.21), puis on introduit le résultat dans (1.20), on

trouve (1.17).

On a :

hσN , vN − uNi = hσN , vN − d+ d− uNi
= hσN , vN − di+ hσN , d− uNi

= hσN , vN − di ≥ 0

d�où (1.18).

Formulation faible des conditions de frottement :

On a :

−
Z
Γ0

σTvTdΓ ≤
Z
Γ0

|σT | |vT | dΓ

≤
Z
Γ0

S |vT | dΓ (1.22)

Et pour uT = 0 ou uT = −δσT on a :

Z
Γ0

σTuTdΓ =

Z
Γ0

−δ |σT |2 dΓ

= −
Z
Γ0

|σT | |uT | dΓ

= −
Z
Γ0

S |uT | dΓ (1.23)
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De (1.22) et (1.23), on déduit (1.19).

Théorème 5 On suppose que u est assez régulière. Alors, u solution du P.C si et seule-

ment si u est solution du P.V.

Preuve. Si on prend v = u ± ϕ, tel que ϕ ∈ (D(Ω))3, v reste dans V, puis on

l0introduit dans (1.17) on trouve :

a(u,ϕ) =

Z
Ω

fϕdx (1.24)

ce qui entraine, après utilisation de la fomule de Green, (1.11).

Pour v = u± ϕ toujours dans (1.17) tel que ϕ ∈ (D(Ω ∪ Γ1))3, v demeure dans

V, et en utilisant (1.24), on trouve (1.12).

Puis on prend v = u + ϕ dans (1.18) avec ϕ ∈ (D (Ω ∪ Γ0))3 et ϕN ≤ 0 sur Γ0,

on trouve hσN ,ϕNi ≥ 0 ce qui donne σN ≤ 0 sur Γ0.

En prenant vN = d puis vN = 2uN − d dans (1.18), on obtient hσN , uN − di = 0
et puisque σN(uN − d) ≥ 0 alors σN(uN − d) = 0 sur Γ0. Par conséquent (1.14).

On pose v = 0 puis v = 2u dans (1.19), on trouve :

hσT , uT i+ hS , |uT |i = 0 (1.25)

d�où (1.19) devient hσT , vT i+ hS , |vT |i ≥ 0 ou encoreZ
Γ0

(σTvT − S |vT |) dΓ ≥ 0 (1.26)

Soit ϕ ∈ (D (Ω))3, on a |ϕT | ≤ |ϕ| et σTϕT = σTϕ puisque σTn = 0.

Donc (1.25) devient :

Z
Γ0

(σTϕ− S |ϕT |) dΓ ≥ 0 pour tout ϕ ∈ (D (Ω))3 (1.27)
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On prend ±ϕ dans (1.27), on trouve que :¯̄̄̄Z
Γ0

σTϕdΓ

¯̄̄̄
≤
Z
Γ0

S |ϕ| dΓ (1.28)

On a :
R
Γ0
S |ϕ| dΓ déÞnit une norme sur L1 (Γ0) et ϕ → R

Γ0
σTϕdΓ est une

forme linéaire sur (D (Ω))3 . D�où de (1.28), on conclut qu�elle est continue et de norme

≤ 1.
On a : Z

Γ0

σTϕdΓ =

Z
Γ0

¡
S−1σT

¢
(Sϕ) dΓ

d�où : ¯̄̄̄Z
Γ0

σTϕdΓ

¯̄̄̄
=

¯̄̄̄Z
Γ0

¡
S−1σT

¢
(Sϕ) dΓ

¯̄̄̄
≤ ¯̄S−1σT ¯̄L∞(Γ0)

×
¯̄̄̄Z
Γ0

SϕdΓ

¯̄̄̄
≤ ¯̄S−1σT ¯̄L∞(Γ0)

×
Z
Γ0

S |ϕ| dΓ

ceci implique que |S−1σT |L∞(Γ0)
≤ 1 d�où |S−1σT | ≤ 1 par conséquent |σT | ≤ S sur

Γ0.

Pour Þnir, de |σT | ≤ S, on conclut que −σTuT ≤ S |uT | d�où σTuT + S |uT | ≥ 0
avec (1.25) on déduit que :

σTuT + S |uT | = 0 (1.29)

Deux cas se présentent :

-si |σT | = S, de (1.29) on conclut (1.15).
-si |σT | < S, supposons uT 6= 0, on aura σTuT +S |uT | < 0 ce qui contredit (1.29),

d�où (1.16).
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Existence et unicité

On a besoin de quelques outils pour établir l�existence et l�unicité de la solution du

problème variationnel.

Posons :

J(v) =

Z
Γ0

S |vT | dΓ, v ∈ K

On a :

I(v) =
1

2
a(v, v)− L(v), v ∈ K

- J convexe sur K, non linéaire et non différentiable.

- I strictement convexe et G-différentiable de G-dérivée : I0(u)w = a(u,w)−L(w), w 6=
0.

Corollaire 6 Soit u ∈ K, u est solution du problème variationnel si et seulement si

u est solution de l�inéquation variationnelle :

a(u, v − u)− L(v − u) + J(v)− J(u) ≥ 0, ∀v ∈ K (1.30)

Preuve. Supposons que u, la solution du problème variationnel, est assez régulière.

L�equation (1.17) donne :

a(u, v − u) = L(v − u) + hσN , vN − ūNi+ hσT , vT − uT i (1.31)

Pour avoir (1.29), il suffit d�introduire (1.18) et (1.19) dans (1.17.).

Inversement, supposons que u, assez régulière, vériÞe (1.30). On procède de la même

façon dans la preuve du théorème 5. On introduit v = u ± ϕ, tel que ϕ ∈ (D (Ω))3 ,
dans (1.29), puis on récupère (1.17), ensuite (1.30). après insertion de (1.11) et (1.12)

dans (1.29), on trouve :

hσN , vN − uNi+ hσT , vT − uT i+ hS , |vT |− |uT |i ≥ 0, ∀ vT ∈ VT (1.32)
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On prend vT = uT puis vN = uN dans (1.31), on trouve respectivement (1.18) et

(1.19).

Corollaire 7 Soit u ∈ K, les deux problèmes suivants sont équivalents :

i)

 Trouver u minimise

F (v) = I(v) + J(v), v ∈ K
(1.33)

ii)

 Trouver u dans K tel que

a(u, v − u)− L(v − u) + J(v)− J(u) ≥ 0, ∀v ∈ K
(1.34)

Preuve. Montrons d�abord que i) implique ii).

Soit u vériÞant i), on a : ∀ v ∈ K , u + t(v − u) ∈ K,∀ t ∈ ]0, 1[ . Donc on
a :

F (u) ≤ F (u+ t(v − u))
≤ I (u+ t(v − u)) + J (u+ t(v − u))

d�où :

I(u) + J(u) ≤ I (u+ t(v − u)) + (1− t)Ju) + tJ(v)

donc
I (u+ t(v − u))− I(u)

t
+ J(v)− J(u) ≥ 0

En faisant tendre t vers zéro, on trouve ii).

Maintenant, on montre la réciproque. Puisque I convexe et G-dérivable de G-dérivée

I0(u)w = a(u,w)− L(w), w 6= 0, alors I(v) ≥ I(u) + I 0(u)(v − u) pour tout v ∈ V
d�où u vériÞe ii).

En combinant avec ii), on trouve :

I(v) ≥ I(u) + J(u)− J(v)
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d�où

I(u) + J(u) ≤ I(v)− J(v), ∀v ∈ K

comme u ∈ K, il résulte que :

F (u) ≤ F (v),∀v ∈ K

d�où ii).

Remarque 8 Ce corollaire nous permet de passer du problème d�inéquation variation-

nelle à un problème de minimisation.

Corollaire 9 Supposons que f ∈L2 (Ω) , g ∈L2 (Γ2) et S ∈ L2 (Γ0) . Donc le problème
de minimisation (1.33) admet au moins une solution dans K.

Preuve. Pour établir l�existence de u, il suffit de montrer que F est s.c.i faiblement

et coercive sur K.

On a I est une fonction convexe et G-dérivable sur K donc, elle est s.c.i faiblement

sur K.

Donc il suffit de montrer que J est s.c.i. Pour cela il suffit de montrer que son

épigraphe est fermé. Ce qui est facile à établir et ceci est dùe à la continuité de J.

Puisque la somme d�une fonction s.c.i et une fonction s.c.i faiblement est une fonction

s.c.i , alors F est s.c.i.

Il reste à établir la coercivité. D�aprés la coercivité de a(., .) et la linéarité de L(.) et

la continuité de l�application trace de H1 (Ω) dans L2 (Γ) , on a :

|I(v)| ≥ c kvk2H1(Ω) − c0 kvkH1(Ω)
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et

J(v) =

Z
Γ0

S |vT | dΓ

≤
Z
Γ0

S |v| dΓ
≤ c� kvkH1(Ω) pour S ∈ L2 (Γ0) .

D�où limF (v) = +∞ quand kvkH1(Ω) →∞ par conséquent F est coercive.

Si de plus F est strictement convexe, cette solution est unique.

Théorème 10 Pour fi ∈L2 (Ω) , gi ∈L2 (Γ2) et S ∈ L2 (Γ0) , le problème P.V admet
au moins une solution.

Preuve. Il suffit d�utiliser les corollaires 6,7 et 9.

1.2.2 Le cas de la loi de Coulomb

Problème classique P.C

Trouver u tel que

−divσ (u) = f dans Ω (1.35)

σ (u) = g sur Γ1 (1.36)

u = 0 sur Γ2 (1.37)

uN ≤ d, σN ≤ 0, σN (uN − d) = 0 sur Γ0 (1.38)

|σT | < ν |σN |→ uT = 0 sur Γ0 (1.39)

|σT | = ν |σN |→ ∃δ > 0, uT = −δσT sur Γ0 (1.40)
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Problème variationnel

Théorème 11 Si u est solution de P.C alors u vériÞe le problème P.V :

Trouver u ∈ K tel que

a (u, v) = L (v) + hσN , vNi+ hσT , vT i , ∀ v ∈ V (1.41)

hσN , vN − uNi ≥ 0, ∀ v ∈ K (1.42)

hσT , vT − uT i+ hν |σN | , |vT |− |uT |i ≥ 0, ∀ vT ∈ VT (1.43)

où VT =
n
v ∈ (H1 (Ω))

2
/v = 0 sur Γ2

o
Preuve. De (1.35), on trouve :

Z
Ω

−divσ (u) vdx =
Z
Ω

fvdx, ∀v ∈ V (1.44)

D�autre part, en utilisant la formule de Green, on a :

Z
Ω

−divσ (u) vdx =
Z
Ω

σ (u) : e(v)dx−
Z
Γ0

σ (u)nvdΓ−
Z
Γ1

σ (u)nvdΓ−
Z
Γ2

σ (u)nvdΓ

(1.45)

En utilisant (1.35)-(1.38) dans (1.45), puis on introduit le résultat dans (1.44), on

trouve (1.41).

On a :

hσN , vN − uNi = hσN , vN − d+ d− uNi
= hσN , vN − di+ hσN , d− uNi
= hσN , vN − di ≥ 0
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d�où (1.42).

Formulation faible des conditions de frottement :

On a :

−
Z
Γ0

σTvTdΓ ≤
Z
Γ0

|σT | |vT | dΓ

≤
Z
Γ0

ν |σN | |vT | dΓ (1.46)

Et pour uT = 0 ou uT = −δσT on a :

Z
Γ0

σTuTdΓ =

Z
Γ0

−δ |σT |2 dΓ

= −
Z
Γ0

|σT | |uT | dΓ

= −
Z
Γ0

ν |σN | |uT | dΓ (1.47)

De (1.46) et (1.47), on déduit (1.43).

Théorème 12 On suppose que u est assez régulière alors u solution de P.C si et seule-

ment si u est solution de P.V.

Preuve. Si on prend v = u ± ϕ, tel que ϕ ∈ (D(Ω))3, v reste dans V, puis on

l0introduit dans (1.41), on trouve :

a(u,ϕ) =

Z
Ω

fϕdx

ce qui entraine, aprés utilisation de la fomule de Green, (1.35).

Pour v = u±ϕ toujours dans (1.41) tel que ϕ ∈ (D(Ω∪Γ1))3, v reste dans V, et
en utilisant ce qui précède, on trouve (1.36).
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Puis on prend v = u+ ϕ dans (1.42) avec ϕ ∈ (D (Ω ∪ Γ0))3 et ϕN ≤ 0 sur Γ0,on
trouve hσN ,ϕNi ≥ 0 ce qui donne σN ≤ 0 sur Γ0.

En prenant vN = d puis vN = 2uN − d dans (1.42), on obtient hσN , uN − di = 0
et puisque σN(uN − d) ≥ 0 alors σN(uN − d) = 0 sur Γ0. Par conséquent (1.38).

On pose v = 0 puis v = 2u dans (1.42), on trouve :

hσT , uT i+ hν |σN | , |uT |i = 0

d�où (1.42) devient :

hσT , vT i+ hν |σN | , |vT |i ≥ 0

ou encore : Z
Γ0

(σTvT − ν |σN | |vT |) dΓ ≥ 0 (1.48)

Soit ϕ ∈ (D (Ω))3, on a |ϕT | ≤ |ϕ| et σTϕT = σTϕ puisque σTn = 0.

Donc (1.48) devient :

Z
Γ0

(σTϕ− ν |σN | |ϕT |) dΓ ≥ 0 pour tout ϕ ∈ (D (Ω))3 (1.49)

On prend ±ϕ dans (1.49), on trouve que :¯̄̄̄Z
Γ0

σTϕdΓ

¯̄̄̄
≤
Z
Γ0

ν |σN | |ϕ| dΓ (1.50)

On a
R
Γ0
ν |σN | |ϕ| dΓ déÞnit une norme sur L1 (Γ0) et ϕ →

R
Γ0
σTϕdΓ est une

forme linéaire sur (D (Ω))3 . D�où de (1.50), on conclut qu�elle est continue et de norme

≤ 1.
On a : Z

Γ0

σTϕdΓ =

Z
Γ0

¡
(ν |σN |)−1 σT

¢
(ν |σN |ϕ) dΓ
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d�où : ¯̄̄̄Z
Γ0

σTϕdΓ

¯̄̄̄
=

¯̄̄̄Z
Γ0

¡
(ν |σN |)−1 σT

¢
(ν |σN |ϕ) dΓ

¯̄̄̄
≤ ¯̄

(ν |σN |)−1 σT
¯̄
L∞(Γ0)

×
¯̄̄̄Z
Γ0

ν |σN |ϕdΓ
¯̄̄̄

≤ ¯̄
(ν |σN |)−1 σT

¯̄
L∞(Γ0)

×
Z
Γ0

ν |σN | |ϕ| dΓ

Ceci implique que
¯̄
(ν |σN |)−1 σT

¯̄
L∞(Γ0)

≤ 1 d�où
¯̄
(ν |σN |)−1 σT

¯̄ ≤ 1 par consé-

quent :

|σT | ≤ ν |σN | sur Γ0.

Pour Þnir, de |σT | ≤ ν |σN |, on conclut que −σTuT ≤ ν |σN | |uT | d�où σTuT +

ν |σN | |uT | ≥ 0, avec (1.48) implique que :

σTuT + ν |σN | |uT | = 0 (1.51)

Deux cas se présentent :

-si |σT | = ν |σN | , de (1.51) on conclut (1.40).
-si |σT | < ν |σN |, supposons uT 6= 0, on aura σTuT+ν |σN | |uT | < 0 ce qui contredit

(1.51), d�où (1.39).

Un théorème d’existence

Corollaire 13 Le P.V est équivalent au problème :

Trouver u dans K tel que

a(u, v − u)− L(v − u) + J(v)− J(u) ≥ 0, ∀v ∈ K (1.52)

où J(v) =
R
Γ0
ν |σN | |vT | dΓ.
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Preuve. Au début, on peut avoir de (1.41) que :

a(u, v − u) = L(v − u) + hσN , vN − ūNi+ hσT , vT − uT i (1.53)

Conformément à la première partie de la preuve du thèorème 4, de (1.52), on a (1.41).

Aprés insertion de (1.35) et (1.36) dans (1.53), on trouve :

hσN , vN − uNi+ hσT , vT − uT i+ hν |σN | , |vT |− |uT |i ≥ 0,∀ vT ∈ VT (1.54)

On prend vT = uT puis vN = uN dans (1.54), on trouve respectivement (1.42) et

(1.43).

Pour avoir la réciproque, il suffit d�introduire (1.42) et (1.43) dans (1.53).

Il existe plusieurs difficultés pour établir l�existence de la solution du problème va-

riationnel avec J(v) =
R
Γ0
ν |σN | |vT | dΓ et ceci est dùe au couplement des contraintes

et du déplacement et à la non-différentiabilité de J , de plus σN n�est pas en relation

biunivoque avec u, ceci est dùe au moins à σN (uN − d) = 0 donc, on ne peut pas écrire
F uniquement en fonction de u. Par conséquent dans tout les cas, on ne peut pas passer

à un probléme de minimisation.

Pour dépasser ces difficultés, on va procéder à une stratégie de point Þxe sur le seuil

de frottement qui utilise l�existence de la solution dans le cas de la loi de Tresca. Cette

stratégie consiste à : Trouver le point Þxe de l�application :

S → ν |σN(u)| dans H−1/2 (Γ0)
.

où u est solution du problème auxilliaire :

P(S)


Trouver u dans K minimisant la fonction :

F (v) =
1

2
a(u, v)− L(v) + JS(v), ∀v ∈ K

avec JS(v) =
R
Γ0

S |vT | dΓ
et H−1/2 (Γ0) est l�espace dual de H

1/2
00 (Γ0)

1(voir [15] ou [13] pour une déÞnition de

1on introduit cet espace pour dépasser le problème de surjectivité de H1 (Ω) dans H1/2 (Γ0) .
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H
1/2
00 (Γ0)). Tout ceci pour avoir S = ν |σN | .
On peut simpliÞer, en posant S = νs et on cherche s le point Þxe de l�application

s→ |σN | dans H−1/2 (Γ0) .

Soient u1, u2 solutions de P (S1) et P (S2) respectivement. Donc,

a(u1, v − u1) + JS1(v)− JS1(u
1) ≥ L

¡
v − u1¢ ,∀v ∈ K (1.55)

a(u2, v − u2) + JS2(v)− JS2(u
2) ≥ L

¡
v − u2¢ ,∀v ∈ K (1.56)

En prenant v = u1 dans (1.55) et v = u2 dans (1.56), on trouve :

a(u1 − u2, u1 − u2) ≤ JS1(u
2)− JS1(u

1) + JS2(u
1)− JS2(u

2)

≤
Z
Γ0

(S1 − S2)
¡¯̄
u2T
¯̄− ¯̄u1T ¯̄¢ dΓ (1.57)

On a d�aprés la coercivité :

°°u1 − u2°°2
H1(Ω)

≤ 1

c
a(u1 − u2, u1 − u2) (1.58)

et

Z
Γ0

(S1 − S2)
¡¯̄
u2T
¯̄− ¯̄u1T ¯̄¢ dΓ ≤ |S1 − S2| H−1/2(Γ0)

× °°¯̄u2T ¯̄− ¯̄u1T ¯̄°°H1/2(Γ0)

≤ |ν|L∞(Γ0)
× |s1 − s2|H−1/2(Γ0)

× °°u2T − u1T°°H1/2(Γ0)

≤ c0 |ν|L∞(Γ0)
× |s1 − s2|H−1/2(Γ0)

× °°u2T − u1T°°H1(Ω)

≤ c0 |ν|L∞(Γ0)
× |s1 − s2|H−1/2(Γ0)

× °°u1 − u2°°
H1(Ω)
(1.59)

En combinant (1.58)-(1.59), on trouve :

°°u1 − u2°°2
H1(Ω)

≤ c0

c
|ν|L∞(Γ0)

× |s1 − s2|H−1/2(Γ0)
(1.60)
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D�autre part, on a :

¯̄¯̄
σN
¡
u1
¢¯̄− ¯̄σN ¡u2¢¯̄¯̄H−1/2(Γ0)

≤ ¯̄
σN
¡
u1
¢− σN ¡u2¢¯̄H−1/2(Γ0)

et

¯̄
σN
¡
u1
¢− σN ¡u2¢¯̄ H−1/2(Γ0) =

¯̄¡
σ
¡
u1
¢
n
¢
n− ¡σ ¡u2¢n¢n¯̄

H−1/2(Γ0)

=
¯̄
(σ
¡
u1
¢
n− σ ¡u2¢n)n¯̄

H−1/2(Γ0)

≤ °°σ ¡u1¢n− σ ¡u2¢n°°
H1(Ω)

≤ °°σ ¡u1¢− σ ¡u2¢°°
(L2(Ω))3×3

≤ c�
°°e(u1 − u2)°°

(L2(Ω))3×3 (1.61)

Par ailleurs, nous avons :

keij(u)kL2(Ω) ≤ kukH1(Ω)

d�où : °°e(u1 − u2)°°
(L2(Ω))3×3 ≤ k

°°u1 − u2°°2
H1(Ω)

Par conséquent (1.61), avec (1.60), devient :

¯̄¯̄
σN
¡
u1
¢¯̄− ¯̄σN ¡u2¢¯̄¯̄H−1/2(Γ0)

≤ γ |ν|L∞(Γ0)
× |s1 − s2|H−1/2(Γ0)

.

Donc s�il existe ν0 > 0 vériÞe |ν|L∞(Γ0)
< ν0, assez petit pour avoir γ |ν|L∞(Γ0)

< 1,

alors l�application s→ |σN (u)| admet un point Þxe. D�où le théorème :
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Théorème 14 Supposons que fi ∈ L2 (Ω) , gi ∈ L2 (Γ2) et |ν|L∞(Γ0)
< ν0, pour ν0 assez

petit, le problème P.V admet au moins une solution dans V.

On peut consulter Neÿcas, Jarusek et Haslinger[16], pour avoir un résultat d�existence

pour un problème bidimensionnel où ils supposent que le coefficient de frottement est

assez petit. Récement ; Eck et Jarusek[8] ont donné une démonstration, en utilisant la

méthode de pénalisation. Par contre, pas de résultat d�unicité est établi jusqu�à mainte-

nant.
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Chapitre 2

Etude asymptotique d’un problème de contact

unilatéral d’une plaque mince contre un obstacle

rigide dans l’élaticité linéaire

Soit Ωε = ω × ]−ε,+ε[ , ε > 0, un ouvert borné de R3, tel que ω un ouvert de R2,
de frontière lipschitzienne γ, on note sa frontière latérale par Γε0 = γ × [−ε, ε] , la face
supérieure et la face inférieure sont notées respectivement par Γε+ = ω × {+ε} et Γε−

= ω × {−ε} .
On pose V (Ωε) = {v ∈ H1 (Ωε) / v = 0 sur Γε0 }

−→
V (Ωε) = V (Ωε)×V (Ωε)×V (Ωε) l�espace des déplacements admissibles.

On note par v̄ la trace de v sur Γε+ et par v la trace de v sur Γε−, ou simplement

par v s�il n�y a pas de confusion.

Le domaine Ωε est supposé occupé par un matériau élastique isotrope et homo-

gène de constantes de Lamé λ > 0, µ > 0, ce domaine est encastré en Γε0. Ce

corps est soumis à une force volumique f ε sur Ωε et à une force surfacique gε sur

Γε− et entre en contact unilatéral avec un obstacle rigide occupant le domaine Oε =

{xε ∈ R3/ (xε1, xε2) ∈ ω, xε3 > εd} , d ≥ 0 dans H2
0 (ω) , d une fonction d�interstice

déÞnie sur ω (Fig 2-1).
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Fondation rigide 

gε  

ω 

Γε0 

Γε-  

Γε+ 

Fig. 2-1 �

La condition de contact est déÞnie par l�inégalité : v̄3 ≤ εd d�où la notation :

K(Ωε) = {v ∈ V (Ωε)/ v̄3 ≤ εd}
−→
K(Ωε) = V (Ωε)×V (Ωε)×K(Ωε), l�espace des déplacements admissibles avec condi-

tion de contact.

Dans l�étude asymptotique, on va procéder à l�approche en déplacement (u−approche).
On va étudier chaque fois le cas de contact sans frottement puis le cas de contact avec

frottement de Coulomb.
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2.1 Le cas de contact sans frottement

2.1.1 Problème classique Pε.C

Trouver uε tel que

−∂εjσεij = f εi dans Ωε (2.1)

σεijn
ε
j = g

ε
i sur Γε− (2.2)

uε = 0 sur Γε0 (2.3)

ūε3 ≤ εd,σε33 ≤ 0,σε33 (ūε3 − εd) = 0,σεα3 = 0 sur Γε+ (2.4)

tels que : σεij (u
ε) = aijkle

ε
kl (u

ε) , dans notre cas, isotrope et homogène, aijkl sont

des constantes indépendentes de x et vériÞent :

aijkl = λδijδkh + µ(δikδjh + δihδjk) loi de Hook

eεij(u
ε) =

1

2

µ
∂uεi
∂xεj

+
∂uεj
∂xεi

¶
=
1

2

¡
∂εi u

ε
j + ∂

ε
ju
ε
i

¢
, ∂εi =

∂

∂xεj

Donc :

σεij (u
ε) = λ eεpp(u

ε)δij + 2µ e
ε
ij(u

ε) (2.5)

Remarque 15 σε33 représente la densité de la force de pression et σεα3 les densités des

forces de frottement.
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2.1.2 Problème variationnel

Théorème 16 Si uε est solution de Pε.C alors u vériÞe le problème P.V :

Trouver uε ∈ −→K (Ωε) tel que

aε (uε, vε) = Lε (vε) + hσε33, v̄ε3i , ∀ vε ∈
−→
V (Ωε) (2.6)

hσε33, v̄ε3 − ūε3i ≥ 0, ∀ vε3 ∈ K (Ωε) (2.7)

où :

aε (uε, vε) =

Z
Ωε
σεij (u

ε) ∂εjv
ε
i dx

ε

=

Z
Ωε

£
λ eεii(u

ε)eεjj (v
ε) + 2µ eεij(u

ε)eεij (v
ε)
¤
dxε (2.8)

Lε (vε) =

Z
Ωε
f εi v

ε
i dx

ε +

Z
Γε−

gεi vi
εdΓ, (2.9)

hσε33, v̄ε3i =
Z
Γε+

σε33v̄
ε
3dΓ (produit de dualité).

Preuve. La démonstration est similaire à celle du théorème 1 du chapitre1.

Remarque 17 D�aprés le premier chapitre ce problème est équivalent à l�inéquation va-

riationnelle :

aε (uε, vε − uε) ≥ Lε (vε − uε)

dans K(Ωε) qui admet une solution unique sous les conditions f εi ∈ L2 (Ωε) et gεi ∈
L2
¡
Γε−
¢
, cette solution réalise le minimum de la fonctionnelle :

I (vε) =
1

2
aε (vε, vε)− Lε (vε) .
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Ω 
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-ε
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Fig. 2-2 �

2.1.3 Etude asymptotique

Mise à l’échelle des données

Soit l�application :

χε : Ω→ Ωε

(x1, x2, x3) → (xε1, x
ε
2, x

ε
3) /x

ε
1 = x1, x

ε
2 = x2, x

ε
3 = εx3 (2.10)

D�où : χε(Ω) = Ωε/ Ω = ω × ]−1,+1[
χε(Γε−) = Γ− = ω × {−1}
χε(Γε+) = Γ+ = ω × {+1}
χε(Γε0) = Γ0 = ∂ω × [−1,+1]

L�application inverse de χε est une dilatation de Ωε (Fig 2-2).
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Mise à l�échelle des déplacements : uεα ◦ χε = ε2uα (ε) , uε3 ◦ χε = ε1u3 (ε)
vεα ◦ χε = ε2vα (ε) , vε3 ◦ χε = ε1v3 (ε)

(2.11)

La condition de contact mise à l�échelle est déÞnie, pour un déplacement vε ∈ ~V (Ωε)
par :

v̄3 ≤ d (2.12)

On note ainsi :

V (Ω) =
©
v ∈ H1 (Ω) /v = 0 sur Γ0

ª
−→
V (Ω) = V (Ω)× V (Ω)× V (Ω)

K (Ω) = {v ∈ V (Ω) / v̄3 ≤ d sur Γ+}
−→
K (Ω) = V (Ω)× V (Ω)×K (Ω)

Mise à l�échelle des forces : f εα ◦ χε = ε2fα , f ε3 ◦ χε = ε3f3
gεα ◦ χε = ε3gα , gε3 ◦ χε = ε4g3

(2.13)

Mise à l�échelle des opérateurs différentiels :

∂εα = ∂α, ∂
ε
3 = ε

−1∂3 (2.14)
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Il vient de (2.10),(2.11),(2.13) et (2.14) que :

Lε (vε) = ε5 L (v) où L (v) =
Z
Ω

fividx+

Z
Γ−
gividΓ (2.15)

eεαβ (u
ε) = ε2eαβ (u (ε)) , e

ε
α3 (u

ε) = εeα3 (u (ε)) , e
ε
33 (u

ε) = e33 (u (ε)) (2.16)

D�où, après insertion de (2.15) et (2.16) dans (2.5), on trouve que :
σεαβ = σεαβ (u

ε) = ε2 [λeγγ(u (ε))δαβ + 2µeαβ(u (ε))] + λe33(u (ε))

σεα3 = σεα3 (u
ε) = ε2µeα3(u (ε))

σε33 = σε33 (u
ε) = (λ+ 2µ) e33(u (ε)) + ε

2λeγγ(u (ε))

(2.17)

Mise à l’échelle du problème variationnel

On introduit (2.10) et (2.17) dans (2.8), Il vient que :

aε (uε, vε) =

Z
Ωε
σεαβ (u

ε) ∂εβv
ε
αdx

ε +

Z
Ωε
σεα3 (u

ε) ∂ε3v
ε
αdx

ε +

Z
Ωε
σε3α (u

ε) ∂εαv
ε
3dx

ε

+

Z
Ωε
σε33 (u

ε) ∂ε3v
ε
3dx

ε

= ε3
Z
Ω

σεαβ (u
ε) ∂βvαdx + ε2

Z
Ω

σεα3 (u
ε) ∂3vαdx

+ ε2
Z
Ω

σε3α (u
ε) ∂αv3dx+ ε

Z
Ω

σε33 (u
ε) ∂3v3dx (2.18)

En divisant (2.18) par ε5 et en posant :

σαβ(ε) = ε
−2 σεαβ (u

ε) , σα3(ε) = ε
−3σεα3 (u

ε) , σ33(ε) = ε
−4 σε33 (u

ε) (2.19)

On trouve, avec (2.17) que :

aε (u(ε), v) =

Z
Ω

σij(ε)∂jvidx (2.20)

37



tels que :
σαβ(ε) = λeγγ(u (ε))δαβ + 2µeαβ(u (ε)) + ε

−2λe33(u (ε))δαβ

σα3(ε) = ε
−22µeα3(u (ε))

σ33(ε) = ε
−4 (λ+ 2µ) e33(u (ε)) + ε−2λeγγ(u (ε))

(2.21)

Théorème 18 Le problème variationnel Pε.V est équivalent au problème P(ε) .V :

Trouver u(ε) ∈ −→K (Ω) tel que

aε (u(ε), v) = L (v) + hσ33 (ε) , v̄3i ,∀ v ∈ −→V (Ω) (2.22)

hσ33 (ε) , v̄3 − ū3 (ε)i ≥ 0, ∀ v3 ∈ K (Ω) (2.23)

tels que :

aε (u(ε), v) =

Z
Ω

σij(ε)∂jvidx

L (v) =

Z
Ω

fividx+

Z
Γ−
gividΓ

Preuve. Il suffit d�introduire (2.10), (2.15), (2.19) et (2.21) dans (2.6) et (2.7) pour

avoir P(ε) .V. La réciproque est obtenue en faisant une mise à l�échelle inverse �de-

scaling� .

Problème bidimensionnel

On postule :

u (ε) = u0 + εu1 + ε2u2 + ....avec uq ∈ −→
K (Ω) , q ∈ {0, 1, 2, ...} (2.24)
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Donc le développement du tenseur de déformation devient :

eij (ε) = eij
¡
u0
¢
+ εeij

¡
u1
¢
+ ε2eij

¡
u2
¢
+ .... (2.25)

Le système (2.21) et le développement (2.25), nous permettent d�écrire :
σαβ(ε) = ε−2σ−2αβ + ε

−1σ−1αβ + ε
0σ0αβ + ......

σα3(ε) = ε−2σ−2α3 + ε
−1σ−1α3 + ε

0σ0α3 + ......

σ33(ε) = ε−4σ−433 + ε
−3σ−333 + ε−2σ−233 + ε

−1σ−133 + ε
0σ033 + ....

(2.26)

Après insertion de (2.25) dans (2.21), on trouve :

σ−2αβ = λ∂3u
0
3δαβ; σ

−1
αβ = λ∂3u

1
3δαβ;

σ0αβ = λ∂γu
0
γδαβ + µ

¡
∂αu

0
β + ∂βu

0
α

¢
+ λ∂3u

2
3δαβ

σ−2α3 = µ (∂αu
0
3 + ∂3u

0
α) ; σ

−1
α3 = µ (∂αu

1
3 + ∂3u

1
α) ; σ

0
α3 = µ (∂αu

2
3 + ∂3u

2
α)

σ−433 = (λ+ 2µ) ∂3u
0
3 ; σ

−3
33 = (λ+ 2µ) ∂3u

1
3; σ

−2
33 = (λ+ 2µ) ∂3u

2
3 + λ∂γu

0
γ;

σ−133 = (λ+ 2µ) ∂3u
3
3 + λ∂γu

1
γ; σ

0
33 = (λ+ 2µ) ∂3u

4
3 + λ∂γu

2
γ

(2.27)

On introduit (2.26) dans (2.22). Après identiÞcation des coefficients de εq, q =

−4,−3,−2,−1, 0. On obtient :
A l�ordre ε−4 : Z

Ω

σ−433 ∂3v3dx =
­
σ−433 , v̄3

®
,∀v3 ∈ V (Ω) (2.28)

A l�ordre ε−3 : Z
Ω

σ−333 ∂3v3dx =
­
σ−333 , v̄3

®
, ∀v3 ∈ V (Ω) (2.29)

A l�ordre ε−2 :

Z
Ω

σ−233 ∂3v3dx+
Z
Ω

σ−2αβ∂βvαdx+
Z
Ω

σ−2α3 (∂αv3 + ∂3vα) =
­
σ−233 , v̄3

®
,∀v ∈ V (Ω) (2.30)
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A l�ordre ε−1 :

Z
Ω

σ−133 ∂3v3dx+
Z
Ω

σ−1αβ∂βvαdx+
Z
Ω

σ−1α3 (∂αv3 + ∂3vα) =
­
σ−133 , v̄3

®
,∀v ∈ V (Ω) (2.31)

A l�ordre ε0 :

Z
Ω

σ033∂3v3dx+

Z
Ω

σ0αβ∂βvαdx+

Z
Ω

σ0α3 (∂αv3 + ∂3vα) = L(v) +
­
σ033, v̄3

®
,∀v ∈ V (Ω)

(2.32)

Les intégrales précédentes sont bien déÞnies. En effet, tout les coefficients σ−2αβ ,σ
−1
αβ , ...

, trouvés dans (2.27), appartiennent à L2 (Ω) .

Lemme 19 Si une fonction φ ∈ L2 (Ω) , vériÞant R
Ω
φ∂3ψdx = 0, pour tout ψ ∈

−→
V (Ω) tel que ψ = 0 sur Γ+. Alors, φ = 0 p.p sur Ω.

Preuve. Soit ϕ ∈ D (Ω) ,on prend ψ = − R 1
x3
ϕ (x1, x2, t) dt qui appartient à

−→
V (Ω) ,

vériÞe ψ = 0 et ∂3ψ = ϕ.

Donc
R
Ω
φ∂3ψdx = 0 implique que

R
Ω
φ ϕdx = 0 ce qui entraine ϕ = 0 p.p sur Ω.

On introduit l�espace des déplacements de type Kirchhoff-Love VKL tel que :

VKL (Ω) =
n
v = (vi) ∈ −→V (Ω) / ∂iv3 + ∂3vi = 0

o
Corollaire 20 On peut déÞnir l�espace VKL par :

VKL (Ω) =

 v = (vi) ∈
¡
H1 (Ω)

¢3
/ vα = ηα − x3∂αη3, v3 = η3 tels que

ηα ∈ H1
0 (ω) , η3 ∈ H2

0 (ω)


De plus cet espace est isomorphe à l�espace :

V (ω) = H1
0 (ω)×H1

0 (ω)×H2
0 (ω) .
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Preuve. Soit v ∈ VKL (Ω) alors ∂3v3 = 0 dans Ω et v3 = 0 sur Γ0 donc v3 est

indépendent de x3. Par conséquent, il existe η3 ∈ H1
0 (ω) telle que v3 = η3.

L�équation ∂αv3 + ∂3vα = 0 implique que ∂33vα = −∂α (∂3v3) = 0 (au sens des

distributions). D�où , avec vα = 0 sur Γ0, il existe ηα, η
1
α ∈ H1

0 (ω) telles que vα =

ηα + x3η
1
α. On a ∂αv3 + ∂3vα = ∂αη3 + η

1
α = 0, d�où η3 ∈ H2

0 (ω) . Inversement, si

vα = ηα − x3∂αη3, v3 = η3 avec (ηα, η3) ∈ H1
0 (ω)×H2

0 (ω) , il est claire que v ∈
−→
V (Ω)

et ∂iv3 + ∂3vi = 0. Pour avoir l�isomorphisme, il suffit de montrer le homomorphisme, ce

qui est facile à établir.

Corollaire 21 Si u(ε) est solution du problème variationnel P(ε).V et déÞnie par

(2.24), alors u0 est solution du problème P0KL.V :

Trouver u0 ∈ VKL (Ω) ∩ −→
K (Ω) tel queZ

Ω

σ0αβ∂βvαdx = L (v) +
­
σ033, v̄3

®
, ∀ v ∈ VKL (Ω) (2.33)­

σ033, v̄3 − ū03
® ≥ 0, ∀ v3 ∈ K (Ω) (2.34)

tel que :

σ0αβ = λ
∗eγγ(u0)δαβ + 2µeαβ(u0) avec λ∗ =

2λµ

λ+ 2µ
(2.35)

Preuve. En prenant v̄3 = 0 dans (2.28), on trouve :

Z
Ω

σ−433 ∂3v3dx = 0, ∀v3 ∈ V (Ω)

par le moyen du lemme 19, σ−433 = 0, ce qui donne :

∂3u
0
3 = 0 (2.36)

De (2.29), on a
R
Ω
σ−333 ∂3v3dx = 0, pour v3 ∈ V (Ω) et v̄3 = 0, ce qui entraine σ−333 = 0,
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d�où :

∂3u
1
3 = 0 (2.37)

De (2.36) et (2.37), on déduit que :

σ−2αβ = 0 et σ−1αβ = 0 (2.38)

Dans (2.30), on pose v3 = 0, on obtient
R
Ω
σ−2α3∂3vα = 0, ∀ vα ∈ V (Ω) . Ce qui reste

vraie pour les éléments qui vériÞent v = 0 sur Γ+, donc on peut appliquer le lemme 19.

D�où,

σ−2α3 = 0 et ∂αu
0
3 + ∂3u

0
α
= 0 (2.39)

Toujours, dans (2.30) on pose vα = 0 puis v̄3 = 0, on trouve que :

σ−233 = 0 (2.40)

En utilisant le même procédé, dans (2.31) on trouve que σ−1α3 = 0 .

On remarque de (2.36) et (2.39) que u0 est de type Kirchhoff-Love. Donc l�espace

des déplacements admissibles avec contact est VKL (Ω)∩ −→K (Ω) . Ce qui réduit (2.32 )
à : Z

Ω

σ0αβ∂βvαdx = L(v) +
­
σ033, v̄3

®
,∀v ∈ VKL (Ω)

avec

σ0αβ = λ∂γu
0
γδαβ + µ

¡
∂αu

0
β + ∂βu

0
α

¢
+ λ∂3u

2
3δαβ (2.41)

d�où (2.33). Puis on tire ∂3u
2
3 de l�équation σ−233 = 0, et on l�introduit dans (2.41),

on trouve (2.35).

Aprés introduction de (2.24) dans (2.23) et de l�écriture de σ33(ε) ; les produits qui

en dérivent ont un sens. Ceci est du à la condition dans (2.24), le premier membre de

(2.23) devient un polynôme en ε > 0, positif, donc sa constante à l�origine est positive.
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D�où (2.34).

On note
−→
K(ω) = H1

0 (ω)×H1
0 (ω)×K(ω) avec K(ω) = {v ∈ H2

0 (ω) /v ≤ d} .

Remarque 22 D�après le corollaire 20, chercher u0 dans VKL (Ω)∩ −→K (Ω) revient à
chercher (ξ1, ξ2, ξ3) dans

−→
K(ω), d�où on peut ramener notre problème tridimensionnel

P0KL.V à un problème bidimensionnel.

Théorème 23 Soit u0 tel que u0α = ξα−x3∂αξ3, u03 = ξ3, ξα, ξ3 sont assez réguliers.

Si u0 est solution du problème P0KL.V alors ξα, ξ3 vériÞent le problème bidimensionnel

P0.B suivant :

Trouver ξα ∈ H1
0 (ω) , ξ3 ∈ K(ω) tels que

k∆2ξ3 = h03 + h
1
1 + h

1
2 + σ

0
33 (2.42)

−∂βnαβ = h0α (2.43)­
σ033, d− ξ3

®
= 0, σ033 ≤ 0 dans H−2 (ω) (2.44)

où :

k =
8

3
µ
λ+ µ

λ+ 2µ
, h0i =

Z +1

−1
fidx3 + g

−
i , h

1
i =

Z +1

−1
x3∂ifidx3 − ∂ig−i , g−i = gi (x1, x2,−1)

(2.45)

nαβ =
4λµ

λ+ 2µ
eγγ (ξ) δαβ + 4µeαβ (ξ) (2.46)

Preuve. Soit u0 solution du problème P0KL.V alors ξα, ξ3 vériÞent ξα ∈ H1
0 (ω) ,

ξ3 ∈ H2
0 (ω), ξ3 ≤ d .

On introduit u0 dans l�expression de eαβ (v) ,on obtient :

eαβ
¡
u0
¢
= eαβ (ξ)− x3∂αβξ3 (2.47)
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On substitut (2.47) dans (2.35), on trouve :

σ0αβ =
1

2
nαβ +

3

2
x3mαβ (2.48)

avec :

nαβ =
4λµ

λ+ 2µ
eγγ (ξ) δαβ + 4µeαβ (ξ)

mαβ = −4
3

µ
λµ

λ+ 2µ
∆ξ3δαβ + µ∂αβξ3

¶
(2.49)

On prend v = (−x3∂1η3,−x3∂2η3, η3) donc, le premier membre de (2.33) devient :Z
Ω

σ0αβ∂βvαdx =

Z
Ω

−1
2
nαβx3∂αβη3dx+

Z
Ω

−3
2
x23mαβ∂αβη3dx

=

Z
Ω

x23(
2λµ

λ+ 2µ
∆ξ3∆η3 + 2µ∂αβξ3∂αβη3)dx

=
4

3

Z
ω

(
2λµ

λ+ 2µ
∆ξ3∆η3 + 2µ∂αβξ3∂αβη3)dx

0

On a pour ξ3, η3 ∈ D (Ω) :Z
ω

∆ξ3∆η3dx
0 =

Z
ω

∆2ξ3η3dx
0Z

ω

∂αβξ3∂αβη3dx
0 =

Z
ω

∆2ξ3η3dx
0

ce qui, par densité, restent vraie pour les éléments de H2
0 (ω) . D�où,Z

Ω

σ0αβ∂βvαdx =
8

3
µ
λ+ µ

λ+ 2µ

Z
ω

∆2ξ3η3dx
0 (2.50)
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D�autre part, le deuxième membre de (2.33) devient :

L (v) +
­
σ033, v̄3

®
=

Z
Ω

fαvαdx+

Z
Ω

f3v3dx+

Z
Γ−
g−α vαdΓ+

Z
Γ−
g−3 v3dΓ

+

Z
Γ+

σ033v̄3dΓ

=

Z
ω

½Z +1

−1
x3∂αfαdx3 − ∂αg−α

¾
η3dx

0

+

Z
ω

½Z +1

−1
f3dx3 + g

−
3

¾
η3dx

0 +
Z
ω

σ033η3dx
0

=

Z
ω

¡
h03 + h

1
α + σ

0
33

¢
η3dx

0 (2.51)

D�où, de (2.50) et (2.51) on trouve (2.42), au sens des disributions. On prend v̄3 = d

puis v̄3 = 2u03 − d dans (2.34) on trouve hσ033, d− ξ3i = 0 d�où hσ033, η3 − di ≥ 0,

∀η3 ∈ K (ω), ce qui entraine σ033 ≤ 0 dans H−2 (ω) . D�où (2.44) .

On prend maitenant v = (η1, η2, 0) toujours dans (2.33), on obtient :Z
Ω

σ0αβ∂βηαdx =

Z
Ω

fαηαdx+

Z
Γ−
g−α ηαdΓ,∀ηα ∈ H1

0 (ω)

ce qui donne : Z
ω

nαβ∂βηαdx
0 =

Z
ω

h0αηαdx
0

d�où :

−
Z
ω

∂βnαβηαdx
0 =

Z
ω

h0αηαdx
0

par conséquent, on trouve (2.43) au sens des distributions.

2.1.4 Etude de la convergence

Dans cette partie, on va étudier la convergence de la suite u(ε) solution du pro-

blème variationnel P(ε).V et on va prouver que sa limite est solution d�un problème
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bidimensionnel, ce qui valide les résultats précédents.

Etant donné u(ε) solution du problème P(ε).V.

On déÞnit le tenseur K(ε, v) par :

Kαβ(ε, v) = eαβ(v), Kα3(ε, v) = ε
−1eα3(v),K33(ε, v) = ε

−2e33(v) (2.52)

On introduit (2.52), avec v = u dans (2.21), on trouve :
σαβ(ε) = λKpp(ε, u)δαβ + 2µKαβ(ε, u)

σα3(ε) = ε
−12µKα3(ε, u)

σ33(ε) = ε
−2(λKpp(ε, u) + 2µK33(ε, u))

(2.53)

Donc, en utilisant (2.53) dans la forme bilinéaire (2.22), qui devient :

aε (u(ε), v) =

Z
Ω

[λKii(ε, u)Kjj(ε, v) + 2µKij(ε, u)Kij(ε, v)] dx

L�espace L2s (Ω) muni du produit scalaire hσ, τi =
R
Ω
σijτ ijdx est un espace de Hilbert

réel. On déÞnit sur L2s (Ω) la forme bilinéaire A (., .) par :

A (σ, τ) =

Z
Ω

(λσiiτ jj + 2µσijτ ij) dx.

Corollaire 24 La norme associée à A, i.e, kσkA = A (σ,σ)1/2 déÞnit une norme sur

L2s (Ω) équivalente à la norme euclidienne : kσk0,Ω = hσ,σi1/2 .

Preuve. On a : kσk2A =
R
Ω
(λσiiσjj + 2µσijσij) dx.

Puisque σiiσjj ≥ 0 il vient que kσk2A ≥ 2µ kσk20,Ω d�où kσkA ≥ (2µ)1/2 kσk0,Ω .
D�autre part, on a kσk2A ≤ (λ+ 2µ)

R
Ω
(σiiσjj + σijσij) dx. Du fait que σiiσjj ≤

3σiiσii alors kσk2A ≤ 4 (λ+ 2µ) kσk20,Ω par conséquent kσkA ≤ 2 (λ+ 2µ)1/2 kσk0,Ω .

Corollaire 25 Soit u(ε) solution du problème P(ε).V. Si 0 < ε ≤ 1, alors les suites

{K (ε)} et {u (ε)} sont bornées ( K (ε) = K (ε, u)), respectivement dans L2s (Ω) et
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V(Ω) . On en déduit qu�il existe des sous-suites toujours notées {K (ε)} et {u (ε)} et des
éléments K (0) ∈L2s (Ω) et u (0) ∈ V(Ω) tels que :

K (ε)*K (0) et u (ε)* u (0) .

Preuve. En prenant v3 = 0 dans (2.23), ce qui donne hσ33 (ε) , ū3 (ε)i ≤ 0, d�où il
vient de (2.22) que :

aε(u(ε), u(ε)) ≤ L(u(ε))

donc :

kK(ε)k2A ≤ L(u(ε)).

Et puisque :

L(u(ε)) ≤ C ku(ε)k1,Ω

alors :

kK(ε)k2A ≤ C ku(ε)k1,Ω (2.54)

D�autre part, on a :

kK(ε)k20,Ω =
3X

i,j=1

kKij(ε)k20,Ω

= keαβ(ε)k20,Ω +
2

ε
keα3(ε)k20,Ω +

1

ε2
ke33(ε)k20,Ω

≥ ke(ε)k20,Ω

d�où :

kK(ε)k20,Ω ≥ ke(ε)k20,Ω (2.55)

A l�aide de l�inégalité de Korn, on trouve :

ke(ε)k20,Ω ≥ C 0 ku(ε)k21,Ω (2.56)
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Du corollaire 24, on a : kK(ε)k2A ≥ 2µ kK(ε)k20,Ω, ce qui donne avec (2.54) :

kK(ε)k20,Ω ≤ C� ku(ε)k1,Ω (2.57)

De (2.55)-(2.57), on déduit :

C 0 ku(ε)k21,Ω ≤ ke(ε)k20,Ω ≤ kK(ε)k20,Ω ≤ C� ku(ε)k1,Ω

D�où, il existe des constantes C1 et C2 indépendentes de ε telles que :

ku(ε)k1,Ω ≤ C1 et kK(ε)k0,Ω ≤ C2

On déduit que les suites {K (ε)} et {u (ε)} sont bornées, respectivement dans L2s (Ω)
et

−→
V (Ω) . Ce qui nous permet d�en extraire des sous suites toujours notées {K (ε)} et

{u (ε)} , qui admettent des limites faibles respectivement dans L2s (Ω) et
−→
V (Ω) qu�on

note K (0) et u (0) respectivement.

Corollaire 26 Les limites faibles u (0) , K (0) vériÞent :

u (0) ∈ VKL (Ω) ∩−→K (Ω) (2.58)

Kαβ (0) = eαβ (u (0)) , Kα3 (0) = 0,K33 (0) =
−λ
λ+ 2µ

eαα (u (0)) (2.59)

Preuve. On déduit de (2.52) que keα3 (u (ε))k0,Ω ≤ εC2 et ke33 (u (ε))k0,Ω ≤ ε2C2.

Puisque la norme est s.c.i, on a :

keα3 (u (0))k0,Ω ≤ lim
ε→0

inf keα3 (u (ε))k0,Ω = 0
ke33 (u (0))k0,Ω ≤ lim

ε→0
inf ke33 (u (ε))k0,Ω = 0

d�où ei3 (u (0)) = 0, puisque K(Ω) est convexe donc faiblement fermé d�où u (0) ∈
K(Ω) ,par conséquent (2.58).
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On a u (ε) * u (0) dans (H1 (Ω))
3
, donc eαβ (u (ε)) * eαβ (u (0)) dans L2 (Ω) .

D�autre part Kαβ (ε) * Kαβ (0) dans L2 (Ω) , puisque la limite faible est unique on

conclut que Kαβ (0) = eαβ (u (0)) .

Pour établir la suite, on va procéder comme suite :

En introduisant (2.52) dans l�expression de aε (u (ε) , v), on trouve :

aε (u (ε) , v) =

Z
Ω

(λKii(ε)eββ (v) + 2µKαβ (ε) eαβ (v)) dx+
1

ε

Z
Ω

2µKα3 (ε) (∂αv3 + ∂3vα) dx

+
1

ε2

Z
Ω

(λKii(ε) + 2µKii(ε)) e33 (v) dx

= L (v) + hσ33 (ε) , v̄3i , ∀v ∈ V (Ω) (2.60)

En posant v3 = 0 et v̄α = 0 dans (2.60), puis en multipliant par ε, on obtient aprés

passage à la limite : Z
Ω

Kα3 (0) ∂3vαdx = 0, ∀vα ∈ V (Ω)

et à l�aide du lemme 19 on trouve Kα3 (0) = 0.

Et on choisit, toujours dans (2.60), vα = 0 et v̄3 = 0 puis en multipliant par ε2, après

tendre ε vers 0, on trouve :

Z
Ω

(λKαα(0) + λK33(0) + 2µK33(0)) ∂3v3dx = 0,∀v3 ∈ V (Ω) .

D�où :

K33 (0) =
−λ
λ+ 2µ

eαα (u (0)) .

Corollaire 27 Si u (ε) est solution de P(ε) .V, alors u (0) est l�unique solution du problème PKL (0) .

Trouver u (0) ∈ VKL(Ω) ∩−→K(Ω) tel que
a0∗ (u (0) , v) = L (v) + hσ33 (0) , v̄3i , ∀v ∈ VKL (Ω) (2.61)

hσ33 (0) , v̄3 − ū3 (0)i ≥ 0, ∀v3 ∈ K (Ω) (2.62)
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tels que:

a0∗ (u (0) , v) =

Z
Ω

(λ∗eαα (u (0)) eββ (v) + 2µeαβ (u (0)) eαβ (v)) dx avec λ∗ =
2λµ

λ+ 2µ

σ33 (ε) * σ33 (0) dans H−2 (ω) (2.63)

Preuve. Au début, on va établir (2.63). On a de (2.22) et (2.60) :

hσ33 (ε) , v3i =

Z
Ω

(λKii(ε)eββ (v) + 2µKαβ (ε) eαβ (v)) dx− L (v)

=

Z
Ω

(λKii(ε)δαβ + 2µKαβ (ε)) eαβ (v) dx− L (v) , ∀v ∈ VKL (Ω) .

Par passage à la limite, on trouve :

lim
ε→0

hσ33 (ε) , v3i =
Z
Ω

(λ∗eαα(u (0))eββ (v) + 2µeαβ (u (0)) eαβ (v)) dx−L (v) avec λ∗ = 2λµ

λ+ 2µ

On pose :

a0∗ (u (0) , v) =
Z
Ω

(λ∗eαα (u (0)) eββ (v) + 2µeαβ (u (0)) eαβ (v)) dx.

L�application v3 → a0∗ (u (0) , v) − L (v) est une forme linéaire sur H2
0 (ω) , donc il

existe ϕ ∈ H−2 (ω) telle que a0∗ (u (0) , v)−L (v) = hϕ, v3i, ϕ représente la limite faible-?
de σ33 (ε) dans H−2 (ω) . On l�a note σ33 (0) , d�où σ33 (ε)* σ33 (0) dansH−2 (ω) faible-?

et vériÞe avec u (0) :

a0∗ (u (0) , v)− L (v) = hσ33 (0) , v3i ,∀v ∈ VKL (Ω)

d�où (2.63) et (2.61).

On prendmaintenant dans (2.23) v3 = d puis v3 = 2u3 (ε)−d on trouve hσ33 (0) , d− u3 (ε)i =0.
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Puisque d ∈ H2
0 (ω) donc :

lim
ε→0

hσ33 (ε) , u3 (ε)i = lim
ε→0

hσ33 (ε) , di = hσ33 (0) , di (2.64)

De (2.61), on déduit que :

hσ33 (0) , u (0)i = a0∗ (u (0) , u (0))− L (u (0)) .

Posons pour simpliÞer eαβ = eαβ (u (0)) .

On a :

kK (0)k2A = A (K (0) ,K (0))

=

Z
Ω

(λ |Kii (0)|2 + 2µKij (0)Kij (0))dx

=

Z
Ω

"
λ

¯̄̄̄
eαα − λ

λ+ 2µ
eαα

¯̄̄̄2
+ 2µeαβeαβ + 2µ

¯̄̄̄
− λ

λ+ 2µ
eαα

¯̄̄̄#
dx

=

Z
Ω

µ
2λ

λ+ 2µ
eααeαα + 2µeαβeαβ

¶
dx

= a0∗ (u (0) , u (0))

d�où :

hσ33 (0) , u (0)i = kK (0)k2A − L (u (0))

et du fait que la norme est faiblement s.c.i, donc :

kK (0)k2A ≤ limε→0 inf kK (ε)k
2
A
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il vient que :

hσ33 (0) , u (0)i ≤ lim
ε→0

inf(kK (ε)k2A − L (u (ε)))
≤ lim

ε→0
inf hσ33 (ε) , u (ε)i (2.65)

Par ailleurs, nous avons :

hσ33 (ε) , v̄3 − ū3 (ε)i ≥ 0, ∀v3 ∈ K (Ω)

Pour v ∈ VKL (Ω) , v3 = η3 ∈ K (ω), il vient que :

0 ≤ lim
ε→0

hσ33 (ε) , v̄3 − ū3 (ε)i
≤ lim

ε→0
hσ33 (ε) , v̄3i− lim

ε→0
hσ33 (ε) , ū3 (ε)i

De la convergence faible de σ33 (ε) dans H−2 (ω) et de (2.65), on déduit (2.62).

On remarque que la limite de la suite {u (ε)} est solution d�un problème de contact
unilatéral avec conditions de Signorini.

Le problème (2.61)-(2.62) admet une solution unique qui réalise dans VKL (Ω)∩−→K (Ω)
le minimum de la fonctionnelle : I (v) =

1

2
a0∗ (v, v) − L (v) puisqu�elle est strictement

convexe, coercive et s.c.i faiblement.

Du fait que les limites de toutes les sous-suites convergentes de {u (ε)} sont carac-
térisées par le même problème, on en déduit que toute la suite converge vers u (0). Le

résultat est valable pour la suite{K (ε)} .
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Corollaire 28 (La convergence forte)

u (ε) → u (0) dans
¡
H1 (Ω)

¢3
fort (2.66)

K (ε) → K (0) dans L2 (Ω) fort (2.67)

σ33 (ε) → σ33 (0) dans H
−2 (ω) (2.68)

Preuve. On fait l�estimation suivante :

kK (ε)→ K (0)k2A = A(K (0)−K (ε) ,K (0)−K (ε))
= A(K (0) ,K (0)− 2K (ε)) +A(K (ε) , K (ε))
≤ A(K (0) ,K (0)− 2K (ε)) + L(u (ε)) + hσ33 (ε) , ū3 (ε)i

Par passage à la limite, on trouve :

lim
ε→0

kK (ε)→ K (0)k2A ≤ −A(K (0) ,K (0)) + limε→0L(u (ε)) + limε→0 hσ33 (ε) , ū3 (ε)i (2.69)

d�où d�aprés (2.64), on conclut que :

lim
ε→0

hσ33 (ε) , ū3 (ε)i = lim
ε→0

hσ33 (ε) , di

et si on prend dans (2.62) v3 = d puis v3 = 2u3 − d on trouve :

hσ33 (0) , di = hσ33 (0) , ū3 (0)i .

Par conséquent :

lim
ε→0

hσ33 (ε) , ū3 (ε)i = hσ33 (0) , ū3 (0)i
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d�où (2.69) devient :

lim
ε→0

kK (ε)−K (0)k2A ≤ −a0?(K (0) ,K (0)) + limε→0L(u (ε)) + hσ33 (0) , ū3 (0)i = 0

d�où (2.67).

Par moyen de l�inégalité de Korn, on déduit que :

kK (ε)−K (0)k2A = a0?(u (0)− u (ε) , u (0)− u (ε)) ≥ c ku (ε)− u (0)k21,Ω

d�où (2.66).

On a pour tout v ∈ VKL (Ω) :

hσ33 (ε) , η3i =

Z
Ω

(λKii(ε)δαβ + 2µKαβ (ε)) eαβ (v) dx− L (v)

hσ33 (0) , η3i =

Z
Ω

(λKii(0)δαβ + 2µKαβ (0)) eαβ (v) dx− L (v)

d�où :

hσ33 (ε)− σ33 (0) , η3i =
Z
Ω

[λ(Kii(ε)−Kii(0))δαβ + 2µ(Kαβ (ε)−Kαβ (0))] eαβ (v) dx

Il vient que :

kσ33 (ε)− σ33 (0)k−2,ω ≤ sup
η3∈H2

0 (Ω)

hσ33 (ε)− σ33 (0) , η3i
kη3k2,ω

, η3 6= 0

≤ c kK (ε)−K (0)k0,Ω

d�où (2.68).

En utilisant les corollaires précédents, on aboutit au théorème :
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Théorème 29 Si u (ε) est solution de P(ε) .V, alors :

lim
ε→0

ku (ε)− u (0)k1,Ω = 0, lim
ε→0

kσ33 (ε)− σ33 (0)k−2,ω = 0

où u (0) est l�unique solution du problème PKL (0) .V :
Trouver u (0) ∈ VKL(Ω) ∩−→K(Ω) telque

a0∗ (u (0) , v) = L (v) + hσ33 (0) , v̄3i , ∀v ∈ VKL (Ω)
hσ33 (0) , v̄3 − ū3 (0)i ≥ 0, ∀v3 ∈ K (ω)

On a vu qu�on peut ramener ce problème à un problème bidimensionnel. Les dé-

marches sont les mêmes que celles faites au corollaire 20 et au théorème 23, d�où le

théorème :

Théorème 30 Soit u(0) telque uα(0) = ξα − x3∂αξ3, u3(0) = ξ3, ξα, ξ3 sont assez

réguliers. Si u(0) est solution du problème P0KL.V alors ξα, ξ3 vériÞent le problème

bidimentionnel P0.B suivant :

Trouver ξα ∈ H1
0 (ω) , ξ3 ∈ K(ω) tels que

k∆2ξ3 = h
0
3 + h

1
1 + h

1
2 + σ33(0)

−∂βnαβ = h0α
hσ33(0), d− ξ3i = 0, σ33(0) ≤ 0 dans H−2 (ω)

où :

k =
8

3
µ
λ+ µ

λ+ 2µ
, h0i =

Z +1

−1
fidx3 + g

−
i , h

1
i =

Z +1

−1
x3∂ifidx3 − ∂ig−i , g−i = gi (x1, x2,−1)

nαβ =
4λµ

λ+ 2µ
eγγ (ξ) δαβ + 4µeαβ (ξ)
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2.2 Le cas de contact avec frottement

On va étudier dans cette partie, le même problème précédent en supposant que le

contact unilatéral est avec frottement de coulomb. L�étude variationnelle de ce problème

est déjà faite dans le chapitre 1, pour cela, on s�intéresse qu�à l�étude asymptotique en

utilisant l�approche en déplacement.

2.2.1 Problème classique Pε.C



Trouver uε tel que

−∂εjσεij = f εi dans Ωε
σεijn

ε
j = g

ε
i sur Γε−

uε = 0 sur Γε0

ūε3 ≤ εd,σε33 ≤ 0,σε33 (ūε3 − εd) = 0 sur Γε+
|σεT | < ν |σε33|⇒ ūεT = 0 sur Γε+

|σεT | = ν |σε33|⇒ ∃δ > 0, ūεT = −δσεT , σεT = (σεα3) sur Γε+

Remarque 31 σε33 représente la densité de la force de pression et σεα3 les densités des

forces de frottement.

2.2.2 Problème variationnel

Théorème 32 Si uε est solution de Pε.C alors uε vériÞe le problème Pε.V :

Trouver uε ∈ −→K (Ωε) tel que

aε (uε, vε) = Lε (vε) + hσεi3, v̄εi i , ∀ vε ∈
−→
V (Ωε)

hσε33, v̄ε3 − ūε3i ≥ 0, ∀ vε3 ∈ K (Ωε)
hσεα3, v̄εα − ūεαi+ hν |σε33| , |v̄εT |− |ūεT |i ≥ 0, ∀ vεα ∈ V (Ωε)

Preuve. La démonstration est similaire à celle du théorème 11 du chapitre1.
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Remarque 33 Pour uεassez régulier, alors les problèmes Pε.C et Pε.V sont équiva-

lents.

Remarque 34 D�après le premier chapitre, ce problème est équivalent au problème : Trouver uε ∈ −→K (Ωε) tel que :

aε (uε, vε − uε) + J(vε)− J(uε) ≥ Lε (vε − uε) ,∀vε ∈ −→K (Ωε)

qui admed une solution unique sous les conditions f εi ∈ L2 (Ωε), gεi ∈ H−1/2 ¡Γε−¢ et ν
assez petit, cette solution réalise le minmimum de la fonctionnelle :

F (vε) =
1

2
aε (vε, vε) + J(vε)− Lε (vε) , ∀vε ∈ −→K (Ωε) .

2.2.3 Etude asymptotique

Mise à l’échelle des données

On garde la même mise à l�échelle pour les données que celle faite dans le cas sans

frottement.

Mise à l’échelle du problème variationnel

Théorème 35 Si uεest solution du problème Pε.V alors u(ε) vériÞe le problème

P(ε) .V :

Trouver u(ε) ∈ −→K (Ω) tel que

aε (u(ε), v) = L (v) + hσi3 (ε) , v̄ii ,∀ v ∈ −→V (Ω) (2.70)

hσ33 (ε) , v̄3 − ū3 (ε)i ≥ 0,∀ v3 ∈ K (Ω) (2.71)

hσα3 (ε) , v̄α − ūα (ε)i+ ε hν |σ33 (ε)| , |v̄T |− |ūT (ε)|i ≥ 0, ∀ vα ∈ V (Ω) (2.72)
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tels que :

aε (u(ε), v) =

Z
Ω

σij(ε)∂jvidx

L (v) =

Z
Ω

fividx+

Z
Γ−
gividΓ

où : 
σαβ(ε) = λeγγ(u (ε))δαβ + 2µeαβ(u (ε)) + ε

−2λe33(u (ε))δαβ

σα3(ε) = ε
−22µeα3(u (ε))

σ33(ε) = ε
−4 (λ+ 2µ) e33(u (ε)) + ε−2λeγγ(u (ε))

(2.73)

Preuve. La preuve est similaire à celle du théorème 18 du chapitre 2.

Ce problème admet au moins une solution u (ε) sous les conditions fi ∈ L2 (Ω),
gi ∈ H−1/2 (Γ−) et ν assez petit, cette solution réalise le minmimum de la fonctionnelle :

F (v) =
1

2
aε (v, v) + J(v)− L (v) , ∀v ∈ −→K (Ω) .

Problème bidimensionnel

Pour u (ε) et eij (ε) déÞnis par (2.24) et (2.25) et après utilisation du même procédé

dans le paragraphe 2-1-3 on trouve :

A l�ordre ε−4 : Z
Ω

σ−433 ∂3v3dx =
­
σ−433 , v̄3

®
, ∀v3 ∈ V (Ω) (2.74)

A l�ordre ε−3 : Z
Ω

σ−333 ∂3v3dx =
­
σ−333 , v̄3

®
,∀v3 ∈ V (Ω) (2.75)

A l�ordre ε−2 :

Z
Ω

σ−233 ∂3v3dx+
Z
Ω

σ−2αβ∂βvαdx+
Z
Ω

σ−2α3 (∂αv3 + ∂3vα) =
­
σ−2i3 , v̄i

®
,∀v ∈ −→V (Ω) (2.76)
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A l�ordre ε−1 :

Z
Ω

σ−133 ∂3v3dx+
Z
Ω

σ−1αβ∂βvαdx+
Z
Ω

σ−1α3 (∂αv3 + ∂3vα) =
­
σ−1i3 , v̄i

®
,∀v ∈ −→V (Ω) (2.77)

A l�ordre ε0 :

Z
Ω

σ033∂3v3dx+

Z
Ω

σ0αβ∂βvαdx+

Z
Ω

σ0α3 (∂αv3 + ∂3vα) = L(v) +
­
σ0i3, v̄i

®
,∀v ∈ −→V (Ω)

(2.78)

Théorème 36 Si u(ε) est solution du problème variationnel P(ε).V et déÞnie par

(2.24), alors u0 est solution du problème P0KL.V :

Trouver u0 ∈ VKL (Ω) ∩ −→
K (Ω) tel que :Z

Ω

σ0αβ∂βvαdx = L (v) +
­
σ0i3, v̄i

®
,∀ v ∈ VKL (Ω) (2.79)­

σ033, v̄3 − ū03
® ≥ 0, ∀ v3 ∈ K (Ω) (2.80)­

σ0α3, v̄α
® ≥ 0,∀ vα ∈ V (Ω) (2.81)

tel que :

σ0αβ = λ
∗eγγ(u0)δαβ + 2µeαβ(u0) avec λ∗ =

2λµ

λ+ 2µ
(2.82)

Preuve. En prenant v̄3 = 0 dans (2.74) et (2.75), on trouve :Z
Ω

σ−433 ∂3v3dx =
Z
Ω

σ−333 ∂3v3dx = 0, ∀v3 ∈ V (Ω)

d�où, par le moyen du lemme 19, σ−433 = σ
−3
33 = 0 ce qui donne :

∂3u
0
3 = 0 et ∂3u

1
3 = 0 (2.83)

De (2.83), on déduit que :

σ−2αβ = 0 et σ−1αβ = 0 (2.84)
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Dans (2.76), on pose v3 = v̄α = 0,on obtient :Z
Ω

σ−2α3∂3vα = 0, ∀vα ∈ V (Ω) .

En applicant le du lemme 19 on trouve σ−2α3 = 0, d�où :

∂αu
0
3 + ∂3u

0
α
= 0 (2.85)

Toujours dans (2.76) on pose vα = 0 puis v̄3 = 0,on trouve que :

σ−233 = 0 (2.86)

En utilisant le même procédé, de (2.77) on trouve que σ−1α3 = 0.

On remarque de (2.83) et (2.85) que u0 est de type Kirchhoff-Love. Donc l�espace

des déplacements admissibles avec contact est VKL (Ω)∩ −→K (Ω) .
Ce qui réduit (2.78) à :

Z
Ω

σ0αβ∂βvαdx = L(v) +
­
σ0i3, v̄i

®
,∀v ∈ VKL (Ω)

avec :

σ0αβ = λ∂γu
0
γδαβ + µ

¡
∂αu

0
β + ∂βu

0
α

¢
+ λ∂3u

2
3δαβ (2.87)

d�où (2.79). Puis on tire ∂3u23 de l�équation σ−233 = 0 et on l�introduit dans (2.87), on

trouve (2.82).

Par la même argumentation utilisée pour prouver (2.34), on trouve (2.80) et (2.81).

Remarque 37 D�aprés le corollaire 20, chercher u0dans VKL (Ω)∩ −→K (Ω) revient à

chercher (ξ1, ξ2, ξ3) dans
−→
K(ω) d�où on peut ramener notre problème tridimensionnel

P0KL.V à un problème bidimensionnel.
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Théorème 38 Soit u0 tel que u0α = ξα − x3∂αξ3, u03 = ξ3, ξα, ξ3 sont assez réguliers.
Si u0 est solution du problème P0KL.V alors ξα, ξ3 vériÞent le problème bidimensionnel

P0.B suivant :

Trouver ξα ∈ H1
0 (ω) , ξ3 ∈ K(ω) tels que

k∆2ξ3 = h
0
3 + h

1
1 + h

1
2 + σ

0
33 (2.88)

−∂βnαβ = h0α (2.89)­
σ033, d− ξ3

®
= 0, σ033 ≤ 0 dans H−2 (ω) (2.90)

σ0α3 = 0 sur ω (2.91)

où k, h0i , h
1
i et nαβ sont déÞnis par (2.45) et (2.46).

Preuve. Soit u0solution du problème P0KL.V alors ξα, ξ3 vériÞent ξα ∈ H1
0 (ω) , ξ3 ∈

H2
0 (ω), ξ3 ≤ d et eαβ (u0) , σ0αβ vériÞent (2.47) et (2.48). Par conséquent :Z

Ω

σ0αβ∂βvαdx =
8

3
µ
λ+ µ

λ+ 2µ

Z
ω

∆2ξ3η3dx
0 (2.92)

On montre au début (2.91). On peut voir de (2.81) que hσ0α3, ηαi = 0,∀ηα ∈ H1
0 (ω)

d�où σ0α3 = 0 p.p dans ω.

D�autre part, le deuxiéme membre de (2.79) devient :

L (v) +
­
σ0i3, v̄i

®
=

Z
Ω

fαvαdx+

Z
Ω

f3v3dx+

Z
Γ−
g−α vαdΓ+

Z
Γ−
g−3 v3dΓ+

Z
Γ+

σ0i3v̄idΓ

=

Z
ω

½Z +1

−1
x3∂αfαdx3 − ∂αg−α

¾
η3dx

0 +
Z
ω

½Z +1

−1
f3dx3 + g

−
3

¾
η3dx

0

+

Z
ω

σ033η3dx
0

=

Z
ω

¡
h03 + h

1
α + σ

0
33

¢
η3dx

0 (2.93)

D�où, de (2.92) et (2.93) on trouve (2.88), au sens des distributions. On prend v̄3 = d

puis v̄3 = 2u03 − d dans (2.80), on trouve hσ033, d− ξ3i = 0. D�où hσ033, η3 − di ≥ 0,
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∀η3 ∈ K (ω), ce qui entraine σ033 ≤ 0 dans H−2 (ω) d�où (2.90) . Et (2.89) provient de la

même façon que dans le théorème 23.

2.2.4 Etude de la convergence

Soit u(ε) solution du problème P(ε) .V. On va étudier le comportement de u(ε) et

σi3 (ε) quand ε→ 0.

Théorème 39 Si u (ε) est solution du problème P(ε) .V alors :

lim
ε→0

ku (ε)− u (0)k1,Ω = 0

lim
ε→0

kσ33 (ε)− σ33 (0)k−2,ω = 0

lim
ε→0

kσα3 (ε)k−1,ω = 0

où u (0) est l�unique solution du problème PKL (0) .V :
Trouver u (0) ∈ VKL(Ω) ∩−→K(Ω) tel que
a0∗ (u (0) , v) = L (v) + hσ33 (0) , v̄3i , ∀v ∈ VKL (Ω)
hσ33 (0) , v̄3 − ū3 (0)i ≥ 0, ∀v3 ∈ K (ω)

Preuve. La preuve de ce théorème se fait en plusieurs étapes.

On déÞnit K (ε, v) comme au (2.52),on rappelle :

Kαβ(ε, v) = eαβ(v),Kα3(ε, v) = εeα3(v),K33(ε, v) = ε
−2e33(v).

Lemme 40 Soit u(ε) solution du problème P(ε).V. Si 0 < ε ≤ 1, alors les suites

{K (ε)} et {u (ε)} sont bornées ( K (ε) = K (ε, u)), respectivement dans L2s (Ω) et
−→
V (Ω) . On en déduit qu�il existe des sous-suites toujours notées {K (ε)} et {u (ε)} et des
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éléments K (0) ∈L2s (Ω) et u (0) ∈
−→
V (Ω) telsque :

K (ε)*K (0) et u (ε)* u (0) .

Preuve. En prenant v3 = 0 dans (2.71), ce qui donne hσ33 (ε) , ū3 (ε)i ≤ 0, puis on
prend vT = 0 dans (2.72), on trouve :

hσα3 (ε) , ūα (ε)i ≤ −ε hν |σ33 (ε)| , |ūT (ε)|i ≤ 0

d�où il vient de (2.70) que aε(u(ε), u(ε)) ≤ L(u(ε)) donc kK(ε)k2A ≤ L(u(ε)).
Et puisque L(u(ε)) ≤ C ku(ε)k1,Ω alors :

kK(ε)k2A ≤ C ku(ε)k1,Ω (2.94)

D�autre part, on a :

kK(ε)k20,Ω =
3X

i,j=1

kKij(ε)k20,Ω

= keαβ(ε)k20,Ω +
2

ε
keα3(ε)k20,Ω +

1

ε2
ke33(ε)k20,Ω

≥ ke(ε)k20,Ω

d�où :

kK(ε)k20,Ω ≥ ke(ε)k20,Ω (2.95)

A l�aide de l�inégalité de Korn, on trouve :

ke(ε)k20,Ω ≥ C 0 ku(ε)k21,Ω (2.96)
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Du corollaire 29, on a kK(ε)k2A ≥ 2µ kK(ε)k20,Ω, ce qui donne avec (2.95) :

kK(ε)k20,Ω ≤ C� ku(ε)k1,Ω (2.97)

De (2.95)-(2.97), on déduit :

C 0 ku(ε)k21,Ω ≤ ke(ε)k20,Ω ≤ kK(ε)k20,Ω ≤ C� ku(ε)k1,Ω

D�où, il existe des constantes C1 et C2 indépendentes de ε telles que :

ku(ε)k1,Ω ≤ C1 et kK(ε)k0,Ω ≤ C2.

On déduit que les suites {K (ε)} et {u (ε)} sont bornées, respectivement dans L2s (Ω)
et
−→
V (Ω) . Ce qui nous permet d�en extraire des sous suites toujours notées {K (ε)} et

{u (ε)}, qui admettent des limites faibles respectivement dans L2s (Ω) et
−→
V (Ω) qu�on

les note K (0) et u (0) respectivement.

Lemme 41 Les limites faibles u (0) et K (0) vériÞent :

u (0) ∈ VKL (Ω) ∩−→K (Ω) (2.98)

Kαβ (0) = eαβ (u (0)) ,Kα3 (0) = 0, K33 (0) =
−λ
λ+ 2µ

eαα (u (0)) (2.99)

Preuve. On déduit de (2.52), la déÞnition de K (ε) , que :

keα3 (u (ε))k0,Ω ≤ εC2 et ke33 (u (ε))k0,Ω ≤ ε2C2
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Puisque la norme est s.c.i, on a :

keα3 (u (0))k0,Ω ≤ lim
ε→0

inf keα3 (u (ε))k0,Ω = 0
ke33 (u (0))k0,Ω ≤ lim

ε→0
inf ke33 (u (ε))k0,Ω = 0

D�où ei3 (u (0)) = 0. Puisque
−→
K (Ω) est convexe donc faiblement fermé, ce qui entraine

u (0) ∈ −→
K (Ω) ,d�où (2.98). On a u (ε) * u (0) dans

−→
H1 (Ω) , donc eαβ (u (ε)) *

eαβ (u (0)) dans L2 (Ω) . D�autre part, Kαβ (ε)* Kαβ (0) dans L2 (Ω), puisque la limite

faible est unique, on conclut que : Kαβ (0) = eαβ (u (0)) .

Pour établir la suite, on va procéder comme suite :

En introduisant (2.52) dans l�expression de aε (u (ε) , v) , on trouve :

aε (u (ε) , v) =

Z
Ω

(λKii(ε)eββ (v) + 2µKαβ (ε) eαβ (v)) dx+
1

ε

Z
Ω

2µKα3 (ε) (∂αv3 + ∂3vα) dx+

1

ε2

Z
Ω

(λKii(ε) + 2µKii(ε)) e33 (v) dx

= L (v) + hσi3 (ε) , v̄ii , ∀v ∈ V (Ω) (2.100)

En posant v3 = 0 et v̄α = 0 dans (2.100), puis multipliant par ε, on obtient aprés

passage à la limite : Z
Ω

Kα3 (0) ∂3vαdx = 0,∀vα ∈ V (Ω) ,

à l�aide du corollaire 19 on trouve Kα3 (0) = 0.

Et on choisit, toujours dans (2.100), vα = 0 et v̄3 = 0, puis en multipliant par ε2,

aprés tendre ε vers 0, on trouve :

Z
Ω

(λKαα(0) + λK33(0) + 2µK33(0)) ∂3v3dx = 0,∀v3 ∈ V (Ω) .

D�où :

K33 (0) =
−λ
λ+ 2µ

eαα (u (0)) .
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Lemme 42 Si u (ε) est solution de P(ε) .V, alors u (0) est l�unique solution du problème

PKL (0) .V :

Trouver u (0) ∈ VKL(Ω) ∩K(Ω) tel que
a0∗ (u (0) , v) = L (v) + hσ33 (0) , v̄3i ,∀v ∈ VKL (Ω) (2.101)

hσ33 (0) , v̄3 − ū3 (0)i ≥ 0, ∀v3 ∈ K (Ω) (2.102)

De plus, on a :

σ33 (ε) * σ33 (0) dans H−2 (ω) (2.103)

σα3 (ε) * σα3 (0) dans H−1 (ω)− faible− ? (2.104)

Preuve. Au début ; on montre que : limε→0 hεσ33 (ε) , v3i = 0, ∀v3 ∈ H1
0 (ω) . Pour

cela, on prend v = (0, 0, v3) de VKL (Ω) dans (2.100), puis on multiplie par ε il vient

que :

hεσ33 (ε) , v3i = 2µ
Z
Ω

Kα3 (ε) ∂αv3dx− ε
Z
Ω

f3v3dx− ε
Z
ω

g3v3dΓ

On fait tendre ε vers 0 on trouve :

limε→0 hεσ33 (ε) , v3i = 0, ∀v3 ∈ H1
0 (ω) (2.105)

On prend maintenant v̄α = 0, puis v̄α = 2ūα dans (2.96) on trouve :

hσα3 (ε) , ūα (ε)i+ ε hν |σ33 (ε)| , |ūT (ε)|i = 0

d�où :

hσα3 (ε) , v̄αi+ ε hν |σ33 (ε)| , |v̄T |i ≥ 0, ∀vα ∈ V (Ω) .

66



Dans cette inégalité on prend ±v̄α, on trouve que :

|hσα3 (ε) , v̄αi| ≤ ε hν |σ33 (ε)| , |v̄T |i

On en déduit que :

|hσα3 (ε) , ηαi| ≤ ε hν |σ33 (ε)| , |ηT |i ,∀ηα ∈ H1
0 (ω) .

Par passage à la limite et tenant compte de (2.105), on trouve (2.104).

On va établir maitenant (2.103). On a de (2.96) et (2.100) :

hσ33 (ε) , v3i =

Z
Ω

(λKii(ε)eββ (v) + 2µKαβ (ε) eαβ (v)) dx− L (v)− hσα3 (ε) , v̄αi

=

Z
Ω

(λKii(ε)δαβ + 2µKαβ (ε)) eαβ (v) dx− L (v)− hσα3 (ε) , v̄αi , ∀v ∈ VKL (Ω)(2.106)

Par passage à la limite, on trouve :

lim
ε→0

hσ33 (ε) , v3i =
Z
Ω

(λ∗eαα(u (0))eββ (v) + 2µeαβ (u (0)) eαβ (v)) dx−L (v) avec λ∗ = 2λµ

λ+ 2µ

On pose :

a0∗ (u (0) , v) =
Z
Ω

(λ∗eαα (u (0)) eββ (v) + 2µeαβ (u (0)) eαβ (v)) dx.

L�application v3 → a0∗ (u (0) , v) − L (v) est une forme linéaire sur H2
0 (ω) , donc il

existe ϕ ∈ H−2 (ω) tel que :

a0∗ (u (0) , v)− L (v) = hϕ, v3i
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ϕ représente la limite faible-? de σ33 (ε) dansH−2 (ω) .On l�a note σ33 (0) , d�où σ33 (ε)*

σ33 (0) dans H−2 (ω) faible-? et vériÞe avec u (0) :

a0∗ (u (0) , v)− L (v) = hσ33 (0) , v3i ,∀v ∈ VKL (Ω) ,

d�où (2.103) et (2.102).

On prend maintenant dans (2.95) v3 = d puis v3 = 2u3 (ε)− d, on trouve :

hσ33 (0) , d− u3 (ε)i = 0.

Puisque d ∈ H2
0 (ω) donc :

lim
ε→0

hσ33 (ε) , u3 (ε)i = lim
ε→0

hσ33 (ε) , di = hσ33 (0) , di (2.107)

De (2.101), on déduit que :

hσ33 (0) , u (0)i = a0∗ (u (0) , u (0))− L (u (0)) .

Posons, pour simpliÞer eαβ = eαβ (u (0)) .

On a :

kK (0)k2A = A (K (0) , K (0))

=

Z
Ω

(λ |Kii (0)|2 + 2µKij (0)Kij (0))dx

= λ

¯̄̄̄
eαα − λ

λ+ 2µ
eαα

¯̄̄̄2
+ 2µeαβeαβ + 2µ

¯̄̄̄
− λ

λ+ 2µ
eαα

¯̄̄̄
dx

=

Z
Ω

µ
2λ

λ+ 2µ
eααeαα + 2µeαβeαβ

¶
dx

= a0∗ (u (0) , u (0))

d�où :

hσ33 (0) , u (0)i = kK (0)k2A − L (u (0))
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et du fait que la norme est faiblement s.c.i donc :

kK (0)k2A ≤ limε→0 inf kK (ε)k
2
A

d�où :

hσ33 (0) , u (0)i ≤ lim
ε→0

inf(kK (ε)k2A − L (u (ε)))
≤ lim

ε→0
inf hσi3 (ε) , ui (ε)i

≤ lim
ε→0

hσ33 (ε) , u3 (ε)i (2.108)

Par ailleurs nous avons :

hσ33 (ε) , v̄3 − ū3 (ε)i ≥ 0,∀v3 ∈ K (Ω)

Pour v ∈ VKL (Ω) , v3 = η3 ∈ K (ω), il vient que :

0 ≤ lim
ε→0

hσ33 (ε) , v̄3 − ū3 (ε)i
≤ lim

ε→0
hσ33 (ε) , v̄3i− lim

ε→0
hσ33 (ε) , ū3 (ε)i

De la convergence faible de σ33 (ε) dans H−2 (ω) et de (2.108), on déduit (2.102).

On remarque que la limite de la suite {u (ε)} est solution d�un problème de contact
unilatéral avec conditions de Signorini sans frottement.

Le problème (2.101)-(2.102) admet une solution unique qui réalise dans VKL (Ω) ∩
−→
K (Ω) le minimum de la fonctionnelle I (v) =

1

2
a0∗ (v, v)− L (v) ( puisqu�elle est stric-

tement convexe, coercive et s.c.i faiblement).

Du fait que les limites de toutes les sous-suites convergentes de {u (ε)} sont carac-
térisées par le même problème, on en déduit que toute la suite converge vers u (0). Le

résultat est valable pour la suite{K (ε)} et {σ33 (ε)} .
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Lemme 43 (La convergence forte)

u (ε) → u (0) dans H1 (Ω) fort (2.109)

σ33 (ε) → σ33 (0) dans H
−2 (ω) fort (2.110)

σα3 (ε) → 0 dans H−1 (ω) fort (2.111)

Preuve. On fait l�estimation suivante :

kK (ε)→ K (0)k2A = A(K (0)−K (ε) , K (0)−K (ε))
= A(K (0) , K (0)− 2K (ε)) +A(K (ε) , K (ε))
≤ A(K (0) , K (0)− 2K (ε)) + L( u (ε)) + hσα3 (ε) , ūα (ε)i
≤ A(K (0) , K (0)− 2K (ε)) + L( u (ε)) + hσ33 (ε) , ū3 (ε)i

par passage à la limite on trouve :

lim
ε→0

kK (ε)→ K (0)k2A ≤ −A(K (0) , K (0)) + L( u (ε)) + limε→0 hσ33 (ε) , ū3 (ε)i (2.112)

d�où d�aprés (2.107), on conclut que :

lim
ε→0

hσ33 (ε) , ū3 (ε)i = lim
ε→0

hσ33 (ε) , di

et si on prend, dans (2.102) v3 = d puis v3 = 2u3 − d, on trouve :

hσ33 (0) , di = hσ33 (0) , ū3 (0)i .

Par conséquent :

lim
ε→0

hσ33 (ε) , ū3 (ε)i = hσ33 (0) , ū3 (0)i
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d�où (2.112) devient :

lim
ε→0

kK (ε)−K (0)k2A ≤ −a0?(K (0) , K (0)) + L(u (ε)) + hσ33 (0) , ū3 (0)i = 0.

Par moyen de l�inégalité de Korn, on déduit que :

kK (ε)−K (0)k2A = a0?(u (0)− u (ε) , u (0)− u (ε)) ≥ c ku (ε)− u (0)k21,Ω

d�où (2.109).

De l�inégalité :

|hσα3 (ε) , ηαi| ≤ ε hν |σ33 (ε)| , |ηT |i ,∀ηα ∈ H1
0 (ω)

on déduit (2.111).

On a pour tout v ∈ VKL (Ω) avec ηα = 0 :

hσ33 (ε) , η3i =
Z
Ω

(λKii(ε)δαβ + 2µKαβ (ε)) eαβ (v) dx− L (v)− hσα3 (ε) , ∂αη3i

et :

hσ33 (0) , η3i =
Z
Ω

(λKii(0)δαβ + 2µKαβ (0)) eαβ (v) dx− L (v)

d�où :

hσ33 (ε)− σ33 (0) , η3i =
Z
Ω

[λ(Kii(ε)−Kii(0))δαβ + 2µ(Kαβ (ε)−Kαβ (0))] eαβ (v) dx−hσα3 (ε) , ∂αη
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Il vient que :

kσ33 (ε)− σ33 (0)k−2,ω ≤ sup
η3∈H2

0 (Ω)

hσ33 (ε)− σ33 (0) , η3i
kη3k2,ω

, η3 6= 0

≤ c(kK (ε)−K (0)k0,Ω + kσα3 (ε)k−1,ω)

d�où (2.110).

Ce qui achève la preuve du théorème.
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Chapitre 3

Etude asymptotique d’un problème de contact

unilatéral d’une plaque mince contre un obstacle

rigide dans le cadre de l’élasticité non linéaire

D�après le chapitre précédent, quand on a utilisé le tenseur de déformation linéarisé,

on a trouvé que notre problème tridimensionnel avec frottement peut être ramener à un

problème bidimensionnel sans frottement. On se pose la question :�Est ce qu�on aura

le même résultat si on remplace le tenseur de déformation par sa forme intiale (non

linéaire) ?�. C�est l�objet de ce chapitre.

Dans le même cadre de l�élasticité. On va faire l�étude variationnelle et asymptotique

du même problème de contact déjà étudié dans le deuxième chapitre, en remplaçant le

tenseur de déformation linéarisé par sa forme initiale non linéaire.

Comme au deuxième chapitre, on va diviser l�étude en deux parties, cas de contact sans

frottement et cas de contact avec frottement. On procède à l�approche en déplacement .

La position du problème reste la même en signalant que la fonction d�interstrice d

est positive dans H2
0(ω).

Dans cette partie et dans la partie qui se suit on s�intéresse qu�à l�étude asymptotique

formelle du problème.

73



3.1 Le cas sans frottement

3.1.1 Problème Classique Pε.C

Trouver uε tel que

−∂εj �σεij = f εi dans Ωε (3.1)

�σεijn
ε
j = g

ε
i sur Γε− (3.2)

uε = 0 sur Γε0 (3.3)

ūε3 ≤ εd, �σε33 ≤ 0, �σε33 (ūε3 − εd) = 0, �σεα3 = 0 sur Γε+ (3.4)

où :

�σεij = σ
ε
ij + σ

ε
kj∂

ε
ku
ε
i et σ

ε
ij = λE

ε
pp (u

ε) δij + 2µE
ε
ij (u

ε) (3.5)

avec le tenseur des déformations Eεij (u
ε) dont la forme initiale est :

Eεij (u
ε) =

1

2
(∂εi u

ε
j + ∂

ε
ju
ε
i + ∂

ε
i u
ε
k∂
ε
ju
ε
k) (3.6)

Remarque 44 La quantité �σε33 représente la densité de la force de pression sur Γ
ε
+.

3.1.2 Problème variationnel

On pose : V (Ωε) = {v ∈W 1,4(Ωε)/v = 0 sur Γε0}
K(Ωε) =

©
v ∈ V (Ωε)/v̄ ≤ εd sur Γε+

ª
−→
V (Ωε) = V (Ωε)× V (Ωε)× V (Ωε)
−→
K(Ωε) = V (Ωε)× V (Ωε)×K(Ωε).

Théorème 45 Si uε est solution du problème classique Pε.C alors uε vériÞe le problème
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Pε.V :

Trouver uε ∈ −→K (Ωε) tel que

aε (uε, vε) = Lε (vε) + h�σε33, v̄ε3i , ∀ vε ∈
−→
V (Ωε) (3.7)

h�σε33, v̄ε3 − ūε3i ≥ 0, ∀ vε3 ∈ K (Ωε) (3.8)

où :

aε (uε, vε) =

Z
Ωε
σεij (u

ε) ∂εjv
ε
i dx

ε +

Z
Ωε
σεkj (u

ε) ∂εku
ε
i∂
ε
jv
ε
i dx

ε (3.9)

Lε (vε) =

Z
Ωε
f εi v

ε
i dx

ε +

Z
Γε−

gεi vi
εdΓ

h ., . i produit de dualité de W− 3
4
, 4

3

¡
Γε+
¢
dans W

3
4
,4
¡
Γε+
¢

Preuve. Soit uε solution de Pε.C. En prenant vε de
−→
V (Ωε), donc (3.1) implique que :

Z
Ωε
−∂εj �σεijvεi dxε =

Z
Ωε
f εi v

ε
i dx

ε

En utilisant la formule de Green et (3.2)-(3.3) et �σεα3 = 0 sur Γε+, on trouve (3.7).

On a :

h�σε33, v̄ε3 − ūε3i = h�σε33, v̄ε3 − εd+ εd− ūε3i
= h�σε33, v̄ε3 − εdi+ h�σε33, εd− ūε3i
= h�σε33, v̄ε3 − εdi ≥ 0,∀v3 ∈ K (Ωε)

d�où (3.8).

Théorème 46 Supposons que uε est assez régulier. Si uε est solution de Pε.V alors uε

vériÞe Pε.C.

75



Preuve. Soit uε, assez régulier, solution de Pε.V. On prend vε de (D(Ωε))3 dans

(3.7), on obtient :

Z
Ωε
σεij∂

ε
jv
ε
i dx

ε +

Z
Ωε
σεkj (u

ε) ∂εku
ε
i∂
ε
jv
ε
i dx

ε =

Z
Ωε
f εi v

ε
i dx

ε (3.10)

d�où, en utilisant la formule de Green, on trouve (3.1) au sens des distributions. Puis on

prend vε de
¡
D(Ωε ∪ Γε−)

¢3
dans (3.7), avec (3.10) on trouve :

Z
Γε−

σεijn
ε
jv
ε
idx

ε +

Z
Γε−

σεkj∂
ε
ku
ε
in
ε
jv
ε
idx

ε =

Z
Γε−

gεi v
ε
idx

ε

d�où (3.2) au sens des distributions.

On prend ϕ de
¡
D(Ωε ∪ Γε+)

¢3
dans (3.7), et en utilisant (3.1) et (3.2) on trouve :

h�σεα3, ϕ̄αi = 0 d�où �σεα3 = 0 p.p sur Γ
ε
+.

Puis on prend vε = uε + ϕ dans (3.8) avec ϕ ∈ ¡
D(Ωε ∪ Γε+)

¢3
et ϕ̄3 ≤ 0 sur Γε+,

on obtient : h�σε33, ϕ̄3i ≥ 0 ce qui donne �σε33 ≤ 0 sur Γε+.
Pour Þnir, on prend v̄ε3 = εd puis v̄

ε
3 = 2ū

ε
3−εd dans (3.8) on trouve h�σε33, ūε3 − εdi =

0, et puisque �σε33 (ū
ε
3 − εd) ≥ 0 alors �σε33 (ū

ε
3 − εd) = 0 sur Γε+. Par conséquent (3.4).

3.1.3 Etude asymptotique

Mise à l’échelle des données :

On effectue une mise à l�échelle similaire à celle utilisée au deuxième chapitre.
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On note ainsi :

V (Ω) =
©
v ∈W 1,4 (Ω) /v = 0 sur Γ0

ª
K (Ω) = {v ∈ V (Ω) / v̄3 ≤ d sur Γ+}
−→
V (Ω) = V (Ω)× V (Ω)× V (Ω)

−→
K (Ω) = V (Ω)× V (Ω)×K (Ω)

Mise à l’échelle du problème variationnel

On pose : 
E0ij (v) =

1

2
(∂ivj + ∂jvi + ∂iv3∂jv3)

E2ij (v) =
1

2
∂ivα∂jvα

(3.11)

Donc le tenseur des déformations mis à l�échelle est de la forme :
Eεαβ (u

ε) = ε2E0αβ (u (ε)) + ε
4E2αβ (u (ε))

Eεα3 (u
ε) = εE0α3 (u (ε)) + ε

3E2α3 (u (ε))

Eε33 (u
ε) = E033 (u (ε)) + ε

2E233 (u (ε))

(3.12)

D�où :

σεαβ = λE
0
33 (u (ε)) δαβ + ε

2
£
λ
¡
E0γγ (u (ε)) +E

2
33 (u (ε))

¢
δαβ + 2µE

0
αβ (u (ε))

¤
+ ε4

£
λE2γγ (u (ε)) δαβ + 2µE

2
αβ (u (ε))

¤
σεα3 = ε [2µE

0
α3 (u (ε))] + ε

3 [2µE2α3 (u (ε))]

σε33 = (λ+ 2µ)E
0
33 (u (ε)) + ε

2
£
λE0γγ (u (ε)) + (λ+ 2µ)E

2
33 (u (ε))

¤
+ ε4λE2γγ (u (ε))

(3.13)
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Théorème 47 Le problème variationnel Pε.V est équivalent au problème suivant P(ε) .V :

Trouver u (ε) ∈ −→
K (Ω) tel que :Z

Ω

σij (ε) ∂jvidx+

Z
Ω

σij (ε) ∂iu3 (ε) ∂jv3dx+ ε
2

Z
Ω

σij (ε) ∂iuα (ε) ∂jvαdx

= L (v) + h�σ33 (ε) , v̄3i ,∀v ∈ −→V (Ω) (3.14)

h�σ33 (ε) , v̄3 − ū3 (ε)i ≥ 0, ∀v3 ∈ K (Ω) (3.15)

tels que : �σ33 (ε) = σ33 (ε) + σk3 (ε) ∂ku3 (ε) .

σαβ (ε) = ε−2σεαβ;σα3 (ε) = ε
−3σεα3;σ33 (ε) = ε

−4σε33. (3.16)

Lε (vε) = ε5L (v) avec L (v) =

Z
Ω

fividx+

Z
Γ−
gividΓ. (3.17)

Preuve. On a de (3.7) :

Z
Ωε
σεαβ (u

ε) ∂εβv
ε
αdx

ε +

Z
Ωε
σεα3 (u

ε) (∂ε3v
ε
α + ∂

ε
αv

ε
3) dx

ε +

Z
Ωε
σε33 (u

ε) ∂ε3v
ε
3dx

ε+Z
Ωε
σεαβ (u

ε) ∂εαu
ε
γ∂

ε
βv
ε
γdx

ε +

Z
Ωε
σεα3 (u

ε) ∂εαu
ε
ρ∂
ε
3v
ε
ρdx

ε +

Z
Ωε
σε3α (u

ε) ∂ε3u
ε
ρ∂
ε
αv
ε
ρdx

ε

+

Z
Ωε
σεαβ (u

ε) ∂εαu
ε
3∂
ε
βv
ε
3dx

ε +

Z
Ωε
σεα3 (u

ε) ∂εαu
ε
3∂
ε
3v
ε
3dx

ε +

Z
Ωε
σε3α (u

ε) ∂ε3u
ε
3∂
ε
αv

ε
3dx

ε

+

Z
Ωε
σε33 (u

ε) ∂ε3u
ε
3∂
ε
3v
ε
3dx

ε +

Z
Ωε
σε33 (u

ε) ∂ε3u
ε
γ∂

ε
3v
ε
γdx

ε = Lε (vε) + hσε33 + σεk3∂εkuε3, v̄ε3i

(3.18)

D�après la mise à l�échelle des données et du déplacement on trouve (3.17). On insert

(3.16) et (3.17) dans (3.18) puis on divise par ε5 on trouve (3.14) puis (3.15).
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Problème bidimensionnel

On postule :

u (ε) = u0 + εu1 + ε2u2 + ..., up ∈ −→K (Ω) p ∈ {0, 1, 2, 3, 4, ....} (3.19)

On introduit (3.19) dans (3.11), on trouve :


E0ij (u (ε)) =

1

2

·P
n∈N

εn(∂iu
n
j + ∂ju

n
i ) +

P
n∈N

εn
P

p+q=n

(∂iu
p
3∂ju

q
3)

¸
, p,q ∈ N

E2ij (u (ε)) =
1

2

·P
n∈N

εn
P

p+q=n

∂iu
p
α∂ju

q
α

¸ (3.20)

Le système (3.13) nous permet d�écrire :


σαβ(ε) = ε−2σ−2αβ + ε

−1σ−1αβ + ε
0σ0αβ + ......

σα3(ε) = ε−2σ−2α3 + ε
−1σ−1α3 + ε

0σ0α3 + ......

σ33(ε) = ε−4σ−433 + ε
−3σ−333 + ε−2σ−233 + ε

−1σ−133 + ε
0σ033 + ....

(3.21)

Donc de (3.21), on déduit que :

σ−433 =
1

2
(λ+ 2µ) ∂3u

0
3

¡
2 + ∂3u

0
3

¢
(3.22)

σ−333 = (λ+ 2µ) ∂3u
1
3

¡
1 + ∂3u

0
3

¢
(3.23)

A l�ordre de ε−4 :

Z
Ω

σ−433
¡
1 + ∂3u

0
3

¢
∂3v3dx =

­
σ−433

¡
1 + ∂3u

0
3

¢
, v̄3
®
, ∀v3 ∈ V (Ω) (3.24)

On prend v̄3 = 0 dans (3.24), on trouve :

Z
Ω

σ−433
¡
1 + ∂3u

0
3

¢
∂3v3dx = 0
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D�après le lemme 19, on obtient que :

¡
1 + ∂3u

0
3

¢
∂3u

0
3

¡
2 + ∂3u

0
3

¢
= 0

Si on suppose que ∂3u03 ∈ C0
¡
Ω̄
¢
,du fait que u03 = 0 sur Γ0 on déduit que :

∂3u
0
3 = 0 sur Ω̄ (3.25)

A l�ordre de ε−3 :

Z
Ω

£
σ−333

¡
1 + ∂3u

0
3

¢
+ σ−433 ∂3u

1
3

¤
∂3v3dx = 0,∀v3 ∈ V (Ω) , v̄3 = 0

En prenant compte de (3.25), on a :

σ−433 = 0 (3.26)

d�où :
R
Ω
σ−333 ∂3v3dx = 0, ce qui donne :

σ−333 = 0 (3.27)

par conséquent, de (3.21) on déduit que :

∂3u
1
3 = 0 (3.28)

En utilisant (3.25) et (3.28), on trouve :

σ−2αβ = σ
−1
αβ = 0 (3.29)
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A l�ordre de ε−2 :

Z
Ω

¡
σ−2α3 (∂3vα + ∂αv3 + ∂αu

0
3∂3v3) + σ

−2
33 ∂3v3

¢
dx =

­
σ−233 + σ

−2
α3∂αu

0
3, v̄3

®
,∀v ∈ −→V (Ω)

(3.30)

On prend v3 = 0 dans (3.30), on trouve :Z
Ω

σ−2α3∂3vαdx = 0,∀vα ∈ V (Ω) (3.31)

Pour v̄α = 0 sur Γ+, (3.31) donne :

σ−2α3 = 0 (3.32)

On a de (3.21) σ−2α3 = µ(∂αu
0
3 + ∂3u

0
α) donc :

∂αu
0
3 + ∂3u

0
α = 0 (3.33)

On revient à (3.30), après tenir compte de (3.32) et utiliser le lemme 19, on trouve :

σ−233 = 0 (3.34)

A l�ordre de ε−1 :

Z
Ω

¡
σ−1α3∂3vα + σ

−1
33 ∂3v3

¢
dx =

­
σ−133 + σ

−1
α3∂αu

0
3, v̄3

®
,∀v ∈ −→V (Ω) (3.35)

On prend v3 = 0 et v̄α = 0 sur Γ+ puis v̄3 = 0 dans (3.35), on trouve respectivement :

σ−1α3 = 0 et σ−133 = 0 (3.36)
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comme de (3.21) on a σ−1α3 = µ(∂αu
1
3 + ∂3u

1
α) alors :

∂αu
1
3 + ∂3u

1
α = 0 (3.37)

A l�ordre de ε0 :

Z
Ω

σ0ij∂jvidx+

Z
Ω

σ0ij∂iu
0
3∂jv3dx = L(v) +

­
σ033 + σ

0
α3∂αu

0
3, v̄3

®
,∀v ∈ V (Ω) (3.38)

tels que :

σ0αβ = λ(∂3u
2
3 + ∂γu

0
γ +

1

2
∂γu

0
3∂γu

0
3 +

1

2
∂3u

0
γ∂3u

0
γ)δαβ (3.39)

+µ(∂αu
0
β + ∂βu

0
α + ∂αu

0
3∂βu

0
3)

σ0α3 = µ(∂αu
2
3 + ∂3u

2
α + ∂αu

0
3∂3u

2
3 + ∂αu

0
γ∂3u

0
γ) (3.40)

σ033 = (λ+ 2µ) (∂3u
4
3 +

1

2
∂3u

2
3∂3u

2
3 + ∂3u

0
γ∂3u

2
γ +

1

2
∂3u

1
γ∂3u

1
γ)

+λ(∂γu
2
γ + ∂γu

0
3∂γu

2
3 +

1

2
∂γu

1
3∂γu

1
3 +

1

2
∂γu

0
α∂γu

0
α) (3.41)

On a de (3.21) : σ−233 = (λ+ 2µ) (∂3u
2
3 +

1
2
∂3u

0
γ∂3u

0
γ) +

λ

2
(2∂γu

0
γ + ∂γu

0
3∂γu

0
3)

Donc, avec (3.34), on peut conclure que :

∂3u
2
3 =

−λ
λ+ 2µ

(∂γu
0
γ +

1

2
∂γu

0
3∂γu

0
3)−

1

2
∂3u

0
γ∂3u

0
γ (3.42)

Après insertion de (3.42) dans (3.39), on trouve que :

σ0αβ =
2λµ

λ+ 2µ
E0γγ

¡
u0
¢
δαβ + 2µE

0
αβ

¡
u0
¢

(3.43)

De (3.25) et (3.33), on constate que u0 est de type Kirchhoff-Love. On introduit
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l�espace :

�VKL (Ω) =
n
v = (vi) ∈ −→

V (Ω) /∂iv3 + ∂3vi = 0
o

Cet espace peut être déÞni par :

�VKL (Ω) =

 v = (vi) ∈ (W 1,4 (Ω))
3
/vα = ηα − x3∂αη3, v3 = η3 tels que

ηα ∈W 1,4
0 (ω) , η3 ∈W 2,4

0 (ω)


En effet, soit v ∈ �VKL (Ω) alors ∂3v3 = 0 dans Ω et v3 = 0 sur Γ0 donc v3 est

indépendent de x3. Par conséquent, il existe η3 ∈W 1,4
0 (ω) telle que v3 = η3.

L�équation ∂αv3 + ∂3vα = 0 implique que ∂33vα = −∂α (∂3v3) = 0 (au sens

des distributions). D�où, avec vα = 0 sur Γ0, il existe ηα, η
1
α ∈ W 1,4

0 (ω) telles que

vα = ηα + x3η
1
α. On a ∂αv3 + ∂3vα = ∂αη3 + η

1
α = 0, d�où η3 ∈W 2,4

0 (ω) . Inversement, si

vα = ηα−x3∂αη3, v3 = η3 avec (ηα, η3) ∈W 1,4
0 (ω)×W 2,4

0 (ω), il est claire que v ∈ −→V (Ω)
et ∂iv3 + ∂3vi = 0.

L�espace �VKL (Ω) est inclu dans l�espace VKL (Ω) tel que :

VKL (Ω) =

 v = (vi) /vα = ηα − x3∂αη3, v3 = η3 tels que
ηα ∈ H1

0 (ω) , η3 ∈ H2
0 (ω)


Des résultats précédents et de (3.15) on déduit que : hσ033 + σ0α3∂αu03, v̄3 − ū03i ≥ 0,

∀v3 ∈ K (Ω) .
On pose :

ταj = σαj (ε) + ε
2σkj (ε) ∂kuα (ε) et τ 3j = σ3j (ε) + σkj (ε) ∂ku3 (ε) (3.44)
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Après insertion de (3.44) dans (3.14), on trouve :

Z
Ω

τ ij∂jvidx = L (v) + hτ 33, v̄3i ,∀v ∈ −→V (Ω) (3.45)

Pour ϕ de (D (Ω))3 puis de (D (Ω ∪ Γ+))3 dans (3.45), on trouve : −∂jτ ij = fi p.p
sur Ω puis

R
Γ+
τ ijnjϕ̄idΓ=hτ 33, ϕ̄3i d�où

R
Γ+
τ i3ϕ̄idΓ=hτ 33, ϕ̄3i donc

R
Γ+
τα3ϕ̄αdΓ = 0

par conséquent τα3 = 0 p.p sur Γ+. Il vient que σα3 (ε) + ε2σk3 (ε) ∂kuα (ε) = 0 d�où

σ0α3 = 0 p.p sur Γ+.

L�étude précédente nous permet d�établir le théorème suivant :

Théorème 48 Soit u (ε) solution de P(ε) .V assez régulier. Supposons que :

u (ε) = u0 + εu1 + ε2u2 + ...., up ∈ −→K (Ω) ; p ∈ {0, 1, 2, 3, 4, ....}
∂3u

0
3 ∈ C0

¡
Ω̄
¢
,

alors u0 est solution du problème P0KL.V :

Trouver u0 ∈ VKL (Ω) ∩ −→K (Ω) tel que :Z
Ω

σ0αβ∂βvαdx+

Z
Ω

σ0αβ∂αu
0
3∂βv3dx = L (v) +

­
σ033, v̄3

®
,∀v ∈ VKL (Ω) (3.46)­

σ033, v̄3 − ū03
® ≥ 0,∀v3 ∈ K (Ω) (3.47)

On a u0 ∈ VKL (Ω)∩−→K (Ω) donc il existe ξα ∈ H1
0 (ω) et ξ3 ∈ H2

0 (ω) avec ξ3 ≤ d
de telle sorte que :

u0α = ξα − x3∂αξ3, u03 = ξ3 (3.48)

Chercher u0 revient à chercher ξα et ξ3. Pour cela, on introduit au début (3.48)

dans l�expression de E0αβ (v) , on trouve :

E0αβ
¡
u0
¢
= E0αβ (ξ)− x3∂αβξ3 (3.49)
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d�où :

σ0αβ =
£
λ?E0γγ (ξ) δαβ + 2µE

0
αβ (ξ)

¤− x3 [λ?4ξ3δαβ + 2µ∂αβξ3] , λ? = 2λµ

λ+ 2µ
(3.50)

Maintenant on prend v = (−x3∂1η3,−x3∂2η3, η3) dans (3.46), on trouve :

Z
Ω

£
(λ?E0γγ (ξ) δαβ + 2µE

0
αβ (ξ))− x3(λ?4ξ3δαβ + 2µ∂αβξ3)

¤
(−x3∂αβη3)dx

+

Z
Ω

£
(λ?E0γγ (ξ) δαβ + 2µE

0
αβ (ξ))− x3(λ?4ξ3δαβ + 2µ∂αβξ3)

¤
∂αξ3∂βη3dx

= L(v) +
­
σ033, η3

®
,∀η3 ∈ H2

0 (ω)

d�où :

Z
Ω

x23(λ
?4ξ3δαβ + 2µ∂αβξ3)∂αβη3dx+

Z
Ω

(λ?E0γγ (ξ) δαβ + 2µE
0
αβ (ξ))∂αξ3∂βη3dx

=

Z
Ω

−x3fα∂αη3dx+
Z
Ω

f3η3dx+

Z
Γ−
g−α ∂αη3dΓ+

Z
Γ−
g−3 η3dΓ+

Z
Γ+

σ033η3dΓ,∀η3 ∈ H2
0 (ω)

(3.51)

On pose :

mαβ = −
µ
2

3
λ?4ξ3δαβ +

4

3
µ∂αβξ3

¶
(3.52)

nαβ = 2λ?E0γγ (ξ) δαβ + 4µE
0
αβ (ξ) (3.53)

d�où (3.51) devient :
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Z
ω

−mαβ∂αβη3dx
0 +
Z
ω

nαβ∂αξ3∂βη3dx
0 =

Z
ω

·
(

Z +1

−1
−x3fα∂αη3dx3) + gα∂αη3

¸
dx0

+

Z
ω

(

Z +1

−1
f3dx3 + g3)η3dx

0 +
Z
ω

σ033η3dx
0,∀η3 ∈ H2

0 (ω)

Du fait que, pour ξ3, η3 ∈ D (ω) , on a :Z
ω

∆ξ3∂ααη3dx
0 =

Z
ω

∆2ξ3η3dx
0 (3.54)Z

ω

∂αβξ3∂αβη3dx
0 =

Z
ω

∆2ξ3η3dx
0 (3.55)

par densité (3.54) et (3.55) restent vraies pour ξ3, η3 ∈ H2
0 (ω) .

Il vient de (3.51) que ξ3 vériÞe :Z
ω

£
k∆2ξ3 − ∂β(nαβ∂αξ3)

¤
η3dx

0 =
Z
ω

(h11 + h
1
2 + h

0
3 + σ

0
33)η3dx

0,∀η3 ∈ D (ω) (3.56)

avec :

k =
8

3
µ
λ+ µ

λ+ 2µ
;h0i =

Z +1

−1
fidx3 + g

−
i ; h

1
i =

Z +1

−1
x3∂αfαdx3 − ∂αg−α (3.57)

Maintenant pour trouver ξα, on prend v = (η1, η2, 0) dans (3.46) on obtient :Z
Ω

σ0αβ∂βηαdx =

Z
Ω

fαηαdx+

Z
Γ−
g−α ηαdΓ, ∀ηα ∈ H1

0 (ω) (3.58)

D�où : Z
ω

nαβ∂βηαdx
0 =

Z
ω

h0αηαdx
0, ∀ηα ∈ H1

0 (ω) (3.59)

Pour ηα ∈ D (ω) , on a
R
ω
nαβ∂βηαdx

0 = − R
ω
∂βnαβηαdx

0.
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Pour la condition du contact unilatéral, on prend v3 = d puis v3 = 2u03 − d dans

(3.47), on trouve :

­
σ033, d− ξ3

®
= 0 sur ω et σ033 ≤ 0 dans H−2 (ω) (3.60)

D�où d�après (3.48), (3.56), (3.59) et (3.60), on aboutit au théorème suivant :

Théorème 49 Si u0 est solution de P0KL.V tel que u0α = ξα − x3∂αξ3 et u03 = ξ3,

ξα, ξ3 assez réguliers. Alors ξα, ξ3 vériÞent le problème bidimensionnel P
b (0) :

Trouver ξα ∈ H1
0 (ω) , ξ3 ∈ H2

0 (ω) , ξ3 ≤ d tels que :

k∆2ξ3 − ∂β(nαβ∂αξ3) = h11 + h12 + h03 + σ033
−∂βnαβ = h0α
hσ033, d− ξ3i = 0
σ033 ≤ 0 dans H−2 (ω)

où :

nαβ = 2λ?E0γγ (ξ) δαβ + 4µE
0
αβ (ξ)

k =
8

3
µ
λ+ µ

λ+ 2µ
; h0i =

Z +1

−1
fidx3 + g

−
i ; h

1
i =

Z +1

−1
x3∂ifidx3 − ∂ig−i .
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3.2 Le cas de contact avec frottement de Coulomb

3.2.1 Problème classique Pε.C



Trouver uε tel que :

−∂εj �σεij = f εi dans Ωε

�σεijn
ε
j = g

ε
i sur Γε−

uε = 0 sur Γε0

ūε3 ≤ εd, �σε33 ≤ 0, �σε33 (ūε3 − εd) = 0, sur Γε+

|�σεT | < ν |�σε33|⇒ ūεT = 0 sur Γε+

|�σεT | = ν |�σε33|⇒ ∃δ > 0, ūεT = −δ�σεT , �σεT = (�σεα3) sur Γε+

où :

�σεij = σεij + σ
ε
kj∂

ε
ku
ε
i

σεij = λEεpp (u
ε) δij + 2µE

ε
ij (u

ε)

Eεij (u
ε) =

1

2
(∂εi u

ε
j + ∂

ε
ju
ε
i + ∂

ε
i u
ε
k∂
ε
ju
ε
k).

Remarque 50 Les quantités �σεα3 et �σ
ε
33 représentent respectivement les densités des

forces de frottement et la densité de la force pression sur Γε+.

3.2.2 Problème variationnel

On procède de la même façon que celle dans la deuxième section du chapitre précédent,

on aboutit au théorème :

Théorème 51 Si uε est assez régulier alors le problème Pε.C est équivalent au problème
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P(ε).V :

Trouver uε ∈ −→K (Ωε) tel que

aε (uε, vε) = Lε (vε) + h�σεi3, v̄εi i , ∀ vε ∈
−→
V (Ωε) (3.61)

h�σε33, v̄ε3 − ūε3i ≥ 0, ∀ vε3 ∈ K (Ωε) (3.62)

h�σεα3, v̄εα − ūεαi+ hν |�σε33| , |v̄εT |− |ūεT |i ≥ 0, ∀vεα ∈ V (Ωε) (3.63)

où :

aε (uε, vε) =

Z
Ωε
σεij (u

ε) ∂εjv
ε
i dx

ε +

Z
Ωε
σεij (u

ε) ∂εi u
ε
k∂
ε
jv
ε
kdx

ε

Lε (vε) =

Z
Ωε
f εi v

ε
i dx

ε +

Z
Γε−

gεi vi
εdΓ.

3.2.3 Etude asymptotique

Mise à l’échelle du problème

On garde la même mise à l�échelle que celle dans le cas sans frottement.

On pose :

ε−2σεαβ = σαβ (ε) ; ε
−3σεα3 = σα3 (ε) ; ε

−4σε33 = σ33 (ε) (3.64)

Donc pour le premier membre de (3.61) on aura la même forme trouvée dans (3.9).

D�autre part on a :

h�σεα3, v̄εαi = hσεα3 + σεk3∂εkuεα, v̄εαi
= ε5 hσα3 (ε) , v̄αi+ ε7 hσk3 (ε) ∂kuα, v̄αi (3.65)

Après division par ε5 on trouve de (3.61) que :
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Z
Ω

σij (ε) ∂jvidx+

Z
Ω

σij (ε) ∂iu3 (ε) ∂jv3dx+ ε
2

Z
Ω

σij (ε) ∂iuα (ε) ∂jvαdx = L (v) + h�σ33 (ε) , v̄3i

+ hσα3 (ε) , v̄αi+ ε2 hσk3 (ε) ∂kuα, v̄αi ,∀v ∈ −→
V (Ω) .

Pour (3.62) et (3.63) on trouve :

h�σ33 (ε) , v̄3 − ū3 (ε)i ≥ 0, ∀v3 ∈ K (Ω)
hσα3 (ε) , v̄α − ūα (ε)i+ ε hν |�σ33 (ε)| , |v̄T |− |ūT (ε)|i+ ε2 hσk3 (ε) ∂kuα, v̄α − ūα (ε)i ≥ 0, ∀vα ∈ V (Ω

D�où le théorème :

Théorème 52 Le problème variationnel Pε.V est équivalent au problème suivant P(ε) .V :

Trouver u (ε) ∈ −→
K (Ω) tel queZ

Ω

σij (ε) ∂jvidx+

Z
Ω

σij (ε) ∂iu3 (ε) ∂jv3dx+ ε
2

Z
Ω

σij (ε) ∂iuα (ε) ∂jvαdx = L (v)

+ h�σ33 (ε) , v̄3i+ hσα3 (ε) , v̄αi+ ε2 hσk3 (ε) ∂kuα, v̄αi ,∀v ∈ −→V (Ω) (3.66)

h�σ33 (ε) , v̄3 − ū3 (ε)i ≥ 0,∀v3 ∈ K (Ω) (3.67)

hσα3 (ε) , v̄α − ūα (ε)i+ ε hν |�σ33 (ε)| , |v̄T |− |ūT (ε)|i+
ε2 hσk3 (ε) ∂kuα (ε) , v̄α − ūα (ε)i ≥ 0, ∀ vα ∈ V (Ω) (3.68)

Problème bidimensionnel

On postule :

u (ε) = u0 + εu1 + ε2u2 + ...., up ∈ −→K (Ω) avec p ∈ {0, 1, 2, 3, 4, ...} (3.69)

On trouve les mêmes résultats, i.e, (3.20) et le système (3.21). Après insertion dans

(3.66), on trouve :
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A l�ordre de ε−4 :

Z
Ω

σ−433
¡
1 + ∂3u

0
3

¢
∂3v3dx =

­
σ−433

¡
1 + ∂3u

0
3

¢
, v̄3
®
, ∀v3 ∈ V (Ω) (3.70)

On prend v̄3 = 0 dans (3.70), on trouve :

Z
Ω

σ−433
¡
1 + ∂3u

0
3

¢
∂3v3dx = 0

D�après le lemme 19, on obtient que :

¡
1 + ∂3u

0
3

¢
∂3u

0
3

¡
2 + ∂3u

0
3

¢
= 0

Si on suppose que ∂3u03 ∈ C0
¡
Ω̄
¢
, du fait que u03 = 0 sur Γ0, alors

∂3u
0
3 = 0 sur Ω̄. (3.71)

On peut conclure de (3.71) que u03 est indépendent de x3et σ
−4
33 = 0.

A l�ordre de ε−3 :

Z
Ω

σ−333 ∂3v3dx = 0,∀v3 ∈ V (Ω) , v̄3 = 0

d�où, gràce au lemme 19 on a : σ−333 = 0 d�où ∂3u
1
3 = 0 ce qui donne σ

−2
αβ = σ

−1
αβ = 0.

A l�ordre de ε−2 :

Z
Ω

¡
σ−2α3∂3vα + σ

−2
α3∂αv3 + σ

−2
33 ∂3v3

¢
dx =

­
σ−233 + σ

−2
k3 ∂ku

0
3, v̄3

®
+
­
σ−2α3 , v̄α

®
,∀v ∈ −→V (Ω)

(3.72)

On prend v3 = 0 et v̄α = 0 dans (3.72), on trouve :
R
Ω
σ−2α3∂3vαdx = 0,∀vα ∈ V (Ω)

d�où σ−2α3 = 0 toujours gràce au lemme 19.
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On a : σ−2α3 = µ(∂αu
0
3 + ∂3u

0
α) donc :

∂αu
0
3 + ∂3u

0
α = 0 (3.73)

De (3.72), on trouve :

σ−233 = 0 (3.74)

A l�ordre de ε−1 :

Z
Ω

¡
σ−1α3∂3vα + σ

−1
33 ∂3v3

¢
dx =

­
σ−133 + σ

−1
k3 ∂ku

0
3, v̄3

®
+
­
σ−1α3 , v̄α

®
,∀v ∈ −→V (Ω) (3.75)

On prend v3 = 0 et v̄α = 0 sur Γ+ puis v̄3 = 0 dans (3.75),on trouve :

σ−1α3 = σ
−1
33 = 0 (3.76)

Comme on a : σ−1α3 = µ(∂αu
1
3 + ∂3u

1
α) alors :

∂αu
1
3 + ∂3u

1
α = 0 (3.77)

A l�ordre de ε0 :

Z
Ω

σ0ij∂jvidx+

Z
Ω

σ0ij∂iu
0
3∂jv3dx = L(v) +

­
�σ033 + σ

0
k3∂ku

0
3, v̄3

®
+
­
σ0α3, v̄α

®
,∀v ∈ −→V (Ω)

(3.78)

tels que σ0ij déÞnis par (3.39)-(3.41) et �σ
0
33 = σ

0
33+σ

0
k3∂ku

0
3.

De (3.71) et (3.73) on déduit que u0 est de type Kirchhoff-Love donc u0 ∈ VKL (Ω)∩
−→
K (Ω)
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De la condition (3.67) et la condition (3.68), on déduit :

­
�σ033, v̄3 − ū03

® ≥ 0,∀v3 ∈ K (Ω)­
σ0α3, v̄α − ū0α

® ≥ 0,∀vα ∈ V (Ω)

Pour des fonctions de teste convenables de D(Ω), on déduit que : σ0α3 = 0 p.p sur Γ+.

D�où le théorème :

Théorème 53 Soit u (ε) solution de P(ε) .V. Supposons que :

u (ε) = u0 + εu1 + ε2u2 + ...., up ∈ −→K (Ω) , p ∈ {0, 1, 2, 3, 4, ....}
∂3u

0
3 ∈ C0

¡
Ω̄
¢
,

alors u0 est solution du problème P0KL.V :

Trouver u0 ∈ VKL (Ω) ∩−→K (Ω) tel queZ
Ω

σ0αβ∂βvαdx+

Z
Ω

σ0αβ∂αu
0
3∂βv3dx = L (v) +

­
σ033, v̄3

®
+,∀v ∈ VKL (Ω)­

σ033, v̄3 − ū03
® ≥ 0,∀v3 ∈ −→K (Ω)

avec :

σ0αβ =
2λµ

λ+ 2µ
E0γγ

¡
u0
¢
δαβ + 2µE

0
αβ

¡
u0
¢
.

Remarque 54 On déduit que le déplacement u0 est caractérisé par le même problème

P0KL.V que celui trouvé dans le cas sans frottement. Donc, notre problème tridimensionnel

avec frottement tend à un problème bidimentionnel sans frottement.

93



Chapitre 4

Etude asymptotique d’un problème de contact  

d’une plaque mince contre un obstacle rigide 

avec les conditions de Von Kármán

Dans ce chapitre on va faire l�étude asymptotique du même problème étudié au cha-

pitre 3. On garde les mêmes conditions sur la face supérieure et la face inférieure, pour

la face latérale au lieu de l�encastrement on va imposer des forces de directions parallèles

au plan de ω de composantes F εα, puisque cette face est mince on va prendre la moyenne

des densités F εα sur chaque portion {(x1, x2)} × [−ε,+ε] et on l�exèrce sur le point
(x1, x2, 0) ∈ γ = ω × {0} , on la note �F εα . Donc les déplacements uε qui en découlent
vériÞent uεα indépendents de x

ε
3 et uε3 = 0 sur la partie latérale Γε0. Cette condition

s�appelle la condition de Von Kármán. Toujours de la même manière, on va étudier les

deux cas, le cas sans frottement et le cas avec frottement de Coulomb.
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4.1 le cas de contact sans frottement

4.1.1 Problème classique Pε.C :

Trouver uε tel que

−∂εj �σεij = f εi dans Ωε (4.1)

�σεijn
ε
j = g

ε
i sur Γε− (4.2)

�F εα =
1

2ε

Z +ε

−ε
F εαdx

ε
3 sur γ (4.3)

uεα indépendents de x
ε
3, u

ε
3 = 0 sur Γε0 (4.4)

ūε3 ≤ εd, �σε33 ≤ 0, �σε33 (ūε3 − εd) = 0, �σεα3 = 0 sur Γε+ (4.5)

où :

F εα = �σεαβ.ν
ε
β =

¡
σεαβ + σ

ε
kβ∂

ε
ku
ε
α

¢
νεβ (4.6)

σεij = λEεpp (u
ε) δij + 2µE

ε
ij (u

ε) (4.7)

Eεij (u
ε) =

1

2
(∂εi u

ε
j + ∂

ε
ju
ε
i + ∂

ε
i u
ε
k∂
ε
ju
ε
k) (4.8)

4.1.2 Problème variationnel

On pose :

V (Ωε) =
©
v ∈W 1,4(Ωε)/v indépendent de xε3 sur Γ

ε
0

ª
V0(Ω

ε) =
©
v ∈W 1,4(Ωε)/v = 0 sur Γε0

ª
K(Ωε) =

©
v ∈ V0(Ωε)/v̄ ≤ εd sur Γε+

ª
−→
V(Ωε) = V (Ωε)× V (Ωε)× V0(Ωε)
−→
K(Ωε) = V (Ωε)× V (Ωε)×K(Ωε).
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Théorème 55 Si uε est solution du problème classique Pε.C alors uε vériÞe le problème

Pε.V :

Trouver uε ∈ −→
K (Ωε) tel queZ

Ωε
�σεij∂

ε
jv
ε
i dx

ε = Lε (vε) + 2ε

Z
γ

�F εα�v
ε
αdγ + h�σε33, v̄ε3i , ∀ vε ∈

−→
V (Ωε) (4.9)

h�σε33, v̄ε3 − ūε3i ≥ 0, ∀ vε3 ∈ K (Ωε) (4.10)

où : �vεi =
1

2ε

R +ε
−ε v

ε
i dx

ε
3 et Lε (vε) =

R
Ωε
f εi v

ε
i dx

ε +
R
Γε−
gεi vi

εdΓ .

Preuve. Soit vε ∈ −→V (Ωε) donc (4.1) devient :

−
Z
Ωε
∂εj �σ

ε
ijv

ε
i dx

ε =

Z
Ωε
f εi v

ε
i dx

ε

ce qui donne :

Z
Ωε
�σεij∂

ε
jv
ε
i dx

ε =

Z
Ωε
f εi v

ε
i dx

ε +

Z
Γε−

�σεijn
ε
jvi

εdΓ+

Z
Γε+

�σεijn
ε
j v̄
ε
i dΓ+

Z
Γε0

�σεijν
ε
jv
ε
i dΓ

On a :

Z
Γε0

�σεijν
ε
jv
ε
i dΓ =

Z
Γε0

�σεαjν
ε
jv
ε
αdΓ, (v

ε
3 = 0 sur Γ

ε
0)

=

Z
Γε0

�σεαβν
ε
βv
ε
αdΓ, (νε3 = 0)

On sait que �σεαβν
ε
β est la densité de la force exercée sur la portion de Γε0 dont la

normale est (νε1, ν
ε
2, 0), puisque ε assez petit ; on prend, pour chaque portion {(x1, x2)}×

[−ε,+ε] , (xε1, xε2, 0) ∈ γ, la moyenne �F εα des densités F
ε
α et on l�applique sur le point
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(xε1, x
ε
2, 0) . De même pour les déplacements v

ε
α. Donc on peut écrire :Z

Γε0

�F εαv
ε
i dΓ =

Z
γ

(

Z +ε

−ε
�F εα�v

ε
αdx

ε
3)dγ

=

Z
γ

�F εα�v
ε
α(

Z +ε

−ε
dxε3)dγ

= 2ε

Z
γ

�F εα�v
ε
αdγ

d�où (4.9).

On a : ∀ vε3 ∈ K (Ωε) ,

h�σε33, v̄ε3 − ūε3i = h�σε33, v̄ε3 − εd+ εd− ūε3i
= h�σε33, v̄ε3 − εdi ≥ 0

d�où (4.10).

Théorème 56 Supposons que uε est assez régulier. Alors uεest solution de Pε.C si et

seulement si uε est solution de Pε.V.

Preuve. On prend au début vε de (D (Ωε))3 dans (4.9), on trouve (4.1) puis on prend

vε de
¡
D
¡
Ωε ∪ Γε−

¢¢3
toujours dans (4.9), on trouve (4.2). Pour avoir (4.3), on prend vε

de (D (Ωε ∪ Γε0))3 , on trouve.Z
Γε0

�σεαβν
ε
βv
ε
αdΓ = 2ε

Z
γ

�F εα�v
ε
αdγ

d�où : Z
Γε0

F εαv
ε
αdΓ = 2ε

Z
γ

�F εα�v
ε
αdγ
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ce qui donne. Z
γ

(

Z +ε

−ε
F εα�v

ε
αdx

ε
3)dγ = 2ε

Z
γ

�F εα�v
ε
αdγ

Puis pour les éléments de D (γ) , vεα est indépendent de x
ε
3. On trouve que :Z

γ

(

Z +ε

−ε
F εαdx

ε
3)v

ε
αdγ = 2ε

Z
γ

�F εαv
ε
αdγ

d�où �F εα =
1

2ε

R +ε
−ε F

ε
αdx

ε
3 p.p sur γ donc (4.3).

Pour le reste la démonstration est déjà faite au chapitre 3.

4.1.3 Etude asymptotique

Mise à l’échelle des données

On garde la même mise à l�échelle faite aux chapitres précédents pour les inconnus et les

forces f et g. Pour �F , on suppose :

�F εα = ε
2 �Fα (4.11)

Donc, on note :

V (Ω) = {v ∈W 1,4(Ω)/v indépendent de x3 sur Γ0}
V0(Ω) = {v ∈W 1,4(Ω)/v = 0 sur Γ0}
K(Ω) = {v ∈ V0(Ω)/v̄ ≤ d sur Γ+}
−→
V (Ω) = V (Ω)× V (Ω)× V0(Ω)
−→
K(Ω) = V (Ω)× V (Ω)×K(Ω).

Problème variationnel mis à l’échelle

Théorème 57 Si uε est solution du problème Pε.V alors u (ε) est solution du problème
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suivant P(ε) .V :

Trouver u (ε) ∈ −→
K (Ω) tel que :Z

Ω

σij (ε) ∂jvidx+

Z
Ω

σij (ε) ∂iu3 (ε) ∂jv3dx+ ε
2

Z
Ω

σij (ε) ∂iuα (ε) ∂jvαdx

= L (v) + h�σ33 (ε) , v̄3i+
Z
γ

�Fα(

Z +1

−1
vαdx3)dγ, ∀v ∈ −→V (Ω) (4.12)

h�σ33 (ε) , v̄3 − ū3 (ε)i ≥ 0, ∀v3 ∈ K (Ω) (4.13)

où σij (ε) et L (v) sont déÞnis rspectivement par (3.16) et (3.17).

Preuve. On a de (4.9) :

Z
Ωε
σεαβ (u

ε) ∂εβv
ε
αdx

ε +

Z
Ωε
σεα3 (u

ε) (∂ε3v
ε
α + ∂

ε
αv

ε
3) dx

ε +

Z
Ωε
σε33 (u

ε) ∂ε3v
ε
3dx

ε+Z
Ωε
σεαβ (u

ε) ∂εαu
ε
γ∂

ε
βv
ε
γdx

ε +

Z
Ωε
σεα3 (u

ε) ∂εαu
ε
ρ∂
ε
3v
ε
ρdx

ε +

Z
Ωε
σε3α (u

ε) ∂ε3u
ε
ρ∂
ε
αv
ε
ρdx

ε

+

Z
Ωε
σεαβ (u

ε) ∂εαu
ε
3∂
ε
βv
ε
3dx

ε +

Z
Ωε
σεα3 (u

ε) ∂εαu
ε
3∂
ε
3v
ε
3dx

ε +

Z
Ωε
σε3α (u

ε) ∂ε3u
ε
3∂
ε
αv

ε
3dx

ε

+

Z
Ωε
σε33 (u

ε) ∂ε3u
ε
3∂
ε
3v
ε
3dx

ε +

Z
Ωε
σε33 (u

ε) ∂ε3u
ε
γ∂

ε
3v
ε
γdx

ε = Lε (vε) + 2ε

Z
γ

�F εαv
ε
i dγ + h�σε33, v̄ε3i

(4.14)

Après insertion des inconnus et les données mis à l�échelle dans (4.14) puis on divise

ses deux membres par ε5, on trouve (4.12). De la même façon pour avoir (4.13).

Problème bidimensionnel

On postule :

u (ε) = u0 + εu1 + ε2u2 + ..., up ∈ −→K (Ω) p ∈ {0, 1, 2, 3, 4, ....} (4.15)

On introduit l�ensemble des déplacements admissibles de type Kirchhoff-Love �VKL (Ω)

tel que :
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�VKL (Ω) =
n
v ∈ −→V (Ω) /∂iv3 + ∂3vi = 0

o
=

 v = (vi) ∈ (W 1,4 (Ω))
3
/vα = ηα − x3∂αη3, v3 = η3 tels que :

ηα ∈W 1,4 (ω) , η3 ∈W 2,4
0 (ω)


Cet espace est inclu dans l�espace :

VKL (Ω) =

 v = (vi) /vα = ηα − x3∂αη3, v3 = η3 tels que :
ηα ∈ H1 (ω) , η3 ∈ H2

0 (ω)

 (4.16)

Théorème 58 Si u (ε) est solution de P(ε) .V et ∂3u03 ∈ C0
¡
Ω̄
¢
. Alors u0 est solution

du problème P0KL.V :

Trouver u0 ∈ VKL (Ω) ∩−→K (Ω) tel que :Z
Ω

σ0αβ∂βvαdx+

Z
Ω

σ0αβ∂αu
0
3∂βv3dx = L (v) +

­
σ033, v̄3

®
(4.17)

+

Z
γ

�Fα(

Z +1

−1
vαdx3)dγ, ∀v ∈ VKL (Ω)­

σ033, v̄3 − ū03
® ≥ 0, ∀v3 ∈ K (Ω) (4.18)

avec :

σ0αβ =
2λµ

λ+ 2µ
E0γγ

¡
u0
¢
δαβ + 2µE

0
αβ

¡
u0
¢

(4.19)

Preuve. De (3.21), on déduit que :

σ−433 =
1

2
(λ+ 2µ) ∂3u

0
3

¡
2 + ∂3u

0
3

¢
(4.20)

σ−333 = (λ+ 2µ) ∂3u
1
3

¡
1 + ∂3u

0
3

¢
(4.21)
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A l�ordre de ε−4 et ε−3 :

Z
Ω

σ−433
¡
1 + ∂3u

0
3

¢
∂3v3dx = 0,∀v3 ∈ V0 (Ω) , v̄3 = 0 (4.22)Z

Ω

£
σ−333

¡
1 + ∂3u

0
3

¢
+ σ−433 ∂3u

1
3

¤
∂3v3dx = 0,∀v3 ∈ V0 (Ω) , v̄3 = 0 (4.23)

En utilisant le lemme 19, (4.22) donne σ−433 (1 + ∂3u
0
3) = 0 donc (1 + ∂3u

0
3) ∂3u

0
3 (2 + ∂3u

0
3) =

0. Si on suppose que ∂3u03 ∈ C0
¡
Ω̄
¢
, du fait que u03 = 0 sur Γ0 on déduit que

∂3u
0
3 = 0 sur Ω̄ (4.24)

De même pour (4.23), on trouve ∂3u13 = 0.

A l�ordre de ε−2 :

Z
Ω

¡
σ−2α3∂3vα + σ

−2
α3∂αv3 + σ

−2
33 ∂3v3

¢
dx =

­
σ−233 + σ

−2
k3 ∂ku

0
3, v̄3

®
,∀v ∈ −→V (Ω) (4.25)

On prend v3 = 0 dans (4.25), on trouve :

σ−2α3 = 0 (4.26)

D�autre part, de (3.21) on a : σ−2α3 = µ(∂αu
0
3 + ∂3u

0
α) donc :

∂αu
0
3 + ∂3u

0
α = 0 (4.27)

A l�ordre de ε−1 :

Z
Ω

¡
σ−1α3∂3vα + σ

−1
33 ∂3v3

¢
dx =

­
σ−133 + σ

−1
k3 ∂ku

0
3, v̄3

®
,∀v ∈ −→V (Ω) (4.28)
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On prend v3 = 0 et v̄α = 0 sur Γ+ puis v̄3 = 0 dans (4.28), on trouve :

σ−1α3 = σ
−1
33 = 0 (4.29)

Comme de (3.21) on a σ−1α3 = µ(∂αu
1
3 + ∂3u

1
α) alors :

∂αu
1
3 + ∂3u

1
α = 0 (4.30)

A l�ordre de ε0 : ∀v ∈ −→V (Ω) :
Z
Ω

σ0ij∂jvidx+

Z
Ω

σ0ij∂iu
0
3∂jv3dx = L(v) +

Z
γ

�Fα(

Z +1

−1
vαdx3)dγ +

­
σ033 + σ

0
k3∂ku

0
3, v̄3

®
(4.31)

tels que σ0ij sont déÞnis par (3.39)-(3.42).

On a de (3.21) :

σ−233 = (λ+ 2µ) (∂3u
2
3 +

1

2
∂3u

0
γ∂3u

0
γ) +

λ

2
(2∂γu

0
γ + ∂γu

0
3∂γu

2
3)

Si on revient à (4.25) on trouve σ−233 = 0. Donc on peut conclure que :

∂3u
2
3 =

−λ
λ+ 2µ

(∂γu
0
γ +

1

2
∂γu

0
3∂γu

0
3)−

1

2
∂3u

0
γ∂3u

0
γ (4.32)

Après insertion de (4.32) dans (3.39), on trouve que σ0αβ =
2λµ

λ+ 2µ
E0γγ (u

0)+2µE0αβ (u
0)

d�où (4.19).

De (4.24) et de (4.27) on déduit que u0 est de type de Kirchhoff-Love.

De la même façon que dans le chapitre précédent, dans le cas sans frottement, on

peut avoir σ0α3 = 0 p.p sur Γ+.

Donc, pour avoir (4.17) et (4.18), il suffit d�introduire (3.21) et (4.15) dans (4.12) et

(4.13) tout en prenant en compte les résultats précédents.
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Théorème 59 Si u0 est solution de P0KL.V telle que u0α = ξα − x3∂αξ3 et u03 = ξ3,

ξα, ξ3 assez réguliers. Alors ξα, ξ3 vériÞent le problème bidimensionnel P
b (0) :

Trouver ξα ∈ H1 (ω) , ξ3 ∈ H2
0 (ω) , ξ3 ≤ d tels que

k∆2ξ3 − ∂β(nαβ∂αξ3) = h11 + h
1
2 + h

0
3 + σ

0
33 sur ω (4.33)

−∂βnαβ = h0α sur ω (4.34)

nαβνβ = 2 �Fα sur γ (4.35)

σ033(d− ξ3) = 0 sur ω, σ033 ≤ 0 dans H−2 (ω) (4.36)

où nαβ = 2λ
?E0γγ (ξ) δαβ + 4µE

0
αβ (ξ)

k =
8

3
µ
λ+ µ

λ+ 2µ
; h0i =

R +1
−1 fidx3 + g

−
i ;h

1
i =

R +1
−1 x3∂ifidx3 − ∂ig−i ; g−i =

gi(x1, x2,−1).

Preuve. De u0 ∈ VKL (Ω)∩−→K (Ω) , on conclut qu�il existe (ξα, ξ3) ∈ H1 (ω)×H2
0 (ω),

ξ3 ≤ d tels que u0α = ξα − x3∂αξ3, u03 = ξ3. D�autre part on a E0αβ (u
0) = E0αβ (ξ) −

x3∂αβξ3 d�où :

σ0αβ =
£
λ?E0γγ (ξ) δαβ + 2µE

0
αβ (ξ)

¤− x3 [λ?4ξ3δαβ + 2µ∂αβξ3] ,λ? = 2λµ

λ+ 2µ

avec mαβ et nαβ déÞnis respectivement par (3.52) et (3.53), on peut écrire :

σ0αβ =
1

2
nαβ +

3

2
x3mαβ (4.37)

Chercher u0 revient à chercher ξα et ξ3. Pour cela on prend au début v =
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(−x3∂1η3,−x3∂2η3, η3) dans (4.17) on trouve :

Z
Ω

(
1

2
nαβ +

3

2
x3mαβ)(−x3∂αβη3)dx+

Z
Ω

(
1

2
nαβ +

3

2
x3mαβ)∂αξ3∂βη3dx

= L(v) +
­
σ033, η3

®
+

Z
γ

�Fα(

Z +1

−1
−x3∂αη3dx3)dγ,∀η3 ∈ H2

0 (ω)

d�où :

Z
ω

−mαβ∂αβη3dx
0 +
Z
ω

nαβ∂αξ3∂βη3dx
0 =

Z
ω

(

Z +1

−1
−x3fαdx3 + g−α )∂αη3dx0

+

Z
ω

(

Z +1

−1
f3dx3 + g

−
3 )η3dx

0 +
Z
ω

σ033η3dx
0,∀η3 ∈ H2

0 (ω)

Il vient que ξ3 vériÞe :Z
ω

£
k∆2ξ3 − ∂β(nαβ∂αξ3)

¤
η3dx

0 =
Z
ω

(h11 + h
1
2 + h

0
3 + σ

0
33)η3dx

0,∀η3 ∈ H2
0 (ω)

avec : k =
8

3
µ
λ+ µ

λ+ 2µ
; h0i =

R +1
−1 fidx3 + g

−
i ; h1i =

R +1
−1 x3∂ifidx3 − ∂ig−i ; g−i =

gi(x1, x2,−1).
d�où, au sens des distributions, (4.33).

Maintenant pour trouver ξα, on prend v = (η1, η2, 0) dans (4.17) on obtient :Z
Ω

σ0αβ∂βηαdx =

Z
Ω

fαηαdx+

Z
Γ−
g−α ηαdΓ+

Z
γ

�Fα(

Z +1

−1
ηαdx3)dγ, ∀ηα ∈ H1 (ω)

D�où :

Z
ω

nαβ∂βηαdx
0 =

Z
ω

h0αηαdx
0 +
Z
γ

�Fα(

Z +1

−1
ηαdx3)dγ, ∀ηα ∈ H1 (ω)
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Pour ηα de D (ω) on conclut (4.34) puis (4.35).

Pour la condition de contact unilatéral, on prend v3 = d puis v3 = 2ξ3 − d dans

(4.18), on trouve :

hσ033, d− ξ3i = 0 sur ω et σ033 ≤ 0 dans H−2 (ω) d�où (4.36).

Les équations (4.33) , (4.34) et (4.35) s�appellent les équations de Von Kármán. Ces

équations, avec d�autres conditions, ont été étudiées par Ciarlet[2]

4.2 Le cas de contact avec frottement de Coulomb

On va garder la même position du problème en ajoutant la condition de frottement

de Coulomb.

4.2.1 Problème classique Pε.C



Trouver uε tel que :

−∂εj �σεij = f εi dans Ωε

�σεijn
ε
j = g

ε
i sur Γε−

�F εα =
1

2ε

R +ε
−ε F

ε
αdx

ε
3 sur γ

uεα indépendents de x
ε
3, u

ε
3 = 0 sur Γε0

ūε3 ≤ εd, �σε33 ≤ 0, �σε33 (ūε3 − εd) = 0 sur Γε+

|�σεT | < ν |�σε33|⇒ uεT = 0 sur Γε+

|�σεT | = ν |�σε33|⇒ ∃δ > 0, uεT = −δ�σεT , �σεT = (�σεα3) sur Γε+
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4.2.2 Problème variationnel

Théorème 60 Si uε est solution du problème classique Pε.C alors uε vériÞe le problème

Pε.V : 

Trouver uε ∈ −→K (Ωε) tel queR
Ω
�σεij∂

ε
jv
ε
i dx

ε = Lε (vε) + 2ε
R
γ
�F εα�v

ε
αdγ + h�σεi3, v̄εi i , ∀ vε ∈

−→
V (Ωε)

h�σε33, v̄ε3 − ūε3i ≥ 0, ∀ vε3 ∈ K (Ωε)
h�σεα3, v̄εα − ūεαi+ hν |�σε33| , |v̄εT |− |ūεT |i ≥ 0, ∀ vεα ∈ V (Ωε)

Preuve. La preuve est similaire à celle du théorème 55 (cas sans frottement), en

ajoutant la formulation faible de la condition de frottement de Coulomb.

Remarque 61 Si de plus uε est assez regulier alors ces deux problèmes sont équivalents.

4.2.3 Etude asymptotique

Mise à l’echelle du problème variationnel

On garde la même mise à l�échelle des donnèes et des inconnues que celle faite dans

le cas sans frottement. De la même manière on trouve le théorème :

Théorème 62 Le problème variationnel Pε.V est équivalent au problème suivant

106



P(ε) .V :

Trouver u (ε) ∈ −→
K (Ω) tel que :Z

Ω

σij (ε) ∂jvidx+

Z
Ω

σij (ε) ∂iu3 (ε) ∂jv3dx+ ε
2

Z
Ω

σij (ε) ∂iuα (ε) ∂jvαdx

= L (v) + h�σ33 (ε) , v̄3i +
Z
γ

�Fα(

Z +1

−1
vαdx3)dγ + hσα3 (ε) , v̄αi

+ε2 hσk3 (ε) ∂kuα, v̄αi , ∀v ∈ −→V (Ω) (4.38)

h�σ33 (ε) , v̄3 − ū3 (ε)i ≥ 0, ∀v3 ∈ K (Ω) (4.39)

hσα3 (ε) , v̄α − ūα (ε)i+ ε hν |�σ33 (ε)| , |v̄T |− |ūT (ε)|i
+ ε2 hσk3 (ε) ∂kuα (ε) , v̄α − ūα (ε)i ≥ 0, ∀ vα ∈ V (Ω) (4.40)

Problème bidimensionnel

Théorème 63 Soit u (ε) solution de P(ε) .V. Supposons que :

u (ε) = u0 + εu1 + ε2u2 + ...., up ∈ −→K (Ω) , p ∈ {0, 1, 2, 3, 4, ....}
∂3u

0
3 ∈ C0

¡
Ω̄
¢

alors u0 est solution du problème P0KL.V :

Trouver u0 ∈ VKL (Ω) ∩−→K (Ω) tel que :Z
Ω

σ0αβ∂βvαdx+

Z
Ω

σ0αβ∂αu
0
3∂βv3dx = L (v) +

­
σ033, v̄3

®
+
Z
γ

�Fα(

Z +1

−1
vαdx3)dγ,∀v ∈ VKL (Ω) (4.41)­

σ033, v̄3 − ū03
® ≥ 0,∀v3 ∈ K (Ω) (4.42)

Preuve. Soit u (ε) solution de P(ε) .V. Supposons que :

u (ε) = u0 + εu1 + ε2u2 + ..., up ∈ −→K (Ω) , p ∈ {0, 1, 2, 3, 4, ....} (4.43)
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On introduit l�ensemble des déplacements admissibles de type Kirchhoff-Love VKL (Ω)

deÞni dans (4.16). On remarque que l�inßuence de la condition de frottement de Coulomb

est uniquement sur le deuxième membre de la formulation faible de l�équation d�équilibre,

donc, on procède de la même manière, on trouve :

A l�ordre de ε−4 :

Z
Ω

σ−433
¡
1 + ∂3u

0
3

¢
∂3v3dx = 0, ∀v3 ∈ V (Ω) , v̄3 = 0

Ce qui donne, grâce au lemme 19 et sous supposition de ∂3u03 ∈ C0
¡
Ω̄
¢
:

∂3u
0
3 = 0 sur Ω̄ (4.44)

A l�ordre de ε−3 et grâce lemme 19, on trouve σ−333 = 0 d�où ∂3u
1
3 = 0 ce qui donne

σ−2αβ = σ
−1
αβ = 0.

A l�ordre de ε−2 :

Z
Ω

¡
σ−2α3∂3vα + σ

−2
α3∂αv3 + σ

−2
33 ∂3v3

¢
dx =

­
σ−233 + σ

−2
k3 ∂ku

0
3, v̄3

®
+
­
σ−2α3 , v̄α

®
,∀v ∈ −→V (Ω)

(4.45)

On prend v3 = 0 et v̄α = 0 dans (4.45), on trouve :

Z
Ω

σ−2α3∂3vαdx = 0,∀vα ∈ V (Ω)

d�où σ−2α3 = 0 toujours gràce au lemme 19.

On a : σ−2α3 = µ(∂αu
0
3 + ∂3u

0
α) donc :

∂αu
0
3 + ∂3u

0
α = 0 (4.46)
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De (4.45) on trouve :

σ−233 = 0 (4.47)

A l�ordre de ε−1 :

Z
Ω

¡
σ−1α3∂3vα + σ

−1
33 ∂3v3

¢
dx =

­
σ−133 + σ

−1
k3 ∂ku

0
3, v̄3

®
+
­
σ−1α3 , v̄α

®
,∀v ∈ −→V (Ω) (4.48)

On prend v3 = 0 et v̄α = 0 sur Γ+ puis v̄3 = 0 dans (4.48), on trouve : σ−1α3 = 0

puis σ−133 = 0.

A l�ordre de ε0 :

∀v ∈ −→V (Ω) :
Z
Ω

σ0ij∂jvidx+

Z
Ω

σ0ij∂iu
0
3∂jv3dx = L(v) +

­
�σ033, v̄3

®
+

Z
γ

�Fα(

Z +1

−1
vαdx3)dγ +

­
σ0α3, v̄α

®
(4.49)

tels que σ0ij sont déÞnis par (3.39)-(3.42).

On a de (3.21) :

σ−233 = (λ+ 2µ) (∂3u
2
3 +

1

2
∂3u

0
γ∂3u

0
γ) +

λ

2
(2∂γu

0
γ + ∂γu

0
3∂γu

2
3)

et de (4.47) on conclut que : ∂3u23 =
−λ
λ+ 2µ

(∂γu
0
γ +

1
2
∂γu

0
3∂γu

0
3)− 1

2
∂3u

0
γ∂3u

0
γ puis on

retrouve l�expression de σ0αβ .

De (4.44) et (4.46) on déduit que u0 est de type Kirchhoff-Love donc, avec la condition

dans (4.43) u0 ∈ VKL (Ω) ∩−→K (Ω) . On a vu que de la condition (4.40), on peut conclure
σ0α3 = 0 p.p sur Γ+ . Ce qui nous permet d�établir (4.41) et (4.42)

Remarque 64 On déduit que le déplacement u0 est caractérisé par le même problème

P0KL.V que celui trouvé dans le cas sans frottement. Donc, notre problème tridimensionnel

avec frottement de contact unilatéral avec la condition de Von Kàrmàn tend à un problème

bidimentionnel sans frottement.
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Conclusion

De ce travail, on résulte que, soit dans le cas linéaire ou dans le cas non linéaire, soit

dans le cas d�encastrement ou dans le cas des conditions de Von Kármán, notre problème

de contact unilatéral tridimensionnel avec frottement de Coulomb tend vers un problème

de contact unilatéral bidimensionnel sans frottement. La perte du terme de frottement

provient du fait que la force de frottement (en ε3) est d�un ordre moins élevé que la

force de pression de contact (en ε4) et du fait que cette dernière controle la force de

frottement. Donc, du moins formellement quand ε tend vers zéro, la force de frottement

doit s�annuler.

On rappelle que dans le cadre de l�élasticité non linéaire, on a fait que l�étude asymp-

totique formelle des problèmes donc on se propose, comme perspectives, d�établir un

théorème d�existence puis l�étude de la convergence. Ensuite, pour les équations de Von

Kármán, une résolution complète avec les conditions de Signorini.
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Résumé: En 2002, J.C.Paumier [7] a réalisé une modélisation asymptotique d’un 
problème de contact unilatéral avec frottement de Coulomb d’une plaque mince 
encastrée de type Kirchhoff.-Love contre un obstacle rigide où il a prouvé que u 
(ε) solution du problème tridimensionnel tend vers u(0) caractérisé par un 
problème bidimensionnel sans frottement. L’objectif de ce travail est la validation 
de ce résultat en utilisant une étude asymptotique puis l’extension de cette étude 
pour un modèle non linéaire ensuite pour un autre type de conditions aux bords 
dit de Von Kàrmàn. 
 
Mots clés: contact unilatéral, Signorini, étude asymptotique, frottement de 
Coulomb, condition s d e Von Kàrmàn. 
 
 
Abstract: I n 2002, J.C.Paumier [7] has studied a Signorini problem with 
Coulomb friction of a clamped Kirchhoff.-Love thin plate model where he has 
proved that u(ε) the solution of the three-dimensional problem converges to u(0) 
characterized by two-dimensional problem without friction. The objective of this 
research paper is to valid this result using an asymptotic approach then the 
extension of this study to a nonlinear model after that to another type of 
boundary conditions called Von Kàrmàn conditions. 
 
Key words: unilateral contact, Signorini, asymptotic analysis, Coulomb friction, 
Von Kàrmàn conditions. 
 

 
 م"""ع احتك"""اك   لمس"""ألة تص"""ادم أح"""ادي الجان"""ب  ةقارب"""   بدراس"""ة مJ.C.Paumier  [7] ق"""ام 2002ف"""ي : ملخ"""ص

Coulomb  ح"""اجز ص"""لب تح"""ت ش"""روط   بSignorini   الجان"""ب م"""ن ص"""نف    الحدي"""ة لص"""فيحة رقيق"""ة مرن"""ة مثبت"""ة 
Kirchhoff.-Love  . أي""ن ب""ين أنu(ε)لمس""ألة ي""ؤول إل""ى  للص""يغة الض""عيفة ل ح""لu(0) ثنائي""ة البع""د  مح""دد بمس""ألة

 ث"م تمدي"د ه"ذه     . u(ε) مق"ارب ل" ـ اله"دف م"ن ه"ذا البح"ث ه"و الوص"ول إل"ى نف"س النتيج"ة باس"تخدام نش"ر                . بدون احتك"اك  
 عوض الصفيحة مثبت"ة نطب"ق       ، خطية بعد ذلك نقوم بدراسة نفس المسألة مع تغيير الشروط الحدية           لاالدراسة إلى مسألة    

 .تائج الأساسية مع ذآر بعض التطلعاتو في الأخير ندرج الن. Von Kàrmànشروط 
 

النش"""ر  ،Coulomb احتك"""اك ،Signorini ش"""روط ،المق"""ارب التحلي"""ل ،التص"""ادم أح"""ادي الجان"""ب  :الكلم"""ات الدال"""ة 
 .Von Kàrmàn  شروط،المقارب

 
 
 
 
 
 




