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[l Introduction!(]

Une coque mince est un corps tridimensionnel caractérisé par sa surface moyenne
et sa petite épaisseur. Nous définissons comme mince une coque dont le rapport ¢ de
I’épaisseur & une autre caractéristique de la coque est petit (¢ < 15 min(Ly, Ly)).

L’intérét de I'industrie moderne dans I'utilisation des coques minces est remar-
quable. La tendance & optimiser les structures, liée aux objectifs de performance et
économie des matériaux utilisées, fait intervenir des structures de plus en plus fines.

Nous pouvons citer comme exemples d’application des coques minces : coques
de navires, revétements d’avions, structures spatiales entre autres.

Etant donnée une coque mince, définit en tant que matériau, élastique isotrope
occupant dans son état naturel un domaine d’épaisseur £ autour d’une surface S on se
ramene & un probléme bidimensionnel permettant la détermination du déplacement u®
de la surface S. Le comportement de la coque est tres différent suivant que sa surface
moyenne (avec conditions aux limites ) est ou non géométriquement rigide (coque
inhibée ou non inhibée). Rappelons que la rigidité géométrique d’une surface, au
sens qui convient en théorie des coques, consiste en la non existence des déplacements
inextensionnels .

Ce travail est consacré seulement au cas inhibée et dans ce cas le probléme
limite lorsque ¢ — 0 apparait comme un probleme de perturbation singuliére et
conduit & la prise en compte de la forme bilinéaire d’énergie membranaire.

Les méthodes numeériques utilisées (éléments finis ) pour résoudre les prob-
lemes des coques élastiques minces, peuvent échouer, par exemple, en raison d’un
phénomeéne de verrouillage ou blocage membranaire qui apparaissent lorsqu’on traite
des structures de faible épaisseur. C’est donc de facon naturelle que, des modéles
bidimensionnels posés sur la surface moyenne de coque ont été développées (nous
reviendrons au chapitre 1 sur ces modeles ). C’est modéles présentent par ailleurs
I’avantage de diminuer le temps de calcul de 'ordinateur, parce que au lieu de mod-
éliser un corps tridimensionnel, on modélise en deux dimensions.

Notons que on s’intéresse dans ce mémoire, au modele de W T. Koiter qui est
représentatif d’'une grande classe des modéles de Kirchhoff-Love.

On se propose aussi, dans ce mémoire, ’étude d’autres phénoménes trés im-
portants notamment, le manque de la régularité des solutions des problémes limites;
c’est tout a fait normale puisque nous avons affaire & des problémes de perturbations
singulieres. En effet I'espace des déplacements admissibles (noté V' ou il existe u®)
est plus petit que 'espace (noté V;,) du probléme limite qui est associé a la forme
bilinéaire en membrane.

Donclillarrivesouvent [ que leslchargementslf € V' imaislf ¢V, delsortelque
la solution de probleme limite appartenant seulement & un espace qui est plus grand
que V,,et dans certain cas il peut ne pas étre contenu dans ’espace des distributions
(Chapitre 4 de ce mémoire ).

Bien que la solution du probléme limite quand € — 0 ne soit pas réguliére, avec
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u® pour € > 0 est réguliere ((u5) est H? réguliere). Alors un phénomeéne de couches
limites lié a I’abaissement de ’ordre de dérivation de uz apparait. En fait, nous savons
qu’en passant de u® & u la troisiéme composante passe de H? 4 un espace plus grand
qui est dans le meilleur cas L?, perdant ainsi les conditions aux limites en ce qui
concerne us et pour ¢ petit il y a donc une couche limite ou interne. Il est évident
qu’une approximation de la solution n’est possible que si I’on raffine suffisamment le
maillage dans les couches, ceci veut dire qu’en dehors des couches un maillage plus
grossier suffit mais dans les couches un maillage plus fin est nécessaire.

On note aussi, que le phénoméne de propagation des singularités se mani-
feste lorsque on étudie des coques minces a surface moyenne, parabolique ou hy-
perbolique, puisque la résolution des ces problémes reléve de la résolution des sys-
témes paraboliques ou hyperboliques. Suivant les recherches développées par Sanchez
Palencia-[37], Sanchez-Hubert, Sanchez-Palencia et P. Karamian [27], la résolution
des problémes a énergie non bornée dans le cas ou il y a une propagation des singu-
larités consiste a performer une dilatation de la coordonnée portante de la singularité
polrfavoirfunlnouveauproblémelaveciproblémellimitelaléhergielhornéel]

Ce mémoire, hormis l'introduction, est constitué de quatre chapitres

Le premier est consacré a un rappel de la théorie locale des surfaces et la
théorie classique des coques minces. Dans ce premier chapitre, nous rappelons les
définitions de la premiére forme fondamentale, liée & la métrique, et de la seconde
forme fondamentale liée a la courbure et permettant de définir le caractére elliptique,
parabolique ou hyperbolique de chaque point de la surface. En effet, en chaque point
la seconde forme fondamentale détermine localement la position de la surface par
rapport au plant tangent en ce point. Les directions asymptotiques sont celles qui
limitent au voisinage de chaque point les régions de la surface tangentes en chacun de
leur point & une direction asymptotique. Les lignes asymptotiques sont les courbes
tangent en chacun de leur point & une direction asymptotique. Nous y rappelons
quelques théorémes concernant le probléeme de Cauchy. Nous y rappelons la formu-
lation variationnelle du modéle bidimensionnel linéarisé de coques de W.T. KOITER
et nous exposons la classification des coques minces. Nous étudions enfin, le com-
portement/asymptotiqueldes[coqueslinhibées.

Le deuxieme chapitre est consacré a 1’étude des problemes des coques a énergie
non borné. Nous mettons en évidence son comportement singulier quand son épais-
seur tend vers zéro. L’existence des couches limites ou internes qui sont développées
au voisinage des caractéristiques prend une grande importance, grace a la concentra-
tion de la partie dominante de ’énergie de déformation dans ces couches.

Le troisiéme chapitre concernant les problémes de propagation et de la réflexion
des singularités aux frontieéres. Nous montrons sur des exemples qu’on peut avoir
des réflexions des singularités pour les coques paraboliques méme si on utilise des
conditions aux limites admissible pour les coques. Nous faisons enfin la structure des
couches internes dans le cas ou il n” y a pas des réflexions des singularités pour un
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exemple d’une surface cylindrique.

Dans le quatriéme chapitre, nous présentons les problémes sensitifs, nous étu-
dions des problémes modéles simplifiés. L’étude du probléme limite de ces problémes
fait intervenir des espaces fonctionnels inhabituels ( non contenus dans ’espace des
distiibutions[) [ Lal difficulté [majéurel dansl ¢es[ problémes[¢’est[1'impossibilitél del1al
simulation numérique .
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[l Notationslet conventions

Dans toute la suite de ce mémoire, nous utiliserons les conventions suivantes:
— les indices latins ( ¢, j, k, ...) varient de 1 a 3.
— les indices grecs (a, 5, v, A\, l,....) varient de 1 & 2.
— les composantes contravariantes d’un vecteur (ou d’un tenseur) sont notées
avec des indices supérieurs et les composantes covariantes avec indices
inférieurs. La convention de sommation sur les indices répétés est utilisée.
uv't = ZZ? uv’
—a> pour les dérivations par rapport a une variable nous utiliserons
U

a lo'
—? S désigne une surface dans ’espace Euclidien habituel.

— ) désigne un ouvert borné connexe de R? de frontiére 0.

— Iy désigne une partie de la frontiére de mesure non nulle.
—(leltriplet (a'}a?) a®Yformellalbasel¢contravariantelén tout point/delS.
—[Hldésignellafonction/(oullaldistribution)(de Heavisidel

— ¢ldésignellaldistributiohldelDiracla 1lorigiel |

— C'(Q) : espace des fonctions continues définies sur 2.

— C*(Q),k > 0 : espace des fonctions continues définies sur €, dont les
dérivées partielles d’ordres < k sont continues .

— C () : espace des fonctions indéfiniment différentiables sur

— D (Q) : espace des fonctions de C* (€2) a support compact.

— H?* (§2) : espace de Sobolev d’ordre s.

— af(u,v) : la forme bilinéaire d’énergie de déformation en flexion.

— ay(u,v) : la forme bilinéaire d’énergie de déformation membranaire..
— > s - la courbe portante des singularités de f

— [|u|] : 1e saut de u au passage de la discontinuiteé.

— ¢ : I’épaisseur ou le rapport de I’épaisseur a une autre dimension de la coque
— A\, A?:le laplacien et le bilaplacien .

— Z ou A : espace des fonctions analytiques .

— 1 : la transformation de Fourier de w .

Uyq = Ol

— —: la convergence faible.



Chapitrell
RAPPEL SUR LA THEORIE DES SURFACES ET LA THEORIE
CLASSIQUE DES COQUES MINCES

“Shell theory attemps the impossible: to provide a two-dimensional
representation of three-dimensional intrinsically phenomenon. ”

Koiter & Simmonds, 1972

Une coque mince est un corps tridimensionnel, caractérisé géométriquement
par[salsurface[moyennel étlsalpetitélépaisseur, lalsurfaceoyennelSlést ine surface
compacte plongée dans R®.

Dans la théorie linéarisée des coques minces, il existe plusieurs modeéles qui
sont obtenus a ’aide d’hypothéses a priori convenables. Par la suite nous décrivons
le modele bidimensionnel linéarisé de W.T Koiter (voir [3], [11], [13]).

Ce modele est représentatif de la famille des modeéles classiques de Kirchhoft-
Love ([24], [11]). On consideére I’épaisseur (&) petite mais fixée ce qui permet de faire
certaines approximations heuristiques en terme de déformation de la surface moyenne.

Suivant les recherches développées par Sanchez-H et Sanchez-P [30] le com-
portement asymptotique de déplacement u® lorsque € — 0, prend deux formes trés
différentes suivant que la surface moyenne est géométriquement rigide ou non, donc
cette étude met en evidence I'influence déterminante de la géométrie pour € trés pe-
tit. Le vecteur de déplacement d’une coques mince peut étre calculer par 1'utilisation
du modele de W.T Koiter, (ce qui nous intéresse dans ce mémoire) basé sur les hy-
potheéses de Kirchhoff-Love (le déplacement du tout point est une fonction affine de la
variable y3). Ces hypothéses ont été justifiées par V. Lods et C. Mardar [24] a partir
d’une étude asymptotique rigoureuse. On note aussi qu'il existe d’autres modeles par
exemple, le modele de Naghdi, le modele Donnel-Valsov, et Mushtari-Marguerre...,
pour plus de détails on se refére Telega et Lewinski [20], Destuynder [11].

Avant de présenter la théorie classique des coques minces, nous donnons
quelques éléments de la théorie locale des surfaces et nous rappelons quelques théorémes
concernant le probléme de Cauchy.
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1.1 Rappel sur la théorie locale des surfaces

Soient 2 un ouvert borné connexe de R? rapporté aux paramétres (x', z%)et 1 une
application de Q dans R? tel que la surface S est 'image de € par 1 .

r: (xl,a:Q) — (wl (xl,xQ) )2 (xl,:cQ) NIk (a:l,:cQ)) (1.1)

Les vecteurs tangents a la surface S,

. oY
r,,= Gy = % (12)
avec le vecteur normal unitaire & S
a; X a
Gy = —— = (1.3)
\al X a,g‘

définissent un repére locale en chaque point de S nous ’appelons base covariante et
la coque est donnée par :

5 — {p@;) — F (e, 2?) + 2% (2% 0) € Q x ] =L [} (1.4)

La longueur d'un élément d’arc ds le long d’une courbe I' de classe C'de S est donnée
par:
ds? = apdztdz + 2a12dztdz? + assdr?dx? (1.5)

La forme quadratique définit en (1.5) est appelée premiére forme fondamen-
tale de la surface S en tout point P et a,s sont les coefficients de sa représentation
matricielle.

Aux vecteurs a, nous associons deux autres vecteurs a”’ définis par

a,.a’ = 6" (1.6)

La deuxiéme forme fondamentale qui mesure les courbures de la surface est
de la forme :

blldl‘ldl‘l + 2b12dl‘1dl‘2 + b22d132d$2 (17)

bag = bga = 3.0y = —an.G35 = d3.85.0 (1.8)
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1.1.1 La dérivée covariante d’un vecteur (ou tenseur)

Soit v un champ de vecteurs exprimé dans le repére locale, lorsqu’on passe d’un point
P a un point infiniment voisin P+dP non seulement les composantes du vecteurs
varient mais le repére local est lui aussi modifié. Par conséquence, les dérivées par-
tielles n’obéissent pas aux régles de dérivations usuelles. Les formules de Gauss et de
Weingarten donnent les régles de dérivation dans ces bases .

da,p = 058, + bapds (1.9)
a% = —TI'g,a" + bja, (1.10)
a3, = —bpdx (1.11)

ol les coefficients Pgﬁ sont les symboles de Christoffel définits par

[ =17 =@ dng (1.12)

La dérivée covariante ( Dy) est donnée comme suit

Dyv; = Ogv; — T v, (1.13)

L’expression de I’élément d’aire de la surface est donnée par

dS = |a; x @) dv*dz® = /adx'dz? (1.14)

a = 11022 — (CL12>2 (]_]_5)
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1.1.2  Classification des surfaces et lignes asymptotiques .

Soit S une surface définie par une carte (€2,7) en tout point P de S, on définit la
fonction qui & tout vecteur U unitaire tangent a S en P, associe le nombre :

U (t',¢%) — Ip (U) = byyt't! + 2b1ot't* + byot?t? (1.16)

Cette fonction atteint ses deux valeurs extrémales kjet ko sont appelées cour-
bures principales les directions U correspondantes sont appelées directions prin-
cipales.

Définition(1.1: On appelle lignel del courbureltoute courbe dont tous les vecteurs
tangents sont proportionnels a une direction principale. Les directions U pour lesquelles
la fonction [Ip s’annule sont appelées directions asymptotiques. La notion de
direction asymptotique conduit a la classification des surfaces et sera d’une grande
importance a l'étude de propagation et réflexion des singularités (chapitre 3 de ce
mémoire).

Définition1.2:[1Unellagneasymptotiquel d unel surfacel STest unel courbel dont
chaque vecteur tangent est proportionnel a une direction asymptotique.

Définition(1.3..[Enlchaguelpoifitld linel surfake lon appellel courbiire totalél oul coulrt’
bure de Gauss de la surface, le produit des deux courbures principales, on la note
k. On appelle courbure moyenne en chaque point de la surface, la somme des deux
courbures principales, on la note H

k= kiks (1.17)

H =k + ks (1.18)

Suivant le signe de la courbure de Gauss k, nous avons la classification usuelle
d’un point P de S.

Si k >0 : les courbures principales de S passant par M sont de méme signe,
et il n’y a pas de directions asymptotiques en P. La surface se trouve d’'un méme coté
du plan tangent. On dit que le point est elliptique.

Si k <0 : les courbures principales sont de signe opposé. Le plan tangent
traverse la surface suivant les deux directions asymptotiques et on dit que le point
est hyperbolique.

Si k=0 : k; ou ks s’annule, il y a deux possibilités:
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1) ky # 0 ou kg # 0. Les courbures sont de méme signe, le plan tangent colle
a la surface le long de la direction principale de courbure nulle (qui est donc une
direction asymptotique ), on dit que le point est parabolique.

2) k; = 0 ou ky = 0. Toutes les courbes passant par P ont une courbure nulle,
on dit que le point est méplat.

Proposition 1.1.1072.3.80de[ [13/) Lel signeldel lal tourburel del Gauss kI dépenid du
signe de det(11,), et nous avons

_ bubay — (b12)”

11022 — (CL12)2

k

(1.19)

Proposition(1.1.20(2.3.90del [13])[Soit Clunel courbel définit par.lal cartel [1]c=
(1 (), 4 (8)). Alors la courbe C est une ligne asymptotique de S si

(@;)2 b — 20, oubra + (@;)2 byy = 0 (1.20)

Définition! 1.:11S0itlS"=(Q), r) unel surfacel paramétrée.l ) Onl ditl quel S”est unifor-
mémentlhyperboligque, parabolifuel oul elliptique, suivant que kl est négatif, nul ou
positif .

Remarquel 1.7

-Sur une surface elliptique, les directions asymptotiques sont complexes non
réelles, donc il n’y a pas de lignes asymptotiques .
-Sur une surface hyperbolique il existe deux familles de lignes asymptotiques

-Sur une surface parabolique ( k; # 0 ou ky # 0) les lignes asymptotiques sont
doubles.

1.1.3  Surfaces réglées

Unelsurface régléel Slest inelsurfaceléngendréel parleldéplacement[d’ineldroite,
appelée génératrice. Désignons par €(z!) le vecteur unitaire porté par la direction
de la génératrice passant par un point A(z') donné sur une courbe C de S, dont
I’équation est de la forme:

OA =g («) (1.21)

Un point P de S appartient a une génératrice et donc on a

OP = OA + AP = (') + 2%&(z") (1.22)
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On écrit

r(z',2?) = 6 (2') + 2”€(z") (1.23)

Proposition 1.7.8Soillunel surfacel régléelT) Alors[lesl coefficients del lal seconde
forme fondamentale et les symboles de Christoffel se simplifient :

IS, = by =0 (1.24)
Preuve.[]Notslavons]
Gy =19 =8(x") — dog = oy =0 (1.25)
[%, = @.ag — IS = @' .Gop =0 (1.26)
bog = d3.d29 =0 (1.27)

[ Remarque 1.20: Lal relaition boo= 0 Lindiquel quellesl génératrices

x! = cte sont les lignes asymptotiques de S.

Définition[ 1.6 :[1SoilTSTunel surfacel réglée. [1On ditlquel Sl estl développablel si
la normale unitaire a S est constante le long des génératrices. Autrement dit, une
surface réglée est développable si et seulement si

az2 =0 (1.28)
On a

ba/g = —aa.6375 — b12 =0 (129)

Exemples de surfaces développables
1- Cylindre généralisé ([j' (') = cte). C’est une surface développable qui peut étre
définie par une carte (€, 7) avec r(z',22) = g(x') + 22U, , ot C= g(z") définie une

courbe plane et Uy un vecteur transversal au plan C.
2-[Conel(g(x!) = ctel).Unl conel delsommet(yléstinelsurface S=(, r) définiel par

r(zt, 2?) =y + 2°U(x") (1.30)
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1.2 Probléme de Cauchy et courbes caractéristiques

Relativement a une équation différentielle ordinair d’ordre m pour I'inconnu u(t), le
théoreme d’existence et d’ unicité classique afirme que la donnée de u(0), ....... ,u™1(0)
permet de déterminer une solution unique dans un voisinage de ¢t = 0. Ce type de
probléme est appelé probléme aux valeurs initiales ou probléme de Cauchy.

Le probleme analogue pour les équations aux dérivées partielles d’ordre m a
deux variables y!,y? et une inconnue wu (y*,y?) est bien plus compliqué, dépend
de I'équation et de la courbe sur laquelle on se donne les valeurs initiales. Dans ce
mémoire nous nous limiterons au cas linéaire a deux variables indépendantes .

Considérons une équation d’ordre m de la forme

ou=F (yl,y2, u, ..., 8{”’1821&) (1.31)

Définition(111.600n appelle probléeme de Cauchy formel sur ld courbe [yti= 0 le
probléme qui consiste, en se donnant m fonction

900(y2>7 "'790m—1(y2> (1'32)

sur un certain intervalle I de cette courbe et en supposant que u existe dans un voisi-
nage de I, a déterminer, sur I, u et toutes ses dérivées, satisfaisant aux conditions de
Cauchy

w(0,5%) = @o(y?), ooy 7 (0, 4%) = @, 1 () (1.33)

1.2.1 Cas d’un systéeme du premier ordre .

Soit  un ouvert connexe de R? avec les paramétres 3, 3>

= (uy,ug,uz) , u:Q — R uy= ou (1.34)
oy~
Soit 'opérateur différentiel du 1¢"ordre
ou ou

Considérons le systeme linéaire d’ e.d.p du 1" ordre




Probléme de Cauchy et courbes caractéristiques 17

{ plw) =/ (1.36)

u=¢ sur I'

tel que

F={(y'y") € o (y'y’) =0} (1.37)

Définition( 1.7:Onlditl quellel problémel(1.36) [{{del Cauchy) estlbign posél dans
un espace fonctionel V' s’il admet une solution unique dans V.

Définition 1.8:[ Unelcourbel estl ditel librel oulhonl caractéristifuel si
det(p A+ ¢poB) #0 . (1.38)

partout le long deT'.

la question qui se pose est

Comment on introduit ¢ ;, ¢, dans I'équation (1.38) ?

En dérivant u = ¢ le long de I' (i.e) suivant les directions tangentes le long de
I', rappelons que :

‘La dérivée suivant un vecteur 7' est la projection du gradient sur T

— La dérivée suivant les tangentes est nulle.

~% = 8%'lcosoz + aiygsina
-1 // grad u (le méme sens )
On obtient

o 2
_ v 06 | 09 ou _ (1.39)
Ayl 9y? oyl y2 ¥

{ A2 4+ BIL = f(p)

Proposition[1.2.1: [Le probléme de Cauchy (1.36) a une solution unique si et
seulement si la courbe I' est libre, si la courbe I' est caractéristique le probléme est
conditionnel (i.e) la donnée de Cauchy doit satisfaite une condition de compatibilité,
et dans ce cas on aura une infinité des solutions.
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up = —2tu, + 2t + Atz = F(t, 2, uy, u)
: = >
Exemples 1){ w(t,z) — 2% + 7 sur T JT ={(/z,z) Jxr > 0}
On remarque que I est une courbe caractéristique et F'(\/x,z,p,) = 0 donc

la donnée de Cauchy vérifie une équation de compatibilité, u(t,z) = 2% + t* + «,

Ja€R
Uy + 2u, =0 .

2){ u(t,z) =2x sur F'={(32)/xeR}

Si u existe u(t,x) = ¢ (x —2t) = 2z — 4¢, mais u(5, ) # 2z

3 ) E.D.P du seconde ordre (l'utilisation des caractéristiques)

Considérons I'équation Rxu , +Sxu ,+T xu,, =W, tellesque R, S, T sont
des fonctions en y',y? jonpose p=u,, r=u,, t=u, ¢=u, S=u,,.
dp = rdy* + sdy?
dqg = sdy* + tdy?
Rxr+Sxs+Txt=W

— rdy + sdy? =dp

sdyt +tdy? = dq

Ce systeme admet une solution unique si et seulement si

On obtient

R S T
D =det | dy* dy> 0 # 0 et n’admet pas une solution unique si
0 dy' dy?

D:0—>R(§iyf>2—5<%>+T:O

si D = 0 pour l'existence des solutions il faut que (w, dp, dq)

R T W
vérifient| dy* 0 dp | =0 (équation de compatibilité)
0 dy* dq
4) u722 + 2u712 + u711 + c2u712 = 0
dy*\? dy?
les courbes caractéristiques : Y - 2 &Y +1=0
dy? dy?
dy? ?
H(d—zl—l) =0—z—y=cte

on effectue le changement de variable{

§=r—y } 10 Ou

—o 7 Fop T %
Théoréme! 1.2.1:((del Holmogren): Soit v € HE unel solution dul probléme
P(u) = 0 ou les coefficients de P sont analytiques et u = 0 sur une courbe T’
libre de classe C®. Alors u est identiquement nulle dans un voisinage de chaque
point de I' le théoréeme de Holmogren a été étendu par Carleman pour des systémes
a coefficients de classe C* & caractéristiques simples (i.e) det (C;A — (,B) admet des
racines simples ..

Théoréme![1.2.2:(de Carleman!) Soit W € C™ () m >[00tel que P(u) = 0,les
coefficients de P sont de classe C? et a des caractéristiques simples. Soit T une portion
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de courbe réguliere (C?) de Q0. Si u est nulle sur I'. Alors u est identiquement nulle
dans un voisinage de chaque point de I.

Remarquel1.3(1 Dansllel cadrel des distributions, imposer desl données del Calichy
sur une courbe caractéristique n’a pas de sens, ces conditions sont remplacées par
u /97 =0.

Théoréme! 1.2.3:[Soit Q= QT UQ~ UT, T passel pard (yt] y?). [Soutlu une distribu-
tion surQ,P(u) =0 surQ etu, = 0. Alors il existe un voisinage w de (y*,y?) tel
que u =10 sur w™.

Théorémel 1.2.4: Considérons un 8ystemel | A(u) = 0 d’ordrelin[sans caractéris-
tiques multiples, dans un domaine ), les coefficients sont supposés réels de classe CP,
B>1,s0itu e C™ Alu) =0, u=0 sur I (de classe C™) libre. Alors u s’annule
dans un voisinage de chaque point de T'.

Théoréime 1.2.5: Soit] Q unlouvert conneel del R? )4 € HY solution del P(u) = 0
P unlopérateurdifférentiel dul seconidel ordre, L elliptique_al coefficients lipshitziens.
Alors, si u s’annule dans un ouvert w # () Alors u s’annule sur Q) .

Cas d’un systéme hyperbolique

Soit u une fonction définie sur 2. Considérons I'opérateur différentiel du premier ordre
comme en (1.36 ) mais en prenant, sans perte de généralité A = I5.

Définition[1.9:Onl dillgue lel systemel {1.360) éstl hyperboliguel dans lalégion
considérée, si Det(B — Ay)a toutes ses racines réelles si de plus, toutes ses racines
sont réelles et distinctes le systéme (1.36) est dit strictement hyperbolique. Dans
le cas ot les racines sont complexes, non réels, le systéme est elliptique.

Théoréme d’existence et d’unicité pour les systémes hyperboliques . On
cite maintenant un cas particulier d'un théoréme d’existence et d’ unicité trés général
dont la démonstration figure dans (M. Taylor [44]).

Théorémel1.2.6:[10n supposel guel lel systémel (1186 estl hyperbolifiuel pour tout

y € K, K une variété compacte sans bord. Pour certain s € R, on considére le
probléeme de Cauchy avec la donnée u(y,0) = ug(y). Alors siug € H® (K) (I'espace
de Sobolev d’ordre réel [18]) et f € L*(0,X; H; (K)), il existe une solution unique
de (1.36) , u € CJ([0,X],H; (K)). Si de plus, pour certain entier £ > 0, on a
f e HL(0,X; Hy (K)). Alors u e C¥([0,X], Hi " (K)) pour 0 < k < L.
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1.3 La théorie classique des coques minces: Le modéle bidimensionnel
linéarisé de W.T Koiter

Soit une coque mince S¢. En effet, en mécanique une coque est qualifiée de mince si en
tout point P de la surface moyenne S ’épaisseur est au plus de I’ordre 1—10 min (L, L) ou
L, et Ly sont les autres deux dimensions de la coque, S¢ est définit a partir d’une
surface S donnée par une carte (£2,7) :

Se ={p(y" v* v*) = F(y", y*) +v’as/ |y < 5}

Le modele de Koiter repose sur les hypothéses suivantes :

-les normales & la surface moyenne non déformée sont encore normales a la
surface moyenne apreés déformation.

-au cours de déformation, les contraintes sont approximativement planes et
paralléles au plan tangent & la surface moyenne.

Le probléme mécanique consiste a trouver le champ de déplacement u® de
la surface moyenne S sous l'effet d'un champ de forces extérieures. La coque est
soumise a des conditions aux limites cinématiques, par exemple fixée sur une partie
(ou la totalité) de son bord et les forces extérieures sont supposées suffisament petites
pour entrainer des déplacements et des déformations, également petits afin que la
coque déformée soit proche de son état naturel. Sous I’hypothéses de W.T. Koiter
le probléme tridimensionnel se réduit & un probléme bidimensionnel, sur la surface
moyenne S .

On rappele aussi que la théorie classique linéarisée (voir [30]) consiste & admet-
tre que les contraintes membranaires et les moments sont des fonctions linéaires des
tenseurs de déformation et de changement de courbure de S, ces derniers représen-
tent les variations des coefficients de la représentation matricielle de la premiere et la
deuxiéme forme fondamentale, sont notés réspectivement 7,5 et 0,4

1
Vags(U) = 5 (Doug + Dgug) — bagus. (1.40)
00p(1) = Oupus — ') 50 uz — blbygus + Da(bjus) + bl Dau,. (1.41)

Les contraintes et les moments membranaires 7% et MP -

TPy = gAaﬁ)‘“%\# (u). (1.42)
“raf 63 afAu
M = EA 0y, (1) - (1.43)
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A*BMigont les coefficients d’élasticité donnés par

E 2v
Aaﬁ)\,u _ al Bu ap ., BA af A ) )
010 (a o™ +a™a™ + —a"a (1.44)
T = Ay, (). (1.45)
1
MP = EAQWQM (u). (1.46)

La forme d’énergie s’écrit

[T 0)dS & [ M )dS = [(Fouak Puras (L4)
S S S

L’étude asymptotique montre que la forme bilinéaire d’énergie en membrane
@y, €St -

%am (u,u) = %/STQB (1) Vap (u) dS (1.48)

La forme bilinéaire d’énergie en flexion est :

%af (u,u) = %/SMO‘B (u) 0 (u) dS (1.49)

1.3.1 La formulation variationnelle

On suppose que la coque S° est encastrée le long d’une partie I'y de son bord et libre
par le rest 'y, la condition d’encastrement est définit par

(%3

I 0 sur T (1.50)

V1 =V =V3 =

(:Zdésigne la dérivée suivant la normale)
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Ainsi, de l'équation (1.47) la formulation variationnelle s’exprime sous la
forme:

Etant donné f € V' trouver u® satisfaisant a
Pe) { e 2a™ (v, w) +af (vf,w) = (f,w) YweV (1.51)
™ (0,0) = [ AT (070 (0) 45 (152
of (1) = [ A0, (1) 045 (1) S (153
S

De la forme de v,, (u) et g,, (u)on déduit le cadre fonctionnel approprié
(Pespace des déplacement admissibles)

V={veH (Q)xH (Q) x H*(Q)+C.C} (1.54)
c.C Ul_UQ_’U?,:%:OSUTFO
on

munit de la norme

N

2
[ull, = (Z uallF: + ||u3||fqz> (1.55)
a=1

1.5.2 FEtude de la coercivité

Dans ce paragraphe, nous démontrons la coercivité de la forme bilinéaire symétrique
a™ + a’, le point de départ est I'inégalité de Korn, il convient de noter que la dé-
monstration de 'ellipticité du modele de Koiter figure dans Bernado [3], Sanchez-P
et[Sanchez-H[[B0]étP G. Ciarlet[[8][

Lemme[1.1: 3C > 0tellelquel A Y auVos ZE(DEiﬁgl (’yaﬁ)z
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PreuvellOnla 1428 = —2(£V) (ao‘)‘aﬁ“ + a®qPr 4 %ao‘ﬁcﬁ“) — A'ﬂgmvmyaﬁ
E

= sy (a0 Y5 Vap + a®a + 25 a%P a7 )
on a a®atyy v, = atfa'yyy + 20"y + @y
+2a12[a11711 + 2a12712 + a22722]712
+a*?[at vy + 20"y 4+ a7 y99) 720
:[CLH'Y 115‘*‘2@127&]‘*’@22’752&]2 =00

Et on a -
all 2a11 412" (a1252
tele que A=| 2a'ta'?" 2a'ta??" 2a'2a??

(a12)2 2012422 (a22)2
det A= 2 ((1/11@22_@12&125_17> 0, et de plus A est une matrice définitTpositive
(i.e) (Ax,xz) > 0 si x # 0 donc on peut trouver C >0 tel que A?‘lﬁ’\“ymyaﬁ >

2 2 a
C Za,ﬁzl (/Yaﬁ) u
La méme chose pour AP 0200 Par conséquent 3C >0 /

Jo, (T (w) o (1) + M (u) 0,5 (u)) dS > CZi,ﬂ:1<||%ﬁ||§,n T ’
pour tout u € V.

)

2
0
50,0

2
Lemmel11.2: 3¢ > 00 tellelquely > a,,@:l(Heaﬁ (’U)”O’Q—i—‘
cllvlap i g pour tout v € H (Q) x H' (Q) x H? ()

2
2
32, )|, 1oz >
1
e (v) = 5(80/05 + Opvq). (1.56)

Preuve!l]

1D ’aprestIlinégalitéldel Korn[ [ Ciarletl[8]oulbien Sanchez-P et Sanchez - H [ 30 ] ) on a

Z/Q(eaﬁ (ﬁ))2d:§—i—2/ﬂvid:p > ey [|0F 2 (1.57)
a7ﬂ (0%

pour o = (vi,v2) € (H(Q))*on pose v = (6, v3), on adjoutant vaﬂip(maux deux
membres on obtient

S (flews @) 50+ |

a,B=1

2
02, )| )+ I0leem = cllvl (1.58)
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2
Proposition( 1. 3.07((1:6-[delSanchiezZH etSanchez P [B0/pr92) 22 5 (

ou bien Ciarlet [8] p128.

7,5 )]

0,2

2
0.5 (v)” Q)2 > c||v||} pour tout v € V. La démonstration se trouve dans [30] p192
a 0,

Conelizsion [ Dellapositivite de[A"Y  etldellal proposition! précédentel on
déduit que @™ + a’ est coercive sur V. Par conséquence le probléme P(e) admet une
solution unique dans V si f € V.

1.4 Classification des coques élastiques minces

Nous nous décrivons les diverses classifications des coques, suivant que la coque est
a énergie de déformation en membrane dominante (E™ >> ET) ou a énergie de dé-
formation en flexion dominante (Em << Bt ), puisque la classification nous aide a
déterminer u° (resp : uf) (explicitement ou numériquement).

Deux classifications ont été proposées la premiére, (en 1989) par Sanchez-P
suivant que G = {v € V/a™ (v,w) = 0,Vw € V} est réduit a I’élément nul ou non,

si G = {0} ,(coque inhibée)— (fort possible) E™ >> E7

si G # {0}, (coque non inhibée)— (fort possible) E™ << EY, et dans cette
classification on a besoin de résoudre un probléme de Cauchy sous forme d’un systéme
linéaire du 1°" ordre parceque (voir ci-aprés ) G = {v € V/ Yap (V) = 0},a,8=1,2

La deuxieéme classification (A. Blouza, F. Brezzi et C. Lovadina), consiste a
chercher a tel que 0 < Cy < e ®E(uf (a)) < Cy, la détermination de o nous permet
de comparer les deux énergies de déformation par rapport & ’énergie de déformation
totale.

1.4.1 Classification inhibée et mon inhibée

Considérons une coque élastique isotrope et homogene S., d’'épaisseur £>0, autour
de la surface moyenne S dans son état naturel, cette coque est définie par une carte
(Q,7) ou Q est un ouvert borné de R? dans le plan des paramétres, (y',4%) et le
probléme variationnel est: (P°)

{ trouver u* € V = H' (Q) x H' (Q) x H*(Q) + C.C (1.59)

e 2a™ (uf,w) + o (v, w) = (fyw) YweV

C.C : les conditions cinématiques d’encastrement données en (1.50) telles que

o™ (u,v) = / ANy, (1) (v) dS (1.60)

of (u,0) = / ASPMeg, (1) 0uy (1) dS (1.61)
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ou les coefficients satisfont les conditions usuelles de symétrie

AGON — AP — phual (1.62)
et de positivité :
3C > 0: A My, 7as = Clg (1.63)
1
Yo () = 5 (Dauy + Dyuy) — byyus (1.64)
0xu (1) = Ozyuz — I3, 0y — bbyug + Dy (0luy) + b3 Dy (1.65)

~v et o sont les tenseur de déformation et de variation de courbure pour le modéle
linéaire de Koiter. L’existence et 'unicité de u® sont assurées par le théoréme de
Lax-milgrame ([6].p 84).
On remarque que la solution aura tendance a annuler la forme a,, (,) lorsque
€ — 0, donc le comportement de la solution sera trés différent suivant que
G={veV/a™(v,w) =0,Yw € V}, est réduit a I’élément nul ou non.

Corollaire(1.4.111 G=H{v €V/a™(v,t) = 0}= {v €V/y 5v) = 0,a, 3= 1,12}
:{ v € H*(S) 745 (v) =0

vlzvgzvgz%:OsurFo

Preuvellllsuffit montrer que si vl €(G — v ¢ € H?(S) telle que vy = v1d; +v2do

on a v € G — 611(VT) = 817}1 = F‘f‘lua —+ b11U3 € Hl 622(VT) = 821)2 =

FgQUa + b22U3 € Ii1 612(VT) = %(81U2+81’02) = F%Ua -+ b12U3 < Hl — VT,,YG

L*(S) 4 = T,2 on applique linégalité du Korn on obtient 3" |le1; (Ve )|5s +
|V,y ||i2 > Cte ||vr,y Hiﬂ — vr,, € H' - vy € H*(S) m

Définition1.200:1] Le systeme v ,5(v)] = 0, est appelél systemel del rigidité de

S (ou systéme de flexion linéarisé) et les solutions sont les déplacements u laissant
invariante la premier forme (1.5) (i.e déplacements inextensionnels linéarisés). — Si
lal surfacel St n’admet pas_desl déplacemenits inexctensionnels (ile) G=H0}, lal coquelest
dite inhibée (géométriquement rigide), et non inhibée si G # {0} . 1l est claire que
pour montrer qu’une coque est inhibée ou non, il faut résoudre un probléme de Cauchy
sous forme d’un systéeme linéaire d’e.d.p du 1°" ordre.

Exemples des coques inhibées
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Exemple:[]casl elliptigue. | Onl étudiel unel coquel al inel surface moyenne
uniformément elliptique by1boy — b3, > 0 ( dans le cas le plus simple) by = by = 1 =
a1 = Qoo €t by = 0 = ayy et Flﬁ = (0 on montre que : si cette coque est fixée sur
I' = {z =0} alors,{v,3 (u) =0,u € H*} - u=0

En effet, 7,5 (u) =0 —

U, , —uz =20
Uy, —uz =0 (1.66)
Uy 4 + Uy o = 0

1,1

onremaquequep(u):Ag—;vLBg—;/ A= <(1) ?),B: (? _01 )

On a det(¢;A — (,B) =0 — (; = (5, = 0, une racine simple z = 0 les courbes
caractéristiques sont dy' = 0, dy?> = 0 — y! = cte, y* = cte ce qui résulte que toute
courbe est caractéristique ( le systéme est dit non Kowaleskien).

Mais on a déja vu que G C H?(S) on doit montrer donc que: si u €

H*(Q),P(u)=0, u=0surI' 5 u=0 dans Q ,on a

Uy j9p — U322 = 0
(166) - Ug,pyp — UBLL = 0
Uz 121 + Uy 90y = 0

U3,5, — U311 = 0

_){u:),:OdansOCQ

d’apres le théoreme 1.2.2 et 1.2.5 w3z = 0 dans €

— U1 = U22 = 0

d’aprés le théoreme 1.2.4 siu € C*(Q), P(u) =0

—u = (u; (y?),us (y'),0) = u; = —uy = cte

donc dans la classe C* u = 0, on déduit que dans H? u = 0

En effet, d’aprés les injections de Sobolev ([6]) :

QC R mp>n—uwm?(Q)CC (Q) , avec injection compact, donc si

(1.67)

u € H? . ueC(Q) o L
{p<u>=o {p<u>=o €C @

donc u =0 dans H?2.

Exemplel Casl d’unel sirfacel uniformément paraboliquet! D’aprésiles)
résults du section 1.1.3 de ce chapitre, les surfaces paraboliques sont des surfaces
réglées développables. Dans ce cas les caractéristiques sont doubles et coicident
naturellement avec les génératrices de la surface. Il y a donc lieu de distinguer deux
cas suivant que la courbe de contact coicide avec une génératrice ou non, si la courbe
I' est une génératrice la coque est non inhibée. Si la courbe n’est pas une génératrice,
la coque est inhibée. Pour plus de détails on se refere [30].



Classification des coques élastiques minces 27

Cas non inhibée

Exemple 1.4.3 Soit Q2 =]—1,1[ x ]i, %[

— ¢ (y'y?) = (y',siny?, cos 922)
a=(1,0,0) by =0
ay = (0,cosy?, —siny?) et { by =—1
as = (0,siny?, cosy?) bia =0
U1 = 0
Yap = 0— u;2 +ug; =0 on remarque que
Ug2 = —U3
u=(0,9(3%),—g (y?) telle que g € C5° (]5F, 5 |) appartienne a G, et de plus

dans ce cas, la coque est a énergie de déformation en flexion dominante puique il
existe g € C5° (] =F, 2 [)et [2 g (y?)siny’dy? # 0.

2
1.4.2  Classification suivant l’énergie dominante

Ilestbien[connulquellalrésolution mumériquel(paréléments/finis par exemple ) ce n’est
qu’une minimisation de ’énergie, et on a déja énoncer que 1’énergie de déformation
est la somme de E/ et E™. Donc la connaissence de quelle énergie est dominante joue
un/roleltréslimportantdans(lalrésolution mumérique. [ Illintéressantamoter duel:

si G = {0} ,(coque inhibée)— (fort possible) E™ >> E7

silG'Z= 0} [{coquemnon ifthibée)— [(fort (possible) [EM™ < < B}
La relation entre 1 ’énergie de déformation et la surface

Ca&l:Thon inhibee G£{0}

On a e 2a™ (uf,w) + o’ (v, w) = (f,w) Vw €V, on fixe w dans V,

on obtient u® — u € G dans V telle que u est la solution du probleme

{ trouver u € G (1.68)

al (u,w) = (f,w) Yw € G

Théoréme! 1.4.1: Soitwu lalsolution de P(£) [1(1.59). Alorsts'~ u dans Vi faible
ot u est la solution de (1.68).

Preuve.l Lalfofmela™ +(df" est[coetcive sur[V, doncla’ est toercive surlG.
Donc d’aprés le théoréme de Lax-Milgrame (Brezis [6]) le probléeme (1.59) admet une
solution unique dans G. Posons v = u¢ dans (1.59) on obtient ¢ |[u||?, < a™ (uf,u®)+
ol (uf ) < e 2am (wf ) + ol (uf ) < E@Enuawﬁ

—uclf, <léte — e2am (usrus)y+ Efr(ug%ggfﬁjestem)&née. Doncld™ (uf-usy—0

(lorsque ¢ —[0)[]

L’espace V est réflexif, donc la famille a™ (u®, u®) est faiblement compacte dans
V et donc on peut extraire une sous suite qui converge faiblement vers une fonction
uldans ViTd apres eelquilprécedelu €[G.[Enlprenant[v €Gldans[(1159)[onl obtient
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a’ (uf,v) = (f,v). En passant & la limite, on déduit que u satisfait au probléme
(1.68). m

Revenant maintenant a ’estimation de ’énergie.

D’aprés le théoréme précédent on a a™ (u,u) = 0 et a’ (u,u) = cte.

Mais le probléme c’est que si f =0 sur G et f # 0 sur V avec G# {0}.

dans ce cas on obtient af (u®, u®) = a™ (u° u°) = 0.

Généralement si f ¢ Gg = {f € V'/(f,w) =0,Yw € G}

— Jw#0/{(fw) #0—al (W, w)#£0—u’#0— E #£0

Donc une coque non inhibée, n’est pas forcement & énergie de déformation en
flexion dominante (Ef >> Em) .

Cas inhibée : SiG = {0} — v — 0 dans V on pose
ut = e — a™ (v, w) + %l (v, w) = (f,w) Yw eV (1.69)

w est le complété de w par la norme (a™ (v, v))% , on remarque que V C W on
fixe w dans V, si f € (@) — a™ (v°,w) + 2af (v¥,w) = (f,w)

2 f (1€ 2af (v°
e*a’ (v, w) _ (f,w) _ hmw =0 lorsque ¢ — 0.
am™ (v, w) ™ (vF,w) am (v%, w)

Remarque 1.4: On doit montrer dans le théoréme 1.5.1 que v* — v forte

— 1+

donc si f € (0) — &3 (v°,1°) = o (ea™ (v°,07)) .

Mais, on peut avoire des coques inhibée (resp : non inhibée) qui ne sont pas
& énergie de déformation en membrane dominante (resp :E/ >> E™). Comme il
montre 'exemple suivant :

Exemple 3 : On considére un demi-cylindre encastré sur une partie de sa
frontiére de mesure non nulle, subit d’une force sous forme -6 (0, 0) (poids)

f=1(0,0,-0), puisque le demi-cylindre est encastré donc

G ={0},et (f,u)=—u3(0,0)

G ={0} — v — 0 € G on pose e*u® =1v° —

a™ (v:,w) + e’ (v, w) = (f,w) VYw € V, on définie I'espace

W = 1 le complété de V' — G par la norme a™ (, )%} ,on ad ¢ (w)! puisque

a™ (u,u) = cte/Q (V (V11 +722)> + (1 =) Z 7%) dy /| 0<v < 15 (1.70)

ij=1

1

m 2 ~
—a (Ua u) = ||711||L2 + ||722||L2 + ||712||L2 (1'71)
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=

—a™ (u,u)” < |Junl e + lluzall 2 + llwre + w2l 2 + [|usl| g (1.72)

On déduit que H' x H' x L? Cw — § ¢ (w)/ pour étudier cet exemple on a
besoin de ce:
Préliminaire

. . - trouver u’
Soient les probléemes P { ca™ (o8, w) + 2al (v, w) = (fw) VweV
. trouver  uf ()
@] ea™ (v (a),w) +e3al (uf (a),w) =e*(fyw) YweV

On pose E(w) = ea™ (w,w) + €3a (w, w)

Définition(1.0103 On dit que (P° }@st@l’ordre alssililléxiste!C' 1, Cy,lindépendants)
de € telles que 0 < Cy <e*E(uf (a)) < Cy

Remarquel 1531 Si a= 3 —[E>>EN
SiCalz= 1 —»Efi<<EM)

Théoréme 1.4.2: Powr P onla E(w (B)) == E(&; B L°0,1) Ssilf €fwiV], tel
que 3 =26 + 1.

Théoréme 1.4.8: Si [ €wiiV], . pourt certin | 00 O 1.[Alrs (P®) est
d’ordre oo = inf {29 +1; f € [ V’]gm} :

d’apres le théoréme 4-3 de (Lions - Magenes[18]) on a § € H® pour s >

+ — 6 € [H° H?|, pour 0 > %

— inf{29+ 1;6 € [HU;H_2]9’OO} = 1.5, d’aprés le théoréme précédent le
probléme est d’ordre 1.5 donc, ni & énergie en flexion ni en membrane dominante (
voir [4]). C’est un cas intermédiaire, il nous dirige vers une nouvelle classification qui
a été proposée par C. Baochi, A. Blouza et C. Lovadina ([4],[5]), cette classification
est basée sur la théorie d’ interpolation. De facon plus précise, en cherche dans quel
espace se trouve les chargements f ce qui nous permetre a déterminer 1< o < 3 qui
est caractérisé par la relation E7 (¢) + E™ (g) = O (). Pour plus de détails (voir [4]
et [5]). Notons qu’ aprés la publication de l'article [4] Sanchez-P a pensé qu’il existe
une relation entre

B ()
E(e)

a et R(e) =lim (e —0) (1.73)
ce qui est démontré par C. Baouchi et C. Lovadina dans [5] théoreme 5.1 =2 =

lim 22 (= — 0).
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1.5 Etude des coques inhibées :

Nous considérons a présent le cas des coques inhibées (i.e) G = {0}.
Donc u° la solution de P (g) converge vers 0 dans V, on pose u® = £2v° alors
P (¢) s'ecrit sous la forme :

trouver v* € V (1.74)
a™ (v¥,w) + 2’ (v¥,w) = (f, w) Yw eV '
Le probléme limite € = 0
trouver v°
{ a™ (v°, w) = (f,w) Yw eV (175)

On remarque que la solution du probléme limite v° est une solution dun
probléme d’ordre de dérivation inférieur donc v° (si elle existe) est moins réguliére que
u®, donc le cas inhibée entre dans le cadre des problémes de perturbation singuliére.
Il est claire que le probléme limite est associé un un espace plus grand que V (noté
V) donc dans le cas d’existence de la solution v° une perte de la régularité est stire,
en fait la situation est encore plus mauvaise puisque V' C V,,, — V;,J C V'donc il arrive
souvent que f € V'et f ¢ VT;Z de sort que la solution du probléme limite appartient
a un espace qui est encore plus grand que V,, et dans certain cas il ne peut étre
contenu dans ’espace des distributions (voir chapitre 4 de ce mémoire ). Alors
un phénomeéne de couche limite (resp : interne) apparait (ce phénomeéne sera étudier
dans le chapitre 3).

1.5.1 L’espace V,,

Il est claire que pour avoir la formulation variationnelle (1.74), il faut prendre les
conditions aux limites (dites admissibles pour les coques ).

ut =0 sur 'y

TPy -ng = 0sur Iy (1.76)

uj9n = 0 ou bien {
On suppose qu’on a choisi Ulpo =0
Rappelons que V,, est le complété de V par la norme
ully, = (a™ (u, u))% En adjoutant a V les éléments qui sont limite des suites
de Cauchy par la norme |||, .
U =0 —V = Hy () x Hy (Q) x (H* () N H; ()
™ (u,u) = [g ATy, () Yag (1) Vady

— 3C > 0/a™ (u,u) < C [, (v(y11 +732) + (1 =) D725 (u)) Vady
— a™ (u,u) < Cte||O1ur| 2 + [|Oxuz]| 2 + [|O2ur + Orual| 2 + [Jus|| 2
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Donc siu € H} () x HE () x L? () — a™ (u,u) < oo. D’autre part
H} () — L*(Q) avec injection compact et dense ( Brezis [6] p174)
—>H2( )N H} () — L? (Q) donc si
ue H (Q) x H (Q) x L2 (Q) — a™ (u,u) < oo et Fu, € V/u, —u
on déduit que V,, = Hj (Q) x H (Q) x L*(Q)

V., =H'(Q) x H(Q) x L?(Q)
le cas u5, = 0, on obtient seulement V! C (H' x H' x L?)', donc on peut
tester si f € V., ou non, a partir (H* x H' x L?)", mais la détermination
de V,,(V,,) dans le cas générale, est trés difficile (Sanchez-P [38]).

Une condition suffisante pour 'approximation membranaire

Nous restons toujourd dans le cas inhibée, on cite un théoréme nous permet d’ ap-

proximer v¢ par v°.

Théorémel 1.5.11: Soit f € V'iitel que
AC >0/ |(f,v)] < C (a™ (v,fu))% pour tout v e 'V (1.77)
Alors v — 00 fortement dans V, ouv® et v° solutions de (1.74) et (1.75) respectivement.

Preuve. :D’aprés la proposition 113.1 la forme a™ 4@/ est[¢oetcive sur[V—
||U6|| +e%al (v°,0°) > C1e? || )% a Vaide de (1.77) 3Cy > 0/ ||v5||%/m—|-5202 [of ||, <
Cs ||UE||V [v%]ly, < Cs et elvf]],, < Cy — v° — v*dans V,, faible de plus on a

e2al (v, w) < &2 (af(vs,va))% (af(w,w))% — 0 — v* = 1% il reste & prouver que la
convergence est forte.

On a a™ (v¥ — 0%, v° —0°) + &%al (v°,v%) = (f,v%) — 2 (f,v%) + (f,v°)

=(f, 0" —v°) = a™ (v* =% 0v° =) - 0 =

Remarque 1.6: L’hypothese (1.77) est trés réstrictive, 'espace V,, est trés
grand (relativement a V) ¢a se résulte du fait que la forme bilinéaire d’énergie de
déformation en membrane fait intervenir les dérivées partielles premiéres des com-

posantes uq, us mais non celles de us.
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Chapitfe 2

PROBLEMES DE PERTURBATIONS SINGULIERES AVEC
PROBLEME LIMITE A ENERGIE NON BORNEE

“Qui peut le plus, ne peut pas forcément le moins”
Fvariste Sanchez-Palencia

Ce chapitre est consacré a 1’étude d’une classe de problémes de perturba-
tions singuliéres, apparait dans la théorie des coques minces. Dans ces problemes on
considére des chargements f appartenant & V/ (dual de P'espace des déplacements
admissibles) mais ne sont pas dans V! (V;,, 'espace d’énergie du probléme limite).

Donc pour € > 0 les problémes sont variationnels, mais les problemes limites
ne le sont pas. Ce qui peut étre considérer comme un cas des problémes mal posés.
On remarque que la solution de probléme limite (si elle existe) est moins réguliére que
la solution de probléme P (¢); c’est le probléme de perturbation singuliere. Alors un
phénomeéne de couches limites ou internes apparait et la partie dominante de I’énergie
se concentre dans ces couches. Ce qui demande une discrétisation raffinée (adaptation
de maillage voir C.A. De Souza [7] ou bien P. Karamian [21]) aux voisinage des couches
limites ou internes pour I'approximation par éléments finis.

Avant d’étudier le cas de coques minces, on se propose deux exemples (qui ne
sont pas forcement des problémes des coques ), mais sont résolubles explicitement ( &
I'intérieure et a 'extérieure de la couche). Puis on étudie le cas des coques a surface

moyennelelliptique. (] S

2.1 Exemples en dimension un

Soit V un espace de Hilbert a et b deux formes bilinéaires symétriques sur V' telles
que.

ja (u, )] < Clul| f|v]] Vu,v €V (2.1)

b (u, v)| < Clul/ {|v]] Vu,v eV (2.2)
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a(u,u) >0, b(u,u) >0 Yu €V (2.3)
a(u,u) =0= u= (2.4)
a(u,u) + b (u,u) > c|ul® Yu €V (2.5)

On considére le probléme variationnel

trouver u® € V tel que

(7) { a(uf,v)+e%b(uf,v) = (f,v) Yo eV (2:6)

telle que f € V'.
Il est claire que, d’aprés le théoreme de Lax-Milgram pour ¢ > 0 il existe
u® € V solution unique de (P*).

2.1.1 FEtude du probléme limite

0 trouver u°
) { a(ul,0) = (f,0) eV &7)

1
d’aprés (2.4) ||v]|,, = (a(v,v))2est une norme sur V, on note V,,, le complété de V'
par cette norme, (i,e) nous ajoutons & V les éléments qui sont limites des suites de
Cauchy par la norme |||, . Il est claire queona V C V, et V,, C V"

Théoréme [ 2.1.11:Soillf €V, une fonction indépendante de e, et soit ufet u® les
solutions de (P?) et (P°). Alorsu® — u° dansV fortement et il existe une constante
C telle que l’énergie est bornée

(i.e) Ey = %a (W, u’) <C (2.8)

La démonstration de la convergence forte est la méme de théoreme 1.5.1

Théorémel 2.1,2:1Soilll f € [V'unel fonctionlindépendante de elet 4 Hal solution

de(P=).et(PYY .[Alorsl
By = &la(u®,u®) + €%b (u%,u)] reste bornée lorsque ¢ — 0 ssi f € V),
2)-si f ¢ V! alors E (u®) — oo lorsque ¢ — 0:
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Preuve. Onsiipposélque E(u ) teste bornée lorsquel e —L0

— a (u,u’) + &% (uf,u°) < Cte (2.9)
b(uf,uf) < Ctez

— { e, < Cte (2.10)

u® — u* = u° faiblement dans V;, (2.11)

et e%b (u®,v) < ec— 0 (2.12)

a(uf,v) — a(u’,v) pour tout v € V, donc a (u’,v) = (f,v) Vv € V, on remarque
que le premier membre a (u°,v) définit une forme linéaire et continue sur V;, , alors
(f,v) définit une forme linéaire continuei sur V,,.

Réciproquement, de la méme maniére de la démonstration de théoréeme 1.5.1 ,
on trouve que u¢ — u® € V;, (fortement )— lim ||u||, < oo lorsque e — 0, on pose
v = uf dans (2.6), on trouve que F (uf) reste bornée lorsque ¢ — 0. m

Remarque 2.1 Dans le cas ou f ¢ V/  'existence de la solution de (P°) n’est
pas assurée, comme il le montre ’exemple 2 ci-dessous et dans le cas d’existence la
solution n’est pas dans l’espace V,,,. Mais grosso modo si f appartienne & un espace
pivot H de type L? sachant que H est un espace son dual peut s’identifier 4 un espace
de distributions, avec V- C H C V’. On peut montrer l'existence et 1'unicité de la
solution de (P), dans notre premier exemple on utilise les espaces =* (Q2) .

Les espaces =* (1)

Soit 2 un ouvert born¢ de R™ , o (z) € D (Q), o(x) > 0, nulle sur 9% et

(Lim% =d # 0 lorsque x — xy € 9Q), s >0 (2.13)

DéfinitionT12.7:0 2°(Q) = {u/0Dllu €12 o[ <8} ={u €[D{Q) Jo*u €[HY(Q)}
muni de la norme

lullge@y = > "D lul] (2.14)

‘algs

=54Q) Lest un espace de Hilbert H81C Z5(Q) C[L?
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Proposition 2.1.10(6.20del [18]1)[ D) estldensel dans 1Z5(2) L

Conséquencel: =5 () lesthunlespaceldeldigtiibutionsson/dualpeirt slidentifier
a un espace de distributions. Z27° (Q) = (£2°(Q)) ,s >0

Proposition12.1.2((6.4 de [18]):[\Pouils > 0, Toutl élément T de = () [3e
représente (de fagon non unique) sous la forme f =73 -, Deplelf, fa € L2

2.1.2 FExemple 1:

On consideére 'exemple suivant

trouver u®
— O P =6) (2.15)
u (0) = (1) = Lus (0) = Lus (1) = 0
par integration par parties on obtient
1
a(uf,v) + &b (uf,v) = / Shvdr Vv € H)0,1] (2.16)
0 2
telles que
1
a(u,v) = / w (z) vl (x) dx (2.17)
0
1
b(u,v) = / u’ (z) 0" (x) dx (2.18)
0
— a(u,u) = |||z~ [Julfy — Vi = Hg (0,1]) (2.19)

trouver u
(P°) : —8 =0 (2.20)
uw(0)=u(l)=0
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Mais le probléme c’est que

8y ¢ Hy' (0.1 (221)
et on peut montrer que

5’% c=2(]0,1]) (2.22)
et que

5’% € Hy?(]0,1]). (2.23)

Pour montrer ces assertions on a besoin de ce théoréme.

Théoréme(12.1.37 (12.1.Lions — Magenes[18)).[Soitlim >0 éntier.[1Alors tout
élément flde  H=™(Q)[Ipeut! selteprésenter, Edejagon@anﬁmique@ar@”]zz|a| <mD?
fa f o€ L.

Supposons que 81 € H~1(Q)
2
—&=fo+Df1 fa€l?—=b1=T,
2
h € L} ce qui est impossible. On peut montrer 1’assersion précédente d'une

autre maniére on a v/(3), peut n’exister pas puisque il existe v € Hj (Q) et v/(3) n'est
pas définie. Par contre, 6% € H~2 () puisque &1 = f o+ Df 1+D*f,
2 2

B o _ st x> %
fi=0,i=0,1et fo = Hi(x) {031 r <1 (2.24)
I’égalité est au sens des distributions. On montre que
§h €272(Q) (2.25)
2
Soit
ve L*(Q)
veZE(N) =L o e L*(Q) (2.26)
Q2’U” c L2 (Q)

On remaque que

(') € Hy () (2.27)
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puisque

(ggv')/ =200V + 0*v" € L* () (2.28)
=2 2,1 1 1
—v e Q) — oW eH GO,ED (2.29)

—

?(3)7 (3)] = eellevlom < clevily

= [|0*V[| 2 + [|2000" + 0*0"|| .

< ( ‘Q%NHLz + llov'|| 2 + HUHLz) .

— (5/% € =72 (Q)

Leimme (2.0 La forme a(u,u)lest coerciveletl continuel sur Z2(SQ)

v €L2(Q)
Preuve. Tlisuffit prouver =2(Q) CHY(Q) IS0l € Z2(N) — { ol €L?(Q) —
o*velL?(Q)
o (ov")" € L? () puisque on a g (o) = 0 (o) + 0*v" = ¢ (ov') + ¢*v" € L? (£2) donc
on obtient gv' € = (Q) — Ju, € H}(Q) [/ u, — o' dans L?(Q) (puisque
H (Q) C ZH(Q) et D (Q) et dense dans = (2))
Soit w € L? () on a d’apres la condition (2.13) Ja >0 / % > o

Unp,

On utilise I'inégalité de Hardy (Brezis [6] p147) pour u, on obtient o €
z(l—=x

/
12 ] L Uw 1Q(x)vwd

1010 1o s =% = [ sr—p®™
v/ sont dans L? — Z%2(Q) C H' () pour 2 =]0,1[, donc a(u,v) est continue et
coercive sur =22 () — Ju unique dans =2 () solution de(P?).

> a‘fﬂl v’wdm‘ — v € L? donc v et

11 est naturel de chercher u(z) sous la forme

Hu:{x si:v<1% (2.30)

Jar+pBsixz <
- r—1 siz>;

YT+ Asix >

N =0 | =
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donc il y a un probléme de couche interne au point = = 3

1 1
_T73 _.(T73
Yy = . on pose v(y) = u( - )
on obtient
d?®  d%° & (340)siy>0
P — 2
dy?  dy? (5’% (3-0)siy<0
donc si

Pl 0 =1
dy?
y>0 0)=0 — y>0—-1"(y) =ce! — ¢
v (+00) =7
4 - =0
pour y < 0 v2(0) =0 — 0" (y) = Cye¥ — Cy
0

v (—o0) =7

on a la condition de raccordement pour £ > 0

o(y) = u(*2)

&

N = N

L’estimation de 1’énergie :

1) A Pextérieur de la couche

39

5 on effectue la dilatation

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)
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E (uf) ~ % (/0 d + /1 da:> —0(1) (2.37)

2) A l'intérieur de la couche

B ()~ 1 ( [oypaee [ E<(v“)”>2dx> =0 (@39)

5—6 5—5

[

puisqu € est trés petit 1’énergie a ’extérieure est négligeable par raport a l'intérieure
de la couche . Aux voisinage de x = 0 et z = 1 il existe des “ petites” couches limites
ou I'énergie est d’ordre O (¢).

Etude de la convergence :

Il est claire que la convergence ne peut étre ni dans V, ni dans V,, puisque f ¢
V! [ algrés que les formes alet[]blvérifientles conditions[(2.1)[1(2.2),(2.3)[1(2.4),
(2.5).[Par(lalsuite, mous déterminons/Vespaceloul u® — %7

On note que cet espace (de la variable y) ne peut coincider avec V. Alors on
introduit

U® (y) =u° (sy + %) (2.39)

par conséquent le probléme P (¢) se transforme a

. 1 trouver U € V. = H3 (32, 5)
e { JE [(0,U°Y(0, W)+ (92U°) (2W)] dyi= —8,WT(0)[] (2.40)

Remargiiel2(2{1D apreslethéoremel8.1[de Lions-Magenes[[18],1es[éléments

de V. peuvent étre prolonger par “0” pour |y| > 2—18 Soit V. I’espace des fonctions
de V. qui sont définies & une constante additive, on définit en suite I'espace H le
complété de U V. par la norme

10l = (/W (0,0 + (@20)*] dy ) 2 (2.41)

[e.9]

On obtient un probléme limite variationnel P (0) :

trouver U € H

{ fj;o [(@,U) (8yW) + (85[]) (3§W)] dy = —0,W (0) (2'42)
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Théoteme! 2. 1.4. [: (S0l solution de ) P{e) et iU solution de PO} Alors U*
— U dans H (forte)

Preuvell: On[piehd W= 1/° dans[)(2.40) onlobtient
| Uslly <C (2.43)

— 3 U* €H / W~ U*'aiblement.(]
L’étape suivantelc’estlaldémonstration dque U™ Ly

On remarque que la forme bilinéaire définit en (2.40) est un produit scalaire
donc faiblement continue, pour W fixé le premier membre de (2.40) admet le premier
membre de (2.42) comme limite lorsque ¢ — 0. (i.e) U* = U.

Pour achever la démonstration, il reste & montrer que la convergence U¢ — U
est forte dans H . On pose a (U, W) = [ [(8,U) (9,W) + (02U) (0°W)] dy —
\|Ue — U||il = a(Us-UU°-U)=a(Us,U°) —2a(U,U°) + a(U,U) = (-0,U° +
20,U¢ —0,U) (0)

On a (—0,U¢ + 20,U¢ — 9,U) (0) définit une forme linéaire et continue sur
H —[(—-0,U¢+20,U° — 0,U))(0) —10.( —[0)étparlconséquent | U — V[, —0. m
Remarquel 2.3:[ Tl arrive[souvent qu’on/nelpeutpas/montrer lal¢convergence
méme faible, et dans ce cas il faut déterminer un développement asymptotique formel
complet. Notons qu’une éude rigoureuse concernant le développement asymptotique
complet pour les coques minces se trouve dans la theése de E. Faou [14].

2.1.3 FExemple 2 :
f@)=a724(1—2) "% pe]0,1]. Considérons le probleme

trouver u°®
o d4—x‘p2+(1—$) 2/ pe0g] (2.44)
u€<o>—u<1>=%u€<o>— w (1) = 0

On remarque que f (z) = ddz(xp—i-(l—:v) ) pel0,3]—
f € H2. Donc l'existence et 'unicité de ufpour € > 0, est une conséquence
directe de théoreme de Lax-Milgram ([6] p 84).

Le probléme limite p (0)

trouver u
Ly — 2 (1—2) P2 s €]0,1] (2.45)
u(0)=u(l)=0

On remarque que ce probléme ne peut admet une solution, parceque une telle
solution ne peut écrir que sous la forme wu (z) =277+ (1 —z) P+ Az + B et donc les
conditions aux bord ne peuvent étre satisfaites VA et B. Autrement dit, un probléme
de couche limite est apparait aux voisinage de =0 et x = 1.
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Pour déterminer la solution au voisinage de la couche limite (x = 0) on cherche

w(z) = 1° (y) + ... y = g (2.46)
donc on obtient, v° est la solution de
(& — )0 =cpy? + 2 (1—ey) "2y € (0,+00)
v° (0) = £0°(0) = 0 (2.47)
1Y reste bornée sur (0, +00)
On remarque que €2 (1 —ey) 7> = o (e Py ?2) lorsque € — 0
Donc on cherche v’solution de
2
—0° (y) + 420" (v) = rpe "y P [y € (0, +00)
v?(0) = £0°(0) =0 (2.48)

v reste bornée sur (0, +00)

On utilise la méthode de la variation de la constante, en posant

v’ (y) = Ci(y)e? + Ca(y)e ™V

RO i
e’ + Ca(y) = ropt Y

— Cy(y) fo tretdt = Syl P z;oo(_m#’;_p)

et Ci(y) = o tPeldt = SytP Y k(k—i—i ~p)

— 0 (y) = 5_1561 i

la condition de raccordement v° (+00) =ug,, (7).

a Pextérieur de la couche est ul,,(x) = PC + ...

Le méme travail pour z = 1 (une couche limite symétrique en z = 1)

L’estimation de I’énergie

1) A Vintérieur de la couche (z = 0)
2B(us,,) > e [T (1 —p)ede + %7 [ ((=p)(1 - p))’ a7 2dz
- E( znt) O (572;071)
1) A Vextérieur de les couches (z = 0) et (z = 1)
E(ugy,) = O (e7)

ext

La formulation variationnelle correspandante

Soit H le complété de Hj (0 o), par la norme :

||UHH fo [ yU (82 )]dy
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Donc la formulation variationnelle correspandante a (2.48) est

{ trouver v € H (2.49)

= 1(0,0°) (Oyu) + (051}0) (6510)] dy = +O° w (y)y P 2dy

LemmeT12. 20 application | :Tw — f0+°o w(y)y P 2dy  définit une forme linéaire
et continue sur H.

Pr@uve.[()nﬁbaz% — ‘fOJroow( Yy P 2dy‘ ) 0w (t) todt ’.Il est claire

que la fonction t — P p € (0, %) est une fonction localement H~2. Donc il reste

a régler le probléme au voisinage de l'infini. Soit ¢ wune fonction égale a tP pour
+oo
t assez grand et [ )dt = 0

On introduit gb fo 2)dz — ¢ (+oo) -0
b (t) = tp+ = L2(0 oo) et ona ‘fo )w y)dy‘ _ ‘fo-i-oo & (v) w(y)dy‘ _
0w w'<y>dy\

< 9l 220,00y W'l £2(0,00) < C llwll gy - m

Etude de la convergence :

Pour montrer la convergence a l'intérieur de la couche xz = 0,
on effectue le changement suivant u® (z) = e PU® (y), vy
On obtient le nouveau probléme

trouver UE € H2 (0 1)

[ 0,09) + (2207 (W) dy — (2.50)
I W[y‘p 2+(——y o _2} dy

Theéoréime 12.1.5:1S0if U solution del{2.50) et v¥solution del{2.49)

AloFaTU -~ vO(faiblement).
Remarquel 2.4:[ Pour[cetTexempléellonalsetulement 1al ¢cohvegencel faiblel et
on ne peut pas montrer la convegence forte .
Remarquel 2.5: Laltésolution[par la méthode des [éléments[finis[lorsqu’ illly[a
unel concentration del1’éhergiel dansllesl couches!linites oulinternes, demandeliine
adaptation du maillage permet de raffiner le maillage dans les zones ou il y a des
variations rapides de la solution ( couches limites ou internes), il faut essayer, autant
que possible, de mettre en oeuvre des éléments finis anisotropes c’est-a-dire, trés
allongés/dans(la/directionTohgitudinaléldes/¢ouches/limites voir Fig.2.1 .
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2.2 Problémes des coques minces a énergie non bornée :Cas des coques
elliptiques :

Considérons une surface elliptique S° définit par la carte (£2;r)

b1z = 0 et by; = byg, on suppose que (2 est totalement encastrée. Le probléme
variationnel (chapitre 1 partie 1.5)

trouver u* € V.= {Hg (Q) x H} (Q) x HZ ()}

{ am (U, v) + 2ay (uf,v) = (f,v) Yo eV

(U, 0) = [ T (0) Yo (v) dy' dy?

af (u,v) = fQ M (u®) pas (v) dy'dy®

D’apres les résultats de chapitre I partie 1.3.2, (a, (v, v))%déﬁnit une norme
sur V.

Soit V,,, le complété de V par cette norme .

De la méme maniére de I'exemple 1 section 1.3 du chapitre I on trouve
Vi = H () x H} () x L? (Q)

Théoréme 12.2.0:[Soit f €V [tellelquela ,, (uf,v) = (f,v) Yv € VAlors f eV

si et seulement s’il eviste u € V,, (unique) tel que T*Pu = TP et vérifiant

—D, T8 = fB

—bas T = E

PreuvellSupposonsiquel f €V} et A (ufs0) = (f,0) Yo €V Hqgga"@u)ﬁ)“wﬂﬂ
fQ @bllmj—'— ngygr: DfQ jm%zngHCm)nm)btlalt [formelément ng —Da@aﬁ@u) BB:

—D T = f#
Jo, FPug et — [ basT (u) vg = [, f3v3 , pour tout v € V — { b T8 — J;v?)

Réciproquement supposons qu'il existe u € V,, tel que T%%u = TP et
_DaTOéﬁ - fﬁ . i

Cpeqes — g, SO VEV = [l fiu < cte( Sy 100l F sl ) =
d’apres le théoréeme de Hahn-Banach f se prolonge par continuité sur V,,. m

vérifiant

Définition 112.2: [On dit gue le probléme Pl{(e) éstlal énergielnon bornée silf ¢V]]
Dans le cas contraire est dit a énergie bornée.

2.2.1 Régularité de la solution du probléme limite

Pour une coque mince quelconque d’épaisseur ¢ le probléme P (¢) peut aussi s’écrire
(Sanchez -P et Sanchez-H [30] section 8)

{ —DoT°F — &2 [/ D M*" + D, (byM*%)] = f* (2.51)

—bos T + &% [ Do DgM*? — bobgs MP] = f

avec les conditions cinématiques admissibles. Donc le probléme limite P(0) (¢ —
0) pour une coque elliptique bjy = 0 et by; = bgy s'écrit
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—D T 11 D T21 fl
_ af _ B8 1
{ s = DR - DT = (2.52)
ws T8 —bu T — b22T22 s

On a D,T°% = 9,T°% + T2, 7 1 T2, TP —

_alTll _ 82T12 _ 2F%)\T1>\ _ F%)\TD\ Pl T2)\ fl 553
_61T12 _ aQTll _ P%)\Tl)\ _ P%)\T”‘ o F2 T2)\ _ f2 Oafs ( : )

b11

donc le probléme s’écrit
Tll Tll Tll

A— 0 1 B — ory, — T3, — Ty, 30, +T%,
-1 0 )’ I+ -1+ T,

2L (I3, +Th,) f3

Les racines sont A\ = +i et A = —i —le systéme est elliptique en T4, on peut
montrer aussi que le systéme est elliptique en u; et uq, on utilise

™ = Ci1as7,0p T2 = Cooapy,, €t uz = 3 (Ovug + Dous — f3).  Par con-
séquence, d’apres le corrollaire 8.3.2 de Hormander [22], il n’ y a pas de propagation
des singularités dans le cas d'une coque elliptique. Mais si f ¢ V! peut présente des
singularités de type &, H, ¢ ...., et ces singularités se rapport en u (couches internes,
solutions extérieures...).

2.2.2  Etude d 'un probléeme modéle

Notons que ce probléeme a été étudié par Sanchez-P dans [37]. Mais avec les hy-
potheéses suivantes :

1) b12:O et bn:bQQ:l

2) TP = 7,5.

Dans notre travail on essaye de généraliser. On garde seulement la premiere
hypothése, puisque pour une coque elliptique ( E. Faou [14] p193), a montré qu’on
peut choisir une telle parametrisation telle que :

blg =0et bll = b22.

' =0, T2, =0 eta* =a*? =1et a'? =0

Le probléme modéle:

Q= ]07’(’[ ] 11[ ,b12:Oet b11:b22.

'y, =0,1%,=0etl% eta! =a®2 =1eta? =0

On suppose que la coque est totalement encastrée, donc d’aprés 'exemple
1 partie 1.4 chapitre 1, la coque est inhibée et on a le probléeme variationnel de
perturbations singuliéres suivant :

1 2
F= [fzf b11<r2+r) — Det (M — A) = \* + 1.
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pe . | trouver uf €V = {H) () x Hy () x HF ()}

am (U8, 0) + 2ay (uf,v) = (f,v) YweV
Vie=Hy () x HY () x L?*(Q) -V, =H 'x H* x L?
On prend f = (0,0, (y?)) qui génére une singularité suivant la courbe y? = 0,
il est claire que f ¢ V(6 ¢ L?) donc le probléme est & énergie non bornée.
En cherche

ug, = @, (y') H(y?) + ...
{ UE=z(zﬁ)5 (y2y)+ ....... (2.54)

Remarguel 2/6iTLel¢choix[delcette formelestjustifié[parle[théorémeldellla
régularité elliptique ou bien de la forme de la solution extérieure.

Structure des couches internes

On performe la dilatation z! = y! et z° = % tel que n(e) — 0(g — 0)

o 99p

81 = 81 et @2 = @ = 8_92822 =N > (255)
am (u,0) = [, T* (1) Yas (v) dy" dy?
T°% (u) = A*PMyy, (u)
Ao — 2(1‘1}) (a*aP + a*aP* + ZZa*Patr)
E>0¢ 0O<v<gs
On obtient
111 _  E v 42222
Ay

Les autres coefficients sont nuls.

D’autre part on a

am (U, v) = fQ Aty (u) vy (v) dytdy® + 2 fQ APEy15 (u) v12 (v) dy*dy?
+ Jo ANy (1) vgg (v) dy'dy? 4 [, A2 g, (w) vy, (v) dytdy®

fg APy (u) Y2 (v) dy'dy?.

ay (u,v) = fg B oy (u) vyy (v) dytdy? + 2 fQ B0, (u) 015 (v) dy'dy?
+ fQ B2, (u) 099 (v) dy'dy® + fg B?M 0y) (u) 01 (v) dy* dy?

fQ B***2p,, (1) 09 (V) dy' dy?

On pose us, = U (21, 22); u§ =n1U3 (21, 2%)

F11 (U") = vy (uf) = Dyui — ug = DUY — ' UY

F12 (U7) = 712 (u) = 3 (O1UF + 028,07 ) = THUL
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=1 (003 — 2T RUY) + i~ 10,U7 = D1oUy + iy 10,U7

S0 (U7) = 1 ) = (803 - u3)

?11 (UM = pyy (uf) = p%y (U") + 0" p1y (UT) +n72pF, (UM)

P12 (U") = puz (u) = pia (U") + 07" p1a (U") 4072, (U7)

Pag (U) = poy (u®) = pda (U") + 1" pag (U") + 172 p3, (UM)

On obtient

Y11 (u€) v1; (v) = ° DUV Dy VL + 7 [(=US Dy Vi) + DyUy (= V)]
+n 72U V3

Y1z (U¥) Y15 (v) = °D1UF D1aVo + 17 [Dlegnébvl + D12V1(92U§7}
+ﬂ;—252U{752V1

Yoo (W) 11 (0) = 7 (805 = UZ) DiVa + 72 (307 = UF ) (~Va)
Y11 (U) Yoy (v) = ' D1 UL (52‘/2 — V3> +n72(=Us;) (82‘/2 — V3)

Yoz (UF) Yo (V) = 7772 82U77 U3) <62V2 - VE;)
p11 (v%) pyy (v) = n* Pt (U") p3 (V) + e
P1o EUE; P> Ev; n- zz Eg”; ,0;2 EK; +o,
P11 (U%) Pay (V) = 07p3, (U") p3y T
Pao (u°) pyy (V) =1~ :1))1 (un) /)32 (V) + s
522 l(u ) Paz (V) =M~ %p35 (U) piy (V) + oo
e l'autre coté
/ fsvsdy'dy* =n~" / ' Vs (y',0) dy' (2.57)
Q 0

On choisit 1 (¢) tel que le premier terme (dominant) en flexion soit d’ordre
n° pour obtenir un nouveau probléme P (n) & énergie bornée. Donc il faut choisir

=

n(e) de telle sorte que e’ %> =1 —n=¢ (2.58)

Etude du probléme P () :
trouver U"
{ S nia; (U, V) = [ Vs (y",0) dy* } (2:59)
telles que

ao (U, V) _ an [A1111U3V3 + %A1212é2U152V1 + A1122( {os (U) (—Vg)
+(=Us) laa (V) + A%??2o5 (U) lyy (V) + B*22p3, (U) p3, (V)]dz" d2?
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ai (Ua V) =

[y [AMY(— U3 D,V — DyU V) + 241212 (égUlz’)mv2 + D12U252V1>
FAME( Lyy (U) (D1V + D1Uslas (V) + BY22(pi, (U) p3o (V) +
P32 (U) pty (V)]dz'd22.

as (Ua V) = _ _
an (A (DU DV + 2A1212 (D12U2D12V2) + BMp (U) pi; (V)
+BHQ2<P%1 (U) 032 (V) + pgz (U) Ph (V) + 231122@%2 (U )Pi’z (v )]dzldz2.

(V) + P11 (U) P%l (V))+

) 1 (V )) + B2} (U) p3a (V)

V) + P22 ( )Pn <V>]d21d22

P%l V) + P11 (U )Pn (V) + P?l (U) P%l (V)
U) Ph (V) + 231212(:012 (U) P(l)z (V)

(V) + B2222((/022 (U) P32 (V))]dzldzz

a3 (U, V) = f (B (p3, (U) p1y
231212(02( ) pi1 (V) + pao (U
+,011 (U )P22 (v 32 (U) P% (
CL4 U V f i 1( % U)
"’BHQQ(PH (U) % ) %2 (
+P%2 ( ) pra (V P12 (U) pr2
as (U V)
S [B™ o1, (U) 05 (V ) + B2 (), (U) p3o (V) + pi (U) 9 (V))]d2"d2?
ag (U, V) an (B (0%, (U) 8y (V) 4 B3, (U) py (V) +
231212:012 (U) 912 (V)]dzldz - 5 -
avec [ 621 (U)_,ggg (U) ,p%Q (U)] = [@2U17 82U2 - U3, 83U3]

[DlUl, D12 (U)} = [81U1 — U3 ,%81U2 — QF%QU)\]

)+
(B (o} (
p +p
)1

22
)+ o1

Existence et unicité de U” :  On définit sur B, = |0, 7] x} _Tl, +% [ I’espace
VI = (H} (B,)) x HE (B,)

On a4y, (U") = vy (uf) et Pop (um = Paop (u)

am (U, 0) + 2ay (uf,v) = (f , V) Y eV

- an AQ,BA#;)'/A# (U’?) ;)'I)\,LL (V) + 774 an Bal@)\“ﬁ)\p (UU) ﬁaﬁ (V)

=n"" Jy Va(y',0)dy’
1
En effet, pour e >0 fixé (7 =£2) u° existe et unique on a

2 2
Ui HUQHHl(B,,) = HUZHHl(Q) (2.60)

)12 - 2
5 120y = 17 1072y (2.61)

donc de la coercivité et la continuité de a,, + ay, plus la continuité sur
V" de la forme linéaire [ V3 (y*',0) dy".
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On déduit (d’apres le théoréme de Lax- Milgram) que pour 7 fixé, I'existence
et I'unicité de U"” dans V.
Mais ce qui nous intéresse est le probléme limite ( 7 — 0)

Etude du probléme limite

On pose
E(u) = [u37 621 (u) 7622 (u> 7pg2 (U)] = [U3, 52“17 52U2 — Uus, 531}@] (262)

On définit 'espace H sur B =0, 7 X R

4

ue H& u(z',00)=0etl(u) € [L*(B)] (2.63)

ag (u,v) = [,[A"M M ugvs + %Auméﬂhéﬂh + AM22( gy (u) (—vs)
+(—usg) loz (v)) + A¥*2la; (u) lo (v) + B¥#p3, (u) p3, (v)]dz"dz?

Lemme12.3:[{a o(u,)) déﬁniﬂhne@orﬂle@ﬂrﬂf.
Preuvellag (u,u) = A" [us|g 5 + 24112 ||€yy (u)|[5 5 + AZ22 [[€2a (u) o 5+
2
B2 ’ 8§U3H — 2A%21 [ los (u) usdy' dz?
0,B

On applique l'inégalité de Holder on déduit qu'il existe C >0 :ag (u,u) >

2
Il + e 1+ e 1 + B

Uz = 0
donc ag (u,u) = 0 — ¢ Loy (u) =0 — wujet up dépent de z' mais puisque
621 (U) = 0

1
u =0 pour z’assez grand — u = 0 donc (ao (u, u))?définit une norme sur H m

Soit H le complété de H par cette norme .

Lemme[2.4: La forme (v — [ vs(y',0)dy" définit une forme linéaire et con-
tinue sur H

Preuvelll Soit(wlel] Hl—lws € W (—o0; +00) tel que W est l'espace de

(Lions — Magenes [18] p 13)avec X =Y = L?]0,7[ ,m = 2 donc d’aprés le

théoréme ( 2.3 Lions—Magenes [18]) v\9) (g;;))j € L*(R; L?)0,7]) pour1 < j < m—

2 3
dz2) <ec (‘
Lil}O,ﬂ'[

1
2 2
oo || = . 2
1 donc 3C > 0 telle que ( [ Hagvy,‘ 3§U3HL2(B) + ”U3HL2(B)>
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J7 (17 (o) @) a2t <o
— | T vs (41, 0) dy'| < cte (ag (v,v))% m

On déduit que le probleme limite est & énergie bornée.
donc il existe u unique dans H solution de

— 8221}3

: R
o Il )

ag(U°, V) = / Vs (y',0) dy'VV € H (2.64)
0

Etude de la convergence

Lemme T12.5: [l existe une Cte(indépendentelde nl) tellel que

|

o3Uy

< Cte (2.65)

0,B

Preuve :(Onlaug (y*,y?) = n'U7 (v, 22) —

3Bus | =n7e|asug
b 07 n

D’aittre part onlad™ (u,v)+e2al (uf,v) = [ os (y},0)dy' = n [ Vs (¥, 0) dy*

=n! Z?:o a;(U", V) de la coercivité de la forme a™ + a/ on obtient

- 2 , .
02U, <yt ZJG-:O Wa; (U V) < cte n~ ||05U7

n'n~® ‘

0,Bm

- H@@Ug

0,B"

< Cte. m
0,B7

LeimmelT12.6:C I éxistelunel tonstantel CTiellel que

6

. N 2
E na;(U,U) + C" 8§U3HOB >0 pour tout U de V" (2.66)
j=1 7

PreuvellPourlC+= (3BH2 4+ @@225@1@{@1%@116@:?&1 na; (U, UNH(3BH22 4 [B2322) ‘

)
(
est sous[formeldun(sommeldes(¢arrésm

Lemme112.7%7: Il existe une Cte(indépendentelde nl) tellel que

=

U 5 = (ap(U",U™))2 < Cte (2.67)
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PreuvellOnlutilise les[deux/lemmes|précédents, [pluslal¢ontinuitédellalforme

[ Vs (y*,0) dy* sur H on obtient
< 2 <
ao(U",UM) < cte {) 822U3H + ‘ 8§U3H } < Cte.
llo,B7 0,B7 )
Par conséquence 3U* € H / UM — U* faible dans H.

Théorémel12.2.2(1 Soit U "%t[ﬂf@solut[@@@eﬂ?. 60)1ét[(2.64) [respectivementlT Alors)
Um — U lorsque n — 0 faiblement dans H (i.e U° = U*).

Pour simplifier, nous décomposons la démonstration en trois lemmes.

Lemmel112.8: d4C | > 0 telle que

101U g0 <1 'Ch (2.68)
‘ RUI <Gy (2.69)
0,B"1
32771 -1
HalUi 0.5 <n Ci (2.70)
H53U§7 e (2.71)
‘ 010,U7 <G (2.72)
0,B"

Preuvellll Dellalcoercivité[dellaformela™sur Vespacel ( HY)* x [L2(voir[]30]p
237), on a [|9145 |5 pn < ™ (uf,u®) <" [ UF (1, 0) dy'
= U o pn <0 'C = 1007 gy <77'Cr m
Et de la méme maniére
e 2 -1 -2 (3 2 17,2 -1
0205 i < m71Cr = [ 2 (3, Ug) de'de? < iCy

| el

0,B7

Lemmel112.9:[] SOimnDSOlﬂtﬁﬂﬂn[de[(Q, Eg)mhlws[pour[t@ut[vmﬁxé[de[vﬂ,%bn[a
2]6-:2 Wa; (U, V) — 0 lorsque n — 0
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PreuvellD’apreslelemme(2.8 [étllalformeldela j; jE= 2,3,...,6, il existe une
constante C tel que |a;(U", V)| < n~'C — 0 |a;(U", V)| — 0 lorsque n — 0 pour
ji=2,3,....,6. m

Pour achever la démonstration de théoréeme 2.2.2, il reste a montrer que

na (UM, V) — 0 lorsque n — 0.

Lemmel12.10:1SoitTU" Dsolutﬂm[de[(?. 59),Calors” pourl tout V1] ﬁxé[de[l/”,@ﬂn[a
nay (UM, V) — 0 lorsque n — 0.

Preuve!lIOnlutilise[I'inégaliié[de Holderonldéduit[que ICtel |a (U, V)| <
n~1Cte — |ay(nU", V)| est bornée, ce qui implique l'existence de v* tel que nU" —
v* faiblement, on doit montrer que v* = 0

On a ag(nU", V) — 0 lorsque n — 0 pour tout V fixé de V" — nU" —
0 faiblement dans H, de P'unicité de la limite faible on déduit que v* = 0. On passe a
la limite dans (2.59 ) on obtient, U*est la solution de ao(U*, V) = [, V3 (', 0) dy'pour
tout V fixé de V7 (i.e) U* =U" =

La détermination de U°: On postule
U'=U"+nU" + ....... (2.73)
P(0):

[T 00 (V)4 B2 (07) gy (V)i = [ Va(u0) g 270
Q 0

tels que : TS‘B (U%) = Aaﬁ’\“vgﬂ (U°)
(V)= jV:J.
o (V) = 501 (2.75)

P(0) : [5[AMUIV; + JA20,U00,V; + AM22( Loy (U°) (—V3)
F(=U3) laa (V) + A%2Uyy (U°) Loy (V) + B***2p3, (U°) p3, (V)]d2"d2?

:/ Vs (y1,0) dy' vV € A (2.76)
0

On prend dqs fonctions tests V3 =15 =0et V} arbitraire on trouve
fB T2 (U 0,Vy =0 — —0,T3? (U°) =0
onalU®€ H — Ly (U%) € L*(B) — T2 (U°) € L? (B)
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T2 (U°) est une fonction de la variable z'et Ty? (U°) = 0 pour z?assez grand

T2 (U% =0
On prend V5 arbitraire et V3 = V3 =0
= [ A22050° (8,15) + A2 (=U9) (8212) = 0
ona T = A0 | A2211.0
T2 = A221140, | A2222,0

AP0 T2 A221140
2.77
{ A0 T“ A0 (2.77)
On . [AF3858, (U7) 4 A58, (U)] 3,75 = 0
= [y (T3 = 422290, (U°) + A28, (U°)] (8V2) = 0
— —JT2? =0 — T? = 0 (de la méme maniére précédente)
Finalement si V; = V5 =0 et V3 arbitraire
~Ty (U°) + B#20,U% = 6 (%) (2.78)
T () = AR, 4 A, o, = 420,
(A2211) 3
— [ AT — U + B*??0,U5 = 6 (%) . (2.79)

— L [12( V) U9 + 84U0] = §(22)
— Ax U+ B x dUQ = 6 (2?)
A=AM1-2%) >0
B =B¥2 = Ll
Donc la détermination de UY reléve de la résolution de I'équation différen-
tielle (2.79) . En effet Udest la solution de I’équation homogene correspandante avec
une troisiéme dérivée discontinue en y? = 0, mais la premiére et la deuxiéme sont
continues.
On pose A =4 lors l’équation (2.79) s'écrit sous la forme
04U + \UY = L6 (=
0 { 1627 4 e gi 22 > ()
— U Z Z = 003 22 z? o 2 .
+ cqe st z2<0
2kim

avee ap = >\4€ 4 (\/_) (1+Z) k:1;273747 22:_1

alz2
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UY, 0,UY et 93U sont continues et d3UY admet un saut en “ 0 ”.
61+C2—C3—C4:0
Q1C1 + (igCy — (U3C3 — (VyCy = 0
a?cy + adey — ades —ale, =0
1¢1 202 343 4144 —
ader +ades + ades +adey =0
ce qui nous permet de déterminer les constantes cy.
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Chapitfe 3

PROPAGATION ET REFLEXION DES SINGULARITES DANS LA
THEORIE DES COQUES MINCES

“Conceptually it is of course agreat advantage that one knowns unbiguously in which
direction a singularity described by a point in WE(u) is going to travel.”
Lars Hormander,1983

Introduction :

Dansl cel chapitrelllon étiidiellel phéhomene! del propagation! deslsingularités!
dans la théorie des coques minces. Notre but est I’application des résultats généraux
démontrés notamment par Hérmander [22], P. Gerard, S. Alinac [17], R. Melrose [26].

Par analogie a la construction de la propagation d’onde, (dit & Hyghens) Hor-
mander a montré que les singularités peuvent se propager avec une fréquence con-
stante et suivant une direction bien déterminée. Il est maintenant bien connu (voir
Sanchez-P and Al [27]) que la propagation des singularités joue un role trés impor-
tant dans la détermination de la solution d’'un probléme aux limites de coques minces.
D’autre part P. Karamian [21] a montré qu’il n’ y a pas de réflexion des singularités si
on choisit les conditions aux limites admissibles pour les coques hyperboliques. Dans
ce chapitre, on commence par un exemple introductif, puis nous étudions le cas des
coques paraboliques. Notons que pour les coques hyperboliques une étude rigoureuse
a été réalisée par Sanchez-P, Sanchez-H et P Karamian [27], et grace a un résultat
général (corollaire 8.3.2 de L Hormander [22]), pour le cas des coques elliptiques il n’
y a pas de propagation des singularités.

3.1 Exemple :

On se propose maintenant un exemple, qui n’est pas un exemple des coques, pour
donner une idée générale sur la propagation des singularités.
Considérons 1'équation d’onde suivante

O 100 _

012 202
Osi z<0 (3.1)
W, 0)=H@) =1 14 »>0
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On remaque que la donnée initiale a une discontinuité (ou singularité) aux
points((z,0)[ 1z €[R.[Onldoitmontrer quelcdettelsingularité1“se propagel’ [(selfrouve)
surldes[¢ourbes((directions)bien[¢connues.

On utilise la méthode de D’Alembert ([16]) pour trouver la solution aux in-
stants t =0 t:%, t=1,t=2

On obtient la solution pour:

0si x<0

tzo_}“(x’o):{ 1si x>0

1 1 0 pourx < —%
t:§—>u(x,§): %pour%o<x<§ (3.2)

1 pour >3

0 pourx<—-C
=1—u(z,1)=< spour —C<z<C (3.3)

1 pour x>C

0 pourx < —2C
t=2—u(z,2) =< 2pour —2C <z <2C (3.4)

1 pour x> 2C

On remarque que les discontinuités de u se trouvent sur les deux droites xr —
ct =0 et x+ct =0 (les caractéristiques ).

Donc la question de la propagation des singularités se présente en deux parties

1) Peut-on localiser les singularités de u(x,t) en connaissant le lieu des singu-
larités de (uo, f)?

2) Peut-on estimer les singularités de u(z, ) en connaissant la nature (I'intensité)
des singularités de (ug, f) ?

3.2 La théorie classique des propagations des singularités

Notons que pour une étude approfondie de la théorie classique des propagations des
singularités, on se refére: Hormander | 22], P. Gerard et S. Alinac [17] ou bien R.
Melrose | 26].

3.2.1 Le spectre singulier différentiable ( le front d’onde).

Par I'utilisation des propriétés de la transformation de Fourier
onal(voirMelrose([26]) i €[(C*°(R™))". Alors u €€ (R")lsi/6t/Seulement si :
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Q)] <Cv (A+[h) N L N=12,... (3.5)

donc si u est quelconque dans (C*° (R")), il peut avoir des singularités.

Définition[ 8.7 =71 Pour u €[(C*(R")) nous appelons suppoirtl sitigulier del u
le[‘complémentairel del 1’ensemblel des points oulu €[> HonEZEDnotE&upp kgl ull
Done x ¢ supp singlus IVIerU) : w erC®(V) —suppsingtl =

Czllu Eésﬁﬂmj’oogfésﬂdeﬁr} oul Cldésignellel complémentaire.

De la méme maniére on définit le cone noté > (u) comme le complémen-
taire (dans R™\ {0}) de I'ensemble des directions ¢ € R™\ {0}au voisinage (conique)
desquelles 4 satisfait (3.5).

Remarques 3.1 :

1) supp sing u représente l'ensemble des mauvais points de u, et Y (u) est
I’ensemble des mauvaises directions de .

2) On a

a(¢) = / &) () (3.6)

U — 1 e T 4
() = e [ €70 60 (37)

donc pour tester u est C* ou non on utilise (3.6). Mais pour déterminer » (u) on
utilise (3.7). Soit Q2 un ouvert de R", u € D’(2). On pose pour z € €

Do) =Ny (¢u)/ ¢ € C5° (), 0(x) #0.

Définition( 3.2:( Lelfermélconiquelde Qx R™\ {0} [définitipartW F(u) = {(z, )€ QX RM {0}/
appelé le front d onde de u .

La propostion suivante montre que W F' (u) est I’ensemble des mauvaises di-
rections spectrales de u au-dessu de supp sing u.

Proposition 8. 1.1:7(CG érurd efTAlifiac [17) p 105 )T Lalprojection delW F (u)
sur € est supp sing u .
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Exemple :

Considérons 6 la masse de dirac a l'origine. Pour tout
¢ € C57p(0) #0,0na

pd(C) = (8, pe7) = 9 (0) et Y- (6¢p) = R™\ {0}

— WF(6) = {(2,0);z =0et { #0}

On cite maintenant deux théorémes importants pour I’étude du réflexion des
singularités (section 3.5 de ce chapitre), les démonstrations de ces théorémes figurent
dans ([22] chapitre 8).

Théorémel 113.1.11 :[1Soitl Pl un opérateur! elliptigiel (voirl [18] p119)d ordrel im! &
coefficients C, alors WF(u) = WF(P (u)).

Définition(3.3:[Soitl Plunlopérateur différentielllP ,,-salpartielprincipale {[30] p

37). P est dit de type principal réel si Pl,(C)1# 0 [pouritout ([ 0 [T{m Py, ()l )=
mPy(C)

Théoréme! 8.1.2:[ Soit Plunlopérateurideltypelprincipal réel sile € DIQ) ) P(u) =
fletl) (z0) QP eWF)\WF(f)[Alrs P, (¢) = 0 et I x {(} ou I est le segment
contenant = et de direction P1,,(C), (i.e) les singularités de u se propagent suivant la
direction P,,(¢) avec la fréquence (.

3.2.2  Propagation des singularités pour les coques paraboliques

Dans cette section on considére des problémes de perturbations singuliéres, qui provi-
ennent de la théorie des coques paraboliques minces, la forme des problémes varia-
tionnels pour € > 0 est donnée par la formule (1.74).

Comme on a déja signalé, la résoulution du probléme reléve de I’approximation
de P(g) par P(0) (i.e) u° par u’(approximation membranaire). Mais cette approxi-
mation est valable si f € V. Cette derniére hypothése est trés restrictive ( dans la
théorie des coques minces) et la plus part des problémes sont & énergie non bornée
(i.e) f ¢ V!, (généralement les chargements sont de type , §, §'....) Dans ce cas la
convergence de u¢ — u’ n’est pas assurée dans le cas général.

3.3 Etude des chargements utilisés.

Ce mémoire est consacré seulement aux chargements qui sont considérés comme des
distributions de 'unique variable y & valeurs dans ’espace des distributions de la vari-
able = on utilise les éléments de 'espace D/(R,, D'(R;)). Les fonctions apparaissent
dans les applications de la théorie des coques minces sont de la forme:

0 si non

flz,y) = { ¢ (z,y) S.i y > () (3.8)
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Ce qui génere une (ou plusieurs ) singularité(s) sur la courbe :
> ;= {y=1(x)}. On remarque qu’'on peut penser a remplacer f par une
série de termes de la forme yH (z),6 (z) H (y) , ....

Exemple: 3.3.1

fy) = { éDsi]DBS:i i;cy etlly >0 (3.9)
— fz,y) = H(x)(1 - H(z - cy)) (3.10)

siy#0: f(,y) € D'(R,) et O f(.,y) = (—1)FFs®=D ()

Au voisinage de y = 0 , y fixé ; pour toute § € D'(R,) on a

siy>0:(f(,y),0())=cy(6,0)+.. (3.11)

sty <0 (f(,y),0()) =0
— f(,y) =cyd(x) H(y) + ... (3.12)

Exemple 3.3.2 :

f(:v,y):{ v (z,y) siy>P(z) }

0 si non
On suppose que

$(0) = 4'(0) = 0 et ¥'(0) >0 (3.13)
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xr
= flz,y) =p(z,y) Hly —¢(x) ;9(z) ~ @//'(fv)§ + ... (3.14)

ey 1
() 0()) ~2 / b(tydt  c=2(1"(0) (3.15)

= (FL0).00)) = (@) (&"(0)) 2 9(0,0)8 (2) H () y? + .. (3.16)

(pour plus des détails sur ce type de distributions on se refére [28])

3.4 Etude de quelques cas tests.

Considérons une coque a surface moyenne S uniformément parabolique encastrée le
long d’une partie I'y de son bord et libre par le reste I'y. Rappelons que pour les
surfaces développables (chapitre 1 section 1.1 de ce mémoire).Tout point P de S
appartient a une génératrice et donc on a

OP = OA + AP = 3 (¢') + y%&(y") (3.17)

On écrit
r(y'y?) =5 (y') + vely") (3.18)

tels que €(y') est le vecteur unitaire porté par la direction de la génératrice et on
obtient

by =0 (3.19)

de plus une surface est développable si et seulement si :

G xE=0 ([30] p13) (3.20)

donc dy» = g;;é// dy et @' L dy — (a',d;2)=0—T7,=0,etona

boy =0 — I3y =0 (3.21)
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donc le probléme limite P(0) se réduit a

—0,T? = fL + o TH + 21}, T
—0,T?2 = f2 4+ 9, T2 + T, T2 + T2, 7" (3.22)
—bllT11 = f3

Dans ce qui suit, on considére une coque a surface moyenne S uniformément
parabolique (développable), encastrée le long d’une partie I'y de son bord et libre par
lerest I'y, @ =]—1,1[ x ]0,1[; 0Q=T1UTY

Io={y*=0} (3.23)

D’apres les résultats de chapitre 1 section 1.4, la coque est inhibée .
Rappelons que le probléeme P (g) est

trouver u* € V = H' (Q) x H' (Q) x H*(Q) + C.C
{ a™ (v, w) + 2af (uf,w) = (f,w) YweV
C.C:u‘i:ug:ug:%:()surfo
On remarque que le systéme (3.22) est hyperbolique en T2 et T2, on a I'; est

libre de contraintes donc

7% . ng =0 (3.24)

Cette condition aux limites détermine T2 et 722 sur 'y, puisque 72 est connu
et de fait que la frontiére n’est pas tangente aux caractéristiques le systéme (3.22)
avec condition de Cauchy peut étre résolu.

Soit 7 la normale & Ty = {y*> = 0} dans le plan tangent 7 = nia@; + nady, il
est claire que @; est tangant a {y*> = 0}

—>ﬁ&'1:0—>ﬁ//&'2—>n1:06tn27é0

THny +TY%ny =0
af — 1 2
T"(y*,0) =0
& { T2(y1.0) = 0 (3.26)

Le systéme (3.22) s’écrit
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2,

N

Figure[3.1[Singularitéssuivant(unelcourbelcaractéristique

T12 T12 T12
81(T22>:AX82<T12>+B<T22>+F (327)
T2 (y',1) = T2 (', 1) = 0

L’étudel préalableldes[problemesmodeleseéstl essentielle[a la compréhensionl[des
phénomenes de propagation et de réflexion des singularités dans la solution des coques
minces .

Considérons un demi-cylindre mince S définit comme 1'image de €2 par v :
T (yl,y;) — (M Wy ()P (Yt y?Y) = (ycoslyt sinlyty et
o ={y* =0}
Exemplel3[4.1[] Singularités/suivant(les[caractéristiques DF§3 1)

Soit[1Q= |—1,0[x 0, I[;1190Q*= I'y U Ty/ Dor=Hy¥=0}00 f*= 0, f3=H(yl)
]

donclalcoquelést inhibée iyt y?) = [(y?ilcosiyt/siniyt)

a; = (O —siny!, cosy!) = @

= Gy = (100) > (3.28)

—

a3 = (0,cosy*,siny')
_>a11:a’22:1eta/]_2:06t b]_l:—l7 b122b22:O:Flﬁ
~O,T =6 (y)

P(0): 0, T2 — 9 T2 =0 (3.29)
T2 (y' 1) =T (y',1) =0
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~ { T2 = (y? — 1)6§/ D, s ¢ 12 (Q) (3.30)

—le probléme est a énergie non bornée .
On a de la relation (1.45) on a
To(u) = A,

AoBM — —2(1]iu) (a**aP + a®1aP* + E=aPaM)
1111 __ E v 2222
A =gints =4
. 22 ' (3.31)

Les autres coefficients sont nuls. Donc on obtient

T?2 = A2y | 4 A2,
T = A2222 4 A2y (3.32)
T2 = 241212

On pose ki3 = A2 kpy = AP22 | [y = 2A1212

Y11 1 ki1 —koo 722
N — 3.33
< Va2 ) (k11)? — (kn)? ( —kao  kna ) < e (3.33)

On a de la relation (1.40)
Y11 = Or1ug + us
Y12 = 5 (O1uz + Doy
Yoz = Doty
on utilise la condition uy (y*,0) = 0 pour déterminer u, puis on détermine
u1, et finalement on trouve u
On pose C; = m’ Cyy = W ,on trouve
Y11 = C1uT? + CooTH
{ Yog = CouT% + Cy T

(3.34)

R Opuy = % ((y2 - 1)5/ (yl))
{ us (41, 0) = 0 (3.35)
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_C ,
—up (v, yY) = —= ((* = 1)* + 1)8 (') (3.36)
4
D’autre part T2 = ko7,
ur = 5= ((y* = 16 (y')) — Druz
. { R (3.37)

ul(yl,y2)—cff((y2— 12+ 18" (y") — 5= (02 = 1) = 1)6 (")
us (yh,y?) = —01uy + CnT? + CopTH

%((y 1)? +1)8" (y )+2,m((y — 1> =18 (y")

+Z2(y* - )8 (") + CuH (y') .

w6 (y) UD (y2) + ..
Donc on obtient us ~ 8 (yh) U (y?) + ...
uz ~ 8" (y) U (y?) + ...
Remarguel3.2]:
1) Il est claire que u; ¢ V,, puisque f ¢ V.
2) La singularité généré suivant y' = 0 se propage suivant les caractéristiques,
plus précisement les courbes asymptotiques.
3) Il n’y a pas de réflexion des singularités.
4) Des couches internes sont développées suivant y! = 0 .

Exemple 3.4.2 Dans cet exemple on génére une autre singularité suivant une car-
actéristique (non courbe asymptotique ).

fe=0, fa=6(y*—3)H(y") et Ty = {y* = 0} .

Py - { AT AV Y (3.38)
T = H(y - 16 (5") + o ()
-{ YTl (3.3
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Figure(3.2 Singularités suivant une courbe non asymptotique

T2 = (H(y? — 1) = 1)¢ ()

= T2y ") = (5 (Jv* — 5[ +9* = 3) =) (v)
de la méme maniére de I'exemple 3.4.1 on obtient
up = 8" (y") U (y?) + ...
ug ~ & (yH) U (v?) + ...
uz = 6" (y') U3 (y°) + ...

Remarquel3.3:
Il n’y a pas de propagation des singularités suivant y? = Cte.

Exemple : 3.4.3: Dans cet exemple on génére une discontinuité suivant une courbe
nilc¢aractéristiquelnilasymptotique.

=0, fsr=Hy—yhet Do =Hyt= O}DFig.(3.2)] (3.41)

On note que la dérivée faible d’'une fonction composée demande quelques con-
ditions[(Brezis([[6] p155) [quimelsont pasisatisfaites/généralement[dansnosproblémes.
Pourlcettelraisonmous/préféronsutiligation[des/changements/deVariable.
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—0,T? = -0\ H (y* — y") T2 (y',1) =0
{ T2 = 9, T2 et T2 (y',1) = 0 (3.42)
Onposen=y' , (=y*—y' = =% %, Oh=%
-T2y )=HW —y')-H(1-y" (3.43)
T? () =H((y -y )+ (*-1)6(1-y")—H(1-y") (3.44)

uw =8 (1—y UL (y?) +6 (1 —y ) UL (v2) + H (") U (1)
uy ~ 6 (1 — 1)US(Q)—I— (1-— )U%(y2)+ .........
ug ~ 6" (1 —y") U (v*) + & (1= y") U3 (v*) + 6 (¥") U3 (v*) +

Reimargiies] 3(4: La/sifighlarifels/estiréflechiesuivant (les ¢courbes = 0 [ét
y' = 1. Les poins de réflexion sont les points de contact de la courbe portante de la
singularité et la frontiére.

Cet exemple montre qu’on peut avoir la réflexion des singularités pour les
coques paraboliques (contrairement au cas hyperbolique), et la singularité la plus
importante se trouve sur la courbe y' = 1.

Exemplel 34.4]

={y*=0} f*=0, fy=H(y*—2y") Fig (3)

—0, T2 = -0, H (y* — 2y* T2 (y*,1) =0
— { ? 8T :1 81(72{12 v) }6t{ 722 ézl 1; —0 (3.45)

T2 (yl,yQ) :2(H( 2 _ ) H(1—2y1))
{ (v y?) =46 (1~ 2y )= H(1—2y") — H (12 — 2y") (3.46)

)6 (1=2y") + U (v*)6 (1 —2y") + UP (v*) H (y') +

)6 (
)5(1—2y)+U1(2H1—2y1)+... (3.47)
?) 8" Us (

Up (y
(y ) H (
Ug (y*) 8" (1=2y") + U3 (y*) 8 (1 =2¢") + U3 (%) 6 (v") +
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Figurel3.30] Singularitésisuivantunelcourbelalunlcontactlavecllalfrontigréllibrelhorizontale]

Figlrel3.4(1 Singularitésisuivantunelcourbelalunlcontactiavecllalfrontigrellibrelverticale!
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Remarque 5.5: Les points de réflexion sont(les[pointsidelcontact avec Iy-et 't (fig.3)[)
et les directions!delpropagation Sontles courbes asymptotiquesly!=ldte
Exemplel3[4(5(:

To=Hy2= 0} L0, fy=[H{y—2y?)Fig(314),0nltrouve

{ T (y',y?) = 36(y" — 2¢°) } (3.48)

T2y y*) = 16 (' — 2)
ug (y',v°) = Cry?d' (y') + Cod(y' —2¢°) — C3 6 (y) (3.49)

C; des constantes.
On remarque que la singularité s’est réfléchie suivant y' = 0, avec intensitée
une fois plus et ne s’est pas réfléchie suivant y* = 1

Exemple : 3.4.6 Dans cet exemple on génére une singularité suivant une courbe
> s telle que
Zf m(FOUF%) :Q)v et fazov f3:H(y1_4y2+2)

DT™2 (4!, y?) = 16(y" — 4y? + 2
_>{ 1 (SJ 7111)):0 Oy —4y" +2) (3.50)

T2(y'y?) = —10(y' — 4y° +2)
SR &0

On remarque que la singularité ne s’est pas réfléchie dans une autre direction

3.5 Réflexion des singularités pour les coques paraboliques .

Dans cette partie nous étudions le délicat probléme des réflexions des singularités
aux frontiéres ; concernant les équations membranaires des coques paraboliques
inhibée. Il est intéressant de noter, que P. Karamian a montré dans sa these ([21] p
129), qu'il n’ y a pas des réflexions des singularités aux sens classique (i.e) on génére
une singularité suivant une courbe (pour f) , on la trouve sur une autre direction (en
u ) pour les coques hyperboliques inhibée. Mais il y a une pseudo-réflexion , si on
choisit les conditions aux limites admissible pour les coques minces. Par contre dans
le cas parabolique les exemples 3.4.3 , 3.4.4 et 3.4.5 de ce chapitre montrent que le
phénomeéne de réflexion peut apparaitre. L’utilisation de la définition classique de
la réflexion est un peut génante, donc on utilise une définition plus générale et plus
éfficace.
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C r:
r; 1
[
a h b
1—‘0

Figurel3.50] Réflexion[des[singularités

Définition 113. 41 Considéronsiunisystemeldifférentiel avecldonnéeldel Calichiymon
caractéristique. Nousldisonsl[:I]

1)1y a une réflexion, Sillal ingularitéld 'uneldes iniconnues selreport parlllintermédiaire
deslconditionslaux limites, aux autreslinconnues.]

2) 1l y a une pseudo-lréflexion, sillal $ingularitél dline’ des inconnues $eltransportel par!
couplage des inconnuesletldes équations auzldutreslinconnues.

Remarquel3.6:

Dans l'exemple 1, 2 et 6 il y a une pseudo-réflexion.
Dans l'exemple 3, 4 et 5 il y a une réflexion.

Proposition[13.5. 1: SoitlSune surfaceparabolifuede R salprojection sur R* est
Qz]a,b[X]O,c[ Lo, FLF%?F? F@j@@

Considérons le systeme

ByT"% = 9L 1 or} f3
11
BT? + 0T + T} T2 =12, f* (3.52)
TR (y'e) =T (y'c) =0

faZO, U1<y1,0)IUQ(yl,O):’LL3(y1,0):O
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> la courbe qui porte la singularité de f°

Alors il y a une réflexion de singularité.
Siy ,N([yUTl?Y;) =@ oubien ) . // T
Alors il n’y a pas de réflexion, mais il y a une pseudo-réflexion.

[Preuve.[1)8iy; ,N(To UTS;) & @ty #T oy, # 5.0 Dapres

le théoréme (3.2) les singularités se propagent suivant les courbes y' = cte puisque
les courbes asymptotiques sont y* = cte et l'opérateur est hyperbolique donc de type
principal réel y' = cte et les points de réflexion sont les points d’intersection. Si
1" = T4 4 or), f3

T2 (yl,e) =0

(yt,e) a <c<betdonesury' =a et y> =10 quisont les seules directions
possibles de réflexion . Mais le couplage des inconnues dans la deuxiéme équation
transporte les singularités d’ot pseudo-réflexion. M

> ;N(MUT?) =2, 0na — T2 sera réquliére aur points

Remarqguel 3\70} La régularité de T2sur(yti=[all(respli ' =[b) peut étre
considérer comme une propagation de régularité.

La non réflexion des singularités est une propriété importante, qui nous aide
a la détermination de la solution dans les couches internes.
3.5.1 Structure des couches internes .
Notre objectif dans cette partie est la description de la structure de couches internes
qui sont développées aux voisinage de la courbe 7' = 0 pour 'exemple 3.4.1 de cette
section. Rappelons qu’ on a considéré dans ’exemple 3.4.1 une surface cylindrique
tels que : aj1 = Q92 = 1et a12 = 0et b11 = —]_7 b12 = b22 =0= PZzﬂ

D’apreés la forme de la solution & I'extérieur de la couche, on cherche

uf =707 (<1, )

= 7?03 (41:%) (3.53
= U (427)

tels que

~ 9]
=y z=ny 812527781 (3.54)

ona P(e):
trouver u* € V = H' (Q) x H' (Q) x H*(Q) + C.C
a™ (v, w) + e2al (uf,w) = (f,w). YweV

ou§
. 1> > g 3
CC:uj=uy=u3=52=0surly

et ap, (u,v) = fg ANy (w) vy (v) dy'dy? + 2 fQ ARy (1) vy (v) dy' dy?
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+ fQ A2y (1) vy (v) dy'dy® + fQ AP0 (1) vy (v) dy' dy?

Jo AP 745 (1) 799 (v) dy' dy®.

ar (u,v) = fg BHHQH (u) v (v) dy*dy* + 2 fQ 311%12012 (u) 015 (v) dy*dy?
+ fQ B9, (u) 05y (v) dy' dy* + fg B, (u) 01 (v) dy' dy?

fg 32222022 (1) 099 (V) dyldy2

Donc on obtient . 3

i1 (@) 1 (0) = 3BT+ UF) (8iVi + V&)

Y12 (U°) Y19 (v) = in‘ﬁ(élUQ + 52U{7)(51V2 + 5’2‘/1)-
Yoo (u) 11 (v) =07 (8U7) (B1VA + Vi)
Y11 (U°) Yoo (V) 76(51(]{7 +Uy) (52‘/2>

Yoo (1) o (v) = " (8207 (212)
pu (1) piy (v) =72 (3307 (33v3)
pra (w) iz (0) =0 (810205 ) (21:V4)
P (4) o (v) (~ (é%vs)
(%) P ()
)

Pao (UF) Py (v

(e}
\II

De l'autre coté f3U3dy dy =07 [5 fs(nz', 22)V3 (2!, 2%) dz'd2?
on pose B”—]T,—[ ]O 1[
ag (UM V) = A?% [, by (V) dz+e*n 8B [, 03 (U") 43 (V) dz

a_o (U”Z V)

2141212 fB 612 (Un) 612 (V) dz -+ A1122 fB [62 (Uﬂ) 611 (V) -+ 611 (Uﬂ) 62 (V)] dz
a_y (U’]’ V) = AHH fB 611 (Un) 611 (V) dz

avec B = |—o0, +00[ x |0, 1]

L) = [6(V) 001 (V) 3 (V) G (V)] = |8V, 81V + Vs, 2t ppv |
On choisit 7 de sort que le terme dominant en flexion soit d’ordre

n’ —n= et (3.55)
On obtient P (n)
trouver U" € V7 (3.56)
Nt a_a (U V) 0% o (U V) ag (U V- . E={f, W) VY '

VIS HY( B HE((B")) x HE((B") & C.C}

C.C: U] = U =UJ =i — olguri 2= 0 .
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Remarque(3.8:1) [Leltétme nlteprésentell’épaisseur dellal¢ouchelimite. Les
estimations d’épaisseurs des couches pour les differents cas des surfaces figure dans
DE Souza [7] ou bien Sanchez-P [33] .

2) L’existence et I'unicité de U” sont des conséquences directes du théoréme
de Lax-Milgram.
3.5.2  Le processus asymptotique:
On définit 'espace H sur B

VeH®S[l(V), 01 (V),la(V), ls (V)] € (L3(B)*

et V (oo, 2%) =0et Vi =Vo=V3 =25 =0 pour 22 =0

Lemmel13.7:[Ja(u,u)] :[a_4n{u,ﬂ) + a_o(u,i) + ao{u,m)]%ﬂ définitlune norme sur H.

Preuve.[] Soiflu € H.[Onlala(u,i) = [L[A" (0 (u)? + A2 (0, (u))® +
pl (Egiu))m—i— 2A1212r(€12ju))2
+2AMZ20, (u) 1y (u)|dz
avec AN = pAN2 — 1opHIL ~ ¢ et 2 >wv >0 donc il existe une
constante C >0 a(u,u) > C [l ()| 5+ Wz (0I5 + 102 (05 + 115 ()]2]
donc a(u,u) =0—u; =uy=u3=0. m

Soit H le complété de H par cette norme .
On introduit Gy = {u € H/l1;(u) = 0}
Go ={u € H/l1(u) = l15(u) = 0} .
il est claire que G et Gy sont deux sous espaces fermés de H
Remarquel3.9:
Go # {0} le probleme P (1) est un probléme de pénalisation.
On postule

U'=U"+nU" + ... (3.57)

On substitue (3.57) dans (3.56 ) on trouve :
a l'ordre :

nta (U V) =0—-0c Gy (3.58)

3 a_ (UL V) +ay(U VY =0 — a_y(UL V) =0 (3.59)
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n 2 as(U% V) +as(U°, V) +a_y(U V) +a_y (U, V') =0 (3.60)

ntia g (U V3) +a y(U V) +a_y (UL V?) +a y(U V) +a (U V)

+a_o(U, V%) =0 (3.61)
n’:
a—q (U07 V4) +a4 (U47 VU) tay (U17 V3) +ay (U37 Vl) +ay (U27 VZ)
+a_s (Uz, V2) +a_» (Ul, Vl) +a_» (UO, VZ) +a_»o (Uz, VO) + agp (UO, VO)

= (f,V°) (3.62)

On prend VParbitraire dans Gyet V2 = 0 dans (3.60) , on trouve U° € Gy,
on prend dans la derniére équation V! =0 et V2, VO arbitraires dans G,
on obtient ag (U°, V%) = (f,V°) pour tout V° € Gy

Donc le probléme limite

0
{ trouver U ¥ € G, telle que (3.63)

ao (U, V) = (f, V% pour tout V° € Gy

3.5.8 FEuxistence et unicité de Uy
Leimmel 3. 20 lal formellinéairelV — fol V (0, 22) d2? est continue sur Gog

PreuvellSoit [V GEG}' 2 —>m11{\/iﬂ = 612&\/[)] =0 H[él%j: —‘/3 et 5%‘/}) S LQ(B)
et de plus et Lim V (2!,2%) =0
2H— oo
On a [, f (nz',2%) Vs (2!, 2%) dz"dz* = (f,V)
f3(nz',2%) = f3(1,22) + O (n) =140 (n) (développement au voisinage de
2! =n71) on pose BT =10, +oo[ x |0, 1]
VEG = (V)= [ 1+00m) ] (-0 (2!,2)) d'dz?

— (1,V) = [y Vi (0,22 dz2+ O ()

OnaV € Gy —U3(V) € L*(B) — 9?V3 € L*(B")

=[5t (5%1/1 (zl,z2)>2dzldz2 < oo — Vi € W(0,+00)

( espace de Lions-Magenes [18] p13) d’aprés le théoréme 3.2 de [18]
Jo VA (0,2%) d2” < cte|Vall ooy < cle|[Villy - m
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Lemme [13.8:[] [a o, )]%déﬁnit une norme sur Go

OV = 0yVa =0

PreuvellV €lGs et ag(V,V) =0 V=0
20t ao(V,V)=0- { ba(V) = (V) =0
Donc d’apres le théoreme de Lax -Milgram
il existe U ° € G5 unique telle que .
ag (U°, V) = (f,V) pour tout V € G
3.5.4  La détermination de Uy.
On a Uy € Gy — Jp(24,2%) telle que
Ut = dip(2', 2%)
Ug = _?290(217 Z2)
Ug’ = _81290(217 22)
Ve Gy — (2 2%) telle que
V= 51¢(21» %)
VZ = _(?2¢(Zlv 2%)
V3 - _8%1/)(Zla ZZ)
1
et pour tout V € Gy a (Up, V) = / Vv (O, 22) dz?
0

/ <A22228390822w + Bllnéfgoéfw> dz = —/ H (") Rl (z',2%) dz
B B

N A22228§Q0 4 Blllléfgo — _5/ (Z1>

Donc pour déterminer U? il suffit résoudre ’équation (3.67) avec

les conditions

{ Do (

1 (21,0) = O (21,0) = 33 (21,0) = 0
+00, 22) = 0 = 0%p (00, 2%) = Dy (+00,2%) =0

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)
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Pour ceci, soit \,, et ¢, les valeurs et les vecteurs propres de I'opérateur 05
(i.e) 93¢, = Mg, tels que Oa,, (22),2_, = 0 il est naturel de chercher

o (2',2%) = Z 0, () an (2) - (3.69)

On remarque qu’on peut prendre ¢, (2%) = cos nmz2.

D’autre part on a le développement suivant les cosinus des arcs multiples de
la fonction f(2%) = 1 pour 0<z* < 1 est égal a 1 (i.e)

f(z*) =3, ancosnmz® — ag =1 et a, =0 pour n > 1

Donc on cherche ¢ (z1,2%) = > «a,(z')cosnmz?. On divise B en Bt =

10, 400[ x]0,1[ et B~ =]—00,0[ x ]0,1]

sur BT ¢ (2',2%) = Z ot (') cosnrz? (3.70)

sur B~ ¢ (zl, 22) = Z o, (zl) cos nmz? (3.71)

On obtient
a, (2') = kzi:OC’k_n exp[\s/ﬁn% exp(@zl)] (3.72)
5 :
07 () = 3 O exp[VT2nt exp(S7 1) (3.73)
k=3

les constantes Ci,, se déterminent des conditions
o o BT T )~ o®] =0

et [\an|(6)} = —a3%z tel que [Jw|] =w (07) —w (07).
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Chapitreld
LES PROBLEMES SENSITIFS ET LE PHENOMENE DE

COMPLEXIFICATION DANS LA THEORIE DES COQUES
MINCES

A présent, nous allons étudier un type de problémes de perturbations sin-
guliéres, dont ’étude de I'existence et I'unicité de la solution du probléme limite fait
intervenir des espaces fonctionnels inhabituels (non contenus dans l’espace des distri-
butions), et de plus la solution du probléme limite peut cesser d’exister si le second
membre f ou les conditions aux limites subissent des petites variations (f + 6f /6 f
peuvent étre C*°). Ce qui peut étre interprété comme un cas d’instabilité globale
connu sous le nom “sensitivité” ( Sanchez-P et J L. Lions [35]). Il est intéréssant
de noter que dans [35] et [36] Sanchez-P et J L. Lions ont montré deux résultats
importants :

Le premier : Dans le cas des problémes elliptiques la sensitivité peut se présen-
ter lorsque les conditions aux limites ne satisfont pas & la condition de Shapiro-
Lopatinski ( la condition de recouvrement [30],[18] ).

Le deuxiéme : Lorsqu’ on fait I’approximation numérique de ces problémes on
rencontre plusieurs difficultés qui peuvent rendre la simulation numérique impossible.

Par(lalsuitelon/donsidéreldesproblémesldeperturbations/singuliéreside/la forme:

Trouver u® € V' tel que

P { a (uf,v) + €% (uf,v) = (f,v) pour tout ve VvV (4.1)

ou V est un espace de Hilbert, f € V', a et b sont deux formes hermitiennes

continues positives sur V' et € un petit parameétre strictement positif. On suppose
. 1 . .
aussi que la forme a(u,u)? définit une norme sur V, (i.e)

a(u,u) =0—>u=0 (4.2)

et que a + b est coercive, (i.e)
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Je >0 Jalu,u) + b(u,u) > c||ull? (4.3)

Alors d’apres le théoréme de Lax-Milgram, le probléme variationnel P admet
une solution unique dans V. A l'aide de (4.2) on construit 'espace: V, = le complété
de l'espace V par la norme :

1
[ully, = a(u,u)? (4.4)
Alors, le probléme limite s’écrit :

Trouver u

i { a(u,v) = (f,v) pour tout v € V, (4.5)

Il est claire que le probléme limite sera bien posé si et seulement si f €
V. Dans ce chapitre on s'intéresse au cas f ¢ V.

Définition ) 1:[1Pourluneléquationlauxldérivéesipartielles surlunldomaine £2,Lon
dit que le probléme P° est sensitif si V,, est non contenu dans l’espace des distributions
Di(Q).

Dans cette partie, nous étudions deux problémes sensitifs purement mathéma-
tique (on suppose que le coefficient de Poisson v = 1), il s’agit d’un modéle simplifié
d’une coque élastique mince elliptique ayant une partie du bord encastrée I'y et libre
par le reste I'; dans le cadre de la théorie de Koiter.

On montre explicitement dans le premier exemple que la solution du probléme
limite n’est pas une distribution, et dans le deuxiéme en expliquant & l'aide d’une
étude graphique le phénomene de complexification .

4.1 Le premier probléme modéle

Dans le plan (z1,z2), soit Q = ]0,1[ x [0,1[,0Q = Iy UT1 /Ty = {z2 =1}, soit le
probléme de perturbations singulieres qui dépend d’un petit parametre >0

AN*uf 4 e200uf = f dans Q (4.6)
ou®
ut = 5 = 0 sur I'y (4.7)
A £
Auf = g , _oow g1 sur Iy (4.8)
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tels que

f(x1,29) = 6(x1) (la masse de Dirac)
9o (z1,22) =0

91 (21, 72) = 6(71)

A? :le bilaplacien

% : la dérivée suivant la normale extérieure.

4.1.1  La formulation variationnelle:

On définit I'espace suivant

V:{u/Au€L2(Q) LM e L2(Q), ujpozgln/ ~0 }
o

LemmeTY.1.TDIQ) lestldensel dans IéspacelV, (i.e)] D[CQ)””V =V

PreuvellSoitln €V —

AueL*(Q) —Fwe H* () NHy (Q) /Au=Aw

w e Hy () — 3w, € D(Q) /w, — wdans H" (Q)
lopérateur A est fermé de H? N Hj dans L?
— Aw, — Au dans L?

u €V, alors fw, — Ofu dans L?
Par conséquent ||w, —u|| — 0. =
On utilise la formule de Green ([6] p179), on obtient

trouver u¢ € V

Ple): { a(u®,v) + e (u,v) = L (v) Yo eV

81

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)
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tels que

a(ua,v):/(AuaAv) dx (4.17)

Q

b(u®,v) :/afuaafvdm (4.18)
Q

L (v) :/va%—/rl grvdl’y (4.19)

L’existence et 'unicité de u® (pour £ > 0 fixé)
On munit D'espace V de la norme suivante

[ u ||V = [[Au ||L2(Q) + HailuH[ﬂ(Q) . (4.20)

Gréace a I'unicité du probleme de Cauchy

{ su =0 (4.21)

_ Ou __
u=%gr=0surI

on déduit que |u [|,, définit une norme sur V.
Lemme! .20 VC {U/V we (HY(Q)? ,V u=0 sur FO}

Preuve.[SilnelV — Jw e [HA(Q) NHL (Q)
tel que Au = Aw p pdans Q —

{ Alu—w) =0 (4.22)

u=w=0sur Iy

—Vu=Vw ppdans Q -V ue (H (Q)
Vu//itet =V uxid—Vu=0surT, m
Remarguel 4(11: Tllest Hien connulqueTutilisation[deTinégalitéldePoincaré
est valable pour les ¢léments de H} (), ce qui est susceptible de nombreuses général-
isations comme il montre le corollaire suivant.

CorollaireT4.1. 1 {TD.LAZE[12]p[5]) Soit Q) CR™ ouvert bornéllipchitzien,
Lo C 99, un sous ensemble de mesure positive. On pose W={ ue€ H' (Q) ~you= 0 sur ['y}ou
Yo désigne la trace sur I'y. Alors 3C > 0 telle que

w120 < ClIVU || 12() pour tout u e W (4.23)
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On déduit de ce qui précéde IC' > 0 telle que :

VU 1200 < CllAu || 12 () pour tout w € W
de la méme maniere :
|01 [ 2y < C H@fu HL2(Q)

Leimmel [4.3:

L(U):/Q(S(ml)v(:cl,:vg)d:vjt/ 6(x1)v(xy,1)dry

I

définit une forme linéaire continue sur V.

PreuvellOnla

1
L@):/ 0(0,22) da+v(0,1) Yo € V
0

— |L(v)] < '/0 v (0, x9) dzo| + v (0,1)] Yo eV

< (/ ‘(911) ($1,$2)|2d$1d372)
Q

1
/ v (0, x2) dzs
0

d’autre par d’aprés le théoréme de trace sur H*

—

1
/ v (0, z2) dxs
0

—

< cl|ofu HL2(Q)

0O.1) < e (lu |

L2()

+ 1Vt o) < C 18U llaqy

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

Il est claire que a+ b définit une forme bilinéaire continue coercive sur V', pour
utiliser le théoréme de Lax-Milgram, il reste & montrer que V' est de Banach pour la

norme |||, .

En effet, soit u, € V, on remarque que V" C W (—1,1) l'espace de Lions

-Magenes ([18] p 13 ) qui est de Hilbert.
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— Ju e W (-1,1)/ O, — Ofu | k=1,2,3,4 (4.32)

u, —u dans L* () (4.33)

On a lopérateur A est fermé (D(A) = H* (Q) N Hy (Q) — L*(Q)).
et puisque D(A) est dense dans L? (Q)

— Au, — Au dans L* () (4.34)
donc
[Au = Augl| o) + |0fu — 8%%“,:2(9) — 0 (4.35)

de plus les opérateurs de trace uret (&), sont continus (donc fermés) de H? () —

/To
H=z () et de H?(Q) — H~z ('), par conséquent
u €V — V est de Banach.
Ce qui nous donne, d’aprés le théoréme de Lax- Milgram 'existence et I'unicité
de u® € V solution de (4.16 ).

4.1.2  L’étude du probléeme limite P(0)
Il est & noter qu'on peut faire une étude spéciale de notre probléme, mais nous

préférons, de rappeler ’'étude générale qui a été faite par Sanchez-P et J L. Lions
(36] .

A*u=f  dans (4.36)
ou
U= 5o = 0 sur I'p. (4.37)
A £
Auf = go, —8 Yo gy sur I'y (4.38)
on

VE={u e DUQ) A e L (Q)[0fu € L2 (Q), v =2 =0sur [ }

Lemmel . 4:[] (a(u,m)) définit une norme sur V.
La démonstration est une conséquence directe de I'unicité du probléme de

Cauchy.

Soit V' le complété de V par la norme (a(u, u))%, il est claire que le probléme
est bien posé dans V* si L(v) définit une forme linéaire continue sur V* munit de la

norme ||ul/,.. = (a(u, u))% Ceci exige d’introduire 'espace E(T';).
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L’espace E(T')

pour € H -2 (T'y) ( dual de HO%O(FO) voir J. Telega -T. Lewinski [20] ou bien Lions
et Magenes [18] ) on définit ¢ solution de

ANp =0
{ p=~0sur [y et p=0surly (4.39)

d’aprés le théoreme 8-3 de [18] on déduit que application
6 — ¢ est linéaire et continue de H -2 (To) — L? (Q).
et 1 ’application 6 — g—i est bien définit de H—> (Ty) — H? (T'y)
Lions et Sanchez ont introduit E(T';) comme ’espace parcouru par % lorsque

0 parcouru H~?(Ty). L’espace E(I';) munit de la norme

Oy
on
est un espace de Hilbert .
Remarquel4(2[: plestlanalytiqueltéelldans Qlétlauvoisinagelde I
— E(T'y) € A(T'y) Vespace des fonctions analytiques réelles sur I’y

(4.40)

= ol
E(Fl) ( 0)

Proposition 14.1.10: Soit [1 ¢ € E(Iy)

Alors v — fF g1 v dI'1définit une forme linéaire continue sur V¢
PreuvelllSillg, € E(I';) — fF g1 v dl'y — [, VoVudr= [, (Ap)vdz tel que
1

5 90 _
pel? (Qet 32 =gsurl (4.41)
Ap =0dans €
| avary <ctelvel 15vl,: o (142
ry
— dC > 0 tel que / g1 v dl'1| < C||Av]| 2 @ (4.43)
I

par conséquent si fQ fuvdz se prolonge par continuité sur V¢, on obtient v — fm g1 vdl'iest
une forme linéaire continue sur V' , si bien qu’elle se prolonge par continuité a V¢ .
Alors il existe u unique solution de

a(u,v) =L(v) YveV* (4.44)
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[
Remarguel 4.3 Lallproposition[(4.1.1)[ést optimale]lillest[hécessairel que
g1 €[ET)[Ppourlquelaproposition4.1.1[Soit [vraiel(voir(¢ilapres).Onlaldoncldéjallal
sensitivité de u dans V' par apport & des variations de g; qui font sortir de I'espace
E (T'1) ce qui peut arriver méme avec des petites variations C* de gy sur I';.
Pour démontrer la nécesssité il faut connaitre la structure de V.

Structure de V¢

On suppose qu'il existe (unique ) u € V' solution de (4.44) et soit v € V.

Alors fFl g1v dI'y = a(u,v) + [, fvde donc wvp, est défini de maniere unique
dans Er(I';). Désignons par H (2) 'espace des distributions h € D'(Q) /Ah =
0 d’aprés Sanchez. P et J L. Lions [36] 'application trace sur I" est définit sur H (2)
et établit un isomorphisme de H (Q) — A (I') (A(T) est I'espace des fonctions
analytiques sur I)

En particulier; pour tout ¢ € A’ (') il existe h € D’ () unique tel que

Ah=0 dans Q et h =0 sur 'y et h = sur I'y (4.45)

et si i) ¢ A'(T) il n'existe pas de solution de (4.44 ) dans D’ ().
Soit H le complété de H par la norme ||hl| 5 = Hh/leE/(Fl)..

Proposition[1Y.1. 20 Tout élément del V% peul] étrel représenlél par

v[E= = hifelslque w € HE(Q) NHE(Q) et h € H

PreuvellSoit]
veV® — Ju; €V de Cauchy v; — v (4.46)
done Av; — 1) dans L* () (4.47)
On introduit :
wj telle que Aw; = Av; dans Qet w; =0sur I’ (4.48)

donc w; — w dans H?(Q) N H (Q) avec Aw = 1 et w = 0 sur I, on définit en
suite h; par h; = w; — v,
Parl¢onséquent

{ Ah; =0 dans € (4.49)

hj =0sur I'yet h; = v;sur I'y

et on obtient h;/p, — h/r, = v/r,dans E7(I';). Il est en résulte que h; ne converge pas
dans l’espace des distributions, mais dans un espace différent contient des éléments
qui ne sont pas des distributions sur 2. Et on av = w+h. [
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Revenant a la proposition (4.1.1) s’il existe u unique € V' solution de

a(u,v) = /F giv dl'y + /Q fvdx Yv € V¢ (4.50)

Alors g1 € E(I'y).
En effet, u € V@ et [, Aulvde = [ giv dl'y + [, fvde Yo € V.
On prend v € V, en appliquant la formule de Green ( [6] p179) on obtient :

0Au
S — 4.51
91, on Ir. ( )
ona w=uw-+htels que w e H>(Q) NHL(Q) et he H
—su=hosur Iy S5, =550
On a Ah =0 € L*(Q). D’apres le théoreme 8.3 de [18]
Ahp, € H 2 (Tg) et Ahyp, € H2 (Ty).
Mais Ah = 0 et de la continuité de I'application trace de
1 . u
L*(Q) — H 2 (T). On déduit que %An/rl cE(M) —g€ E(I)
En revenant a notre exemple on a g (x1,x2)= 6 (x1)
Np =0
i E (T
st € E( 1)_>{ ¢o=0¢cH 3 ([, sur [y et ¢ =0sur Iy
verifiant %ﬁ Jp. = 1, ON rEmarque que sur Iy 71//dy
O
— = =0(z1) = p(r1,12) = 226 (11) + ¢ (4.52)
8952 /r
0 (x1,1) =0 — (a1, 29) = (22 — 1) 6 (x1) (4.53)

On remarque ¢ (1,22)p, ¢ H~z ([y) parceque si s < 5,0 ¢ H*, donc
g1 ¢ E (I'1) —il n’existe pas de solution de P(0) dans V*. Pour résoudre, ce probléme
on utilise une technique simulaire & celle du chapitre 2 et 3 de ce mémoire (problémes
a énergie non bornée).

On cherche un autre probléme P(¢) équivalent a P (¢) mais P (0) soit bien
posé, pour ceci on utilise la transformtion de Fourier de P ()

D’ aprés la formule de Parseval ( Hormander [22] p 163) on a

[ s = 2m [ G (4.54)
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6(0)= [ 6@ da
R
On a aussi
%0 = [ D (=0 9 (o) do
R
On effectue la transformation de Fourier par rapport & z; on obtient

Jo [(85 = ¢*) e (02 C)f&+f-:2<w} d¢dzs
—fg (¢, 2) dCday + [°2 (¢, 1)dC

Notons que ¢ est considéré comme un parameétre.
(4.57) — P(e):

@2 -¢H)a (82 () b+ €2¢50E (¢, 2) 0 (C, m2)] da
= fo (¢, 2) dry + 0 (¢, 1)

= ((02 = ¢%) (0 = ¢*) +e°C%) @ (¢, m2) =

avec les conditions aux limites

u® (x1,0) — 0 (¢,0)=0
Ouf (z1,0) B 0w (¢,0) S B
o -0 — o 0 (7i//dysur xo = 0)

Auf(z1,1) =0 — (05 —¢*)a" (¢, 1) =0.

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)
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O 4y 1) = g 0 (B - )i (1) =0 (4.63

Le probléme P (¢) est un probléme de pertubations, il dépend de deux par-
meétres ¢ — 0et ( — o0.

On remarque que pour € fixé et |(| — oo

le terme dominant sera :

e2C5%0F (¢, mp) = 1 (4.64)

On cherche 4 tel que 4° est la solution de

(03 =) (8 = ¢*) i (¢ w2) = 0 (4.65)
@’ (¢,0) = W =0 (4.66)
(05 —¢)a° (¢, 1) =0 (4.67)

—05 (05 — ¢*)a° (¢, 1) =0 (4.68)

On remarque que si on pose
w=exp ((¢|as) = (8~ ) w=0 (4.69)
donc on résoud I’équation suivante
(05 = ¢*) 4° (¢, ) = exp (|| 22) (4.70)

donc on cherche 44 'aide de les deux solutions linéairement indépendantes

(shlm)
wA_<—C yexp— (¢ 2>) (4.71)
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et wp = Tash (|¢| z2) (4.72)

et @ (¢, z2) = A(Q)wa + B(¢)ws
avec les conditions aux limites, (4.66) , (4.67 ) et (4.68) on obtient

h —[¢le
_ % et B(() = 6%2 (4.73)

A(C)

(ch¢) sh (I¢] )

4’ (¢, m9) ~ 20 I¢| assez grand et zo # 0 (4.74)

il est claire que 4° (,z2) n’est pas une distribution tempérée. D’apres le
théoreme de Plancherel (voir par exemple [22]) u” (21, £2) ne peut étre une distribution
sur €2, ce qui confirme le caracteére sensitif du probléme.

La convergence de 4 — 4° et u* — u °. Dans cette partie on doit montrer

I'existence et 1'unicité de @, 4" puis la convergence 4 — 4° pour donner un sens &
)

Iapproximation de 4 par 4° et on déduit finalement dans quel espace u® — u® On

a le probléme :

trouver u¢ € V

Jo [(88 = %) @ (88 — ¢) & + £2C%aed) day

4.75
Sy (Cae)dry 0 < < 1 (4.75)
0 (¢, 1) dxs

N ]

V ={ve H*)0,1[,v(0) = ,w(0) =0} (4.786)
Lemmel( 4.5:[] (u,D]—ﬂTO@ (02 — ¢*)u (03 — %) vdxy —/—fol uvdmy
définit unel formel bilinéairel continuel et coercive surlV muitldel lal horiel

lullg =Tl + 183l 2, (@77

poulr C fixél1del | R ol a lellemme  suivant:
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Leimmel ). 6:[ Leslapplications1:

1

v —0((, 1) (4.79)
définissent deux formes linéaires et continues sur V

Preuve. A’ Taideldul¢orollaire[4.1.1lét[de[fhéoréme 8.31]18]

1
30> 0/ | [ (¢,a2)daa| < C ol (1.80)
0

| (G D < Clloll o,y (4.81)

Donc d’apres le théoreme de Lax-Milgram le probléme

P (¢) admet une solution unique dans V . m
Remarqguel 4.4:T0nlalpas/tencontrer etlhous/tencontrons/ pas!des/difficultés
pour appliquer le théoréme de Lax-Milgram et pour étudier la convergence puisque le
probléeme P () n’est pas de perturbations singuliéres, en effet 'ordre de dérivation
de P (&) et P (0) sont les mémes .

Lemme! . 7 Soillie (C1F) (i@l ((IT) HesCsolutibns de Pe) et P10)

si CTest[fixé. [ALGTs[@s (C1F) — @O (CF) Fortementdans V.

PreuvellOn[poké!
1
(i, 9) = / (82— ) 4 (C,a) (2 — () (¢, wa) s (4.82)
0

N 1
b(17,9) = [0 (¢,22) 8¢ 2)do (4.83)

0

on a

a (a5, a°) > cte |0 (4.84)
s ete |13 < a (i, 6) + €2¢% (65, &) < c|[@]l, (4.85)

— 3C (indépendant de ) > 0/ ||125||V <C (4.86)
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— Jur eV 4f — w*faiblement dans V il est claire que 13(115,115) reste bornée
lorsque € — 0, par conséquent

*

u* =’ (4.87)

il nous reste & montrer que la convergence est forte. En effet d’aprés le théoréme de
Rellich-Kondrashov ([6])

i — ° fortement dans L]0, 1[ (i,e) [|a* — @’ .y, — 0 (4.88)

D’autre part on a :||024° — 8%110”%2]0,1[ <
a (i —a° w —a°) +2¢* |05 — 03a°|| [|a° — a°l| — ¢* [las — @]
=(f, 45 — %) — 2¢°b (aF — 00, @F — %) + 2¢°C ||a — a°[l-¢* || as — al|”
le second membre tend vers 0 lorsque € — 0
— ||020° — 8%110\\12]071[ — 0 lorsque € — 0

(i,e) 4° converge fortement dans V vers 4° m

Théorémel(4.1.101 :[1Pourlk o- fixé onlal] uzl(l,x2)—
4% (-,z2) dans D1 (R¢) uf () — u® (-, x9) dans Z1 (R,,) tel
que Z1 (Ry,) = F 1 (D1 (R¢))  (voir annexe A)

PrPotrmontferlqie @ (-, z  5) — a° (-, z3) dans D7 (R¢) il suffit montrer
que 4° (-, z9) — 4° (-, 2) dans L}, (R¢) donc soit ¢ dans un ensemble bornée de R on

a les éléments de V ont des traces pour x5 € [0, 1] parceque V C H?

—

0 (-, ) — 0 (-,x2)| < cte Hff (-, z9) — @ (,xg)H ;=0 (4.89)

— 0° (-, 29) — 4° (-, 29) dans Ly, (R¢) (4.90)

d’apres la définition de Z/(R,,) = F ' (D/(R¢)) et la continuité de f ~! on déduit
que

uf (-, z9) — u’ (-, 25) dans Z/(R,,). (4.91)

4.2 Deuxiéme probléme modéle

Soit ©Q = R x ]0,1[dans le plan des variables (z1 z2)
on pose la partie encastrée 'y = {z2 = 0}
Considérons le probléme variationnel

{ Trouver u¢ € V (4.92)

a(uf,v) +e(u,v)=L{v) YweV
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tels que

V={veH*(Q); Av=0,ur, =0} (4.93)

a(u®,v) = /r Ohuf (21,0) Ogv (21,0) day (4.94)
0

b(u,v) :/ Z Ot Oqvdax (4.95)
0

|af=2

de la méme maniére du I'exemple précédent en effectue le transformé
de Fourier par rapport a x; on obtient

A trouver 45 € V
Ple): { a(af,0) + €% (a5,0) = [T20 (¢, 1) dC Vo eV (4.96)
tels que

[ v L2(Q) ] (¢H, (a0, 020) € (L2 (Q))°

V‘{ (02— ¢*)o=0etd(¢,0)=0 (4.97)
+o0o -
a(a,0) = Dot (¢, 0) 20 (¢, 0)d¢ (4.98)
b(aF, ) = / (441185 + B2 080 + 24*202@6@) dad( (4.99)
Q

On remarque que espace V (resp V ) peut s’identifier & un espace d’une
seule variable grace a les conditions Av = 0 et v/, = 0 (resp: (05 — Cz) 0 =0, et
0 (¢,0) = 0) il est en résulte que

0 (¢, @) = By0 (¢, 0) [¢'sh (Can)] (4.100)
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(146267 ()] @ (C,0) = ¢sh () (4.101)

avec ¢ (C) = (Csh (20))?

En utilisant les conditions aux limites on obtient

@ (C,m) = [14%02(O)] " [¢ 7 sh (Caa)] [¢sh (O)] (4.102)

2

=@ (¢ 1) = 1+ (O] [¢Hsh Q)] (4.103)
d’apres le théoreme 4.1.1 @f@@r 2) = [¢sh(Q)] [¢Fsh (Can)] dans Z1
(C 1) — [ (()] dans Z1.
Donc on a 4° =[¢! } — (:Ul,l) =F[¢ " sh (C)]2
il est connu que sh( )= Zk 0 422,::11 — ('sh(Q) =320, %, et que
P = 76 (@)
0 (x,1 Z C6%m (4.104)

_ 1
tels que Cp, = (—1)" 32,0, (2k+1)(2k) ... x2x 1x (2(m—Fk)+ 1) (2(m—Fk)) X...x2

u® (z1,1) ne peut étre une distribution parceque les distributions sont locale-
ment d’ordre fini (i.e) sont localement égales & des dérivées (d’ordre fini) des fonctions
continues, ce qui ne peut étre verifier en “0 "pour u’ (z1,1).
u® (z1,1) représente une suite complexifiante (voir annexe A de ce mémoire)
Revenant a u® et u®
on a_ i (¢, 1) = [L+2 (O] " [Chsh Q]
i, 1) = £t (6 1) = [T (14262 (O] T [¢ s ()] cos (a1¢) d

(figures 4.1, 4.2 et 4.3).
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, des problémes de perturbations singuliéres avec probléme
limite mal posé, apparaissant dans la théorie des coques minces ont été étudiés. Nous
avons mis en évidence les phénoménes de manque de la régularité qui se manifestent
par 'apparition des couches limites et internes. Ce qui rend la simulation numérique
difficile. Nous avons établi les phénomeénes de propagation et de réflexion des singular-
ités pour les coques paraboliques, hous avons montré qu’on peut avoir des réflexions
des singularités pour les coques paraboliques méme si on utilise les conditions aux
limites admissibles pour les coques minces.

Par ailleurs, nous avons établi & partir d'un modele simplifié, le phénomeéne de
la sensitivité qui rend la simulation numérique impossible.

L’idéelprincipaleldeldemémoireléest larecherche/d un[ problémeléquivalent[d notre
probléme sachant que le nouveau probléme a un probléeme limite a énergie bornée.

Les extensions prévues de notre travail concernent plusieurs domaines, tel que

—FEtude du coques elliptiques avec des chargements quelconques.

—FEtude du coques paraboliques avec ’existence des réflexions des

singularités.

—FEtude du phénomene de sensitivité dans le calcul des coques elliptiques .
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Appendix A
COMMENTAIRE SUR LES SUITES COMPLEXIFIANTES

Note : Cette annexe est inspirée de ’article: complexification phenomena in certain
singular perturbtions. Sanchez-P et C.A. De Souza [39].

Il existe plusieurs définitions équivalentes de la transformation de Fourier,
parmi ces définitions on utilise souvent les définitions de le transformé de Fourier et
son inverse suivantes : )

= [ flwe™dr et flx) = [T f(C)erdC
Cette définition admet les propriétés classiques
f®l(z) = (ZC)”f( )
f(”) (€) =(—iz)" f(z)
PG €= wf (1)
(Q) =™ f ()
e’”C f( ) (O)=f(C—n)

On note qu’on peut définir le transformé de Fourier généralisé (i.e) pour les
distributions et les fonctions généralisées, et on a par exemple
o (ﬁ@ =1
(2m) "1 (¢) = 6(¢)-
telles que que les fonctions 1, et 1, désignent les fonctions égalent & 1 pour les
variables x et ( respectivement.
Dans cette annexe on présente des commentaires concernant, la complexifica-
tion, les distributions et les fonctions analytiques .
I- Commentaires sur les distributions et les fonctions analytiques
Considérons des fonctions ( ou distributions, ou fonctions généralisées) de la
variable x sur R, notre objectif est ’étude des singularités aux voisinage de 0.
Il existe plusieurs exemples des singularités, on peut citer par exemple, les
distributions classiques

§(x),8 (x),8" (z).... (A1)
qui appartiennent aux espaces de Sobolev H* pour s >%, > %, > g

H™ C H "pour s <r (A.2)



U Commentairelsur(les(suites[¢oimplexifihntes

Définition A.1.1: On dit qu'une fonction (distribution) f est plus singuliére
que g si fappartient & un espace H—*° (pour certain s) qui ne contient pas g.

Remarque A.l1.1: Les distributions sont localement d’ordre finis c’est-a-dire
sont des dérivés (d’ordre fini) des fonctions continues dans des intervalles finis par
exemple § (z) est la dérivée seconde de la fonction y(z) = 3(z + |z])

De ce qui précede, I’'expression

“+o00

u(r) =Y cd™(x) (A.3)

k=1

tels que ¢, ne sont pas nuls & partire d’un certain rang, ne peut étre une distribution
)

puisque elle ne peut étre une dérivée (d’ordre m) d’une fonction continue en “0”. Par

contre ’'expression

v(z) = ab®(x—k) (A.4)

est une distribution , puisque elle est d’ordre fini dans des intervalles finis.

On cite maintenant une autre méthode pour construire des singularités a l’aide
de la transformation de Fourier. Il est bien connu que la décroissance rapide de
£(¢) mesure la régularité de f(z). Dans le méme sens, la croissance de f(¢) a D'infini
mesure le caractére singulier de f(x).

Exemple A.1.1 latransformation de Fourier de (A.1) s’écrit sous la forme

Il convient de noter que la transformation de Fourier formelle de (A.3) est

+oo

i(x) =y en(ic)* (A-6)

k=1

elle définit une distribution, si les coefficients ¢, — 0 lorsque & — oo
Exemple A.1.2: La fonction cosh(()
Il est connu qu’on peut représenter la fonction cosh par la série

+o0o 1

osh(Q) = ) B x T x 1S (A7)

k=0
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On obtient formellement sa transformation de Fourier

<= 1 -\ 2k ¢(2k
u(z) = ]; X @D x =1 6% (@) (4.8)

d’apres ce qui précede (A.8) ne peut étre une distribution, 'expression (A.8) représente
un nouveau type des fonction qui s’appel les entités, qui sont plus générales que les
distributions. On peut définir les entités comme des inverses des distributions par
la transformation de Fourier et on désigne par Z(R) lespace des entités. les élé-
ments de Z/ sont des fonctionnelles analytiques (i.e ) les formes linéaires et continues
sur Z. l'espace des fonctions test des distribution sur R est D/(R) ou bien Iespace
des fonctions indéfiniment différentiables & support compact, on remarque que si
0 €D (R). Alors 9(() ne peut étre une fonction analytique, puisque si elle est
analytique elle doit étre égale a la fonction nulle. Mais on peut vérifier facilement
que 6" est une fonction 4 (z) analytique donc F (D (R¢)) = Z(R,).

Par dualité (I'inverse ) de la transformation de Fourier de D/(R) constitue
Z'(R).

Donc les expressions comme u(z) dans (A.8) sont des fonctionnelles sur Z (i.e)
sont des éléments de Z’. D’autre part u(z) dans (A.8 ) ne peut étre une distribution
puisque u ne peut actionner sur aucune fonction test de D(R)

En effet, il existe des fonctions telles que les dérivations d’ordre k en* 0”7
rendent la somme

+oo 1

Z(Qk)x(%—l)x...xl

k=1

(1)*0 (0) (A.9)

divergente. Par conséquence u(z) dans (A.8) ne peut actionner que sur des fonctions
tests analytiques ont des des dérivations en “0” et converge rapidement pour k — 400

De ce qui précede les exressions définis comme en (A.8) peuvent définir des
fonctionnelles analytiques (des formes linéaires continues sur Z) qui généralisent les
distributions.

A.1.2: Suites des fonctions convergent vers une distribution .

Par la suite, on considére des approximations du fonctions généralisées, on
utilisant la technique de troncature .

Etant donné f(z) et sa transformation de Fourier f(¢). On construit

() = f(¢) pour [¢[ <A
ho={  JOpawidsr (A10)

Et soit fi(z) =F f,(¢), evidament f, converge vers f dans D/ alors
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f(z) — fa(z) dans Z/ (A.11)

On considére maintenant f (z) = é () la masse de Dirac, alors f () = 1 et

M) = sinAz) (A.12)

T™r

on peut approximer f par des fonctions analytiques f) Mais on remarque aussi
que les f, ont la méme physionomie lorsque A — oo tend vers l'infini.
Comme un autre exemple on consideére f(x) = §"(z)

On a donc,
frlz) = N F(\x) (A.13)
—1 [siny cosy siny
F(y) = — 2 -2 A4
W= l v yi”} A1

on remarque que (A.14) est holmorphique et que les fonctions sont les mémes a un
facteur et a une dilatation de la variable = (i.e) ont la méme physionomie.
On combine entre les deux exemples précédentes, on obtient

§ + 8" = lim ll sin Az

™ i

+ )\3F()\:1:)] (A.15)

telle que F est donnée dans (A.14). Les fonctions f * n’avons pas la méme phys-

ionomie, mais pour \ assez grand le terme dominant A\* F(\r) a la méme physionomie,
autrement dit lorsqu’on mixte les deux singularités I’approximation par troncation
est une suite des fonctions avec physiognmie adaptée au terme le plus singulier.

A.1.3 :Exemples des fonctions convergent vers une fonctionnelle analy-
tique. On consideére la transformation de Fourier suivante

f(Q) = cosh(€) = ;o (2n) x (QnC—nl) o X 1 (A.16)
" @)
—>f(:v)=5(x)—6()+ i — e (A.17)
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et les fonctions d’approximation sont

f (2) = % / 1 cosh(C) cos(Cz)dC (A.18)
= m {e* [cos (A\x) + zsin (Az)] — e [cos (Az) — @ sin (Az)] }.
Donc pour A — 400 fi(zr) me’\ [cos (Az) 4+ zsin (Ax)]. On
remarque que les deux termes p i_ T cos (Ax) et x:;n—j_)\f) ont une physiognomie
non constante et la méme chose pour ¢, (z) = D) [cos (Az) + xsin (Az)].

De plus on dit que v, (x) est une suite complixifiante dans le sens, le nombre
“significatif” de maximum et minimum tend vers 'infini lorsque A — oo.(“significatif”
sa veut dire que les maximums et les minimums sont ( en module) d’ordre 1072.) par
conséquence fy (x) est aussi une suite complexifiante (figure A.1 page 114 ).

A.2 Commentaire

La notion d’une suite de fonctions avec une physiognomie constante ou non
a été définit dans la deuxiéme section ( les fonctions sont les memes & un facteur et a
une dilatation de la variable z). Mais on a pas définit parfaitement la notion d’une
suite complexifiante. De ce qui précede, on peut dire, qu’elle représente une sous
classe des suite avec une une physiognomie non constante.mais il est claire que cette
définition est trés ambigué.Dans le cas des fonctions oscillantes on peut adapter une
définition basée sur le nombre des muximums et minimums significatifs, mais aussi
cette définition ne peut étre applicable pour touts les cas .

Remarque A.2.1: On peut obtenir des résultas analogues & ceux obtenaient
par la tchechnique de troncature. En effet, on définit fA (). pour ¢ > A comme
une fonction de la forme ¢¢™7 (¢ > 0) et égale pour ¢ = X & f (\) et par analogie
pour ¢ < —A. Mais cette moification s’élever a ajouter une suite de physiognomie
constante, don le caractére, physiognomie non constante de la suite f) est préservé.

En effet, la modification par troncature pour ¢ > A(et par analogie pour
¢ < —\.) revenir & ajouter & la suite d’approximation fy la suite fx (A) 4, (¢)

tele que

- [ on pour ([ A

¢A (C) - { (%)—q pOUI“DCD> A } (A.lg)
Mais

A (Q) =y (%) (A.20)



114 Commentaire sur les suites complexifiantes

H lanbda=2 —
08 M ]

Figure 1 Exemple de la suite ¢, avec physionomie non constante pour A =5, A =2
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Figure 2 Fig.A.2: Fonction d'approximation f(() pour q = 4

Soit 1, () = F~L(¢, (¢)) en utilisant la dilatation de la variable ¢ , la

modification revenir & ajouter a la suite d’approximation f)\ la suite de physiognomie

constante

AN () (A.21)

Exemple A.2.1 on considére f (¢) = cosh (¢). On prend

» [ cosh(() pour |C| <A
Q)= { cosh () (%)_q pour |[C] > A (4.22)

la figure (A.2) représente les graphes de fy (()pour g=4etA=2et =5
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Appendix B

PROGRAMMES EN MATLAB POUR TRACER LES GRAPHES
DE U*® ET U*

On note qu’ un programme simulaire en FORTRON 90 se trouve a ’addresse
http://momonga.t.u-tokyo.ac.jp/~ooura/fft.html.
1) Programme en MATLAB pour tracer les graphes 4°((, 1)
eps=[0.00 0.001 0.002 0.01];
xi=(0.01:0.01:20)";
x2=[0.5 0.75 1]
% for j=1:2
for i=1:4
for d=1:length(xi)
ueps(i,d)=(1+eps(i) ~2*xi(d)*sinh(2*xi(d))) ~-1*(xi(d)) ~-1*sinh(x2(3)*xi(d))
*(xi(d))~-1*sinh(xi(d));
% end
end

end
for 1=1:3
for d=1:length(xi)
ux2(1,d)=(1+eps(2) " 2*xi(d)*sinh(2*xi(d))) ~-1*(xi(d)) ~-1*sinh(x2(1)*xi(d))
*(xi(d)) ~-1*sinh(xi(d));
% end

end
end
ueps=ueps’;
figure,plot (xi,ueps)
xlable(’xi")
grid.

2) Programme (intégration numérique de u®(zq,1))
clear all

cle

close all
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Programmes en MATLAB pour tracer les graphes de 4° et u®

eps=[0.001 0.002 0.01];
i=(0.01:0.01:20)’;
x2=(0.5 0.75 1];
x1=(-1.5:0.05:1.5)’;
% for j=1:2
for i=1:length(eps)
for q=1:length(x1)
int=0;
sommel=(14eps(i) ~2*xi(1)*sinh(2*xi(1))) "~ (-1)*(xi(1)) " (-2)*sinh(xi(1))"(2)
*eos(x(q) (1))
for d=2:length(xi)
ueps(i,d)=(1+-eps(i) ~2*xi(d)*sinh(2*xi(d)))~ (-1)*(xi(d)) ~ (-1)*sinh(x2(3)*xi(d))
*(xi(d))~(-1) *sinh(xi(d));
somme2=(14-eps(i) " 2*xi(d)*sinh(2*xi(d))) ~ (-1)*(xi(d)) ~ (-2)*sinh(xi(d)) " (2)
*eos(xl (a) *xi(d)
int=int+(sommel+somme2) /2*(xi(d)-xi(d-1));
sommel=somme?2;
% end
end
uepsnew(i,q)=int;
end
end
pause
for 1=1:length(x2)
for d=1:length(xi)
ux2(l,d)=(1+eps(2)~2*xi(d)*sinh(2*xi(d))) ~-1*(xi(d)) ~-1*sinh(x2(1)*xi(d))*
(xi(d))~-1*sinh(xi(d));
% end
end
end
ueps=ueps’;
ux2=ux2’;
figure, plot(xi, ueps)
ylabel("F ueps’)
xlabel("xi’)
grid
figure, plot(xi, ux2)
ylabel (’F ux2’)
xlabel("xi’)
grid
figure, plot(x1,uepsnew’),grid
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impossible.
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