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 Int ro ducti on 

Une coque mince est un corps tridimensionnel caractérisé par sa surface moyenne
et sa petite épaisseur. Nous déÞnissons comme mince une coque dont le rapport  de
l’épaisseur à une autre caractéristique de la coque est petit ( < 1

10
min(L1, L2)).

L’intérêt de l’industrie moderne dans l’utilisation des coques minces est remar-
quable. La tendance à optimiser les structures, liée aux objectifs de performance et
économie des matériaux utilisées, fait intervenir des structures de plus en plus Þnes.

Nous pouvons citer comme exemples d’application des coques minces : coques
de navires, revêtements d’avions, structures spatiales entre autres.

Etant donnée une coque mince, déÞnit en tant que matériau, élastique isotrope
occupant dans son état naturel un domaine d’épaisseur  autour d’une surface S on se
ramène à un problème bidimensionnel permettant la détermination du déplacement u 

de la surface S. Le comportement de la coque est très di érent suivant que sa surface
moyenne (avec conditions aux limites ) est ou non géométriquement rigide (coque
inhibée ou non inhibée). Rappelons que la rigidité géométrique d’une surface, au
sens qui convient en théorie des coques, consiste en la non existence des déplacements
inextensionnels .

Ce travail est consacré seulement au cas inhibée et dans ce cas le problème
limite lorsque   0 apparaît comme un problème de perturbation singulière et
conduit à la prise en compte de la forme bilinéaire d’énergie membranaire.

Les méthodes numériques utilisées (éléments Þnis ) pour résoudre les prob-
lèmes des coques élastiques minces, peuvent échouer, par exemple, en raison d’un
phénomène de verrouillage ou blocage membranaire qui apparaissent lorsqu’on traite
des structures de faible épaisseur. C’est donc de façon naturelle que, des modèles
bidimensionnels posés sur la surface moyenne de coque ont été développées (nous
reviendrons au chapitre 1 sur ces modèles ). C’est modèles présentent par ailleurs
l’avantage de diminuer le temps de calcul de l’ordinateur, parce que au lieu de mod-
éliser un corps tridimensionnel, on modélise en deux dimensions.

Notons que on s’intéresse dans ce mémoire, au modèle de W T. Koiter qui est
représentatif d’une grande classe des modèles de Kirchho -Love.

On se propose aussi, dans ce mémoire, l’étude d’autres phénomènes très im-
portants notamment, le manque de la régularité des solutions des problèmes limites;
c’est tout à fait normale puisque nous avons a aire à des problèmes de perturbations
singulières. En e et l’espace des déplacements admissibles (noté V où il existe u )
est plus petit que l’espace (noté Vm) du problème limite qui est associé à la forme
bilinéaire en membrane.

Do�nc�i�l�arri�ve�s�ouve�nt�q�ue�l�e�s�charg�eme�nt�s�f ! V 0�mai�s�f /! Vm de�s�ort�e�q�ue
la solution de problème limite appartenant seulement à un espace qui est plus grand
que Vmet dans certain cas il peut ne pas être contenu dans l’espace des distributions
(Chapitre 4 de ce mémoire ).

Bien que la solution du problème limite quand   0 ne soit pas régulière, avec



6                                                                                                    Introduction 

u pour  > 0 est régulière ((u 3) est H2 régulière). Alors un phénomène de couches
limites lié à l’abaissement de l’ordre de dérivation de u3 apparaît. En fait, nous savons
qu’en passant de u à u la troisième composante passe de H2 à un espace plus grand
qui est dans le meilleur cas L2, perdant ainsi les conditions aux limites en ce qui
concerne u3 et pour  petit il y a donc une couche limite ou interne. Il est évident
qu’une approximation de la solution n’est possible que si l’on ra!ne su!samment le
maillage dans les couches, ceci veut dire qu’en dehors des couches un maillage plus
grossier su!t mais dans les couches un maillage plus Þn est nécessaire.

On note aussi, que le phénomène de propagation des singularités se mani-
feste lorsque on étudie des coques minces a surface moyenne, parabolique ou hy-
perbolique, puisque la résolution des ces problèmes relève de la résolution des sys-
tèmes paraboliques ou hyperboliques. Suivant les recherches développées par Sanchez
Palencia-[37], Sanchez-Hubert, Sanchez-Palencia et P. Karamian [27], la résolution
des problèmes à énergie non bornée dans le cas où il y a une propagation des singu-
larités consiste à performer une dilatation de la coordonnée portante de la singularité
p�o�ur�avoi�r�u�n�nouveau�probl�ème�ave�c�probl�è�me�l�i�mi�t�e�à�é�ne�r�gi�e�b�ornée��.

Ce mémoire, hormis l’introduction, est constitué de quatre chapitres
Le premier est consacré à un rappel de la théorie locale des surfaces et la

théorie classique des coques minces. Dans ce premier chapitre, nous rappelons les
déÞnitions de la première forme fondamentale, liée à la métrique, et de la seconde
forme fondamentale liée à la courbure et permettant de déÞnir le caractère elliptique,
parabolique ou hyperbolique de chaque point de la surface. En e et, en chaque point
la seconde forme fondamentale détermine localement la position de la surface par
rapport au plant tangent en ce point. Les directions asymptotiques sont celles qui
limitent au voisinage de chaque point les régions de la surface tangentes en chacun de
leur point à une direction asymptotique. Les lignes asymptotiques sont les courbes
tangent en chacun de leur point à une direction asymptotique. Nous y rappelons
quelques théorèmes concernant le problème de Cauchy. Nous y rappelons la formu-
lation variationnelle du modèle bidimensionnel linéarisé de coques de W.T. KOITER
et nous exposons la classiÞcation des coques minces. Nous étudions enÞn, le com-
p�ortement�asymptotique�des�co�ques�i�nhi�b�ées.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude des problèmes des coques à énergie
non borné. Nous mettons en évidence son comportement singulier quand son épais-
seur tend vers zéro. L’existence des couches limites ou internes qui sont développées
au voisinage des caractéristiques prend une grande importance, grâce à la concentra-
tion de la partie dominante de l’énergie de déformation dans ces couches.

Le troisième chapitre concernant les problèmes de propagation et de la réßexion
des singularités aux frontières. Nous montrons sur des exemples qu’on peut avoir
des réßexions des singularités pour les coques paraboliques même si on utilise des
conditions aux limites admissible pour les coques. Nous faisons enÞn la structure des
couches internes dans le cas où il n’ y a pas des réßexions des singularités pour un
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exemple d’une surface cylindrique.
Dans le quatrième chapitre, nous présentons les problèmes sensitifs, nous étu-

dions des problèmes modèles simpliÞés. L’étude du problème limite de ces problèmes
fait intervenir des espaces fonctionnels inhabituels ( non contenus dans l’espace des
di�s�t�ri�but�i�ons�)�.�La�di culté�ma�j�eure�dans�ces�problèmes�c’est�l’imp�ossibilité�de�l�a
simulation numérique .
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� Notati�ons�et�conventi�ons

Dans toute la suite de ce mémoire, nous utiliserons les conventions suivantes:
 les indices latins ( i, j, k, ...) varient de 1 à 3.
 les indices grecs ( , ! , ", #, µ, ....) varient de 1 à 2.
 les composantes contravariantes d’un vecteur (ou d’un tenseur) sont notées
avec des indices supérieurs et les composantes covariantes avec indices
inférieurs. La convention de sommation sur les indices répétés est utilisée.
uiv

i =
Pi=3

i=1 uiv
i

 pour les dérivations par rapport à une variable nous utiliserons
$u

$y 
= u, = $ u

 S désigne une surface dans l’espace Euclidien habituel.
  désigne un ouvert borné connexe de R2 de frontière $ .
 !0 désigne une partie de la frontière de mesure non nulle.
 �le�triplet�(a1 , a2 , a3 )�f�orme�la�base�contravariante�en�tout�p�oint�de�S.
 !H!désigne�la�f�onction�(ou�la�distribution)�de�Heaviside�.
 %�dé�s�i�gne�l�a�d�i�s�tri�but�i�o�n�d�e�Di�ra�c�à�l�’�ori�g�i�ne�.
 C ( ) : espace des fonctions continues déÞnies sur  .
 Ck ( ) , k > 0 : espace des fonctions continues déÞnies sur  , dont les
dérivées partielles d’ordres ! k sont continues .
 C ( ) : espace des fonctions indéÞniment di!érentiables sur  
 D ( ) : espace des fonctions de C ( ) à support compact.
 Hs ( ) : espace de Sobolev d’ordre s.
 af(u, v) : la forme bilinéaire d’énergie de déformation en ßexion.
 am(u, v) : la forme bilinéaire d’énergie de déformation membranaire..
 
P

f : la courbe portante des singularités de f.
 [|u|] : le saut de u au passage de la discontinuité.
 & : l’épaisseur ou le rapport de l’épaisseur à une autre dimension de la coque
 4, 42 : le laplacien et le bilaplacien .
 Z ou A : espace des fonctions analytiques .
 û : la transformation de Fourier de u .

 *: la convergence faible.
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RAPPEL SUR LA THÉORIE DES SURFACES ET LA THÉORIE
CLASSIQUE DES COQUES MINCES

“Shell theory attemps the impossible: to provide a two-dimensional

representation of three-dimensional intrinsically phenomenon. ”

Koiter & Simmonds,1972

Une coque mince est un corps tridimensionnel, caractérisé géométriquement
par�s�a�s�urface�moye�nne�e�t�s�a�p�eti�te�é�paisseur,�la�s�urface�moye�nne�S�est�une�surface
compacte plongée dans R3.

Dans la théorie linéarisée des coques minces, il existe plusieurs modèles qui
sont obtenus à l’aide d’hypothèses a priori convenables. Par la suite nous décrivons
le modèle bidimensionnel linéarisé de W.T Koiter (voir [3], [11], [13]).

Ce modèle est représentatif de la famille des modèles classiques de Kirchho!-
Love ([24], [11]). On considère l’épaisseur (&) petite mais Þxée ce qui permet de faire
certaines approximations heuristiques en terme de déformation de la surface moyenne.

Suivant les recherches développées par Sanchez-H et Sanchez-P [30] le com-
portement asymptotique de déplacement u! lorsque &  0, prend deux formes très
di!érentes suivant que la surface moyenne est géométriquement rigide ou non, donc
cette étude met en evidence l’inßuence déterminante de la géométrie pour & trés pe-
tit. Le vecteur de déplacement d’une coques mince peut être calculer par l’utilisation
du modèle de W.T Koiter, (ce qui nous intéresse dans ce mémoire) basé sur les hy-
pothèses de Kirchho!-Love (le déplacement du tout point est une fonction a ne de la
variable y3). Ces hypothèses ont été justiÞées par V. Lods et C. Mardar [24] à partir
d’une étude asymptotique rigoureuse. On note aussi qu’il existe d’autres modèles par
exemple, le modèle de Naghdi, le modèle Donnel-Valsov, et Mushtari-Marguerre...,
pour plus de détails on se refère Telega et Lewinski [20], Destuynder [11].

Avant de présenter la théorie classique des coques minces, nous donnons
quelques éléments de la théorie locale des surfaces et nous rappelons quelques théorèmes
concernant le problème de Cauchy.
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1.1 Rappel sur la théorie locale des surfaces

Soient  un ouvert borné connexe de R2 rapporté aux paramètres (x1, x2)et ' une
application de  dans R3 tel que la surface S est l’image de  par ' .

r :
¡
x1, x2

¢
 
¡
'1
¡
x1, x2

¢
,'2

¡
x1, x2

¢
,'3

¡
x1, x2

¢¢
(1.1)

Les vecteurs tangents à la surface S,

r, = ~a =
$'

$x 
(1.2)

avec le vecteur normal unitaire à S

~a3 =
~a1 × ~a2
|~a1 × ~a2|

(1.3)

déÞnissent un repère locale en chaque point de S nous l’appelons base covariante et
la coque est donnée par :

S! =

½
p(x) = ~r

¡
x1, x2

¢
+ x3~a3/

¡
x1, x2, x3

¢
"  ×

¸
#²
2
,
²

2

·¾
(1.4)

La longueur d’un élément d’arc ds le long d’une courbe ! de classe C1de S est donnée
par:

ds2 = a11dx
1dx1 + 2a12dx

1dx2 + a22dx
2dx2 (1.5)

La forme quadratique déÞnit en (1.5) est appelée première forme fondamen-
tale de la surface S en tout point P et a " sont les coe cients de sa représentation
matricielle.

Aux vecteurs a nous associons deux autres vecteurs a" déÞnis par

~a .~a
" = %" (1.6)

La deuxième forme fondamentale qui mesure les courbures de la surface est
de la forme :

b11dx
1dx1 + 2b12dx

1dx2 + b22dx
2dx2 (1.7)

b " = b" = ~a3.~a ," = #~a .~a3," = ~a3.~a", (1.8)
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1.1.1 La dérivée covariante d’un vecteur (ou tenseur)

Soit v un champ de vecteurs exprimé dans le repère locale, lorsqu’on passe d’un point
P à un point inÞniment voisin P+dP non seulement les composantes du vecteurs
varient mais le repère local est lui aussi modiÞé. Par conséquence, les dérivées par-
tielles n’obéissent pas aux régles de dérivations usuelles. Les formules de Gauss et de
Weingarten donnent les régles de dérivation dans ces bases .

a ," = !
#
 "~a# + b "~a3 (1.9)

~a ," = #! "$~a
$ + b "~a3 (1.10)

~a3, = #b$ ~a$ (1.11)

où les coe cients !# " sont les symboles de Christo!el déÞnits par

!
#
 " = !

#
" = ~a#.~a ," (1.12)

La dérivée covariante ( Dk) est donnée comme suit

Dkvi = $kvi # !
#
kiv# (1.13)

L’expression de l’élément d’aire de la surface est donnée par

dS = |~a1 × ~a2| dx
1dx2 =

$
adx1dx2 (1.14)

a = a11a22 # (a12)
2 (1.15)
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1.1.2 ClassiÞcation des surfaces et lignes asymptotiques .

Soit S une surface déÞnie par une carte ( , r) en tout point P de S, on déÞnit la
fonction qui à tout vecteur U unitaire tangent à S en P, associe le nombre :

U
¡
t1, t2

¢
 IIP (U) = b11t

1t1 + 2b12t
1t2 + b22t

2t2 (1.16)

Cette fonction atteint ses deux valeurs extrémales k1et k2 sont appelées cour-
bures principales les directions U correspondantes sont appelées directions prin-
cipales.

DéÞni t i on 1.1: On appelle ligne!de!courbure!toute courbe dont tous les vecteurs
tangents sont proportionnels à une direction principale. Les directions U pour lesquelles
la fonction IIP s’annule sont appelées directions asymptotiques. La notion de
direction asymptotique conduit à la classiÞcation des surfaces et sera d’une grande
importance à l’étude de propagation et réßexion des singularités (chapitre 3 de ce
mémoire).

Dé Þni t i on 1.2:!Une"ligne!asymptotique!d’"une"surf"ace"S"e"st"une"courbe"dont
chaque vecteur tangent est proportionnel à une direction asymptotique.

DéÞni t i on 1.3:"En"c"h"aq"ue"po"i"nt"d"’"une"s"ur"f"a"ce","on"a"ppe"l"l"e"co"ur"b"u"re"t"ot"a"l"e"ou"co"ur"-
bure de Gauss de la surface, le produit des deux courbures principales, on la note
k. On appelle courbure moyenne en chaque point de la surface, la somme des deux
courbures principales, on la note H

k = k1k2 (1.17)

H = k1 + k2 (1.18)

Suivant le signe de la courbure de Gauss k, nous avons la classiÞcation usuelle
d’un point P de S.

Si k >0 : les courbures principales de S passant par M sont de même signe,
et il n’y a pas de directions asymptotiques en P. La surface se trouve d’un même côté
du plan tangent. On dit que le point est elliptique.

Si k <0 : les courbures principales sont de signe opposé. Le plan tangent
traverse la surface suivant les deux directions asymptotiques et on dit que le point
est hyperbolique.

Si k=0 : k1 ou k2 s’annule, il y a deux possibilités:
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1) k1 6= 0 ou k2 6= 0. Les courbures sont de même signe, le plan tangent colle
à la surface le long de la direction principale de courbure nulle (qui est donc une
direction asymptotique ), on dit que le point est parabolique.

2) k1 = 0 ou k2 = 0. Toutes les courbes passant par P ont une courbure nulle,
on dit que le point est méplat.

Pr op osi t i on 1.1.1!(2."3."8"de"["13]")"Le"s"i"gne"de"l"a"courbure"de"Gauss"k"dépe"nd"du
signe de det(IIp), et nous avons

k =
b11b22 ! (b12)

2

a11a22 ! (a12)
2 (1.19)

Pr op osi t i on 1.1.2!(2.3.9"de"[13])"Soit"C"une"courbe"déÞnit"par"l"a"cart"e"(I","c=
r( 1 (s) , 2 (s)). Alors la courbe C est une ligne asymptotique de S si

³
 
0

1

´2
b11 ! 2 

0

1 
0

2b12 +
³
 
0

2

´2
b22 = 0 (1.20)

Dé Þni t i on 1.!4:!Soi"t"S"=( , r) une"surface"paramétrée."On"dit"que"S"est"unifor-
mément"hyperbol"ique,"parabol"i"que"ou"el"l"iptique,"s"ui"vant"que"k"est"négatif,"nul"ou
positif .

Re mar que 1.!1

-Sur une surface elliptique, les directions asymptotiques sont complexes non
réelles, donc il n’y a pas de lignes asymptotiques .

-Sur une surface hyperbolique il existe deux familles de lignes asymptotiques

-Sur une surface parabolique ( k1 6= 0 ou k2 6= 0) les lignes asymptotiques sont
doubles.
1.1.3 Surfaces réglées

Une!s!urf!ac!e ré gl ée S!est!une!surface!engendrée!par!l!e!déplacement!d’!une!droi!te,
appelée génératrice. Désignons par ~e(x1) le vecteur unitaire porté par la direction
de la génératrice passant par un point A(x1) donné sur une courbe C de S, dont
l’équation est de la forme:

! 
OA = ~%

¡
x1
¢

(1.21)

Un point P de S appartient à une génératrice et donc on a

! 
OP =

! 
OA+

! 
AP = ~%

¡
x1
¢
+ x2~e(x1) (1.22)
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Fi�gure�1.1� ClassiÞca�t�i�o�n�des�s�ur�f�ac�e�s�[�Choï�,�[�1�3]�]
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On écrit

r
¡
x1, x2

¢
= ~%

¡
x1
¢
+ x2~e(x1) (1.23)

Pr�op�osi�t�i�on 1.�1.�3�Soi�t�une�s�urf�a�ce�régl�ée�.�Alors�l�e�s�coe cients�de�l�a�seconde
forme fondamentale et les symboles de Christo!el se simpliÞent :

 
 
22 = b22 = 0 (1.24)

Pr�euve.�No u s avo n s

~a2 = r,2 = ~e(x
1) ~a2,2 = ~r,22 = 0 (1.25)

 
 
! = ~a

 .~a ,!   
 
22 = ~a

".~a2,2 = 0 (1.26)

b22 = ~a3.~a2,2 = 0 (1.27)

�Remarque 1.�2�:�La�r�e�l�a�t�i�o�n b 22!= 0 !indi�que�que�l�es�générat�rices
x1 = cte sont les lignes asymptotiques de S.

DéÞni�ti�on�1.�5�:�Soi�t�S�une�surface�régl�ée.�On�di�t�que�S�est�dével�oppabl�e�si
la normale unitaire à S est constante le long des génératrices. Autrement dit, une
surface réglée est développable si et seulement si

~a3,2 = 0 (1.28)

On a

b ! = !~a .~a3,!  b12 = 0 (1.29)

Exemples de surfaces développables

1- Cylindre généralisé
³
~U(x1) = cte

´
. C’est une surface développable qui peut être

déÞnie par une carte (!, r) avec r(x1, x2) = ~%(x1) + x2~U0 , où C= ~%(x1) déÞnie une
courbe plane et ~U0 un vecteur transversal au plan C.
2- Cône (~%(x1!) = cte )!.Un cône de sommet y e s t une s urf a ce S=(!, r)!dé Þni e par

r(x1, x2) = y + x2~U(x1) (1.30)
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1.2 Problème de Cauchy et courbes caractéristiques

Relativement à une équation di érentielle ordinair d’ordre m pour l’inconnu u(t), le
théorème d’existence et d’ unicité classique aÞrme que la donnée de u(0), ......., um 1(0)
permet de déterminer une solution unique dans un voisinage de t = 0. Ce type de
problème est appelé problème aux valeurs initiales ou problème de Cauchy.

Le problème analogue pour les équations aux dérivées partielles d’ordre m à
deux variables y1, y2 et une inconnue u (y1, y2) est bien plus compliqué, dépend
de l’équation et de la courbe sur laquelle on se donne les valeurs initiales. Dans ce
mémoire nous nous limiterons au cas linéaire à deux variables indépendantes .

Considérons une équation d’ordre m de la forme

 1u = F
¡
y1, y2, u, ....,  m 11  2u

¢
(1.31)

DéÞni ti on  1.�6�On �appelle problème de Cauchy formel �sur �la courbe �y!1 = 0  le
problème qui consiste, en se donnant m fonction

!0(y
2), ...,!m 1(y

2) (1.32)

sur un certain intervalle I de cette courbe et en supposant que u existe dans un voisi-
nage de I, à déterminer, sur I, u et toutes ses dérivées, satisfaisant aux conditions de
Cauchy

u(0, y2) = !0(y
2), ......,  m 11 u(0, y2) = !m 1(y

2) (1.33)

1.2.1 Cas d’un système du premier ordre .

Soit  un ouvert connexe de R2 avec les paramètres y1, y2

u = (u1, u2, u3) , u :   R3, u, =
 u

 y 
(1.34)

Soit l’opérateur di érentiel du 1erordre

p(u) = A
 u

 y1
+B

 u

 y2
/ A = (aij) , B = (bij) (1.35)

Considérons le système linéaire d’ e.d.p du 1erordre
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½
p(u) = f

u = ! sur !
(1.36)

tel que

! =
©¡
y1, y2

¢
!  /"

¡
y1, y2

¢
= 0

ª
(1.37)

Dé Þni ti on 1.�7:�On�dit�que�l�e�probl�ème�(1.!36) (�d�e�Cauchy)�es�t�b�i�en�posé�dans
un espace fonctionel V s’il admet une solution unique dans V.

DéÞni ti on 1.�8:�Une�courbe�est�dit�e�l�i�b�re�où�non�caract�é�ri�st�i�que�si

det(",1A+ ",2B) 6= 0 . (1.38)

partout le long de !.

la question qui se pose est
Comment on introduit ",1,",2 dans l’équation (1.38) ?
En dérivant u = ! le long de ! (i.e) suivant les directions tangentes le long de

!, rappelons que :
·La dérivée suivant un vecteur ~T est la projection du gradient sur ~T

 La dérivée suivant les tangentes est nulle.
· !·
!T
= !·

!y1
cos#+ !·

!y2
sin#

· ~n // grad u (le même sens )
On obtient

(
A !u

!y1
+B !u

!y2
= f (!)

" !u
!y1

!"

!y2
+ !"

!y1
!u
!y2

= !0
(1.39)

Pr op osi t i on 1.�2.�1: �Le problème de Cauchy (1.36) a une solution unique si �et
seulement si la courbe  est libre, si la courbe  est caractéristique le problème est
conditionnel (i.e) la donnée de Cauchy doit satisfaite une condition de compatibilité,
et dans ce cas on aura une inÞnité des solutions.
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Exemples: 1)
½
ut =  2tux + 2t+ 4tx = F (t, x, ux, u)

u(t, x) = x2 + x sur  
/ = {(

!
x, x) /x " 0}

On remarque que  est une courbe caractéristique et F (
!
x, x, x) = 0 donc

la donnée de Cauchy vériÞe une équation de compatibilité, u(t, x) = x2 + t2 + !,
/! # R

2)
½

ut + 2ux = 0
u(t, x) = 2x sur  

 =
©¡

x
2
, x
¢
/x # R

ª

Si u existe u(t, x) =  (x 2t) = 2x 4t, mais u(x
2
, x) 6= 2x

3 ) E.D.P du seconde ordre (l’utilisation des caractéristiques)
Considérons l’équation R×u,11+S×u,12+T×u,22 =W, telles que R, S, T sont

des fonctions en y1, y2 ,on pose p = u,1 , r = u,11 , t = u,22 q = u,2 s = u,12 .

On obtient
½
dp = rdy1 + sdy2

dq = sdy1 + tdy2

$

 
!

"

R× r + S × s+ T × t =W
rdy1 + sdy2 = dp

sdy1 + tdy2 = dq
Ce système admet une solution unique si et seulement si

D = det

#

$
R S T
dy1 dy2 0
0 dy1 dy2

%

& 6= 0 et n’admet pas une solution unique si

D = 0$ R
³
dy2

dy1

´2
 S

³
dy2

dy1

´
+ T = 0

si D = 0 pour l’existence des solutions il faut que (w, dp, dq)

vériÞent

¯̄
¯̄
¯̄
R T W
dy1 0 dp
0 dy2 dq

¯̄
¯̄
¯̄ = 0 (équation de compatibilité)

4) u,22 + 2u,12 + u,11 + c
2u,12 = 0

les courbes caractéristiques :
µ
dy2

dy1

¶2
 2

µ
dy2

dy1

¶
+ 1 = 0

$
µ
dy2

dy1
 1
¶2
= 0$ x y = cte

on e ectue le changement de variable
½
" = x y
# = x

¾
$ 1

c2
$2u

$#2
=
$u

$"

Th!éo!r!è!me!1.�2.�1:�(de�Hol�mogren)�: Soit u # H 2!une s ol uti o n d u pro blème
P (u) = 0 où les coe cients de P sont analytiques et u = 0 sur une courbe  
libre de classe C2. Alors u est identiquement nulle dans un voisinage de chaque
point de  le théorème de Holmogren a été étendu par Carleman pour des systèmes
à coe cients de classe C2 à caractéristiques simples (i.e) det (%1A %2B) admet des
racines simples ..

Th!éo!r!è!me!!1.�2.�2:�(de�Carl�eman�) Soit  u #Cm!(!)!,m "!0!tel que P (u) = 0, les
coe cients de P sont de classe C2 et a des caractéristiques simples. Soit  une portion
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de courbe régulière (C2) de !. Si u est nulle sur  . Alors u est identiquement nulle
dans un voisinage de chaque point de  .

Re!mar!que�1.�3�Dans�l�e�ca�dre�d�es�di�st�ri�but�i�ons,�i�mposer�des�données�de�Ca�uc�hy
sur une courbe caractéristique n’a pas de sens, ces conditions sont remplacées par
u/

  
= 0.

Th�éo�r�è�me�1.�2.�3:�Soi�t   =  +    !,!�pa�s�s�e�p�a�r�(y!1 , y2 ).!Soi�t�u�u�ne�di�st�ri�bu-
tion sur  , P (u) = 0 sur  et u/

  
= 0. Alors il existe un voisinage w de (y1, y2) tel

que u = 0 sur w+.

Th�éo�r�ème�1.�2.�4:�Co�nsi�d�érons�un�s�ys�t�ème�A(u) = 0  d’ordre�m!sans�caract�éris-
tiques multiples, dans un domaine  , les coe cients sont supposés réels de classe C ,
 ! 1, soit u " Cm, A(u) = 0, u = 0 sur ! (de classe Cm) libre. Alors u s’annule
dans un voisinage de chaque point de !.

Th�éo�r�è�me 1.�2.�5:� Soi�t  �un�ouvert�conne�xe�de�R2 ,�u "!H!1 sol�uti�on�de�P(u) = 0
P un�opérat�eur�di!érenti�el�du�s�eco�nde�o�rdre,�e�l�l�i�p�ti�que�à�coe cients�l�i�pshitziens.
Alors, si u s’annule dans un ouvert w 6= # Alors u s’annule sur  .

Cas d’un système hyperbolique

Soit u une fonction déÞnie sur  . Considérons l’opérateur di érentiel du premier ordre
comme en (1.36 ) mais en prenant, sans perte de généralité A = I2.

DéÞni�ti�on�1.�9:�On�di�t�q�ue�l�e�syst�ème�(1.�36�)�e�st�hype�rbol�i�q�ue�dans�l�a�régi�on
considérée, si Det(B $ !I2)a toutes ses racines réelles si de plus, toutes ses racines
sont réelles et distinctes le système (1.36) est dit strictement hyperbolique. Dans
le cas où les racines sont complexes, non réels, le système est elliptique.

Théorème d’existence et d’unicité pour les systèmes hyperboliques . On
cite maintenant un cas particulier d’un théorème d’existence et d’ unicité trés général
dont la démonstration Þgure dans (M.Taylor [44]).

Th�éo�r�è�me�1.�2�.�6:�On�suppose�q�ue�l�e�système�(�1.�36)�e�st�hype�rbol�i�que�pour�t�out
y " K,K une variété compacte sans bord. Pour certain s " R, on considère le
problème de Cauchy avec la donnée u(y, 0) = u0(y). Alors si u0 " Hs (K) (l0espace
de Sobolev d’ordre réel [18]) et f " L2(0,X;Hs

y (K)), il existe une solution unique
de (1.36) , u " C0x([0, X],H

s
y (K)). Si de plus, pour certain entier ` ! 0, on a

f " H`
x(0, X;H

s
y (K)). Alors u " C

k
x([0, X],H

s k
y (K)) pour 0 % k % `.
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1.3 La théorie classique des coques minces: Le modèle bidimensionnel
linéarisé de W.T Koiter

Soit une coque mince S!. En e et, en mécanique une coque est qualiÞée de mince si en
tout point P de la surface moyenne S l’épaisseur est au plus de l’ordre 1

10
min(L1, L2) où

L1 et L2 sont les autres deux dimensions de la coque, S! est déÞnit à partir d’une
surface S donnée par une carte ( , r) :

S! =
©
p(y1, y2, y3) = ~r(y1, y2) + y3~a3/ |y

3| < !
2

ª
.

Le modèle de Koiter repose sur les hypothèses suivantes :
-les normales à la surface moyenne non déformée sont encore normales à la

surface moyenne après déformation.
-au cours de déformation, les contraintes sont approximativement planes et

parallèles au plan tangent à la surface moyenne.
Le problème mécanique consiste à trouver le champ de déplacement u! de

la surface moyenne S sous l’e et d’un champ de forces extérieures. La coque est
soumise à des conditions aux limites cinématiques, par exemple Þxée sur une partie
(ou la totalité) de son bord et les forces extérieures sont supposées su!sament petites
pour entraîner des déplacements et des déformations, également petits aÞn que la
coque déformée soit proche de son état naturel. Sous l’hypothèses de W.T. Koiter
le problème tridimensionnel se réduit à un problème bidimensionnel, sur la surface
moyenne S .

On rappele aussi que la théorie classique linéarisée (voir [30]) consiste à admet-
tre que les contraintes membranaires et les moments sont des fonctions linéaires des
tenseurs de déformation et de changement de courbure de S, ces derniers représen-
tent les variations des coe!cients de la représentation matricielle de la premiere et la
deuxième forme fondamentale, sont notés réspectivement "" et %" 

"" (u) =
1

2
(D u! +D!u ) b !u3. (1.40)

% !(u) =   !u3   
"
 ! "u3  b

"
 b"!u3 +D (b

"
!u") + b

"
 D!u". (1.41)

Les contraintes et les moments membranaires T ! et M ! :

T̃ !u = !A !#µ"#µ (u) . (1.42)

M̃ ! =
!3

12
A !#µ%#µ (u) . (1.43)
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A !#µsont les coe cients d’élasticité donnés par

A !#µ =
E

2(1 + #)

µ
a #a!µ + a µa!# +

2#

1 #
a !a#µ

¶
. (1.44)

T ! = A !#µ"#µ (u) . (1.45)

M ! =
1

12
A !#µ%#µ (u) . (1.46)

La forme d’énergie s’écrit

!

Z

S

T !" ! (v) dS + !3
Z

S

M !% ! (v) dS = !3
Z

S

(f v + f
3v3)dS (1.47)

L’étude asymptotique montre que la forme bilinéaire d’énergie en membrane
am est :

!

2
am (u, u) =

!

2

Z

S

T ! (u) " ! (u) dS (1.48)

La forme bilinéaire d’énergie en ßexion est :

!3

2
af (u, u) =

!3

2

Z

S

M ! (u) % ! (u) dS (1.49)

1.3.1 La formulation variationnelle

On suppose que la coque S$ est encastrée le long d’une partie  0 de son bord et libre
par le rest  1, la condition d’encastrement est déÞnit par

v1 = v2 = v3 =
 v3
 n

= 0 sur  0 (1.50)

( %
%n
désigne la dérivée suivant la normale)
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Ainsi, de l’équation (1.47) la formulation variationnelle s’exprime sous la
forme:

P (!)

½
Etant donné f ! V 0 trouver u$ satisfaisant à
! 2am (u$, w) + af (u$, w) = hf, wi "w ! V

(1.51)

am (u, v) =

Z

S

A !#µ11 "#µ (u) " ! (v) dS (1.52)

af (u, v) =

Z

S

A !#µ22 %#µ (u) % ! (v) dS (1.53)

De la forme de "#µ (u) et %#µ (u)on déduit le cadre fonctionnel approprié
(l’espace des déplacement admissibles)

V =
©
v ! H1 (!)×H1 (!)×H2 (!) + C.C

ª
(1.54)

C.C : v1 = v2 = v3 =
 v3
 n

= 0 sur  0

munit de la norme

kukV =

Ã
2X

 =1

ku k
2
H1 + ku3k

2
H2

! 1
2

(1.55)

1.3.2 Etude de la coercivité

Dans ce paragraphe, nous démontrons la coercivité de la forme bilinéaire symétrique
am + af , le point de départ est l’inégalité de Korn, il convient de noter que la dé-
monstration de l’ellipticité du modèle de Koiter Þgure dans Bernado [3], Sanchez-P
et"Sanchez-H"["30]"et"P G. Ciarlet"[8]".

L�e�mme�1.�1: #C > 0"tel l e que A !# µ11 " #µ" ! $ C 
P2

 ,!!=1

¡
" !

¢2
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Preuve�.�On�a�A !"µ�= E
2(1+#)

¡
a "a!µ + a µa!" + 2#

1 #
a !a"µ

¢
 A !"µ11  "µ  !

= E
2(1+#)

¡
a "a!µ "µ  ! + a

 µa!" + 2#
1 #
a !a"µ "µ  !

¢

on a a "a!µ "µ  ! = a
11[a11 11 + 2a

12 12 + a
22 22] 11

+2a12[a11 11 + 2a
12 12 + a

22 22] 12
+a22[a11 11 + 2a

12 12 + a
22 22] 22

=[a11 11 +2a
12  12 + a

22  22 ]
2 ! 0 

Et on a  

tele que A=

 

!
a11 2a11 a12 (a12 )

2

2a11 a12 2a11 a22 2a12 a22

(a12)
2

2a12a22 (a22)
2

"

#

detA!= 2
¡
a11 a22  (a12 )

2 ¢ 1 >!0, �et de plus �A est une matrice déÞni�t�p�ositive
(i.e) hAx, xi > 0 si x 6= 0 donc on peut trouver C>0 tel que A !"µ11  "µ  ! !

C
P2

 ,!=1

¡
  !
¢2

La même chose pour A !"µ11 %"µ% ! par conséquent "C > 0 /
R
 

¡
T ! (u)   ! (u) +M

 ! (u) % ! (u)
¢
dS ! C

P2
 ,!=1(

°°  !
°°2
0, 
+
°°°%

 !

°°°
2

0, 
)

pour tout u # V .

L�e�mme�1.�2: "c > 0 tel�l�e�que�
P2

 ,!=1(
°°e

 !
(v)
°°2
0, 
+
°°°!2

 !
(v)
°°°
2

0, 
)+kvk2L2×L2×H1 !

c kvk2H1×H1×H2 pour tout v # H1 ( )×H1 ( )×H2 ( )

e
 !
(v) =

1

2
(! v! + !!v ). (1.56)

Pr�euve�.

�D’après�l�’inégalité�de�Korn�(Ciarl�et�[8]ou�bien�Sanchez-P et Sanchez - H [ 30 ] ) on a

X

 ,!

Z

 

(e ! (v̂))
2 dx+

X

 

Z

 

v2 dx ! c1 kv̂k
2
(H1( ))2 . (1.57)

pour v̂ = (v1, v2) # (H
1 ( ))

2
on pose v = (v̂, v3), on adjoutant kv3k

2
H2( )aux deux

membres on obtient

2X

 ,!=1

(
°°e

 !
(v)
°°2
0, 
+
°°°!2

 !
(v)
°°°
2

0, 
) + kvk2L2×L2×H1 ! c kvk

2
V (1.58)
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Pr�op�osi�t�i�on�1.�3.�1�(�1�-6-�de�Sanc�h�ez�-H�e�t�Sanc�he�z�-�P�[�30]�p�192)
P2

 ,!=1(
°°° 

 !
(v)
°°°
2

0, 
+

°°°%
 !
(v)
°°°
2

0, 
)2  c kvk2V pour tout v ! V. La démonstration se trouve dans [30] p192

ou bien Ciarlet [8] p128.

Co�n�c�l�u�s�i�o�n�:�De la p ositivité de A !"µ11 e t de l a pro p o s i t i o n pré cé de nt e o n
déduit que am+ af est coercive sur V. Par conséquence le problème P(!) admet une
solution unique dans V si f ! V 0.

1.4 ClassiÞcation des coques élastiques minces

Nous nous décrivons les diverses classiÞcations des coques, suivant que la coque est
à énergie de déformation en membrane dominante

¡
Em >> Ef

¢
où à énergie de dé-

formation en ßexion dominante
¡
Em << Ef

¢
, puisque la classiÞcation nous aide à

déterminer u0 (resp : u#) (explicitement ou numériquement).
Deux classiÞcations ont été proposées la première, (en 1989) par Sanchez-P

suivant que G = {v ! V/am (v, w) = 0,"w ! V } est réduit à l’élément nul où non,
si G = {0} ,(coque inhibée)# (fort possible) Em >> Ef ,
si G 6= {0} , (coque non inhibée)# (fort possible) Em << Ef , et dans cette

classiÞcation on a besoin de résoudre un problème de Cauchy sous forme d’un système
linéaire du 1er ordre parceque (voir ci-après ) G =

©
v ! V/  ! (v) = 0

ª
,", # = 1, 2

La deuxième classiÞcation (A. Blouza, F. Brezzi et C. Lovadina), consiste à
chercher " tel que 0 < C1 $ !  E(u# (")) $ C2, la détermination de " nous permet
de comparer les deux énergies de déformation par rapport à l’énergie de déformation
totale.
1.4.1 ClassiÞcation inhibée et non inhibée

Considérons une coque élastique isotrope et homogène S#, d0épaisseur !>0, autour
de la surface moyenne S dans son état naturel, cette coque est déÞnie par une carte
( , r) où  est un ouvert borné de R2 dans le plan des paramètres, (y1, y2) et le
problème variationnel est: (P #)

½
trouver u# ! V = H1 ( )×H1 ( )×H2 ( ) + C.C

! 2am (u#, w) + af (u#, w) = hf,wi "w ! V
(1.59)

C.C : les conditions cinématiques d’encastrement données en (1.50) telles que

am (u, v) =

Z

S

A !"µ11  "µ (u)   ! (v) dS (1.60)

af (u, v) =

Z

S

A !"µ22 %"µ (u) % ! (v) dS (1.61)
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où les coe cients satisfont les conditions usuelles de symétrie

A !"µ = A! "µ = A"µ ! (1.62)

et de positivité :

%C > 0 : A !"µ "µ  !  C 
2
 ! (1.63)

 "µ (u) =
1

2
(D"uµ +Dµu")& b"µu3 (1.64)

%"µ (u) = $"µu3 & !
$
"µ$$u3 & b

$
"b$u3 +D"

¡
b$µu$

¢
+ b$"Dµu$ (1.65)

 et % sont les tenseur de déformation et de variation de courbure pour le modèle
linéaire de Koiter. L’existence et l’unicité de u# sont assurées par le théorème de
Lax-milgrame ([6].p 84).

On remarque que la solution aura tendance à annuler la forme am (, ) lorsque
!# 0, donc le comportement de la solution sera trés di!érent suivant que
G = {v ! V/am (v, w) = 0,"w ! V } , est réduit à l’élément nul ou non.

Corollaire�1.�4.�1� G =!{v ! V/am (v, v) = 0} =
©
v ! V/  !!(v ) = 0,", #!= 1, 2

ª

=
½

v ! H2 (S) /  ! (v) = 0
v1 = v2 = v3 =

%v3
 n
= 0 sur  0

Pr�euve�.�Il�su t montrer que si �v  !G!�v T  H
2(S) telle que vT = v1~a1+v2~a2

on a v  G ! e11(vT ) =  1v1 =  
!
11u! + b11u3  H1 e22(vT ) =  2v2 =

 
!
22u! + b22u3  H1 e12(vT ) =

1
2
( 1v2 +  1v2) =  

!
12u! + b12u3  H1 ! vT ,"  

L2(S) ! = 1, 2 on applique l’inégalité du Korn on obtient
P
ke11(vT ," )k

2
L2 +

kvT ," k
2
L2 " Cte kvT ," k

2
H1 ! vT ,"  H

1 ! vT  H
2(S)

Dé�Þni�ti�on�1.�10�:�Le�syst�ème !!# (v!) = 0,!est�appel�é�s�yst�ème�de�ri�gidi�té�de
S (ou système de ßexion linéarisé) et les solutions sont les déplacements u laissant
invariante la premier forme (1.5) (i.e déplacements inextensionnels linéarisés). Si
l�a�surf�ace�S�n’admet�pas�des�dépl�ace�me�nts�i�next�ensi�onnels (i�.e) �G=!{0},!la�coque�est
dite inhibée (géométriquement rigide), et non inhibée si G 6= {0} . Il est claire que
pour montrer qu’une coque est inhibée ou non, il faut résoudre un problème de Cauchy
sous forme d’un système linéaire d’e.d.p du 1er ordre.

Exemples des coques inhibées
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Exempl�e:�cas�el�l�i�p�t�i�que.� On�étudi�e�une�co�que�a�une�surface�moye�nne
uniformément elliptique b11b22 # b212 > 0 ( dans le cas le plus simple) b11 = b22 = 1 =
a11 = a22 et b12 = 0 = a12 et  "!# = 0 on montre que : si cette coque est Þxée sur
 = {x = 0} alors,

©
!!# (u) = 0, u  H

2
ª
! u = 0

En e!et, !!# (u) = 0!
 
!

"

u1,1 # u3 = 0
u2,2 # u3 = 0
u2,1 + u1,2 = 0

(1.66)

on remaque que p(u) = A
 u

 y1
+B

 u

 y2
/ A =

µ
1 0
0 1

¶
, B =

µ
0  1
1 0

¶
.

On a det( 1A  2B) = 0!  1 =  2 = 0, une racine simple z = 0 les courbes
caractéristiques sont dy1 = 0, dy2 = 0! y1 = cte, y2 = cte ce qui résulte que toute
courbe est caractéristique ( le système est dit non Kowaleskien).

Mais on a déja vu que G " H2 (S) on doit montrer donc que: si u #

H2 ( ) , P (u) = 0, u = 0 sur ! ! u = 0 dans  , on a

(1.66)!

 
!

"

u1,122  u3,22 = 0
u2,211  u3,11 = 0
u2,121 + u1,221 = 0

!

½
u3,22  u3,11 = 0
u3 = 0 dans O "  

(1.67)

d’après le théorème I.2.2 et 1.2.5 u3 = 0 dans  
! u1,1 = u2,2 = 0
d’aprés le théorème I.2.4 si u # C1 ( ) , P (u) = 0
! u = (u1 (y

2) , u2 (y
1) , 0)! u1 =  u2 = cte

donc dans la classe C1 u = 0, on déduit que dans H2 u = 0
En e et, d’aprés les injections de Sobolev ([6]) :
 " Rn,m.p > n! wm,p ( ) $ C

¡
 ̄
¢
, avec injection compact, donc si

½
u # H2

p(u) = 0
!

½
u # C

¡
 ̄
¢

p(u) = 0
! u # C1 ( )

donc u = 0 dans H2.

Ex�empl�e�Ca�s�d’�une�s�ur�f�a�c�e�uni�f�or�mé�me�nt�pa�ra�b�o�l�i�que�:� D’!a!p!r!è!s!l!e!s
résults du section 1.1.3 de ce chapitre, les surfaces paraboliques sont des surfaces
réglées développables. Dans ce cas les caractéristiques sont doubles et coïcident
naturellement avec les génératrices de la surface. Il y a donc lieu de distinguer deux
cas suivant que la courbe de contact coïcide avec une génératrice ou non, si la courbe
! est une génératrice la coque est non inhibée. Si la courbe n’est pas une génératrice,
la coque est inhibée. Pour plus de détails on se refère [30].
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Cas non inhibée

Exemple I.4.3 Soit  = ] 1, 1[×
¤
  
2
,  
2

£

! ! (y1, y2) = (y1, sin y2, cos y2) 
!

"

~a1 = (1 , 0 , 0)
~a2 = (0, cos y

2, sin y2)
~a3 = (0, sin y

2, cos y2)
et

 
!

"

b11 = 0
b22 =  1
b12 = 0

"!" = 0!

 
!

"

u1,1 = 0
u1,2 + u2,1 = 0
u2,2 =  u3

on remarque que

u = (0, g(y2), g0 (y2) telle que g # C!0
¡¤
  
2
,  
2

£¢
appartienne à G, et de plus

dans ce cas, la coque est à énergie de déformation en ßexion dominante puique il
existe g # C!0

¡¤
  
2
,  
2

£¢
et
R  

2
  

2

g (y2) sin y2dy2 6= 0.

1.4.2 ClassiÞcation suivant l’énergie dominante

Il!est!bien!connu!que!l!a!résoluti!on!numérique!(par!éléments�Þnis par exemple ) ce n’est
qu’une minimisation de l’énergie, et on a déja énoncer que l’énergie de déformation
est la somme de Ef et Em. Donc la connaissence de quelle énergie est dominante joue
un�rôle�trés�imp�ortant�dans�l�a�résolution�numérique.�Il�i�ntéressant�à�noter�que�:

si G = {0} ,(coque inhibée) (fort possible) Em >> Ef ,
si�G!= {0} ,(co�que�non�i�nhib�ée)  (fort�p�ossible)�E!m <<!E!f ,

La relation entre l ’énergie de déformation et la surface

Ca�s�:�n�on�i�nh�i�b�ée�G6= {0}
On a   2am (u , w) + af (u , w) = hf,wi !w " V, on Þxe w dans V,
on obtient u  u " G dans V telle que u est la solution du problème

½
trouver u " G

af (u,w) = hf, wi .!w " G
(1.68)

Th éo r è me 1.�4.�1:�Soi�t�u �la�solution�de�P!( ) (1.�59).�Al�ors�u !* u dans�V!faible
où u est la solution de (1.68).

Preuve . La�f�o�rme�am + af est�co�ercive�sur�V,�donc�af est�co�erci�ve�sur�G.
Donc d0aprés le théorème de Lax-Milgrame (Brezis [6]) le problème (1.59) admet une
solution unique dans G. Posons v = u dans (1.59) on obtient c ku k2V # a

m (u , u )+
af (u !, u  ) #   2 am (u !, u  ) + af (u !, u  ) #!C!ku  kV

  ku  k V #!cte   2 am (u !, u  )+ af (u !, u  ) reste�b�ornée.�Donc�am (u !, u  ) 0

(lorsque    0) .
L’espace V est réßexif, donc la famille am (u , u ) est faiblement compacte dans

V et donc on peut extraire une sous suite qui converge faiblement vers une fonction
u!da�ns�V!,�d’�après�ce�qui�précède�u "!G.!En�pre�na�nt�v "G�dans�(�1.�59)�o�n�obti�ent
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af (u , v) = hf, vi. En passant à la limite, on déduit que u satisfait au problème
(1.68).

Revenant maintenant à l’estimation de l’énergie.
D’après le théorème précédent on a am (u, u) = 0 et af (u, u) = cte.
Mais le probléme c’est que si f = 0 sur G et f 6= 0 sur V avec G6= {0}.
dans ce cas on obtient af (u0, u0) = am (u0, u0) = 0.
Généralement si f /" G!0 = {f " V

0/ hf,wi = 0,!w " G}
 $w 6= 0/ hf, wi 6= 0 af (u0, w) 6= 0 u0 6= 0 Ef 6= 0
Donc une coque non inhibée, n’est pas forcement à énergie de déformation en

ßexion dominante
¡
Ef >> Em

¢
.

Cas inhibée : Si G = {0} u  0 dans V on pose

u =  2v  am (u , w) +  2af (u , w) = hf,wi !w " V (1.69)

w̃ est le complété de w par la norme (am (v, v))
1
2 , on remarque que V % w̃ on

Þxe w dans V, si f " (w̃)0  am (v , w) +  2af (v , w) = hf, wi

 1 +
 2af (v , w)

am (v , w)
=

hf, wi

am (v , w)
 lim

 2af (v , w)

am (v , w)
= 0 lorsque   0.

Remarque 1.4: On doit montrer dans le théorème 1.5.1 que v  v0 forte

donc si f " (w̃)0   3af (v0, v0) = o ( am (v0, v0)) .
Mais, on peut avoire des coques inhibée (resp : non inhibée) qui ne sont pas

à énergie de déformation en membrane dominante (resp :Ef >> Em). Comme il
montre l’exemple suivant :

Exemple 3 : On considère un demi-cylindre encastré sur une partie de sa
frontière de mesure non nulle, subit d’une force sous forme -! (0, 0) (poids)

f = (0, 0,&!) , puisque le demi-cylindre est encastré donc
G = {0} ,et hf, ui = &u3 (0, 0)
G = {0} u  0 " G on pose  2u = v  
am (v , w) +  2af (v , w) = hf, wi !w " V, on déÞnie l’espace

w̃ =
n

le complété de V &G par la norme am (, )
1
2

o
, on a ! /" (w̃) 0 puisque

am (u, u) = cte

Z

 

Ã
" (#11 + #22)

2 + (1& ")
2X

i,j=1

#2ij

!
dy / 0 < " <

1

2
(1.70)

 am (u, u)
1
2 '= k#11kL2 + k#22kL2 + k#12kL2 (1.71)
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 am (u, u)
1
2
# ku1,1kL2 + ku2,2kL2 + ku1,2 + u2,1kL2 + ku3kL2 (1.72)

On déduit que H1 ×H1 ×L2  w̃!  /" (w̃) 0 pour étudier cet exemple on a
besoin de ce:

Préliminaire

Soient les problèmes P  

½
trouver u 

!am (v , w) + !3af (v , w) = hf,wi #w " V

P  
!

½
trouver u (")

!am (u (") , w) + !3af (u (") , w) = !! hf,wi #w " V
On pose E(w) = !am (w,w) + !3af (w,w)

Dé!Þni!ti!on!1.�11�: On dit que (P  ")"est d’ordre " ssi il exi ste C 1!, C2!, i n dé pendant s
de ! telles que 0 < C1 $ !!E(u (")) $ C2

Re!ma!r!q!u!e!1!.!5!:!Si ""= 3! E f!>> E m
Si ""= 1! E f!<< E m!)

Th!éo!r!è!me!1.�4.�2:�Po ur P   on a E (u "(#"))"="E (!;#") " L "(0, 1)"ssi f ""[w 0�;"V 0�] "!,  tel
que # = 2$ + 1.

Th!éo!r!è!me!1.�4.�3: Si f ""[w 0�;"V 0�]"!, po u r ce r t a i n 0"< $ < 1. Al o r s (P  ")"est

d’ordre " = inf
n
2$ + 1; f " [w0;V 0]", 

o
.

d’après le théorème 4-3 de (Lions - Magenes[18]) on a  " H!s pour s >

1
2
!  " [H0;H2]" pour $ >

1
4

! inf
n
2$ + 1;  " [H0;H!2]", 

o
= 1.5, d’aprés le théorème précédent le

probléme est d’ordre 1.5 donc, ni à énergie en ßexion ni en membrane dominante (
voir [4]). C’est un cas intermédiaire, il nous dirige vers une nouvelle classiÞcation qui
a été proposée par C. Baochi, A. Blouza et C. Lovadina ([4],[5]), cette classiÞcation
est basée sur la théorie d’ interpolation. De façon plus précise, en cherche dans quel
espace se trouve les chargements f ce qui nous permetre à déterminer 1$ " $ 3 qui
est caractérisé par la relation Ef (!) +Em (!) = O (!!). Pour plus de détails (voir [4]
et [5]). Notons qu’ après la publication de l’article [4] Sanchez-P a pensé qu’il existe
une relation entre

" et R (!) = lim
Ef (!)

E (!)
(!! 0) (1.73)

ce qui est démontré par C. Baouchi et C. Lovadina dans [5] théorème 5.1 1!!
2
=

lim Ef ( )
E( )

(!! 0) .
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1.5 Étude des coques inhibées :

Nous considérons à présent le cas des coques inhibées (i.e) G = {0}.
Donc u la solution de P (!) converge vers 0 dans V, on pose u = !2v alors
P (!) s0ecrit sous la forme :

½
trouver v " V

am (v , w) + !2af (v , w) = hf,wi #w " V (1.74)

Le problème limite ! = 0

½
trouver v0

am (v0, w) = hf, wi #w " V (1.75)

On remarque que la solution du problème limite v0 est une solution d’un
problème d’ordre de dérivation inférieur donc v0 (si elle existe) est moins régulière que
u , donc le cas inhibée entre dans le cadre des problèmes de perturbation singulière.
Il est claire que le problème limite est associé un un espace plus grand que V (noté
Vm) donc dans le cas d’existence de la solution v0 une perte de la régularité est sûre,
en fait la situation est encore plus mauvaise puisque V  Vm ! V

0

m  V
0
donc il arrive

souvent que f " V 0
et f /" V 0

m de sort que la solution du problème limite appartient
à un espace qui est encore plus grand que Vm et dans certain cas il ne peut être
contenu dans l’espace des distributions (voir chapitre 4 de ce mémoire ). Alors
un phénomène de couche limite (resp : interne) apparaît (ce phénomène sera étudier
dans le chapitre 3).

1.5.1 L’espace Vm
Il est claire que pour avoir la formulation variationnelle (1.74), il faut prendre les
conditions aux limites (dites admissibles pour les coques ).

u /# = 0 ou bien
½
u = 0 sur  0
T!$u · n$ = 0 sur  1

(1.76)

On suppose qu’on a choisi u /# = 0
Rappelons que Vm est le complété de V par la norme
kukVm = (a

m (u, u))
1
2 . En adjoutant à V les éléments qui sont limite des suites

de Cauchy par la norme kkVm .
u /# = 0! V = H1

0 (!)×H
1
0 (!)× (H

2 (!) %H1
0 (!))

am (u, u) =
R
S
A!$%µ
11 %%µ (u) %!$ (u)

&
ady

! 'C > 0/am (u, u) $ C
R
 

¡
&(%11 + %222) + (1( &)

P
%2!$ (u)

¢&
ady

! am (u, u) $ Cte k'1u1kL2 + k'2u2kL2 + k'2u1 + '1u2kL2 + ku3kL2
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Donc si u  H1
0 ( )×H

1
0 ( )× L

2 ( )! am (u, u) <". D’autre part
H1
0 ( ) ,! L2 ( ) avec injection compact et dense ( Brezis [6] p174)

! H2 ( ) #H1
0 ( ) ,! L2 ( ) donc si

u  H1
0 ( )×H

1
0 ( )× L

2 ( )! am (u, u) <" et $un  V/un ! u
on déduit que Vm = H1

0 ( )×H
1
0 ( )× L

2 ( )
V

0

m = H
 1 ( )×H 1 ( )× L2 ( )

le cas u / 0 = 0, on obtient seulement V
0

m % (H1 ×H1 × L2)
0, donc on peut

tester si f  V
0

m ou non, à partir (H
1 ×H1 × L2)

0
, mais la détermination

de Vm(V
0

m) dans le cas générale, est trés di cile (Sanchez-P [38]).

Une condition su sante pour l’approximation membranaire

Nous restons toujourd dans le cas inhibée, on cite un théorème nous permet d’ ap-
proximer v par v0.

Th"éo"r"è"me"1.�5.�1�: Soit f  !V!0 ,!tel!que

$C > 0/ |hf, vi| & C (am (v, v))
1
2 pour tout v  V (1.77)

Alors v ! v0 fortement dans V, où v et v0 solutions de (1.74) et (1.75) respectivement.

Preuve.":"D’après "la proposition "1.3.1 la forme "am + af est"c"o"erci"ve"s"ur"V!
kv k2Vm+ 2af(v , v ) ' C1 

2 kv k2V à l’aide de (1.77) $C2 > 0/ kv
 k2Vm+ 2C2 kv

 k2V &
C3 kv

 kV ! kv kVm & C3 et  kv kV & C4 ! v * v!dans Vm faible de plus on a

 2af(v , w) &  2
¡
af(v , v )

¢ 1
2
¡
af(w,w)

¢ 1
2 ! 0 ! v! = v0 il reste à prouver que la

convergence est forte.
On a am (v ( v0, v ( v0) +  2af(v , v ) = hf, v i( 2 hf, v i+ hf, v0i
=hf, v0 ( v i! am (v ( v0, v ( v0)! 0
Remarque 1.6: L’hypothèse (1.77) est trés réstrictive, l’espace Vm, est très

grand (relativement à V) ça se résulte du fait que la forme bilinéaire d’énergie de
déformation en membrane fait intervenir les dérivées partielles premières des com-
posantes u1, u2 mais non celles de u3.
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Ch"a"pi"t"re"2

PROBLÈMES DE PERTURBATIONS SINGULIÈRES AVEC
PROBLÈME LIMITE À ÉNERGIE NON BORNÉE

“Qui peut le plus, ne peut pas forcément le moins”
Evariste Sanchez-Palencia

Ce chapitre est consacré à l’étude d’une classe de problèmes de perturba-
tions singulières, apparaît dans la théorie des coques minces. Dans ces problèmes on
considère des chargements f appartenant à V 0 (dual de l’espace des déplacements
admissibles) mais ne sont pas dans V 0m(Vm l’espace d’énergie du problème limite).

Donc pour  > 0 les problèmes sont variationnels, mais les problèmes limites
ne le sont pas. Ce qui peut être considérer comme un cas des problèmes mal posés.
On remarque que la solution de problème limite (si elle existe) est moins régulière que
la solution de problème P ( ) ; c’est le problème de perturbation singulière. Alors un
phénomène de couches limites ou internes apparaît et la partie dominante de l’énergie
se concentre dans ces couches. Ce qui demande une discrétisation ra née (adaptation
de maillage voir C.A. De Souza [7] ou bien P. Karamian [21]) aux voisinage des couches
limites ou internes pour l’approximation par éléments Þnis.

Avant d’étudier le cas de coques minces, on se propose deux exemples (qui ne
sont pas forcement des problèmes des coques ), mais sont résolubles explicitement ( à
l’intérieure et à l’extérieure de la couche). Puis on étudie le cas des coques à surface
moyenne�elli�ptique.� s

2.1 Exemples en dimension un

Soit V un espace de Hilbert a et b deux formes bilinéaires symétriques sur V telles
que.

|a (u, v)|  C kuk kvk !u, v " V (2.1)

|b (u, v)|  C kuk kvk !u, v " V (2.2)
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a (u, u) # 0 , b (u, u) # 0 !u " V (2.3)

a (u, u) = 0 =$ u = 0 (2.4)

a (u, u) + b (u, u) # c kuk2 !u " V (2.5)

On considère le problème variationnel

(P  )

½
trouver u " V tel que

a (u , v) +  2b (u , v) = hf, vi !v " V
(2.6)

telle que f " V 0.
Il est claire que, d0après le théorème de Lax-Milgram pour  > 0 il existe

u " V solution unique de (P  ) .

2.1.1 Étude du problème limite

¡
P 0
¢½ trouver u0

a (u0, v) = hf, vi!v " V
(2.7)

d’aprés (2.4) kvkm = (a (v, v))
1
2 est une norme sur V , on note Vm, le complété de V

par cette norme, (i,e) nous ajoutons à V les éléments qui sont limites des suites de
Cauchy par la norme k.km . Il est claire que on a V % Vm et V

0
m % V

0.

Th éo r è me  2.�1.�1�:�So i t f " V 0m une fonction indépendante de  , et soit u
 et u0 les

solutions de (P  ) et (P 0) . Alors u & u0 dans V fortement et il existe une constante
C telle que l’énergie est bornée

(i.e) E0 =
1

2
a
¡
u0, u0

¢
 C (2.8)

La démonstration de la convergence forte est la même de théorème 1.5.1

Th éo r è me 2.�1.�2:�So i t f " V 0!une f onction i ndépendante de   et u  la solution
de (P  !)!.et 

¡
P (0) 

¢ 
. Al o r s 

E (u !) = !1
2
[a (u , u ) +  2b (u , u )] reste bornée lorsque  '& 0 ssi f " V 0m

2)-si f /" V 0m alors E (u
 ) '&( lorsque  '& 0:
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Pr euve. On�s�upp�o�s�e�que�E (u !)!reste�b�ornée�lorsque� '&!0

& a (u , u ) +  2b (u , u )  Cte (2.9)

&

½
b (u , u )  Cte 1

 2

ku km  Cte
(2.10)

u * u = u0 faiblement dans Vm (2.11)

et  2b (u , v)   c& 0 (2.12)

a (u , v) & a (u0, v) pour tout v " V , donc a (u0, v) = hf, vi !v " V, on remarque
que le premier membre a (u0, v) déÞnit une forme linéaire et continue sur Vm , alors
hf, vi déÞnit une forme linéaire continuei sur Vm.

Réciproquement, de la même manière de la démonstration de théorème 1.5.1 ,
on trouve que u & u0 " Vm (fortement )& lim ku km <( lorsque  & 0, on pose
v = u dans (2.6), on trouve que E (u ) reste bornée lorsque  & 0.

Remarque 2.1 Dans le cas où f /" V 0m, l
0existence de la solution de (P 0) n’est

pas assurée, comme il le montre l’exemple 2 ci-dessous et dans le cas d’existence la
solution n’est pas dans l’espace Vm. Mais grosso modo si f appartienne à un espace
pivot H de type L2 sachant que H est un espace son dual peut s’identiÞer à un espace
de distributions, avec V % H % V 0. On peut montrer l’existence et l’unicité de la
solution de (P 0), dans notre premier exemple on utilise les espaces  s (!) .

Les espaces  s (!)

Soit ! un ouvert borné de Rn , % (x) " D
¡
!̄
¢
, % (x) # 0, nulle sur !! et

(Lim
% (x)

d (x, !!)
= d 6= 0 lorsque x& x0 " !!), s # 0 (2.13)

DéÞni ti on  2.�1:� s!(!) =
©
u/%|!|�D�| |�u  �L2�,�|  | !�s

ª
={u  �D�0�( ) /%s�u  �H�s0�( )}

muni de la norme

kukEs( ) =
X

| | s

°°%| |D| |u
°°
L2

(2.14)

!
s�( ) est un espace de Hilbert H�s " !s�( ) "�L2�.
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Pr�op�osi�t�i�on�2.�1.�1�(�6.�2�d�e�[�18]�)�D�( ) es!t!d!ens!e!dans!!s�( ) .

Conséquence�:�!s�( ) es t un e s p ac e de d i s t ri but i o ns so n dua l p e ut s ’ i de nt i Þer
à un espace de distributions. !!s ( ) = (!s ( ))

0

, s > 0

Pr�op�osi�t�i�on��2.�1.�2�(�6.�4�de�[�18]�):�Pou!r!s > 0,�tout!él!ément!f�de !!s�( ) se
représente (de façon non unique) sous la forme f =

P
| | sD

 %| |f f  L
2.

2.1.2 Exemple 1:

On considère l’exemple suivant

 
!

"

trouver u!

#d2u!

dx2
+ !2 d

4u!

dx4
= "01

2

u! (0) = u! (1) = d
dx
u! (0) = d

dx
u! (1) = 0

(2.15)

par integration par parties on obtient

a (u!, v) + !2b (u!, v) =

Z 1

0

"01
2
vdx $v  H2

0 ]0, 1[ (2.16)

telles que

a (u, v) =

Z 1

0

u0 (x) v0 (x) dx (2.17)

b (u, v) =

Z 1

0

u00 (x) v00 (x) dx (2.18)

% a (u, u) = ku0k
2
L2 v kuk

2
H1
0
% Vm = H

1
0 (]0, 1[) (2.19)

¡
P 0
¢
:

 
!

"

trouver u
#d2u
dx2
= "01

2

u (0) = u (1) = 0

(2.20)
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Mais le problème c’est que

 01
2
/ H 1

0 (]0, 1[) (2.21)

et on peut montrer que

 01
2
   2 (]0, 1[) (2.22)

et que

 01
2
 H 2

0 (]0, 1[) . (2.23)

Pour montrer ces assertions on a besoin de ce théorème.

Th�éo�r�ème��2.�1.�3�: (12.1.Lions! Magene s [18]). Soi t m "!0!entier. Alors tout
él ément f de H m�(!)!peut se représenter, de façon non unique par f =

P
| |!m�D

 

f  f   L
2..

Supposons que  01
2
 H 1 (!)

#  01
2
= f 0 +Df 1 f   L

2 #  1
2
= Th

h  L1loc ce qui est impossible. On peut montrer l’assersion précédente d’une
autre manière on a v0(1

2
), peut n’exister pas puisque il existe v  H1

0 (!) et v0(
1
2
) n0est

pas déÞnie. Par contre,  01
2
 H 2 (!) puisque  01

2
= f 0 +Df 1+D2f2

fi = 0, i = 0, 1 et f2 = H1
2
(x) =

½
1 si x " 1

2

0 si x < 1
2

(2.24)

l’égalité est au sens des distributions. On montre que

 01
2
   2 (!) (2.25)

Soit

v   2 (!)#

 
!

"

v  L2 (!)
%v0  L2 (!)
%2v00  L2 (!)

(2.26)

On remaque que
¡
%2v0

¢
 H1

0 (!) (2.27)
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puisque
¡
%2v0

¢0
= 2%%0v0 + %2v00  L2 (!) (2.28)

# v   2 (!)# %2v0  H1

µ¸
0,
1

2

·¶
(2.29)

#

¯̄
¯̄%2
µ
1

2

¶
v0
µ
1

2

¶¯̄
¯̄ $ cte

°°%2v0
°°
L 
$ C

°°%2v0
°°
H1
0

=
°°%2v0

°°
L2
+
°°2%%0v0 + %2v00

°°
L2

$ C"
¡°°%2v00

°°
L2
+ k%v0kL2 + kvkL2

¢
.

#  01
2
   2 (!) .

L�e�mme �2.�1�: La forme a(u,!v!) est�coercive�et�continue�sur  2�(!)

Pr��euve.�Il�su t prouver  2�(!)  !H!1�(!) .!So�i�t�v !  2�(!)"

 
!

"

v !!L2�(!)
%v!0 !!L2�(!)
%2�v!00 !!L2�(!)

"

% (%v0)0 ! L2 (!) puisque on a % (%v0)0 = % (%0v0)+%2v00 = %0 (%v0)+%2v00 ! L2 (!) donc
on obtient %v0 !  

1 (!) " #un ! H1
0 (!) / un " %v0 dans L2 (!) (puisque

H1
0 (!)   

1 (!) et D (!) et dense dans  1 (!))
Soit w ! L2 (!) on a d’après la condition (2.13) # > 0 / %(x)

x(1 x)
$  

On utilise l’inégalité de Hardy (Brezis [6] p147) pour un on obtient
un

x(1% x)
!

L2 (]0, 1[) ,

¯̄
¯̄R 1
0

unw

x(1% x)
dx

¯̄
¯̄ "

¯̄
¯̄R 1
0

% (x) v0w

x(1% x)
dx

¯̄
¯̄ $  

¯̄
¯
R 1
0
v0wdx

¯̄
¯ " v0 ! L2 donc v et

v0 sont dans L2 "  
2 (!)  H1 (!) pour ! = ]0 , 1[ , donc a(u, v) est continue et

coercive sur  2 (!)" #u unique dans  2 (!) solution de(P 0) .

Il est naturel de chercher u(x) sous la forme

u =

½
 x+ ! si x < 1

2

"x+ # si x > 1
2

" u =

½
x si x < 1

2

x% 1 si x > 1
2

(2.30)
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donc il y a un problème de couche interne au point x = 1
2

on e!ectue la dilatation

y =
x% 1

2

$
on pose v(y) = u(

x% 1
2

$
) (2.31)

on obtient

%
d2v0

dy2
+
d4v0

dy4
=

(
%01
2

¡
1
2
+ 0
¢

si y > 0
%01
2

¡
1
2
% 0
¢

si y < 0
(2.32)

donc si

y > 0

 
!

"

d2v0

dy2
% v0 = 1

v0(0) = 0
v0(+&) =?

" y > 0" v0 (y) = c1e
y % c1

pour y < 0

 
!

"

d2v0

dy2
% v0 = 0

v0(0) = 0
v0(%&) =?

" v0 (y) = C2e
y % C2 (2.33)

on a la condition de raccordement pour $ > 0

v(y) = u(
x 1

2

 
)

"

½
v0 (%&) = u(1

2
% 0)

v0 (+&) = u(1
2
+ 0)

(2.34)

" v0 (+&) = %
1

2
et v0 (%&) =

1

2
(2.35)

u '

(
%1
2
e
1
 (x 

1
2) + 1

2
... x < 1

2

+1
2
e
 1
 (x 

1
2) % 1

2
.... x > 1

2
.

(2.36)

L’estimation de l’énergie :

1) À l’extérieur de la couche
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E (u ) '
1

2

ÃZ 1
2
  

0

dx+

Z 1

1
2
+ 

dx

!
= O (1) (2.37)

2) À l’intérieur de la couche

E (u ) '
1

2

ÃZ 1
2
+ 

1
2
  

(
¡
v0
¢0
)2dx+ $2

Z 1
2
+ 

1
2
  

(
¡
v0
¢00
)2dx

!
' O

¡
$ 1
¢

(2.38)

puisqu $ est trés petit l’énergie à l’extérieure est négligeable par raport à l’intérieure
de la couche . Aux voisinage de x = 0 et x = 1 il existe des “ petites” couches limites
où l’énergie est d’ordre O ($) .

Étude de la convergence :

Il est claire que la convergence ne peut être ni dans V , ni dans Vm puisque f / 
V 0m!, malgrés que les formes a et b vé r i Þent l es condi ti ons (2. 1)!, (2.2), (2.3)!, (2.4),
(2.5). Par la suite, nous déterminons l’espace où u ! v 0�.

On note que cet espace (de la variable y) ne peut coïncider avec V. Alors on
introduit

U (y) = u 
µ
 y +

1

2

¶
(2.39)

par conséquent le problème P ( ) se transforme à

P̃ ( )

(
trouver U   V = H

2
0

¡
 1
2 
, 1
2 

¢
R 1

2 
 1
2 

£
(!y!U

 !) (!y!W ) +
¡
!�2y!U

 !¢¡!�2y!W 
¢¤!
dy = "!y!W (0)!

(2. 4 0)

Re�ma�r�q�u�e�2�.�2�: D’après le théorème 8.1 de Lions -Magenes [18], l es éléments
de V peuvent être prolonger par “0” pour |y| > 1

2 
. Soit Ṽ l’espace des fonctions

de V qui sont déÞnies à une constante additive, on déÞnit en suite l’espace H le
complété de # Ṽ par la norme

kUkH =

µZ +!

 !

h
(!yU)

2 +
¡
!2yU

¢2i
dy

¶1
2

(2.41)

On obtient un problème limite variationnel P̃ (0) :
½

trouver U  HR +!
 !

£
(!yU) (!yW ) +

¡
!2yU

¢ ¡
!2yW

¢¤
dy = "!yW (0)

(2.42)
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Th�éo�r�è�me�2.�1.�4.�:�So�i�t�U �solut�ion�de�P̃ ( )!et�U sol�ution�de�̃P (0!)!. Al�o�r�s�U  

! U dans H (forte)

Preuve��.�:�On p r e n d W =!U  dans (2.40) on obtient

k U kH $ C (2.43)

! %  U"   H /  U  * U" faiblement. 
L’étape suivante c’est l a démonstration que U"!=!U

On remarque que la forme bilinéaire déÞnit en (2.40) est un produit scalaire
donc faiblement continue, pourW Þxé le premier membre de (2.40) admet le premier
membre de (2.42) comme limite lorsque  ! 0. (i.e) U" = U.

Pour achever la démonstration, il reste à montrer que la convergence U ! U
est forte dans H . On pose ã (U,W ) =

R +!
 !

£
(!yU) (!yW ) +

¡
!2yU

¢ ¡
!2yW

¢¤
dy !

kU " Uk2H = ã (U " U,U " U)=ã (U , U ) " 2ã (U,U ) + ã (U,U) = ("!yU
 +

2!yU
 " !yU) (0)
On a ("!yU

 + 2!yU
 " !yU) (0) déÞnit une forme linéaire et continue sur

H !!("!y!U
 !+2!y!U

 " !y!U ) (0)!!0. ( !!0)!et par conséquent kU " U kH !!0.
Re�marque�2.�3:�Il arrive souvent qu’ on ne p eut pas montrer la convergence
même faible, et dans ce cas il faut déterminer un développement asymptotique formel
complet. Notons qu’une éude rigoureuse concernant le développement asymptotique
complet pour les coques minces se trouve dans la thèse de E. Faou [14].
2.1.3 Exemple 2 :

f (x) = x p 2 + (1" x) p 2, p  
¤
0, 1

2

£
. Considèrons le problème

 
!

"

trouver u 

 d2u 

dx2
+  2 d

4u 

dx4
= x p 2 + (1 x) p 2 / p !

¤
0, 1

2

£

u (0) = u (1) = d
dx
u (0) = d

dx
u (1) = 0

(2.44)

On remarque que f (x) = d2

dx2
(x p + (1 x) p) p !

¤
0, 1

2

£
"

f ! H 2. Donc l0existence et l’unicité de u pour  > 0, est une conséquence
directe de théorème de Lax-Milgram ([6] p 84).

Le problème limite p (0)

 
!

"

trouver u
 d2u
dx2

= x p 2 + (1 x) p 2 si x !
¤
0, 1

2

£

u (0) = u (1) = 0
(2.45)

On remarque que ce problème ne peut admet une solution, parceque une telle
solution ne peut écrir que sous la forme u (x) = x p+(1 x) p+Ax+B et donc les
conditions aux bord ne peuvent être satisfaites #A et B. Autrement dit, un problème
de couche limite est apparait aux voisinage de x = 0 et x = 1.
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Pour déterminer la solution au voisinage de la couche limite (x = 0) on cherche

u (x) = v0 (y) + ..... y =
x

 
(2.46)

donc on obtient, v0 est la solution de

 
#!

#"

³
d4

dy4
 d2

dy2

´
v0 =   py p 2 +  2 (1  y) p 2 , y ! (0,+$)

v0 (0) = d
dy
v0 (0) = 0

v0 reste bornée sur (0,+$)

(2.47)

On remarque que  2 (1  y) p 2 = o (  py p 2) lorsque  " 0
Donc on cherche v0solution de

 
#!

#"

 v0 (y) + d2

dy2
v0 (y) =  1

(p+1)p
  py p /y ! (0,+$)

v0 (0) = d
dy
v0 (0) = 0

v0 reste bornée sur (0,+$)

(2.48)

On utilise la méthode de la variation de la constante, en posant
v0 (y) = C1(y)e

y + C2(y)e
 y

"

½
C 01(y)e

y + C 02(y)e
 y = 0

C 01(y)e
y + C 02(y)e

 y =  1
(p+1)p

  py p

" C1(y) =
  p

2

R y
0
t pe tdt =   p

2
y1 p

P
!

k=0( 1)
k yk

k(k+1 p)

et C1(y) =   p

2

R y
0
t petdt =   p

2
y1 p

P
!

k=0
yk

k(k+1 p)

" v0 (y) =   1x1 p + ......
la condition de raccordement v0 (+$) =u ext(x)x" 
à l’extérieur de la couche est u ext(x) =   pC + .....
Le même travail pour x = 1 (une couche limite symétrique en x = 1)

L’estimation de l’énergie

1) À l’intérieur de la couche (x = 0)
2E(u int) '   2

R  

0
(1 p)2x 2pdx+  2  2

R  

0
(( p)(1 p))2 x 2p 2dx

" E(u int) = O (  2p 1)
1) À l’extérieur de les couches (x = 0) et (x = 1)
E(u ext) = O (  2p)

La formulation variationnelle correspandante

Soit H le complété de H2
0 (0,$) , par la norme :

kuk2H =
R
!

0

h
(!yu)

2 +
¡
!2yu

¢2i
dy
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Donc la formulation variationnelle correspandante à (2.48) est

½
trouver v0 ! HR +!

0

£
(!yv

0) (!yu) +
¡
!2yv

0
¢ ¡

!2yw
¢¤
dy =

R +!
0

w (y) y p 2dy
(2.49)

L e mme  2.�2�L’appl�i�ca�t�i�on� :�w 
R + 
0

w (y) y!p!2dy déÞnit une forme linéaire
et continue sur H.

Pr��euve.�On�p�o�s�e�t =!1
y
 

¯̄
¯
R + 
0

w (y) y!p!2dy
¯̄
¯ =

¯̄
¯
R + 
0

w (t) tpdt
¯̄
¯ . Il est claire

que la fonction t  tp p !
¡
0, 1

2

¢
est une fonction localement H!2. Donc il reste

à régler le problème au voisinage de l’inÞni. Soit  une fonction égale à tp pour
t assez grand et

R + 
0

 (t) dt = 0

On introduit ! (t) =
R t
0
 (z) dz  ! (+") = 0

! (t) = tp+1

p+1
 ! ! L2(0,") et on a

¯̄
¯
R + 
0

 (y)w(y)dy
¯̄
¯ =

¯̄
¯
R + 
0

!0 (y)w(y)dy
¯̄
¯ =¯̄

¯
R + 
0

! (y)w0(y)dy
¯̄
¯

# k!kL2(0, ) kw
0kL2(0, ) # C kwkH .

Étude de la convergence :

Pour montrer la convergence à l’intérieur de la couche x = 0,
on e ectue le changement suivant u (x) = "!pU (y) , y = x

 

On obtient le nouveau problème

 
!"

!#

trouver U ! H2
0

¡
0, 1

 

¢
R 1

 

0

£
(#yU

 ) (#yW ) +
¡
#2yU

 
¢ ¡
#2yW

¢¤
dy =R 1

 

0
W
h
y!p!2 +

¡
1
 
$ y

¢!p!2i
dy

(2.50)

Th�éo�r�è�me��2.�1.�5:�So�i�t�U �sol�uti�on�de�(2.�5�0)�et�v 0 sol�uti�on�de�(2.�4�9)

Al�o�r�s�U  * v0 (fai�blement).
Re�marque�2.�4:�Po�ur�ce�t�e�xe�mpl�e�,�on�a�se�ul�eme�nt�l�a�c�o�nve�ge�nc�e�f�a�i�bl�e�e�t
on ne peut pas montrer la convegence forte .
Re�marque�2.�5: La�résol�ution�par la méthode des �éléments�Þnis�lorsqu’'i�l�y�a
une�concentration�de�l’�énergie�dans�l�es�couches�l�i�mites�ou�internes,�demande�une
adaptation du maillage permet de ra ner le maillage dans les zones où il y a des
variations rapides de la solution ( couches limites ou internes), il faut essayer, autant
que possible, de mettre en oeuvre des éléments Þnis anisotropes c’est-à-dire, très
allongés�dans�la�direction�l�ongitudi�nal�e�des�couches�li�mi�tes voir Fig.2.1 .
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Figure�2.1� Exemples�de�maillage�rafÞné�[�De�S�ouz�a�[�7�]
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2.2 Problèmes des coques minces à énergie non bornée :Cas des coques
elliptiques :

Considérons une surface elliptique S déÞnit par la carte ( ; r)
b12 = 0 et b11 = b22, on suppose que  est totalement encastrée. Le problème

variationnel (chapitre 1 partie 1.5)½
trouver u  V = {H1

0 ( )×H
1
0 ( )×H

2
0 ( )}

am (u , v) +  2af (u
 , v) = (f, v) !v  V

am (u , v) =
R
 
T!" (u ) ! ! (v) dy1dy2

af (u
 , v) =

R
 
M!" (u ) " ! (v) dy1dy2

D’après les résultats de chapitre I partie 1.3.2, (am (v, v))
1
2déÞnit une norme

sur V.
Soit Vm le complété de V par cette norme .
De la même manière de l’exemple 1 section 1.3 du chapitre I on trouve
Vm = H1

0 ( )×H
1
0 ( )× L

2 ( )

Th éo r è me  2.�2.�1:�Soit�f  !V!0�,�t�el�l�e�que�a m (u , v) = (f, v)  v ! VAlors f ! V 0m
si et seulement s’il existe u ! Vm (unique) tel que T!"u = T "!u et vériÞant½

"D!T
!" = f"

"b !T!" = f3

Preuve!!.!Supp�o�s�ons�q�ue�f ! V 0m!et�am!(u
  , v) = (f, v)  v ! V #!

R
  T

!"!(u)!
D !v! +D!!v 

2 
"R

 !(b11 T 
11 +!b22 T 

22 )!v3 =!
R
  f 

i!vi!,donc�on�obti�ent�f�orme�lement�
R
 
"D! T

!"!(u)!v"!=
R
 
f"v" et "

R
 
b !T!" (u) v3 =

R
 
f3v3 , pour tout v ! V #

½
"D!T

!" = f"

"b !T!" = f3
Réciproquement supposons qu’il existe u ! Vm tel que T!"u = T "!u et

vériÞant

½
"D!T

!" = f"

"b !T!" = f3
. Soit v ! V #

R
 
f ivi $ cte(

P
!," k !v"k0, +kv3k0, ) #

d’après le théorème de Hahn-Banach f se prolonge par continuité sur Vm.

DéÞni!ti!on!!2.�2: �On dit �que le problème P (!)!est�à�énergie�non�bornée�si�f /! V 0m
Dans le cas contraire est dit à énergie bornée.

2.2.1 Régularité de la solution du problème limite

Pour une coque mince quelconque d’épaisseur ! le probléme P (!) peut aussi s’écrire
(Sanchez -P et Sanchez-H [30] section 8)

½
"D!T

!" " !2
£
b"#D!M

!# +D#

¡
b##M

!"
¢¤

= f"

"b !T!" + !2
£
D!D"M

!" " b$!b"$M
!"
¤
= f3

(2.51)

avec les conditions cinématiques admissibles. Donc le problème limite P(0) (! #

0) pour une coque elliptique b12 = 0 et b11 = b22 s0écrit
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½
"D!T

!" = f"

"b !T!" = f3
#

 
!

"

"D1T
11 "D2T

21 = f1

"D1T
12 "D2T

22 = f2

"b11T 11 " b22T
22 = f3

(2.52)

On a D!T
!" =  !T

!" +  
"
!%T

!% +  
!
!%T

"% #

½
" 1T

11 "  2T
12 " 2 11%T

1% "  
2
2%T

1% "  
1
2%T

2% = f1

" 1T
12 "  2T

11 "  
2
1%T

1% "  
1
1%T

2% "  
2
2%T

2% = f2 " &2f3
b11

(2.53)

donc le problème s’écrit

 1

µ
T 11

T 12

¶
= A×  2

µ
T 11

T 12

¶
+B

µ
T 11

T 12

¶
+ F

A=

µ
0 1
"1 0

¶
;B =

µ
2 111 "  

2
22 "  

1
22 3 112 +  

2
12

 
2
11 +  

1
11 " 212 +  

1
12

¶

F=

"
f1 " f3

b11
( 222 +  

1
22)

f2 " &2f3

b11
" ( 222 +  

1
22) f3

#

 Det ( I !A) =  2 + 1.

Les racines sont  = +i et  = !i le système est elliptique en T !, on peut
montrer aussi que le système est elliptique en u1 et u2, on utilise

T 11 = C11 !! ! ;T
22 = C22 !! ! et u3 = 1

2
("1u1 + "2u2 ! f3). Par con-

séquence, d’après le corrollaire 8.3.2 de Hörmander [22], il n’ y a pas de propagation
des singularités dans le cas d’une coque elliptique. Mais si f /" V 0m peut présente des
singularités de type #, H, #0...., et ces singularités se rapport en u (couches internes,
solutions extérieures...).

2.2.2 Étude d ’un problème modèle

Notons que ce problème a été étudié par Sanchez-P dans [37] . Mais avec les hy-
pothèses suivantes :

1) b12 = 0 et b11 = b22 = 1
2) T ! = ! !.
Dans notre travail on essaye de généraliser. On garde seulement la première

hypothèse, puisque pour une coque elliptique ( E. Faou [14] p193), a montré qu’on
peut choisir une telle paramètrisation telle que :

b12 = 0 et b11 = b22.
 
 
22 = 0 ,  

2
12 = 0 et a11 = a22 = 1 et a12 = 0

Le problème modèle:
! = ]0,$[× ]!1, 1[ , b12 = 0 et b11 = b22.
 
 
22 = 0 , 212 = 0 et  211 et a11 = a22 = 1 et a12 = 0

On suppose que la coque est totalement encastrée, donc d’après l’exemple
1 partie 1.4 chapitre 1, la coque est inhibée et on a le problème variationnel de
perturbations singulières suivant :
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P " :

½
trouver u" " V = {H1

0 (!)×H
1
0 (!)×H

2
0 (!)}

am (u", v) + %2af (u
", v) = (f, v) #v " V

Vm = H1
0 (!)×H

1
0 (!)× L

2 (!) V 0m = H 1 ×H 1 × L2

On prend f = (0, 0, # (y2)) qui génère une singularité suivant la courbe y2 = 0,
il est claire que f /" V 0m(# /" L

2) donc le problème est à énergie non bornée.
En cherche

½
u" = & (y

1)H(y2) + .....
u"3 = ' (y1) # (y2) + .......

(2.54)

Re ma r q u e 2 . 6 :!Le!choix!de!cette!f!orme!est!justiÞé!par!le!théorème!de!la
régularité elliptique ou bien de la forme de la solution extérieure.

Structure des couches internes

On performe la dilatation z1 = y1 et z2 = y2

#(")
tel que ( (%) 0 (% 0)

"1 = "̃1 et "̃2 =
"

"z2
=

"

"y2
"y2

"z2
= (+1"2 (2.55)

am (u, v) =
R
 
T ! (u) ! ! (v) dy1dy2

T ! (u) = A !$µ!$µ (u)

A !$µ = E
2(1+%)

¡
a $a!µ + a µa!$ + 2%

1 %
a !a$µ

¢

E > 0 et 0 < ) < 1
2

On obtient
 
!

"

A1111 = E
(1+%)

%
1 %

= A2222

A1212 = E
2(1+%)

A2211 = A1122 = )A1111
(2.56)

Les autres coe cients sont nuls.
D’autre part on a
am (u, v) =

R
 
A1111!11 (u) !11 (v) dy

1dy2 + 2
R
 
A1212!12 (u) !12 (v) dy

1dy2

+
R
 
A1122!11 (u) !22 (v) dy

1dy2 +
R
 
A2211!22 (u) !11 (v) dy

1dy2R
 
A2222!22 (u) !22 (v) dy

1dy2.
af (u, v) =

R
 
B1111%11 (u) !11 (v) dy

1dy2 + 2
R
 
B1212%12 (u) %12 (v) dy

1dy2

+
R
 
B1122%11 (u) %22 (v) dy

1dy2 +
R
 
B2211%22 (u) %11 (v) dy

1dy2R
 
B2222%22 (u) %22 (v) dy

1dy2

On pose u" = U#
 (z

1, z2) ; u"3 = ( 1U#
3 (z

1, z2)
 ̃11 (U

 ) =  11 (u
!) = D1u

!
1  u!3 = D1U

 
1  ! 1U 

3

 ̃12 (U
 ) =  12 (u

!) = 1
2

³
"1U

 
2 + ! 1"̃2U

 
1

´
  

"
12U

 
"
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=1
2

¡
"1U

 
2  2 "

12U
 
"

¢
+ 1

2
! 1"̃2U

 
1 = D̄12U

 
2 + 1

2
! 1"̃2U

 
1

 ̃22 (U
 ) =  22 (u

!) = ! 1
³
"̃2U

 
2  U

 
3

´

!̃11 (U
 ) = !11 (u

!) = #011 (U
 ) + ! 1#111 (U

 ) + ! 2#211 (U
 )

!̃12 (U
 ) = !12 (u

!) = #012 (U
 ) + ! 1#112 (U

 ) + ! 2#212 (U
 )

!̃22 (U
 ) = !22 (u

!) = #022 (U
 ) + ! 1#122 (U

 ) + ! 3#322 (U
 )

On obtient
 11 (u

!) 11 (v) = !0D1U
 
1D1V1 + ! 1 [( U 

3D1V1) +D1U1 ( V3)]
+! 2U 

3V3

 12 (u
!) 12 (v) = !0D̄12U

 
2 D̄12V2 + ! 1

h
D̄12U

 
2 "̃2V1 + D̄12V1"̃2U

 
2

i

+  2

4
"̃2U

 
1 "̃2V1

 22 (u
!) 11 (v) = ! 1

³
"̃2U

 
2  U

 
3

´
D1V1 + ! 2

³
"̃2U

 
2  U

 
3

´
( V3)

 11 (u
!) 22 (v) = ! 1D1U1

³
"̃2V2  V3

´
+ ! 2 ( U3)

³
"̃2V2  V3

´

 22 (u
!) 22 (v) = ! 2

³
"̃2U

 
2  U

 
3

´³
"̃2V2  V3

´

!11 (u
!)!11 (v) = ! 4#211 (U

 ) #211 (V ) + .......
!12 (u

!)!12 (v) = ! 4#212 (U
 ) #212 (V ) + .......

!11 (u
!)!22 (v) = ! 5#211 (U

 ) #322 (V ) + .......
!22 (u

!)!11 (v) = ! 5#311 (U
 ) #222 (V ) + .......

!22 (u
!)!22 (v) = " 6#322 (U

 ) #322 (V ) + .......
De l’autre côté

Z

 

f3v3dy
1dy2 = ! 1

Z #

0

V3
¡
y1, 0

¢
dy1 (2.57)

On choisit ! ($) tel que le premier terme (dominant) en ßexion soit d’ordre
!0 pour obtenir un nouveau problème P (!) à énergie bornée. Donc il faut choisir

! ($) de telle sorte que $2! 6!2 = 1! " = ²
1
2 (2.58)

Étude du problème P (!) :

½
trouver U 

Pj=6
j=0 !

jaj (U
 , V ) =

R #

0
V3 (y

1, 0) dy1

¾
(2.59)

telles que

a0 (U, V ) =
R
B [A

1111U3V3 +
1
2
A1212"̃2U1"̃2V1 +A

1122( `22 (U) ( V3)
+( U3) `22 (V )) +A2222`22 (U) `22 (V ) +B2222#322 (U) #322 (V )]dz1dz2
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a1 (U, V ) =R
B [A

1111( U3D1V  D1U1V3) + 2A1212
³
"̃2U1D̄12V2 + D̄12U2"̃2V1

´

+A1122( `22 (U) (D1V1 +D1U1`22 (V )) +B
1122(#211 (U) #

3
22 (V )+

#322 (U) #
2
11 (V )]dz

1dz2.

a2 (U, V ) =R
B [A

1111(D1U1D1V + 2A1212
¡
D̄12U2D̄12V2

¢
+B1111#211 (U) #

2
11 (V )

+B1122(#111 (U) #
3
22 (V ) + #322 (U) #

1
11 (V ) + 2B1122(#212 (U) #

3
12 (V )]dz

1dz2.

a3 (U, V ) =
R
B [B

1111(#211 (U) #
1
11 (V ) + #111 (U) #

2
11 (V ))+

2B1212(#112 (U) #
0
11 (V ) + #122 (U) #

2
11 (V )) +B

1122(#011 (U) #
3
22 (V )

+#211 (U) #
1
22 (V ) + #322 (U) #

0
11 (V ) + #122 (U) #

2
11 (V )]dz

1dz2

a4 (U, V ) =
R
B [B

1111(#111 (U) #
1
11 (V ) + #111 (U) #

0
11 (V )) + #011 (U) #

2
11 (V ))

+B1122(#111 (U) #
1
22 (V ) + #122 (U) #

1
11 (V ) + 2B1212(#012 (U) #

0
12 (V )

+#212 (U) #
0
12 (V ) + #112 (U) #

1
12 (V )) +B

2222((#122 (U) #
1
22 (V ))]dz

1dz2

a5 (U, V ) =R
B [B

1111#111 (U) #
0
11 (V ) +B

1122(#011 (U) #
1
22 (V )) + #122 (U) #

0
11 (V ))]dz

1dz2

a6 (U, V ) =
R
B [B

1111(#011 (U) #
0
11 (V ) +B

1122#022 (U) #
0
11 (V ))+

2B1212#012 (U) #
0
12 (V )]dz

1dz2.
avec [ `21 (U) , `22 (U) , #

3
22 (U)] = ["̃2U1, "̃2U2  U3, "̃22U3]£

D1U1, D̄12 (u)
¤
= ["1U1  U3 , 12"1U2  2 "

12U"]

Existence et unicité de U : On déÞnit sur B = ]0,%[×
i
 1
 
,+ 1

 

h
l’espace

V = (H1
0 (B ))

2
×H2

0 (B )
On a  ̃11 (U

 ) =  11 (u
!) et !̃$% (U

 ) = !$% (u
!)

am (u!, v) + $2af (u
!, v) = (f , v) "v # V

!
R
B 
A$%"µ ̃"µ (U

 )  ̃"µ (V ) + !4
R
B 
B$%"µ!̃"µ (U

 ) !̃$% (V )

=! 2
R #

0
V3 (y

1, 0) dy1

En e et, pour $ > 0 Þxé ( ! = $
1
2 ) u! existe et unique on a

! kU 
$k

2
H1(B )

= ku!$k
2
H1( ) (2.60)

ku!3k
2
H2( ) = ! 5 kU 

$k
2
H2(B ) (2.61)

donc de la coercivité et la continuité de am + af , plus la continuité sur
V  de la forme linéaire

R #

0
V3 (y

1, 0) dy1.
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On déduit (d’après le théorème de Lax- Milgram) que pour  Þxé, l’existence
et l’unicité de U dans V  .

Mais ce qui nous intéresse est le problème limite (   0)

Étude du problème limite

On pose

`(u) = [u3, `21 (u) , `22 (u) , !
3
22 (u)] = [u3, "̃2u1, "̃2u2 ! u3, "̃

2
2u3] (2.62)

On déÞnit l’espace H sur B = ]0,#[×R

u " H # u
¡
z1,$

¢
= 0 et ` (u) "

£
L2 (B)

¤4
(2.63)

a0 (u, v) =
R
 
[A1111u3v3 +

1
2
A1212"̃2u1"̃2v1 +A

1122( `22 (u) (!v3)
+(!u3) `22 (v)) +A2222`22 (u) `22 (v) +B2222!322 (u) !

3
22 (v)]dz

1dz2

L!e!mme!2.�3:�(a 0!(u,!u))"
1
2déÞni�t�une�nor�me�s�ur�H.

Preuve!!.!a 0 (u, u) = A1111 ku3k
2
0,B + 2A1212 k`21 (u)k

2
0,B +A2222 k`22 (u)k0,B+

B2222
°°°"̃22u3

°°°
2

0,B
! 2A2211

R
 
`22 (u)u3dy

1dz2

On applique l’inégalité de Hölder on déduit qu’il existe C >0 :a0 (u, u) %

C

·
ku3k

2
0,B + k`21 (u)k

2
0,B + k`22 (u)k

2
0,B +

°°°"̃22u3
°°°
2

0,B

¸

donc a0 (u, u) = 0  

 
!

"

u3 = 0
`22 (u) = 0
`21 (u) = 0

 u1et u2 dépent de z1 mais puisque

u = 0 pour z2assez grand u = 0 donc (a0 (u, u))
1
2déÞnit une norme sur H

Soit H̃ le complété de H par cette norme .

L!e!mme!2.�4: La forme �v  
R !

0
v3 (y

1, 0) dy1 déÞnit une forme linéaire et con-
tinue sur H̃

Preuve!!.! Soit"v!"" H̃! !v3 " W (!$; +$) tel que W est l’espace de

(Lions!Magenes [18] p 13)avec X = Y = L2 ]0,#[ ,m = 2 donc d’après le

théorème ( 2.3 Lions!Magenes [18]) v(j) = djv
("z)j

" L2 (R;L2 ]0,#[) pour 1 & j & m!

1 donc 'C > 0 telle que

µ R + 
! 

°°°"̃2v3
°°°
2

L2
z1
]0,![

dz2
¶ 1

2

& c

µ°°°"̃22v3
°°°
2

L2(B)
+ kv3k

2
L2(B)

¶ 1
2
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¯̄
¯
R !

0

³R + 
! 

³
"̃2v
´
dz2
´
dz1
¯̄
¯ & c

µ°°°"̃22v3
°°°
2

L2(B)
+ kv3k

2
L2(B)

¶ 1
2

 
¯̄R !

0
v3 (y

1, 0) dy1
¯̄
& cte (a0 (v, v))

1
2

On déduit que le problème limite est à énergie bornée.
donc il existe u unique dans H̃ solution de

a0(U
0, V ) =

Z !

0

V3
¡
y1, 0

¢
dy1(V " H̃ (2.64)

Étude de la convergence

L!e!mme��2.�5: Il existe une Cte�(indépendent e de  �)�tel l e que
°°°!̃22U 

3

°°°
0,B 

 Cte (2.65)

Pr�euve :� On a u!3 (y
1, y2) =   1U 

3 (y
1, z2)!

°°°!̃22u!3
°°°
0, 

=   5
°°°!̃22U 

3

°°°
0,B 

D’ autre part on a am!(u!�, v)+"2 af!(u!�, v) =
R "

0
v3 (y

1, 0) dy1 =   1
R "

0
V3 (y

1, 0) dy1

=   1
P6

j=0  
jaj(U

 , V ) de la coercivité de la forme am + af on obtient

 4  5
°°°!̃22U 

3

°°°
2

0,B 
   1

P6
j=0  

jaj(U
 , V )  cte   1

°°°!̃22U 

3

°°°
0,B 

!

°°°!̃! 22U 

3

°°°
0,B 

 Cte.

L�e�mme��2.�6:�Il exist e une const ant e C t el le que

6X

j=1

 jaj(U,U) + C
°°°!̃22U3

°°°
2

0,B 
> 0 pour tout U de V  (2.66)

Preuve�.�Po u r C�= (3B�11 22 +�B�2222 )�on t r ouve que 
P6

j!=1  !
j!aj!(U,�U�)+(3B�11 22 +�B�2222 )

°°°!̃22U3
°°°
2

0

est sous f orme d ’un s omme des c arrés .

L�e�mme��2.�7: Il existe une Cte�(indépendent e de  �)�tel l e que

kU kH̃ = (a0(U
 , U ))

1
2  Cte (2.67)

.
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Pr�euve�.�On util ise l es deux l emmes précédents, plus l a continuité de l a forme

R "

0
V3 (y

1, 0) dy1 sur H̃ on obtient

a0(U
 , U )  cte

½°°°!̃22U3
°°°
2

0,B 
+
°°°!̃22U3

°°°
0,B 

¾
 Cte.

Par conséquence "U! # H̃ / U * U! faible dans H̃.

Th�éo�r�ème��2.�2.�2�: Soit U  et U�0 solut i on de (2. 5 9) et (2.64)�re s pec t i v e m e n t . A l o r s
U * U0 lorsque  ! 0 faiblement dans H̃ (i.e U0 = U!).

Pour simpliÞer, nous décomposons la démonstration en trois lemmes.

L�e�mme��2.�8�:  "C 1 > 0 telle que

k!1U
 

i k0,B    1C1 (2.68)

°°°!̃2U 
#

°°°
0,B 

 C1 (2.69)

°°°!̃21U
 

i

°°°
0,B 

   1C1 (2.70)

°°°!̃22U
 

3

°°°
0,B 

 C1 (2.71)

°°°!1!̃2U 

i

°°°
0,B 

 C1 (2.72)

Preuve�.� De la co ercivité de la forme am!sur l’espace (H�1 )2 ×!L2 (voir [30] p
237), on a k!1u!ik

2
0,B  am (u!, u!)    1

R
U 

3 (y
1, 0) dy1

!  k!1U
 

i k
2
0,B    1C ! k!1U

 

i k
2
0,B    1C1

Et de la même manière
k!2u

!
#k
2
0,B    1C1 !  

R
  2

³
!̃2 U

 
#

´2
dz1dz2    1C1

!

°°°!̃!2 U 
#

°°°
0,B 

 C1

L�e�mme��2.�9:�Soi t U  sol ut i on de (2. 59) , al ors pour t out V�Þxé de V  �,�on aP6
j=2  

jaj(U
 , V )! 0 lorsque  ! 0
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Pr�euve�.�D’ après l e l emme 2.8 �et�l�a�forme�de�a j� j = 2, 3, ..., 6, il existe une
constante C tel que |aj(U

 , V )|    1C !  j |aj(U
 , V )| ! 0 lorsque  ! 0 pour

j = 2, 3, ..., 6.
Pour achever la démonstration de théorème 2.2.2, il reste à montrer que
 a1(U

 , V )! 0 lorsque  ! 0.

L�e�mme��2.�10:�So�i�t�U �solut�ion�de�(2.59),�al�ors�pour�t�out�V Þxé�de�V   , on�a
 a1(U

 , V )! 0 lorsque  ! 0.

Pr��euve�.�On�utilise�l’inégal�ité�de�Höl�der�on�déduit�que "Cte |a 1(U
 , V )|  

  1Cte ! |a1( U
 , V )| est bornée, ce qui implique l’existence de v! tel que  U *

v! faiblement, on doit montrer que v! = 0
On a a0( U

 , V ) ! 0 lorsque  ! 0 pour tout V Þxé de V  !  U *
0 faiblement dans H̃, de l’unicité de la limite faible on déduit que v! = 0. On passe à
la limite dans (2.59 ) on obtient, U!est la solution de a0(U

!, V ) =
R !

0
V3 (y

1, 0) dy1pour
tout V Þxé de V  (i.e) U! = U0

La détermination de U0 : On postule

U = U0 +  U1 + ....... (2.73)

P (0) :

Z

 

T"#
0

¡
U0
¢
!0 ! (V ) +B

2222"322
¡
U0
¢
"322 (V ) dz =

Z !

0

V3
¡
y1, 0

¢
dy1 (2.74)

tels que : T"#
0 (U0) = A"#$µ!0$µ (U

0)

 
!

"

!011 (V ) = #V3
!012 (V ) =

1
2
#̃2V1

!022 (V ) = #̃2V2 # V3

(2.75)

P (0) :
R
B
[A1111U03V3 +

1
2
A1212#̃2U

0
1 #̃2V1 +A

1122( `22 (U
0) (#V3)

+(#U03 ) `22 (V )) +A
2222`22 (U

0) `22 (V ) +B
2222"322 (U

0) "322 (V )]dz
1dz2

=

Z !

0

V3
¡
y1, 0

¢
dy1 $V % H̃ (2.76)

On prend des fonctions tests V3 = V2 = 0 et V1 arbitraire on trouveR
B
T 120 (U0) #̃2V1 = 0!##̃2T

12
0 (U0) = 0

on a U0 % H̃ ! `22 (U
0) % L2 (B)! T 120 (U0) % L2 (B)
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T 120 (U0) est une fonction de la variable z1et T 120 (U0) = 0 pour z2assez grand
!

T 120 (U0) = 0
On prend V2 arbitraire et V1 = V3 = 0

!
R
B
A2222`22U

0
³
#̃2V2

´
+A1122 (#U03 )

³
#̃2V2

´
= 0

on a T11
0 = A1111!011 +A

2211!022
T22
0 = A2211!011 +A

2222!022

!

½
A2222!022 = T

22
0 #A2211!011

A2211!022 = T
11
0 = A1111!011

(2.77)

On a
R
B
[A2222!022 (U

0) +A1122!011 (U
0)] #̃2V2 = 0

!
R
B
[T 220 #A2222!011 (U

0) +A1122!011 (U
0)]
³
#̃2V2

´
= 0

! ##̃T 220 = 0! T 220 = 0 (de la même manière précédente)
Finalement si V1 = V2 = 0 et V3 arbitraire

#T 110
¡
U0
¢
+B2222#̃42U

0
3 = $

¡
z2
¢

(2.78)

T 110 (U0) = A1111!011 +A
2211!022 ! !022 =

A2211

A2222!
0
11

!

Ã
A1111 #

(A2211)
2

A2222

!

U03 +B
2222#̃42U

0
3 = $

¡
z2
¢
. (2.79)

! 1
12
A1111

h
12 (1# %2)U03 + #̃42U

0
3

i
= $ (z2)

! A× U03 +B × #̃42U
0
3 = $ (z2)

A = A1111 (1# %2) > 0
B = B2222 = 1

12
A1111.

Donc la détermination de U03 relève de la résolution de l’équation di éren-
tielle (2.79) . En e et U03 est la solution de l’équation homogène correspandante avec
une troisième dérivée discontinue en y2 = 0, mais la première et la deuxième sont
continues.

On pose & = A
B

alors l0équation (2.79) s0écrit sous la forme

 ̃42U
0
3 + !U03 = 1

B
" (z2)

 U03 (z
1, z2) =

½
c1e

 1z2 + c2e
 2z2 si z2 > 0

c3e
 3z2 + c4e

 4z2 si z2 < 0
.

avec #k = !
1
4 e

2ki 
4

³ 
2
2

´
(1 + i) k = 1, 2, 3, 4 , i2 = !1
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U03 ,  ̃2U
0
3 et  ̃22U

0
3 sont continues et  ̃32U

0
3 admet un saut en “ 0 ”.

 

 
!!"

!!#

c1 + c2 ! c3 ! c4 = 0
#1c1 + #2c2 ! #3c3 ! #4c4 = 0
#21c1 + #22c2 ! #23c3 ! #24c4 = 0
#31c1 + #32c2 + #33c3 + #34c4 = 0

ce qui nous permet de déterminer les constantes ck.
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Ch"a"pi"t"re"3

PROPAGATION ET RÉFLEXION DES SINGULARITÉS DANS LA
THÉORIE DES COQUES MINCES

“Conceptually it is of course agreat advantage that one knowns unbiguously in which
direction a singularity described by a point in WF(u) is going to travel.”

Lars Hörmander,1983

Introduction :
Da"ns"c"e"ch"api"tre","on"é"t"udi"e"l"e"phé"no"mè"ne"de"propag"at"i"o"n"de"s"si"ng"ul"a"ri"té"s

dans la théorie des coques minces. Notre but est l’application des résultats généraux
démontrés notamment par Hörmander [22], P. Gerard, S. Alinac [17], R. Melrose [26].

Par analogie à la construction de la propagation d’onde, (dû à Hyghens) Hör-
mander a montré que les singularités peuvent se propager avec une fréquence con-
stante et suivant une direction bien déterminée. Il est maintenant bien connu (voir
Sanchez-P and Al [27]) que la propagation des singularités joue un rôle très impor-
tant dans la détermination de la solution d’un problème aux limites de coques minces.
D’autre part P. Karamian [21] a montré qu’il n’ y a pas de réßexion des singularités si
on choisit les conditions aux limites admissibles pour les coques hyperboliques. Dans
ce chapitre, on commence par un exemple introductif, puis nous étudions le cas des
coques paraboliques. Notons que pour les coques hyperboliques une étude rigoureuse
a été réalisée par Sanchez-P, Sanchez-H et P Karamian [27], et grâce à un résultat
général (corollaire 8.3.2 de L Hörmander [22]), pour le cas des coques elliptiques il n’
y a pas de propagation des singularités.

3.1 Exemple :

On se propose maintenant un exemple, qui n’est pas un exemple des coques, pour
donner une idée générale sur la propagation des singularités.

Considérons l’équation d’onde suivante

 
!"

!#

 2u

 x2
!

1

c2
 2u

 t2
= 0

u(x, 0) = H(x) =

½
0 si x < 0
1 si x " 0

(3.1)
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On remaque que la donnée initiale a une discontinuité (ou singularité) aux
points"(x,!0)!, x #!R.!On"doit"montrer"que"cette"singularité"“se"propage"”"(se"trouve)
sur"des"courb"es"(directions)"bien"connues.

On utilise la méthode de D’Alembert ([16]) pour trouver la solution aux in-
stants t = 0 , t = 1

2
, t = 1 , t = 2

On obtient la solution pour:

t = 0 u(x, o) =

½
0 si x < 0
1 si x " 0

t =
1

2
 u(x,

1

2
) =

 
"

#

0 pour x < !C
2

1
2
pour !C

2
< x < C

2

1 pour x " C
2

(3.2)

t = 1 u(x, 1) =

 
"

#

0 pour x < !C
1
2
pour ! C < x < C
1 pour x " C

(3.3)

t = 2 u(x, 2) =

 
"

#

0 pour x < !2C
1
2
pour ! 2C < x < 2C
1 pour x " 2C

(3.4)

On remarque que les discontinuités de u se trouvent sur les deux droites x!
ct = 0 et x+ ct = 0 ( les caractéristiques ).

Donc la question de la propagation des singularités se présente en deux parties
1) Peut-on localiser les singularités de u(x, t) en connaissant le lieu des singu-

larités de (u0, f)?
2) Peut-on estimer les singularités de u(x, t) en connaissant la nature (l’intensité)

des singularités de (u0, f) ?

3.2 La théorie classique des propagations des singularités

Notons que pour une étude approfondie de la théorie classique des propagations des
singularités, on se refère: Hörmander [ 22], P. Gerard et S. Alinac [17] ou bien R.
Melrose [ 26].
3.2.1 Le spectre singulier di érentiable ( le front d’onde).

Par l’utilisation des propriétés de la transformation de Fourier
on"a"(voir"Melrose"["26])"si"u #!(C"!(R!n ))0 . Alors u #!C"0 (R!n )!si"et"seulement si :
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|û ( )|  CN (1 + | |)  N , N = 1, 2, .... (3.5)

donc si u est quelconque dans (C! (Rn))0 , il peut avoir des singularités.

DéÞni ti on 3.�1�:�Po�ur�u ! (C! (R n!)) 0!no�us�ap�pel�o�ns�suppo�r�t�s�i�ng�ul�i�e�r�d�e�u
le�complémentaire�de�l’ensemble�des�points�où�u ! C!�on�l�e�not�e�supp�si�ng�u .
Donc x /!supp�sing�u" #V ! v (x) :  u ! C! (V ) $suppsing u =
C {x ; u es�t�C!�prés�de�x}où�C�désigne�le�complémentaire.

De la même manière on déÞnit le cône noté
P
(u) comme le complémen-

taire (dans Rn\ {0}) de l’ensemble des directions  ! Rn\ {0}au voisinage (conique)
desquelles û satisfait (3.5).

Remarques 3.1 :

1) supp sing u représente l’ensemble des mauvais points de u, et
P
(u) est

l’ensemble des mauvaises directions de u.

2) On a

û( ) =

Z
e ih ,!iu(!)d! (3.6)

u(!) =
1

(2")n

Z
e+ih ,!i û( )d (3.7)

donc pour tester u est C! ou non on utilise (3.6). Mais pour déterminer
P
(u) on

utilise (3.7). Soit  un ouvert de Rn, u ! D0( ). On pose pour x !  P
x(u) = %"

P
(#u) / # ! C!0 ( ) ,# (x) 6= 0.

DéÞni ti on 3.�2:�Le�f�ermé�coni�que�de  ×Rn!\ {0} déÞnit�par�:�WF (u) = {(x,   ) !   × R n!\ {0} / 
appelé le front d0onde de u .

La propostion suivante montre que WF (u) est l’ensemble des mauvaises di-
rections spectrales de u au-dessu de supp sing u.

Pr op osi t i on 3.�1.�1:�(�Gé�rard�e�t�Al�i�n�ac�[�1�7]�p�1�05)�.�La�proj�ec�t�i�on�d�e�WF (u)
sur  est supp sing u .
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Exemple :

Considérons $ la masse de dirac à l’origine. Pour tout
% ! C!0 ;% (0) 6= 0, on a

c%$( ) =
 
$,%e ix!

®
= % (0) et

P
($%) = Rn\ {0}

$WF ($) = {(x,  ) ;x = 0 et  6= 0}
On cite maintenant deux théorèmes importants pour l’étude du réßexion des

singularités (section 3.5 de ce chapitre), les démonstrations de ces théorèmes Þgurent
dans ([22] chapitre 8).

Th éo r è me  3.�1.�1�:�Soit�P�un�o�péra�t�eur�el�l�i�pti�q�ue�(voi�r�[�18]�p119)�d’�ordre�m�à
coe cients C , alors WF (u) =WF (P (u)).

Dé!Þni!ti!on!3.�3:�Soit P un opérateur di érentiel , P m�sa partie pr incipale ([ 30] p
37). P est dit de type principal réel si P 0m�( !)!6= 0 !pour t out  !6= 0 !/!hmP!0m�( !),  !i!=
mPm( )

Th!éo!r!è!me!3.�1.�2: Soit P un opérateur de type principal réel si u  !D!0�( )!/ P (u) =
f!et (x!,  !)  !WF!(u)\WF!(f!).!Al o r s Pm( ) = 0 et I × { } ou I est le segment
contenant x et de direction P 0m( ), (i.e) les singularités de u se propagent suivant la
direction Pm( ) avec la fréquence  .

3.2.2 Propagation des singularités pour les coques paraboliques

Dans cette section on considère des problèmes de perturbations singulières, qui provi-
ennent de la théorie des coques paraboliques minces, la forme des problèmes varia-
tionnels pour ! > 0 est donnée par la formule (1.74).

Comme on a déja signalé, la résoulution du problème relève de l’approximation
de P (!) par P (0) (i.e) u par u0(approximation membranaire). Mais cette approxi-
mation est valable si f  V 0m. Cette dernière hypothèse est très restrictive ( dans la
théorie des coques minces) et la plus part des problèmes sont à énergie non bornée
(i.e) f / V 0m (généralement les chargements sont de type , ", "0....) Dans ce cas la
convergence de u ! u0 n’est pas assurée dans le cas général.

3.3 Étude des chargements utilisés.

Ce mémoire est consacré seulement aux chargements qui sont considérés comme des
distributions de l’unique variable y à valeurs dans l’espace des distributions de la vari-
able x on utilise les éléments de l’espace D0(Ry,D

0(Rx)). Les fonctions apparaissent
dans les applications de la théorie des coques minces sont de la forme:

f(x, y) =

½
# (x, y) si y > $(x)

0 si non
(3.8)
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Ce qui génère une (ou plusieurs ) singularité(s) sur la courbe :P
f = { y = $(x)} . On remarque qu’on peut penser à remplacer f par une

série de termes de la forme yH (x) , " (x)H (y) , ....

Exemple: 3.3.1

f(x, y) =

½
1!si!0!< x < cy !et!y > 0
0 si non

(3.9)

! f(x, y) = H (x) (1"H (x" cy)) (3.10)

si y 6= 0 : f(., y)  D0(Rx) et %
k
y f(., y) = ("1)k+1ck"(k!1)cy (.)

Au voisinage de y = 0 , y Þxé ; pour toute &  D0(Rx) on a

si y > 0 : h f(., y), & (.)i = cy h ", &i+ ... (3.11)

si y < 0 h f(., y), & (.)i = 0

! f(., y) = cy" (x)H(y) + ... (3.12)

Exemple 3.3.2 :

f(x, y) =

½
# (x, y) si y > $(x)

0 si non

¾

On suppose que

$(0) = $0(0) = 0 et $00(0) > 0 (3.13)
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! f(x, y) = # (x, y)H(y " $(x)) ;$(x) ' $00(x)
x

2
+ ... (3.14)

h f(., y), & (.)i ' 2

Z c
"
y

0

& (t) dt c =
#
2 ($00(0))

! 1
2 (3.15)

! h f(., y), & (.)i = (2)
3
2 ($00(0))

! 1
2 # (0, 0) " (x)H (y) y

1
2 + ... (3.16)

(pour plus des détails sur ce type de distributions on se refère [28])

3.4 Étude de quelques cas tests.

Considérons une coque a surface moyenne S uniformément parabolique encastrée le
long d’une partie !0 de son bord et libre par le reste !1. Rappelons que pour les
surfaces développables (chapitre 1 section 1.1 de ce mémoire).Tout point P de S
appartient à une génératrice et donc on a

"!
OP =

"!
OA+

"!
AP = ~%

¡
y1
¢
+ y2~e(y1) (3.17)

On écrit

r
¡
y1, y2

¢
= ~%

¡
y1
¢
+ y2~e(y1) (3.18)

tels que ~e(y1) est le vecteur unitaire porté par la direction de la génératrice et on
obtient

b22 = 0 (3.19)

de plus une surface est développable si et seulement si :

~e0 × ~e = 0 ([30] p13) (3.20)

donc ~a1,2 = !~a1
!y2
// ~a2 et ~a1 $ ~a2  h~a1,~a1,2i = 0  

1
12 = 0, et on a

b22 = 0  
1
22 = 0 (3.21)



Étude de quelques cas tests. 63

donc le problème limite P (0) se réduit à

 
!

"

! 2T
12 = f1 +  1T

11 + 2 111T
11

! 2T
22 = f2 +  1T

12 +  
1
11T

12 +  
2
11T

11

!b11T
11 = f3

(3.22)

Dans ce qui suit, on considère une coque a surface moyenne S uniformément
parabolique (développable), encastrée le long d’une partie  0 de son bord et libre par
le rest  1, ! = ]!1, 1[× ]0, 1[ ;  ! =  1 "  0

 0 =
©
y2 = 0

ª
(3.23)

D’après les résultats de chapitre 1 section 1.4, la coque est inhibée .
Rappelons que le problème P (!) est½

trouver u # V = H1 (!)×H1 (!)×H2 (!) + C.C
am (u , w) + !2af (u , w) = hf, wi $w # V

C.C : u 1 = u
 
2 = u

 
3 =

!u 3
!n

= 0 sur  0
On remarque que le système (3.22) est hyperbolique en T 12 et T 22, on a  1 est

libre de contraintes donc

T"# · n# = 0 (3.24)

Cette condition aux limites détermine T 12 et T 22 sur  0, puisque T 12 est connu
et de fait que la frontière n’est pas tangente aux caractéristiques le système (3.22)
avec condition de Cauchy peut être résolu.

Soit ~n la normale à  0 = {y2 = 0} dans le plan tangent ~n = n1~a1 + n2~a2, il
est claire que ~a1 est tangant à {y2 = 0}

 ~n · ~a1 = 0 ~n//~a2  n1 = 0 et n2 6= 0

 T"# · n# = 0 %

½
T 11n1 + T

12n2 = 0
T 21n1 + T

22n2 = 0
(3.25)

%

½
T 12(y1, 0) = 0
T 22(y1, 0) = 0

(3.26)

Le système (3.22) s’écrit
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 f

0
!

Figure�3.1�Singularités�suivant�une�courb�e�car�actéristique

 
!

"
 1

µ
T 12

T 22

¶
= A×  2

µ
T 12

T 12

¶
+B

µ
T 12

T 22

¶
+ F

T 12 (y1, 1) = T 22 (y1, 1) = 0
(3.27)

L’ét"u"d"e"p"réalable"des"problèmes"mo"dèles"est"essentielle"̀a la compréhension"des
phénomènes de propagation et de réßexion des singularités dans la solution des coques
minces .

Considérons un demi-cylindre mince S déÞnit comme l’image de  par ! :
r : (y1, y2) 

¡
!!1!(y!1!, y2!)",!!2!(y!1!, y2!)",!!3!(y!1!, y2!)

¢!
= (y!2!,!co"s"y!1!,!sin"y!1!) et

!0 = {y2 = 0}
Exemple�3�.4.1� Singularités�suivant�les�caractéristi�ques�:Fig(3.1)

Soit" "= ]!1,!1["×!]0,!1[";"  "= !1 " !0!/ !0!="{y!2!= 0}! f "= 0, f3!=H(y1)
"

donc"la"co"que"est"i"nhi"bée"."r!(y!1!, y2!) = "(y!2!,!co"s"y!1!,!si"n"y!1!)

 

 
!

"

~a1 = (0,! sin y1, cos y1) = ~a1

~a2 = (1, 0, 0) = ~a2

~a3 = (0, cos y1, sin y1)
(3.28)

 a11 = a22 = 1 et a12 = 0 et b11 = !1, b12 = b22 = 0 = !
!
 "

P (0) :

 
!

"

! 2T
12 = !" (y1)

! 2T
22
!  1T

12 = 0
T 12 (y1, 1) = T 22 (y1, 1) = 0

(3.29)
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½
T 12 = (y2 ! 1) (y1)

T 22 = !1
2
(y2 ! 1) 0 (y1)

 T ! /" L2 ( ) (3.30)

 le problème est à énergie non bornée .
On a de la relation (1.45) on a
T !(u) = A !"µ!"µ
A !"µ = E

2(1+#)

¡
a "a!µ + a µa!" + 2#

1 #
a !a"µ

¢

 

 
!

"

A1111 = E
(1+#)

#
1 #

= A2222

A1212 = E
2(1+#)

A2211 = A1122 = "A1111
(3.31)

Les autres coe cients sont nuls. Donc on obtient

 
!

"

T 22 = A2211 11 +A
2222 22

T 11 = A2222 11 +A
2211 22

T 12 = 2A1212 12

(3.32)

On pose k11 = A
2211, k22 = A

2222, k12 = 2A1212

 

µ
 11
 22

¶
=

1

(k11)
2
! (k22)

2

µ
k11 !k22
!k22 k11

¶µ
T 22

T 11

¶
(3.33)

On a de la relation (1.40) 
!

"

 11 = !1u1 + u3
 12 =

1
2
(!1u2 + !2u1)

 22 = !2u2
on utilise la condition u2 (y

1, 0) = 0 pour déterminer u2 puis on détermine
u1, et Þnalement on trouve u

On pose C11 =
k11

(k11)
2
 (k22)

2 , C22 =
 k22

(k11)
2
 (k22)

2 ,on trouve

½
 11 = C11T

22 + C22T
11

 22 = C22T
22 + C11T

11 (3.34)

 

½
!2u2 =

 C22
2

((y2 ! 1)"0 (y1))
u2 (y

1, 0) = 0
(3.35)
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 u2
¡
y1, y2

¢
=
!C22
4

¡
(y2 ! 1)2 + 1)"0

¡
y1
¢¢

(3.36)

D’autre part T 12 = k12 12

 

½
!2u1 =

 1
2k12

((y2 ! 1)" (y1))! !1u2
u1 (y

1, 0) = 0
(3.37)

 u1 (y
1, y2) = C22

12
((y2 ! 1)3 + 1)"00 (y1)! 1

2k12
((y2 ! 1)2 ! 1)" (y1)

u3 (y
1, y2) = !!1u1 + C11T

22 + C22T
11

=C22
12

((y2 ! 1)3 + 1)"000 (y1) + 1
2k12

((y2 ! 1)2 ! 1)"0 (y1)

+C22
2
(y2 ! 1)"0 (y1) + C11H (y1) .

Donc on obtient

 
!

"

u1 ' "00 (y1)U01 (y
2) + ...

u2 ' "0 (y1)U02 (y
2) + ...

u3 ' "000 (y1)U03 (y
2) + ...

Re�ma�r�q�u�e�3�.�2�:
1) Il est claire que ui /" Vm puisque f /" V 0m.
2) La singularité généré suivant y1 = 0 se propage suivant les caractéristiques,

plus précisement les courbes asymptotiques.
3) Il n’y a pas de réßexion des singularités.
4) Des couches internes sont développées suivant y1 = 0 .

Exemple 3.4.2 Dans cet exemple on génère une autre singularité suivant une car-
actéristique (non courbe asymptotique ).

f = 0, f3 = "
¡
y2 ! 1

2

¢
H(y1) et  0 = {y

2 = 0} .

P (0) 

½
!!2T

12 = " (y1) "
¡
y2 ! 1

2

¢

!2T
22 = !1T

12 (3.38)

 

½
T 12 = H(y2 ! 1

2
)" (y1) + # (y1)

T 12 (y1, 1) = 0
(3.39)

 T 12 = (H(y2 !
1

2
)! 1)"

¡
y1
¢
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1- 1

1

0
 

f!

Figure�3.2 Singularités suivant une courbe non asymptotique

½
!2T

22 = (H(y2 ! 1
2
)! 1)"0 (y1)

T 22 (y1, 1) = 0
(3.40)

 T 22 (y1, y2) = (1
2

¡¯̄
y2 ! 1

2

¯̄
+ y2 ! 1

2

¢
! y2) 0 (y1)

de la même manière de l’exemple 3.4.1 on obtient 
!

"

u1 '  00 (y1)U01 (y
2) + ....

u2 '  0 (y1)U02 (y
2) + ....

u3 '  000 (y1)U03 (y
2) + ...

Re�marque�3.�3:
Il n’y a pas de propagation des singularités suivant y2 = Cte.

Exemple : 3.4.3: Dans cet exemple on génère une discontinuité suivant une courbe
ni caractéristique ni asymptotique.

f = 0, f3 =!H!(y!2  !y!1 )!et  0 =!
©
y!2 = 0

ª!
Fig.(3.2)! (3. 4 1)

On note que la dérivée faible d’une fonction composée demande quelques con-
ditions (Brezis [6] p155) qui ne sont pas sati sfaites général ement dans nos problèmes.
Pour cette raison nous préférons l’util i sation des changements de vari able.
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½
 !2T 12 =  !1H (y2  y1)

!2T
22 = !1T

12 et
½
T 12 (y1, 1) = 0
T 22 (y1, 1) = 0

(3.42)

On pose " = y1 , # = y2  y1 ! !1 =
!
!"
 !

!#
, !2 =

!
!#

! T 12
¡
y1, y2

¢
= H

¡
y2  y1

¢
 H

¡
1 y1

¢
(3.43)

T 22
¡
y1, y2

¢
= H

¡
y2  y1

¢
+
¡
y2  1

¢
 
¡
1 y1

¢
 H

¡
1 y1

¢
(3.44)

 
!

"

u1 '  
0

(1 y1)U01 (y2) +  (1 y1)U11 (y2) +H (y1)U31 (y
2)

u2 '  (1 y1)U02 (y2) +H (1 y1)U12 (y2) + .........
u3 '  00 (1 y1)U03 (y2) +  0 (1 y1)U13 (y2) +  (y1)U33 (y

2) + ..

Re�ma�r�q�u�e�s�3�.�4�:�La s i ng ul a r i t é s ’ e s t ré ßéchie sui vant les courb es y!1 = 0 !et
y1 = 1. Les poins de réßexion sont les points de contact de la courbe portante de la
singularité et la frontière.

Cet exemple montre qu’on peut avoir la réßexion des singularités pour les
coques paraboliques (contrairement au cas hyperbolique), et la singularité la plus
importante se trouve sur la courbe y1 = 1.
Ex�empl�e�3�.�4�.�4�:

 0 = {y
2 = 0} f = 0, f3 = H(y2  2y1) Fig (3)

!

½
 !2T

12 =  !1H (y2  2y1)
!2T

22 = !1T
12

¾
et

½
T 12 (y1, 1) = 0
T 22 (y1, 1) = 0

(3.45)

½
T 12 (y1, y2) = 2 (H (y2  2y1) H (1 2y1))
T 22 (y1, y2) = 4 (y2 (1 2y1) H (1 2y1)) H (y2  2y1)

(3.46)

 
!

"

u1 = U
0
1 (y

2)  0 (1 2y1) + U11 (y
2)  (1 2y1) + U21 (y

2)H (y1)+
u2 = U

0
2 (y

2)  (1 2y1) + U12 (y
2)H (1 2y1) + ...

u3 = U
0
3 (y

2)  00 (1 2y1) + U13 (y
2)  0 (1 2y1) + U23 (y

2)  (y1)+
(3.47)
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1- 1

1

0
 

f!

0 

 

3

1
 

Fi�g�ur�e�3.3� Si�ngular�i�t�é�s�s�ui�vant�une�c�o�ur�b�e�a�un�c�o�nt�ac�t�a�ve�c�l�a�f�r�o�nt�i�è�r�e�l�i�br�e�hor�i�zo�nt�a�l�e

 

1-1 1

1

f!

2Fi�g�ur�e�3.4� S�i�ngul�ar�i�t�é�s�s�ui�va�nt�une�c�our�b�e�a�un�c�ont�ac�t�ave�c�la�f�r�ont�i�èr�e�l�i�br�e�ve�r�t�i�c�al�e
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Remarque   3.5: Les points de réßexion sont l es p oints de contact avec  0 et  11 (Þg.3) 
et les directions de propagation sont l es courb es asymptotiques y1 =!cte
Ex�empl�e�3�.�4�.5�:

 0 =!{y�2�= 0}�f  = 0, f3�= H�(y�
1   2y�2�) Fi�g�(�3.4),�on�trouve

½
T 12 (y1, y2) = 1

2
 (y1  2y2)

T 22 (y1, y2) = 1
4
 (y1  2y2)

¾
(3.48)

u3
¡
y1, y2

¢
= C1y

2 0(y1) + C2 (y
1  2y2) C3  

¡
y1
¢

(3.49)

Ci des constantes.
On remarque que la singularité s’est réßéchie suivant y1 = 0, avec intensitée

une fois plus et ne s’est pas réßéchie suivant y1 = 1

Exemple : 3.4.6 Dans cet exemple on génère une singularité suivant une courbeP
f telle queP

f ! ( 0 "  
1
1) = #, et f = 0, f3 = H(y

1  4y2 + 2)

$
½

!2T
12 (y1, y2) = 1

2
 (y1  4y2 + 2)

T 12 (y1, 1) = 0
(3.50)

$
½
T 12 (y1, y2) =  1

4
 (y1  4y2 + 2)

T 22 (y1, y2) = 1
16
 (y1  4y2 + 2) (3.51)

On remarque que la singularité ne s’est pas réßéchie dans une autre direction

3.5 Réßexion des singularités pour les coques paraboliques .

Dans cette partie nous étudions le délicat problème des réßexions des singularités
aux frontières ; concernant les équations membranaires des coques paraboliques
inhibée. Il est intéressant de noter, que P. Karamian a montré dans sa thèse ([21] p
129), qu’il n’ y a pas des réßexions des singularités aux sens classique (i.e) on génère
une singularité suivant une courbe (pour f) , on la trouve sur une autre direction (en
u ) pour les coques hyperboliques inhibée. Mais il y a une pseudo-réßexion , si on
choisit les conditions aux limites admissible pour les coques minces. Par contre dans
le cas parabolique les exemples 3.4.3 , 3.4.4 et 3.4.5 de ce chapitre montrent que le
phénomène de réßexion peut apparaitre. L’utilisation de la déÞnition classique de
la réßexion est un peut gênante, donc on utilise une déÞnition plus générale et plus
é cace.
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         a b

C

0
 

1

1
 

3

1
 

2

1

 

Fi�gur�e�3.5� Ré�ßexion�des�singular�ités

DéÞni ti on  3.�4�:�Considérons�un�système�di érent�i�el�avec�donnée�de�Ca�uc�hy�non
caractéristique.�Nous�disons�:�
1)Il �y a une réßexi�on,�si�l�a�singul�arit�é�d’une�des�i�nconnues�s�e�report�par�l�’�intermédi�ai�re
des�conditions�aux�limites,�aux�autres�inconnues.�
2) Il y a une pseudo-�ré�ßexi�on,�si�l�a�si�ngul�ari�t�é�d�’�une�des�i�nconnues�s�e�t�ranspo�rt�e�par�
couplage des i�nco�nnues�et�des�éq�uat�i�ons�aux�aut�res�i�nconnues.

Re�marque�3.�6:
Dans l’exemple 1, 2 et 6 il y a une pseudo-réßexion.
Dans l’exemple 3, 4 et 5 il y a une réßexion.

Pr�op�osi�t�i�on�3.�5.�1:�Soi�t�S�une�surface�parabol�i�que�de�R3�sa�proj�ec�t�ion�sur�R2�est
 = ]a, b[× ]0, c[ ,!0 , !

1
1,!

2
1,!

3
1 Fi�g�(�3.5)

Considérons le système

 
!

"

 2T
12 =  1f3

b11
+ 2!111f

3

 2T
22 +  1T

12 + !111T
12 = !

2
11f

3

T 12 (y1, c) = T 22 (y1, c) = 0

(3.52)

f! = 0 , u1 (y
1, 0) = u2 (y

1, 0) = u3 (y
1, 0) = 0
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P
f la courbe qui porte la singularité de f3

Si :
P

f  (!0 ! !
2
1) 6=  et

P
f 6= !0,

P
f 6= !

2
1.

Alors il y a une réßexion de singularité.
Si
P

f  (!0 ! !
2
1; ) =  ou bien

P
f // !

1
1.

Alors il n’y a pas de réßexion, mais il y a une pseudo-réßexion.

�Preuve.�1)�Si
P

f  !(!0 ! !
2
1�; )!6=  �et�

P
f 6= ! 0�;!

P
f 6= !

2
1�. D’�après

le théorème (3.2) les singularités se propagent suivant les courbes y1 = cte puisque
les courbes asymptotiques sont y1 = cte et l’opérateur est hyperbolique donc de type
principal réel y1 = cte et les points de réßexion sont les points d’intersection. Si
P

f  (!0 ! !
2
1) =  , on a

(
 2T

12 =
 1f3

b11
+ 2!111f

3

T 12 (y1, c) = 0
" T 12 sera régulière aux points

(y1, c) a # c # b et donc sur y1 = a et y2 = b qui sont les seules directions
possibles de réßexion . Mais le couplage des inconnues dans la deuxième équation
transporte les singularités d’où pseudo-réßexion.

Re�ma�r�q�u�e�3�.�7�:  La régularité de T12�sur y 1�=!a (resp : y1�=!b)!peut être
considérer comme une propagation de régularité.

La non réßexion des singularités est une propriété importante, qui nous aide
à la détermination de la solution dans les couches internes.
3.5.1 Structure des couches internes .

Notre objectif dans cette partie est la description de la structure de couches internes
qui sont développées aux voisinage de la courbe y1 = 0 pour l’exemple 3.4.1 de cette
section. Rappelons qu’ on a considéré dans l’exemple 3.4.1 une surface cylindrique
tels que : a11 = a22 = 1 et a12 = 0 et b11 = $1, b12 = b22 = 0 = !

"
!#

D’après la forme de la solution à l’extérieur de la couche, on cherche
 
!

"

u$1 = ! 3U 
1 (z

1, z2)
u!2 =   2 U 

2 (z!
1 , z2 )

u!3 =   4 U 
3 (z!

1 , z2 )
(3.53)

tels que

z2 = y2; z1 =   1y1 !̃1 =
!

!z1
=  !1 (3.54)

on a P (") :½
trouver u!  V = H1 ( )×H1 ( )×H2 ( ) + C.C
am (u!, w) + "2af (u!, w) = hf, wi . !w  V

C.C : u!1 = u
!
2 = u

!
3 =

"u 3
"n

= 0 sur !0

et am (u, v) =
R
 
A1111#11 (u) #11 (v) dy

1dy2 + 2
R
 
A1212#12 (u) #12 (v) dy

1dy2
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+
R
 
A1122#11 (u) #22 (v) dy

1dy2 +
R
 
A2211#22 (u) #11 (v) dy

1dy2R
 
A2222#22 (u) #22 (v) dy

1dy2.
af (u, v) =

R
 
B1111%11 (u) #11 (v) dy

1dy2 + 2
R
 
B121212 %12 (u) %12 (v) dy

1dy2

+
R
 
B1122%11 (u) %22 (v) dy

1dy2 +
R
 
B2211%22 (u) %11 (v) dy

1dy2R
 
B2222%22 (u) %22 (v) dy

1dy2

Donc on obtient
 11 (u

!) 11 (v) =   8(!̃1U
 
1 + U 

3 )
³
!̃1V1 + V3

´
.

 12 (u
!) 12 (v) =

1
4
  6(!̃1U

 
2 + !̃2U

 
1 )(!̃1V2 + !̃2V1).

 22 (u
!) 11 (v) =   6

³
!̃2U

 
2

´
(!̃1V1 + V3)

 11 (u
!) 22 (v) =   6(!̃1U

 
1 + U 

3 )
³
!̃2V2

´

 22 (u
!) 22 (v) =   4

³
!̃2U

 
2

´³
!̃2V2

´

!11 (u
!)!11 (v) =   12

³
!̃21U

 
3

´³
!̃21V3

´

!12 (u
!)!12 (v) =   10

³
!̃1!̃2U

 
3

´³
!̃1!̃2V3

´

!11 (u
!)!22 (v) =   10

³
!̃21U

 
3

´³
!̃22V3

´

!11 (u
!)!22 (v) =   10

³
!̃21V3

´³
!̃21U

 
3

´

!22 (u
!)!22 (v) =   8

³
!̃22U

 
3

´³
!̃22V3

´
.

De l’autre côté
R
 
f3v3dy

1dy2 =   3
R
B
f3( z

1, z2)V3 (z
1, z2) dz1dz2

on pose B =
i
 1
 
, 1
 

h
× ]0, 1[

a0 (U
 , V ) = A2222

R
B
`2 (U

 ) `2 (V ) dz + "2  8B1111
R
B
`3 (U

 ) `3 (V ) dz
a 2 (U

 , V ) =
2A1212

R
B
`12 (U

 ) `12 (V ) dz +A
1122

R
B
[`2 (U

 ) `11 (V ) + `11 (U
 ) `2 (V )] dz

a 4 (U
 , V ) = A1111

R
B
`11 (U

 ) `11 (V ) dz
avec B = ]"#,+#[× ]0, 1[

` (V ) = [`2 (V ) , `11 (V ) , `12 (V ) , `3 (V )] =
h
!2V2, !̃1V1 + V3,

"̃1V2+"2V1
2

, !22V3

i

On choisit  de sort que le terme dominant en ßexion soit d’ordre

 0 $  = "
1
4 (3.55)

On obtient P ( )

½
trouver U  V  

  4a 4 (U
 !, V!) +   2 a 2 (U

 !, V!) + a0 (U
 !,V!) + . . .!="hf,!V!i !V

       (3."5"6)

V  "="{H!1 (B ")"× H!1 ((B "))"× H!2 ((B "))"+"C.C!}

C.C : U 
1 = U 

2 = U 
3 =

"U!

3

"n
= 0"sur"z!2 = 0 .
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Re�marque�3.�8:�1)�Le"t"e"rme  "représente"l’"épai"sseur"de"l"a"couche"limi"te."Les
estimations d’épaisseurs des couches pour les di erents cas des surfaces Þgure dans
DE Souza [7] ou bien Sanchez-P [33] .

2) L’existence et l’unicité de U sont des conséquences directes du théorème
de Lax-Milgram.

3.5.2 Le processus asymptotique:

On déÞnit l’espace H sur B
V  H ! [`2 (V ) , `11 (V ) , `12 (V ) , `3 (V )]  (L2(B))

4

et V (", z2) = 0 et V1 = V2 = V3 =
 V3
 n

= 0 pour z2 = 0

L�e�mme�3. 1:�[a(u, u)] 
1
2=[a 4!(u, u) + a 2!(u, u) + a0!(u, u)] 

1
2 dé�Þni�t�u�ne�nor�me�s�ur H.

Pr�euve.�So!i!t!u   H. On!a!a(u, u) =
R
B
[A1111 (`11 (u))

2 + A2222 (`2 (u))
2 +

B1111 (`3!(u))
2!+ 2A1212!(`12!(u))

2

+2!A11!22!`2!(u) ̀11!(u)] dz
avec A1111 =  A1122 = 12B1111 > 0 et 1

2
>  > 0 donc il existe une

constante C >0 a(u, u) > C
h
k`11 (u)k

2
0,B + k`12 (u)k

2
0,B + k`2 (u)k

2
0,B + k`3 (u)k

2
0,B

i

donc a(u, u) = 0# u1 = u2 = u3 = 0.
Soit H̃ le complété de H par cette norme .
On introduit G1 = {u  H/`11(u) = 0}

G2 = {u  H/`11(u) = `12(u) = 0}
il est claire que G1 et G2 sont deux sous espaces fermés de H̃

Re�marque�3.�9:
G2 6= {0} le problème P (!) est un problème de pénalisation.
On postule

U! = U0 + !U1 + ..... (3.57)

On substitue (3.57) dans (3.56 ) on trouve :
à l’ordre :

! 4 : a 4(U
0, V 0) = 0# U0  G1 (3.58)

! 3 : a 4(U
1, V 0) + a 4(U

0, V 1) = 0# a 4(U
1, V 0) = 0 (3.59)
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! 2 : a 2(U
0, V 0) + a 4(U

0, V 2) + a 4(U
2, V 0) + a 4

¡
U1, V 1

¢
= 0 (3.60)

! 1 : a 4 (U
0, V 3) + a 4(U

3, V 0) + a 4 (U
1, V 2) + a 4(U

2, V 1) + a 2(U
0, V 1)

+a 2(U
1, V 0) = 0 (3.61)

!0 :
a 4 (U

0, V 4) + a 4 (U
4, V 0) + a 4 (U

1, V 3) + a 4 (U
3, V 1) + a 4 (U

2, V 2)
+a 2 (U

2, V 2) + a 2 (U
1, V 1) + a 2 (U

0, V 2) + a 2 (U
2, V 0) + a0 (U

0, V 0)

=
 
f, V 0

®
(3.62)

On prend V0arbitraire dans G1et V2 = 0 dans (3.60) , on trouve U0  G2,
on prend dans la dernière équation V 1 = 0 et V 2 , V 0 arbitraires dans G2

on obtient a0 (U
0, V 0) = hf, V 0i pour tout V 0  G2

Donc le problème limite

½
trouver U 0  G2 telle que

a0 (U
0, V 0) = hf, V 0i pour tout V 0  G2

(3.63)

3.5.3 Existence et unicité de U0

L�e�mme�3.�2�:�l�a�f�orme�li�néai�re�V  
R 1
0
V (0, z2) dz2 est continue sur G2

Pr�euve�.�Soit�V !!G 2  !̀11 (V!) = `12 (V!) = 0 !̃ 1 V1 = "V3 et . ̃
2
1V3 ! L

2(B)
et de plus et Lim V (z1, z2) = 0

z!1  #
On a

R
B
f (!z1, z2)V3 (z

1, z2) dz1dz2 = hf, V i
f3 (!z

1, z2) = f3 (1, z
2) +O (!) = 1 +O (!) (développement au voisinage de

z1 = ! 1) on pose B+ = ]0,+#[× ]0, 1[
V ! G2  hf, V i =

R
B+ [1 +O (!) ]

³
" ̃1V1 (z1, z2)

´
dz1dz2

 hf, V i =
R 1
0
V1 (0, z

2) dz2 +O (!)

On a V ! G2  `3(V ) ! L2(B)  ̃21V3 ! L2(B+)
 
R
B+

³
 ̃21V1 (z

1, z2)
´2
dz1dz2 <# V1 !W (0,+#)

( l0espace de Lions-Magenes [18] p13) d’après le théorème 3.2 de [18]R 1
0
V1 (0, z

2) dz2 $ cte kV1kL2(0,!) $ cte kV1kH̃ .
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L�e�mme �3.�3:� [a 0(, )]
1
2déÞnit une norme sur G2

Pr�euve�.�V !!G2 et a0(V, V ) = 0 
½

 ̃21V3 =  ̃2V2 = 0
`11(V ) = `12(V ) = 0

 V = 0

Donc d’après le théorème de Lax -Milgram
il existe U 0 ! G2 unique telle que

a0 (U
0, V ) = hf, V i pour tout V ! G2

3.5.4 La détermination de U0.

On a U0 ! G2  %"(z1, z2) telle que

 
!

"

U10 =  ̃1"(z
1, z2)

U20 = " 2"(z1, z2)
U30 = " ̃21"(z1, z2)

(3.64)

V ! G2  %#(z1, z2) telle que

 
!

"

V 1 =  ̃1#(z
1, z2)

V 2 = " 2#(z1, z2)
V 3 = " ̃21#(z1, z2)

(3.65)

et pour tout V ! G2 a (U0, V ) =
Z 1

0

V
¡
0, z2

¢
dz2 (3.66)

Z

B

³
A2222 22" 

2
2# +B

1111 ̃61" ̃
4
1#
´
dz = "

Z

B

H
¡
z1
¢
 ̃21#

¡
z1, z2

¢
dz

 A2222 42"+B
1111 ̃81" = "$0

¡
z1
¢

(3.67)

Donc pour déterminer U0 il su t résoudre l’équation (3.67) avec
les conditions

½
 ̃1" (z

1, 0) =  ̃2" (z
1, 0) =  ̃21" (z

1, 0) = 0

 ̃1" (±#, z2) = 0 =  ̃21" (±#, z2) =  ̃2" (±#, z2) = 0
(3.68)
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Pour ceci, soit %n et &n les valeurs et les vecteurs propres de l’opérateur  42
(i.e)  42&n = %n&n tels que  2&n (z

2)z2=0 = 0 il est naturel de chercher

"
¡
z1, z2

¢
=
X

n

&n
¡
z2
¢
'n
¡
z1
¢
. (3.69)

On remarque qu’on peut prendre &n (z
2) = cosn(z2.

D’autre part on a le développement suivant les cosinus des arcs multiples de
la fonction f(z2) = 1 pour 0<z2 < 1 est égal à 1 (i.e)

f(z2) =
P

n an cosn(z
2  a0 = 1 et an = 0 pour n & 1

Donc on cherche " (z1, z2) =
P

n 'n (z
1) cosn(z2. On divise B en B+ =

]0,+#[× ]0, 1[ et B = ]"#, 0[× ]0, 1[

sur B+ "
¡
z1, z2

¢
=
X

n

'+n
¡
z1
¢
cosn(z2 (3.70)

sur B "
¡
z1, z2

¢
=
X

n

' n
¡
z1
¢
cosn(z2 (3.71)

On obtient

' n
¡
z1
¢
=

2X

k=0

C kn exp[
8
'
12n

1
2 exp(

(k  1) i

4
z1)] (3.72)

!
 
n

¡
z1
¢
=

5X

k=3

C+kn exp[
8
!
12n

1
2 exp(

k i

4
z1)] (3.73)

les constantes Ckn se déterminent des conditions

[|!n|] =
h
|!n|

(1)
i
=
h
|!n|

(2)
i
=
h
|!n|

(3)
i
=
h
|!n|

(4)
i
=
h
|!n|

(5)
i
= 0

et
h
|!n|

(6)
i
=  an

A2222 tel que [|w|] = w (0+) w (0 ) .
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Ch a pi tr e 4

LES PROBLÈMES SENSITIFS ET LE PHÉNOMÈNE DE
COMPLEXIFICATION DANS LA THÉORIE DES COQUES

MINCES

À présent, nous allons étudier un type de problèmes de perturbations sin-
gulières, dont l’étude de l’existence et l’unicité de la solution du problème limite fait
intervenir des espaces fonctionnels inhabituels (non contenus dans l’espace des distri-
butions), et de plus la solution du problème limite peut cesser d’exister si le second
membre f ou les conditions aux limites subissent des petites variations (f + "f /"f
peuvent être C!). Ce qui peut être interprété comme un cas d’instabilité globale
connu sous le nom “sensitivité” ( Sanchez-P et J L. Lions [35]). Il est intéréssant
de noter que dans [35] et [36] Sanchez-P et J L. Lions ont montré deux résultats
importants :

Le premier : Dans le cas des problèmes elliptiques la sensitivité peut se présen-
ter lorsque les conditions aux limites ne satisfont pas à la condition de Shapiro-
Lopatinski ( la condition de recouvrement [30] , [18] ).

Le deuxième : Lorsqu’ on fait l’approximation numérique de ces problèmes on
rencontre plusieurs di cultés qui peuvent rendre la simulation numérique impossible.

Par l a suite on consi dére des problèmes de p erturbations singulières de la forme:

P  

½
Trouver u " V tel que

a (u , v) + #2b (u , v) = hf, vi pour tout v " V
(4.1)

où V est un espace de Hilbert, f " V 0, a et b sont deux formes hermitiennes
continues positives sur V et # un petit paramètre strictement positif. On suppose
aussi que la forme a(u, u)

1
2 déÞnit une norme sur V , (i.e)

a(u, u) = 0# u = 0 (4.2)

et que a+ b est coercive, (i.e)
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$c > 0 /a(u, u) + b(u, u) % c kuk2V (4.3)

Alors d’après le théorème de Lax-Milgram, le problème variationnel P  admet
une solution unique dans V . À l’aide de (4.2) on construit l’espace: Va = le complété
de l0espace V par la norme :

kukVa = a(u, u)
1
2 (4.4)

Alors, le problème limite s’écrit :

P 0
½

Trouver u
a(u, v) = hf, vi pour tout v " Va

(4.5)

Il est claire que le problème limite sera bien posé si et seulement si f "
V 0a. Dans ce chapitre on s

0intéresse au cas f /" V 0a.

DéÞni ti on 4 1:�Pour�une�équation�aux�dérivées�partiel�l�es�sur�un�domaine  ,�on
dit que le problème P 0 est sensitif si Va est non contenu dans l’espace des distributions
D0( ).

Dans cette partie, nous étudions deux problèmes sensitifs purement mathéma-
tique (on suppose que le coe cient de Poisson  = 1), il s’agit d’un modèle simpliÞé
d’une coque élastique mince elliptique ayant une partie du bord encastrée !0 et libre
par le reste !1 dans le cadre de la théorie de Koiter.

On montre explicitement dans le premier exemple que la solution du problème
limite n’est pas une distribution, et dans le deuxième en expliquant à l’aide d’une
étude graphique le phénomène de complexiÞcation .

4.1 Le premier problème modèle

Dans le plan (x1, x2) , soit  = ]0, 1[ × ]0, 1[ , ! = !0  !1/!1 = {x2 = 1} , soit le
problème de perturbations singulières qui dépend d’un petit paramètre ">0

42u + "2!81u
 = f dans  (4.6)

u =
!u 

!n
= 0 sur !0 (4.7)

4u = g0 , !
!4u 

!n
= g1 sur !1 (4.8)
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tels que

f (x1, x2) = #(x1) (la masse de Dirac) (4.9)

g0 (x1, x2) = 0 (4.10)

g1 (x1, x2) = #(x1) (4.11)

42 : le bilaplacien
!
!n

: la dérivée suivant la normale extérieure.

4.1.1 La formulation variationnelle:

On déÞnit l’espace suivant

V =

½
u /4u " L2 ( ) , !41u " L

2 ( ) , u / 0 =
!u 

!n / 0
= 0

¾
(4.12)

L!e!mme!!4. 1. : D�( ) est�dense�dans�l�’�espace�V,�(i.e�) D�( )
kkV�= V

Pr!euve!.!Soi"t"u "�V #

4u " L2 ( )# $w " H2 ( ) %H1
0 ( ) /4u = 4w (4.13)

On a

w " H1
0 ( )# $wn " D ( ) / wn # w dans H1 ( ) (4.14)

l’opérateur 4 est fermé de H2 %H1
0 dans L

2

# 4wn #4u dans L2 (4.15)

u " V , alors !41wn # !41u dans L
2

Par conséquent kwn ! uk# 0.
On utilise la formule de Green ([6] p179), on obtient

P (") :

½
trouver u " V

a (u , v) + "2b (u , v) = L (v) &v " V
(4.16)
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tels que

a (u , v) =

Z

!

(4u 4v) dx (4.17)

b (u , v) =

Z

!

!41u
 !41vdx (4.18)

L (v) =

Z

!

fv +

Z

 1

g1vd!1 (4.19)

L’existence et l’unicité de u (pour " > 0 Þxé)
On munit l’espace V de la norme suivante

ku kV = k4u kL2(!) +
°°!41u

°°
L2(!)

. (4.20)

Grâce à l’unicité du problème de Cauchy

½
4u = 0

u = !u
!n
= 0 sur !0

(4.21)

on déduit que ku kV déÞnit une norme sur V.

L!e!mme!4. 2 :   V  
n
u/! u " (H1 ( ))

2
,! u = 0 sur !0

o

Pr�euve.�Si�u" V # $w " H 2 ( ) % H 10 ( )
tel que 4u = 4w p p dans  #

½
4 (u& w) = 0
u = w = 0 sur !0

(4.22)

# u = ! w p.p dans  #! u " (H1 ( ))
 u // ~n et  u

 n
= ! u × ~n#! u = 0 sur !0

Re�ma�r�q�u�e�4�.�1�:�I�l�est�bien�connu�que�l’utilisation�de�l’inégalité�de�Poincaré
est valable pour les éléments de H1

0 ( ) , ce qui est susceptible de nombreuses général-
isations comme il montre le corollaire suivant.

Corollaire��4.1.1 : ( D. AZE’ [ 12] p 54) So i t    R n ouvert borné l ipchitzien,
!0    , un sous ensemble de mesure positive. On poseW={ u " H1 ( )  0u = 0 sur !0}où
 0 désigne la trace sur !0. Alors $C > 0 telle que :

ku kL2( ) ' C k!u kL2( ) pour tout u "W (4.23)
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On déduit de ce qui précéde $C > 0 telle que :

k!u kL2( ) ' C k4u kL2( ) pour tout u "W (4.24)

de la même manière :

k 1u kL2( ) ' C
°° 41u

°°
L2( )

(4.25)

L�e�mme�4.�3:

L(v) =

Z

 

! (x1) v (x1, x2) dx+

Z

!1

! (x1) v (x1, 1) dx1 (4.26)

déÞnit une forme linéaire continue sur V.

Preuve�.�On�a

L(v) =

Z 1

0

v (0, x2) dx2 + v (0, 1) (v " V (4.27)

# |L(v)| '

¯̄
¯̄
Z 1

0

v (0, x2) dx2

¯̄
¯̄+ |v (0, 1)| (v " V (4.28)

#

¯̄
¯̄
Z 1

0

v (0, x2) dx2

¯̄
¯̄ '

µZ

 

| 1v (x1, x2)|
2 dx1dx2

¶ 1
2

(4.29)

#

¯̄
¯̄
Z 1

0

v (0, x2) dx2

¯̄
¯̄ ' c

°° 41u
°°
L2( )

(4.30)

d’autre par d’après le théorème de trace sur H1

|v (0, 1)| ' c
³
ku k

L2( )
+ k!u kL2( )

´
' C k4u kL2( ) . (4.31)

Il est claire que a+b déÞnit une forme bilinéaire continue coercive sur V , pour
utiliser le théorème de Lax-Milgram, il reste à montrer que V est de Banach pour la
norme kkV .

En e et, soit un  V, on remarque que V ! W ("1, 1) l0espace de Lions
-Magenes ([18] p 13 ) qui est de Hilbert.
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# $u  W ("1, 1) /  k1un #  k1u , k = 1, 2, 3, 4 (4.32)

un # u dans L2 ( ) (4.33)

On a l’opérateur 4 est fermé (D(4) = H2 ( ) %H1
0 ( )# L2 ( )).

et puisque D(4) est dense dans L2 ( )

#4un # 4u dans L2 ( ) (4.34)

donc

k4u "4unkL2( ) +
°° 41u"  41un

°°
L2( )

# 0 (4.35)

de plus les opérateurs de trace u/!0et
¡

 
 n

¢
/!0

sont continus (donc fermés) deH2 ( )#

H 1
2 (!) et de H2 ( )# H 1

2 (!) , par conséquent
u  V # V est de Banach.
Ce qui nous donne, d’après le théorème de Lax- Milgram l’existence et l’unicité
de u!  V solution de (4.16 ).

4.1.2 L’étude du problème limite P(0)

Il est à noter qu’on peut faire une étude spéciale de notre problème, mais nous
préférons, de rappeler l’étude générale qui a été faite par Sanchez-P et J L. Lions
[36] .

42u = f dans  (4.36)

u =
 u

 n
= 0 sur !0. (4.37)

4u! = g0, "
 4u!

 n
= g1 sur !1 (4.38)

V!=
©
u  !D!

0�
( )!,!4u  !L2!( )!,  !41u  L

2 ( ) , u! =  u 

 n
= 0 sur !0

ª

L�e�mme�4.4:! (a(u,!u))!
1
2 déÞnit une norme sur V .

La démonstration est une conséquence directe de l’unicité du problème de
Cauchy.

Soit V a le complété de V par la norme (a(u, u))
1
2 , il est claire que le problème

est bien posé dans Va si L(v) déÞnit une forme linéaire continue sur V a munit de la

norme kukV a = (a(u, u))
1
2 . Ceci exige d’introduire l’espace E(!1).
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L’espace E( 1)

pour   H 
1
2 ( 0) ( dual de H

1
2

00( 0) voir J. Telega -T. Lewinski [20] ou bien Lions
et Magenes [18] ) on déÞnit ! solution de

½
4! = 0

! =  sur  0 et ! = 0 sur  1
(4.39)

d’aprés le théorème 8-3 de [18] on déduit que l’application

 ! ! est linéaire et continue de H 
1
2 ( 0) ! L2 (!).

et l ’application  !  !

 n
est bien déÞnit de H 

1
2 ( 0) ! H 

3
2 ( 1)

Lions et Sanchez ont introduit E( 1) comme l’espace parcouru par  !
 n

lorsque

 parcouru H 
1
2 ( 0). L’espace E( 1) munit de la norme

°°°°
"!

"n

°°°°
E( 1)

= k k
H 

1
2 ( 0)

(4.40)

est un espace de Hilbert .
Re ma r q u e 4 . 2 : !!est!a!nal!yti!que!réel!d!ans !!et!au!voisinage!de  1

! E( 1) " A( 1) l0espace des fonctions analytiques réelles sur  1

Pr op osi t i on  4.�1.�1�: Soit �  g1  E( 1)

Alors v !
R
 1
g1 v d 1déÞnit une forme linéaire continue sur V a

Preuve . Si!g 1  E( 1)!
R
 1
g1 v d 1 #

R
!
$!$vdx=

R
!
(4!) vdx tel que

½
!  L2 (!) et  !

 n
= g1sur  1

4! = 0 dans !
(4.41)

¯̄
¯̄
¯

Z

 1

g1 v d 1

¯̄
¯̄
¯ % cte k$!k k4vkL2 (!) (4.42)

! &C > 0 tel que

¯̄
¯̄
Z

 1

g1 v d 1

¯̄
¯̄ % C k4vkL2 (!) (4.43)

par conséquent si
R
!
fvdx se prolonge par continuité sur V a, on obtient v !

R
 1
g1 v d 1est

une forme linéaire continue sur V , si bien qu’elle se prolonge par continuité à V a .
Alors il existe u unique solution de

a (u, v) = L (v) 'v  V a (4.44)
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Re ma r q u e 4 . 3 :!La!prop!osition!(4.1.!1)!est!optimal!e,!i!l!est!nécessaire!que
g1   E ( 1 ) pour!que!la!proposition!4.1.1!soit!vrai!e!(voir!ci!après).On!a!donc!déja!l!a
sensitivité de u dans V a par apport à des variations de g1 qui font sortir de l’espace
E ( 1) ce qui peut arriver même avec des petites variations C! de g1 sur  1.

Pour démontrer la nécesssité il faut connaitre la structure de V a.

Structure de V a

On suppose qu’il existe (unique ) u  V a solution de (4.44) et soit v  V a.
Alors

R
 1
g1v d 1 = a(u, v) +

R
!
fvdx donc v/ 1 est déÞni de manière unique

dans E0 ( 1) . Désignons par H (!) l’espace des distributions h  D0 (!) /4h =
0 d’après Sanchez. P et J L. Lions [36] l’application trace sur  est déÞnit sur H (!)
et établit un isomorphisme de H (!) ! A

0
( ) (A ( ) est l’espace des fonctions

analytiques sur  )
En particulier; pour tout   A

0
( ) il existe h  D0 (!) unique tel que

4h = 0 dans ! et h = 0 sur  0 et h =  sur  1 (4.45)

et si  / A
0
( ) il n’existe pas de solution de (4.44 ) dans D0 (!).

Soit H̃ le complété de H par la norme khkH̃ =
°°h/ 1

°°
E0( 1).

.

Pr�op�osi�t�i�on��4.�1.2�:�Tout�él�ément�de�V!a pe�u�t�ê�t�re�re�p�ré�s�e�n�t�é�pa�r

v!="w!+"h!tel s que w  !H!2"(!) !!H!10 (!) et h  H̃
Preuve�.�Soi t

v  V a " #vj  V de Cauchy vj " v (4.46)

donc 4vj "  dans L2 (!) (4.47)

On introduit :

wj telle que 4wj = 4vj dans ! et wj = 0 sur  (4.48)

donc wj " w dans H2 (!) ! H1
0 (!) avec 4w =  et w = 0 sur  , on déÞnit en

suite hj par hj = wj $ vj
Par c onséque nt

½
4hj = 0 dans !

hj = 0 sur  0 et hj = vj sur  1
(4.49)

et on obtient hj/ 1 " h/ 1 = v/ 1dans E0 ( 1) . Il est en résulte que hj ne converge pas
dans l’espace des distributions, mais dans un espace di érent contient des éléments
qui ne sont pas des distributions sur !. Et on a v = w+h.
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Revenant à la proposition (4.1.1) s’il existe u unique  V a solution de

a (u, v) =

Z

 1

g1v d 1 +

Z

!

fvdx %v  V a (4.50)

Alors g 1  E ( 1) .
En e et, u  V a et

R
!
4u4vdx =

R
 1
g1v d 1 +

R
!
fvdx.%v  V a.

On prend v  V, en appliquant la formule de Green ( [6] p179) on obtient :

g1/ 1
=
!4u

!n / 1

(4.51)

on a u = w + h tels que w  H2 (!) !H1
0 (!) et h  H̃

" u = h sur  1 "
 4u
 n / 1

=  4h
 n / 1

On a 4h = 0  L2 (!). D’après le théorème 8.3 de [18]
4h/ 0  H

 1
2 ( 0) et 4h/ 1  H

 1
2 ( 1) .

Mais 4h = 0 et de la continuité de l0application trace de
L2 (!)" H 1

2 ( ) . On déduit que  4u
 n / 1

 E ( 1)" g1  E ( 1)

En revenant à notre exemple on a g (x1, x2)= " (x1)

si g1  E ( 1)"
½

4# = 0

# = $  H 1
2 ( 0) sur  0 et # = 0 sur  1

veriÞant  !
 n/ 1

= g1, on remarque que sur  1 ~n//~a2

"
!#

!x2 / 1
= " (x1)" # (x1, x2) = x2" (x1) + c (4.52)

# (x1, 1) = 0" # (x1, x2) = (x2 $ 1) " (x1) (4.53)

On remarque # (x1, x2)/ 0 / H 1
2 ( 0) parceque si s & 1

2
, " / H s, donc

g1 / E ( 1)"il n’existe pas de solution de P (0) dans V a. Pour résoudre, ce problème
on utilise une technique simulaire à celle du chapitre 2 et 3 de ce mémoire (problèmes
à énergie non bornée).

On cherche un autre problème P̂ (%) équivalent à P (%) mais P (0) soit bien
posé, pour ceci on utilise la transformtion de Fourier de P (%)

D’ après la formule de Parseval ( Hörmander [22] p 163) on a

Z
& ̄dx = (2') 1

Z
&̂ ̂d( (4.54)
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&̂ (() =

Z

R

e ix  (x) dx (4.55)

On a aussi

!!D" ̂ (!) =

Z

R

e ix D!
³
( x)"  (x)

´
dx (4.56)

On e ectue la transformation de Fourier par rapport à x1 on obtient

R
 

£¡
"22  !2

¢
û#
¡
"22  !2

¢
v̂ + #2!8û#v̂

¤
d!dx2

=
R
 
v̂ (!, x2) d!dx2 +

R
!

 !
v̂ (!, 1) d!

(4.57)

Notons que ! est considéré comme un paramètre.
(4.57) ! P̂ (#) :

( R 1
0

£¡
"22  !2

¢
û#
¡
"22  !2

¢
v̂ + #2!8û# (!, x2) v̂ (!, x2)

¤
dx2

=
R 1
0
v̂ (!, x2) dx2 + v̂ (!, 1)

(4.58)

!
¡¡
"22  !2

¢ ¡
"22  !2

¢
+ #2!8

¢
û# (!, x2) = 1 (4.59)

avec les conditions aux limites

u# (x1, 0) ! û# (!, 0) = 0 (4.60)

"u# (x1, 0)

"n
= 0 !

"û# (!, 0)

"n
= 0 (~n//~a2sur x2 = 0) (4.61)

4u#(x1, 1) = 0 !
¡
"22  !2

¢
û# (!, 1) = 0. (4.62)
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"4u#

"n
(x1, 1) = g1 ! "2

¡
"22  !2

¢
û# (!, 1) = 0 (4.63)

Le problème P̂ (#) est un problème de pertubations, il dépend de deux par-
mètres #! 0 et ! !".

On remarque que pour # Þxé et |!|!"

le terme dominant sera :

#2!8û# (!, x2) = 1 (4.64)

On cherche û# tel que û0 est la solution de

¡
"22  !2

¢ ¡
"22  !2

¢
û0 (!, x2) = 0 (4.65)

û0 (!, 0) =
"û0 (!, 0)

"n
= 0 (4.66)

¡
"22  !2

¢
û0 (!, 1) = 0 (4.67)

 "2
¡
"22  !2

¢
û0 (!, 1) = 0 (4.68)

On remarque que si on pose

w = exp (|!|x2)!
¡
"22  !2

¢
w = 0 (4.69)

donc on résoud l’équation suivante

¡
"22  !2

¢
û0 (!, x2) = exp (|!|x2) (4.70)

donc on cherche û0à l’aide de les deux solutions linéairement indépendantes

wA =

µ
sh(|!|x2)

!
 x2 exp (|!|x2)

¶
(4.71)
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et wB = x2sh (|!|x2) (4.72)

et û0 (!, x2) = A (!)wA +B (!)wB
avec les conditions aux limites, (4.66) , (4.67 ) et (4.68) on obtient

A (!) =
ch!

2!2
et B (!) =

e | |x

2!2
(4.73)

û0 (!, x2) '
(ch!) sh (|!|x2)

2!3
|!| assez grand et x2 6= 0 (4.74)

il est claire que û0 (!, x2) n’est pas une distribution tempérée. D’après le
théorème de Plancherel (voir par exemple [22]) u0 (x1, x2) ne peut être une distribution
sur  , ce qui conÞrme le caractère sensitif du problème.

La convergence de û# ! û0 et u# ! u 0. Dans cette partie on doit montrer
l’existence et l’unicité de û#, û0 puis la convergence û# ! û0 pour donner un sens à
l’approximation de û# par û0 et on déduit Þnalement dans quel espace u# ! u0 On
a le problème :

 
!!"

!!#

trouver û# # V̂R 1
0

£¡
"22  !2

¢
û#
¡
"22  !2

¢
v̂ + #2!8û#v̂

¤
dx2

=

½ R 1
0
v̂ (!, x2) dx2 0 < x2 < 1

v̂ (!, 1) dx2

$
!!%

!!&
(4.75)

V̂ =
©
v # H2 ]0, 1[ , v(0) = "2 v (0)!=!0

ª 
(4."7"6)

L e mme 4.�5:�  (u, v )! 
R 1
0

¡
"22  !2

¢
u
¡
"22  !2

¢
vdx2+

R 1
0
uv dx2 

définit une�forme�bilinéaire�continue�et�coercive�sur�̂V mu�n�i�t�d�e�l�a�n�o�r�me�.

kukV̂ = kuk
L2]0,1[

+
°° 22u

°°
L2]0,1[

(4.77)

po�u�r !�Þxé�d�e�R�o�n�a�l�e�lemme suivant:
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L�e�mme�4.�6:�Les�appl�i�cat�i�ons�:

v̂  
Z 1

0

v̂ (!, x2) dx2 (4.78)

v̂  v̂ (!, 1) (4.79)

déÞnissent deux formes linéaires et continues sur V̂

Pr��euve.�A’!l’aide!du!corol!laire!4.1.1!et!de!théorème!8.!3![18]

!C > 0/

¯̄
¯̄
Z 1

0

v̂ (!, x2) dx2

¯̄
¯̄ " C kv̂kH2(0,1) (4.80)

| v̂ (!, 1)| " C kv̂kH2(0,1) (4.81)

Donc d’après le théorème de Lax-Milgram le problème
P̂ (") admet une solution unique dans V̂ .

Re�ma�r�q�u�e�4�.�4�:!On!a!pas!rencont!rer!e!t!nous!rencontrons!pas!des!di cul!tés
pour appliquer le théorème de Lax-Milgram et pour étudier la convergence puisque le
problème P̂ (") n’est pas de perturbations singulières, en e!et l’ordre de dérivation
de P̂ (") et P̂ (0) sont les mêmes .

L�e�mme�4.�7:�So�i�t�̂u "(!!,!·)"et�̂u0!(!!,!·)"les�s�ol�ut�i�ons�de�̂P!(")"et�̂P!(0)

si !!est!Þxé.!Al!ors!̂u "(!!,!·) "̂u0!(!!,!·)"fortement!dans V̂.
Preuve��.�On!p!o!s!e

â (û , v̂) =

Z 1

0

¡
 22 # !2

¢
û (!, x2)

¡
 22 # !2

¢
v̂ (!, x2) dx2 (4.82)

b̂ (û , v̂) =

Z 1

0

û (!, x2) v̂ (!, x2) dx2 (4.83)

on a

â (û , û ) $ cte kû k2V̂ (4.84)

 cte kû k2V̂ " â (û
 , û ) + "2!8b̂ (û , û ) " c kû kV̂ (4.85)

 !C (indépendant de ") > 0/ kû k
V̂
" C (4.86)
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 !u % V̂ û * u faiblement dans V̂ il est claire que b̂ (û , û ) reste bornée
lorsque " 0, par conséquent

u = û0 (4.87)

il nous reste à montrer que la convergence est forte. En e!et d’après le théorème de
Rellich-Kondrashov ([6])

û  û0 fortement dans L2 ]0, 1[ (i,e)
°°û # û0

°°
L2]0,1[

 0 (4.88)

D’autre part on a :k 22 û
 #  22 û

0k
2
L2]0,1[ "

â (û # û0, û # û0) + 2!2 k 22 û
 #  22 û

0k kû # û0k# !4 kû # û0k
=hf, û # û0i# "2!8b̂ (û # û0, û # û0) + 2!2C kû # û0k-!4 kû # û0k

2

le second membre tend vers 0 lorsque " 0
 k 22 û

 #  22 û
0k

2
L2]0,1[  0 lorsque " 0

(i,e) û converge fortement dans V̂ vers û0

Th�éo�r�ème�4.1.1�  :�Pour�x 2�Þxé�on�a� û  (·,x2�) 
û0�(·, x2) dans D0 (R!) u (·, x2) u0 (·, x2) dans Z0 (Rx1) tel
que Z0 (Rx1) = z

 1 (D0 (R!)) (voir annexe A)

Pr��.�Po�ur�mo�nt�re�r�q�ue�̂u  (·, x 2) û0 (·, x2) dans D0 (R!) il su t montrer
que û (·, x2) û0 (·, x2) dans L1

loc (R!) donc soit  dans un ensemble bornée de R on

a les éléments de V̂ ont des traces pour x2 ! [0, 1] parceque V̂ " H2

 
¯̄
û (·, x2)# û

0 (·, x2)
¯̄
$ cte

°°û (·, x2)# û0 (·, x2)
°°
V̂
 0 (4.89)

 û (·, x2) û0 (·, x2) dans L
1
loc (R!) (4.90)

d’après la déÞnition de Z0 (Rx1) = z
 1 (D0 (R!)) et la continuité de z 1 on déduit

que

u (·, x2) u0 (·, x2) dans Z0 (Rx1) . (4.91)

4.2 Deuxième problème modèle

Soit  = R× ]0, 1[dans le plan des variables (x1,x2)
on pose la partie encastrée !0 = {x2 = 0}
Considérons le problème variationnel

½
Trouver u ! V

a (u , v) + !2b (u , v) = L (v) %v ! V (4.92)
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tels que

V =
©
v ! H2 ( ) ;4v = 0, v/ 0 = 0

ª
(4.93)

a (u , v) =

Z

 0

"2u
 (x1, 0) "2v (x1, 0) dx1 (4.94)

b (u , v) =

Z

!

X

|"|=2

""u
 ""vdx (4.95)

de la même manière du l’exemple précédent en e!ectue le transformé
de Fourier par rapport à x1 on obtient

P̂ (!) :

(
trouver û ! V̂

â (û , v̂) + !2b̂ (û , v̂) =
R +!

 !
v̂ ( , 1) d %v̂ ! V̂ (4.96)

tels que

V̂ =

½
v̂ ! L2 ( ) /

¡
 2v̂,  "2v̂, "

2
2 v̂
¢
! (L2 ( ))

3

¡
"2
2 #  2

¢
v̂ = 0 et v̂ ( , 0) = 0

(4.97)

â (û , v̂) =

Z +!

 !

"2û
 ( , 0) "2v̂ ( , 0)d (4.98)

b̂ (û , v̂) =

Z

!

³
 4û v̂ + "2

2 û
 "2

2 v̂ + 2 
2"2û

 "2v̂
´
dx2d (4.99)

On remarque que l’espace V (resp :V̂ ) peut s’identiÞer à un espace d’une
seule variable grâce à les conditions 4v = 0 et v/ 0 = 0 (resp:

¡
"2
2 #  2

¢
v̂ = 0, et

v̂ ( , 0) = 0) il est en résulte que

v̂ ( , x2) = "2v̂ ( , 0)
£
  1sh ( x2)

¤
(4.100)
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£
1 + !2#2 ( )

¤
"2û

 ( , 0) =   1sh ( ) (4.101)

avec # ( ) = ( sh (2 ))
1
2 .

En utilisant les conditions aux limites on obtient

û ( , x2) =
£
1 + !2#2 ( )

¤
 1 £

  1sh ( x2)
¤ £

  1sh ( )
¤

(4.102)

 û ( , 1) =
£
1 + !2#2 ( )

¤
 1 £

  1sh ( )
¤2

(4.103)

d’après le théorème 4.1.1 �̂u  (  , x 2) 
£
  1sh ( )

¤ £
  1sh ( x2)

¤
dans Z0

û ( , 1) 
£
  1sh ( )

¤2
dans Z0.

Donc on a û0 ( , 1) =
£
  1sh ( )

¤2  u0 (x1, 1) = z
 1
£
  1sh ( )

¤2

il est connu que sh ( ) =
P
!

k=0
!2k+1

2k+1
   1sh ( ) =

P
!

k=0
!2k

2k+1
, et que

z 1 ( m) = im$(m) (x1)

 u0 (x1, 1) =
!X

m=0

Cm$(2m) (x1) (4.104)

tels que Cm = (#1)
mPm

k=0
1

(2k+1)(2k)×...×2×1×(2(m k)+1)(2(m k))×...×2

u0 (x1, 1) ne peut être une distribution parceque les distributions sont locale-
ment d’ordre Þni (i.e) sont localement égales à des dérivées (d’ordre Þni) des fonctions
continues, ce qui ne peut être veriÞer en “0 ”pour u0 (x1, 1) .

u0 (x1, 1) représente une suite complexiÞante (voir annexe A de ce mémoire)
Revenant à û et u 

on a û ( , 1) =
£
1 + !2"2 ( )

¤ 1 £
  1sh ( )

¤2

u (x, 1) = z 1û ( , 1) =
R +!

 !

£
1 + !2"2 ( )

¤ 1 £
  1sh ( )

¤2
cos (x1 ) d 

(Þgures 4.1, 4.2 et 4.3).
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0 5 1 0 1 5 2 0
0

2 0 0

4 0 0

6 0 0

8 0 0

1 0 0 0

1 2 0 0

F
 u

e
p

s

xi

e p s = 0 .0 3

e p s = 0 .0 0 2
e p s = 0 .0 0 1  

Fig. 4.1 : û �( �,�1)�pour !�= 0.001 !�= 0.002 !�= 0.03

0 5 1 0 1 5 2 0
0

5 0

1 0 0

1 5 0

2 0 0

2 5 0

3 0 0

3 5 0

4 0 0

F
 u

x
2

xi

e p s = 0 .0 0 1
x2 = 0 .5
x2 = 0 .7 5
x2 = 1  

 Fig.4.2 : û �( �, x2) pour ! = 0.001, x2 = 0.5, x2 = 0.75 x2 = 1

 Fig.4.3 : u �(x�1 ,�1)�pour !�= 0.001 , !�= 0.�002 , !�= 0.03
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, des problèmes de perturbations singulières avec probléme
limite mal posé, apparaissant dans la théorie des coques minces ont été étudiés. Nous
avons mis en évidence les phénomènes de manque de la régularité qui se manifestent
par l’apparition des couches limites et internes. Ce qui rend la simulation numérique
di cile. Nous avons établi les phénomènes de propagation et de réßexion des singular-
ités pour les coques paraboliques, "nous avons montré qu’on peut avoir des "réßexions
des singularités pour les coques paraboliques même si on utilise les conditions aux
limites admissibles pour les coques minces.

Par ailleurs, nous avons établi à partir d’un modèle simpliÞé, le phénomène de
la sensitivité qui rend la simulation numérique impossible.

L’idée"principale"de"ce"mémoire"est"la"recherche"d’un"problème"équivalent"à"notre
problème sachant que le nouveau problème a un problème limite à énergie bornée.

Les extensions prévues de notre travail concernent plusieurs domaines, tel que
 Etude du coques elliptiques avec des chargements quelconques.
 Etude du coques paraboliques avec l’existence des réßexions des
singularités.
 Etude du phénomène de sensitivité dans le calcul des coques elliptiques .
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Appendix A

COMMENTAIRE SUR LES SUITES COMPLEXIFIANTES

Note : Cette annexe est inspirée de l’article: complexiÞcation phenomena in certain
singular perturbtions. Sanchez-P et C.A. De Souza [39].

Il existe plusieurs déÞnitions équivalentes de la transformation de Fourier,
parmi ces déÞnitions on utilise souvent les déÞnitions de le transformé de Fourier et
son inverse suivantes :

f̂ ( ) =
R + 

! 
f(x)e!ix dx et f(x) =

R + 

! 
f̂ ( ) e+ix d 

Cette déÞnition admet les propriétés classiques
\f (p)(x) = (i )pf̂ ( )
f̂ (p) ( ) =( ix)p f(x)

\f (p)(x
µ
) ( ) = µf̂ (µ )

\f(x µ) ( ) = e!iµ f̂ ( )
\eiµ f(x) ( ) = f̂ (  µ)

On note qu’on peut déÞnir le transformé de Fourier généralisé (i.e) pour les
distributions et les fonctions généralisées, et on a par exemple

d!(x) ( ) = 1 
\(2")!1 1x ( ) = ! ( ).

telles que que les fonctions 1x et 1 désignent les fonctions égalent à 1 pour les
variables x et  respectivement.

Dans cette annexe on présente des commentaires concernant, la complexiÞca-
tion, les distributions et les fonctions analytiques .

I- Commentaires sur les distributions et les fonctions analytiques
Considérons des fonctions ( ou distributions, ou fonctions généralisées) de la

variable x sur R, notre objectif est l’étude des singularités aux voisinage de 0.
Il existe plusieurs exemples des singularités, on peut citer par exemple, les

distributions classiques

! (x) , !0 (x) , !00 (x) .... (A.1)

qui appartiennent aux espaces de Sobolev H!s pour s >1
2
, > 3

2
, > 5

2
...

H!s ! H!rpour s < r (A.2)



! Commentaire!sur!les!suites!c!omplexi!Þ antes

DéÞnition A.1.1: On dit qu’une fonction (distribution) f est plus singulière
que g si fappartient à un espace H!s (pour certain s) qui ne contient pas g.

Remarque A.1.1: Les distributions sont localement d’ordre Þnis c’est-à-dire
sont des dérivés (d’ordre Þni) des fonctions continues dans des intervalles Þnis par
exemple ! (x) est la dérivée seconde de la fonction y(x) = 1

2
(x+ |x|)

De ce qui précède, l’expression

u(x) =
+ X

k=1

ck 
(k)(x) (A.3)

tels que ck ne sont pas nuls à partire d’un certain rang, ne peut être une distribution
puisque elle ne peut être une dérivée (d’ordre m) d’une fonction continue en “0”. Par
contre l’expression

v(x) =
+ X

k=1

ck 
(k)(x k) (A.4)

est une distribution , puisque elle est d’ordre Þni dans des intervalles Þnis.
On cite maintenant une autre méthode pour construire des singularités à l’aide

de la transformation de Fourier. Il est bien connu que la décroissance rapide de
f̂(!) mesure la régularité de f(x). Dans le même sens, la croissance de f̂(!) à l’inÞni
mesure le caractère singulier de f(x).

Exemple A.1.1 la transformation de Fourier de (A.1) s’écrit sous la forme

1 , i!, (i!)
2, .... (A.5)

Il convient de noter que la transformation de Fourier formelle de (A.3) est

û(x) =
+ X

k=1

ck(i!)
k (A.6)

elle déÞnit une distribution, si les coe cients ck ! 0 lorsque k !"

Exemple A.1.2: La fonction cosh(!)
Il est connu qu’on peut représenter la fonction cosh par la série

cosh(!) =
+ X

k=0

1

(2k)× (2k  1)× ...× 1
!2k (A.7)
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On obtient formellement sa transformation de Fourier

u(x) =
+ X

k=0

1

(2k)× (2k  1)× ...× 1
(i)2k (2k) (x) (A.8)

d’après ce qui précède (A.8) ne peut être une distribution, l’expression (A.8) représente
un nouveau type des fonction qui s’appel les entités, qui sont plus générales que les
distributions. On peut déÞnir les entités comme des inverses des distributions par
la transformation de Fourier et on désigne par Z(R) l’espace des entités. les élé-
ments de Z0 sont des fonctionnelles analytiques (i.e ) les formes linéaires et continues
sur Z. l’espace des fonctions test des distribution sur R est D0(R) ou bien l’espace
des fonctions indéÞniment di!érentiables à support compact, on remarque que si
"̂ # D (R) . Alors "̂ (!) ne peut être une fonction analytique, puisque si elle est
analytique elle doit être égale à la fonction nulle. Mais on peut vériÞer facilement
que "̂

!1
est une fonction " (x) analytique donc z!1 (D (R )) = Z(Rx).

Par dualité (l’inverse ) de la transformation de Fourier de D0(R) constitue
Z 0(R).

Donc les expressions comme u(x) dans (A.8) sont des fonctionnelles sur Z (i.e)
sont des éléments de Z’. D’autre part u(x) dans (A.8 ) ne peut être une distribution
puisque u ne peut actionner sur aucune fonction test de D(R)

En e!et, il existe des fonctions telles que les dérivations d’ordre k en“ 0”
rendent la somme

+ X

k=1

1

(2k)× (2k  1)× ...× 1
(i)2k"(2k) (0) (A.9)

divergente. Par conséquence u(x) dans (A.8) ne peut actionner que sur des fonctions
tests analytiques ont des des dérivations en “0” et converge rapidement pour k ! +"

De ce qui précède les exressions déÞnis comme en (A.8) peuvent déÞnir des
fonctionnelles analytiques (des formes linéaires continues sur Z) qui généralisent les
distributions.

A.1.2: Suites des fonctions convergent vers une distribution .
Par la suite, on considère des approximations du fonctions généralisées, on

utilisant la technique de troncature .
Etant donné f(x) et sa transformation de Fourier f̂(!). On construit

f̂!(!) =

½
f̂(!) pour |!| < #

0 pour |!| < #

¾
(A.10)

Et soit f!(x) =z!1f̂!(!), evidament f̂! converge vers f dans D0 alors
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f(x) ! f!(x) dans Z0 (A.11)

On considère maintenant f (x) =  (x) la masse de Dirac, alors f̂ (!) = 1 et

f!(x) =
sin(#x)

$x
(A.12)

on peut approximer f par des fonctions analytiques f! Mais on remarque aussi
que les f! ont la même physionomie lorsque # !" tend vers l’inÞni.

Comme un autre exemple on considère f(x) =  00(x)
On a donc,

f!(x) = #3F (#x) (A.13)

F (y) =
 1
$

·
sin y

y
+ 2

cos y

y2
 2

sin y

y3

¸
(A.14)

on remarque que (A.14) est holmorphique et que les fonctions sont les mêmes à un
facteur et à une dilatation de la variable x (i.e) ont la même physionomie.

On combine entre les deux exemples précédentes, on obtient

 0 +  00 = lim

·
1

$

sin#x

x
+ #3F (#x)

¸
(A.15)

telle que F est donnée dans (A.14). Les fonctions f ! n’avons pas la même phys-
ionomie, mais pour # assez grand le terme dominant #3F (#x) a la même physionomie,
autrement dit lorsqu’on mixte les deux singularités l’approximation par troncation
est une suite des fonctions avec physiognmie adaptée au terme le plus singulier.

A.1.3 :Exemples des fonctions convergent vers une fonctionnelle analy-
tique. On considère la transformation de Fourier suivante

f̂ (!) = cosh (!) =
+ X

n=0

!2n

(2n)× (2n 1)× ....× 1
(A.16)

! f (x) =  (x) 
 00(x)

4
+

 (4)(x)

8× 7× ...× 1
 ...... (A.17)
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et les fonctions d’approximation sont

f! (x) =
1

2$

Z !

!!

cosh(!) cos(!x)d! (A.18)

=
1

2$ (x2 + 1)

©
e! [cos (#x) + x sin (#x)] e!! [cos (#x) x sin (#x)]

ª
.

Donc pour # ! +" f! (x) '
1

2$ (x2 + 1)
e! [cos (#x) + x sin (#x)] . On

remarque que les deux termes
1

x2 + 1
cos (#x) et

x sin (#x)

x2 + 1
ont une physiognomie

non constante et la même chose pour %! (x) =
1

2$ (x2 + 1)
[cos (#x) + x sin (#x)] .

De plus on dit que %! (x) est une suite complixiÞante dans le sens, le nombre
“signiÞcatif” de maximum et minimum tend vers l’inÞni lorsque #!".(“signiÞcatif”
sa veut dire que les maximums et les minimums sont ( en module) d’ordre 10!2.) par
conséquence f! (x) est aussi une suite complexiÞante (Þgure A.1 page 114 ).

A.2 Commentaire
La notion d’une suite de fonctions avec une physiognomie constante ou non

a été déÞnit dans la deuxième section ( les fonctions sont les memes à un facteur et à
une dilatation de la variable x). Mais on a pas déÞnit parfaitement la notion d’une
suite complexiÞante. De ce qui précède, on peut dire, qu’elle représente une sous
classe des suite avec une une physiognomie non constante.mais il est claire que cette
déÞnition est trés ambiguë.Dans le cas des fonctions oscillantes on peut adapter une
déÞnition basée sur le nombre des muximums et minimums signiÞcatifs, mais aussi
cette déÞnition ne peut être applicable pour touts les cas .

Remarque A.2.1: On peut obtenir des résultas analogues à ceux obtenaient
par la tchechnique de troncature. En e!et, on déÞnit f̂! (!) . pour ! > # comme
une fonction de la forme c!!q (q > 0) et égale pour ! = # à f̂ (#) et par analogie
pour ! <  #. Mais cette moiÞcation s’élever à ajouter une suite de physiognomie
constante, don le caractère, physiognomie non constante de la suite f̂! est préservé.

En e!et, la modiÞcation par troncature pour ! > #(et par analogie pour
! <  #.) revenir à ajouter à la suite d’approximation f̂! la suite f̂! (#) %̂! (!)

tele que

%̂! (!) =

½
0" pour$!!< #¡

 

!

¢!q
pour$!!> #

¾
(A.19)

Mais

%̂! (!) = %̂1

µ
!

#

¶
(A.20)
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Figure 1 Exemple de la suite   avec physionomie non constante pour ! = 5, ! = 2
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Figure 2 Fig.A.2: Fonction d’approximation f (") pour q = 4

Soit   (x) = z 1( ̂ (")) en utilisant la dilatation de la variable " , la
modiÞcation revenir à ajouter à la suite d’approximation f̂ la suite de physiognomie
constante

f̂ (!) 1 (") (A.21)

Exemple A.2.1 on considère f̂ (") = cosh (") . On prend

f̂ (") =

½
cosh (") pour |"| < !

cosh (!)
¡
!

 

¢ q
pour |"| > !

(A.22)

la Þgure (A.2) représente les graphes de f̂ (") pour q = 4 et ! = 2 et ! = 5
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Appendix B

PROGRAMMES EN MATLAB POUR TRACER LES GRAPHES
DE Û  ET U  

On note qu’ un programme simulaire en FORTRON 90 se trouve à l’addresse
http://momonga.t.u-tokyo.ac.jp/!ooura/ t.html.
1) Programme en MATLAB pour tracer les graphes û"(", 1)
eps=[0.00 0.001 0.002 0.01];
xi=(0.01:0.01:20)’;
x2=[0.5 0.75 1]
% for j=1:2
for i=1:4
for d=1:length(xi)
ueps(i,d)=(1+eps(i)^2*xi(d)*sinh(2*xi(d)))^-1*(xi(d))^-1*sinh(x2(3)*xi(d))
*(xi(d))^-1*sinh(xi(d));
% end

end
end

for l=1:3
for d=1:length(xi)
ux2(l,d)=(1+eps(2)^2*xi(d)*sinh(2*xi(d)))^-1*(xi(d))^-1*sinh(x2(l)*xi(d))
*(xi(d))^-1*sinh(xi(d));
% end

end
end

ueps=ueps’;
Þgure,plot(xi,ueps)
xlable(’xi’)
grid.

2) Programme (intégration numérique de u"(x1, 1))
clear all
clc
close all
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eps=[0.001 0.002 0.01];
xi=(0.01:0.01:20)’;
x2=[0.5 0.75 1];
x1=(-1.5:0.05:1.5)’;
% for j=1:2
for i=1:length(eps)
for q=1:length(x1)
int=0;
somme1=(1+eps(i)^2*xi(1)*sinh(2*xi(1)))^(-1)*(xi(1))^(-2)*sinh(xi(1))^(2)
*cos(x1(q)*xi(1)) ;
for d=2:length(xi)
ueps(i,d)=(1+eps(i)^2*xi(d)*sinh(2*xi(d)))^(-1)*(xi(d))^(-1)*sinh(x2(3)*xi(d))
*(xi(d))^(-1)*sinh(xi(d));
somme2=(1+eps(i)^2*xi(d)*sinh(2*xi(d)))^(-1)*(xi(d))^(-2)*sinh(xi(d))^(2)
*cos(x1(q)*xi(d)) ;
int=int+(somme1+somme2)/2*(xi(d)-xi(d-1));
somme1=somme2;
% end
end
uepsnew(i,q)=int;
end

end
pause
for l=1:length(x2)
for d=1:length(xi)
ux2(l,d)=(1+eps(2)^2*xi(d)*sinh(2*xi(d)))^-1*(xi(d))^-1*sinh(x2(l)*xi(d))*
(xi(d))^-1*sinh(xi(d));
% end
end
end
ueps=ueps’;
ux2=ux2’;
Þgure, plot(xi, ueps)
ylabel(’F ueps’)
xlabel(’xi’)
grid
Þgure, plot(xi, ux2)
ylabel(’F ux2’)
xlabel(’xi’)
grid
Þgure, plot(x1,uepsnew’),grid
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لا ا ق ت ن لا ةتا ل و ب ق م ل لVا ج ا ن 0م < ل   ج ا ن م ا ه ن ك ل =  و ي0  ف لا ح ل ب ق ت ا.Vلا م طك يت ف ا ن ق ر

ل ب ل ح ل ا ة ل ا ق ص م د ع و ة ي د ح ل ا ت ا ق ب ط ل ا د و ج و ل ث م ر ه ا و ظ ل ا ض ع ب ة س ا ر د ى ل إ ل م ع ل ا ا د ه

ة ي د ح ل ا ت ا ق ب ط ل ل ة ب س ن ل ا ب ة ف ل ت خ م ج ذ ا م ن ل لا خ ن م ك ل د و ت ا ي ط ع م ل ل ة س ا س ح ل ا ل ئ ا س م ل ا ى ل إ ة ف ا ض لإ ا

ى ل إ ا ض ي أ ا ن ق ر ط ت ا م ك ة ي ج ذ و م ن ل ئ ا س م ل ة ب س ن ل ا ب ك ل د و ا ه د ج ا و ت ن ا ك م و ا ه ك م س د ي د ح ت ب ا ن م ق

ة س ا ر قد ن ل ا ر ا ش ت ن ا ة ر ه ا ةطظ ذ ا ش ل  .ا

 

ن م ت ا ي ط ع م ل ل ة س ا س ح ل ا ل ئ ا س م ل ا ة س ا ر د ى ل ا ا ن ق ر ط ت ث ح ب ل ا ا د ه ن م ة ر ي خ لأ ا ة ر ق ف ل ا ي ف و

ة ت ح ب ة ي ج ذ و م ن ة ي ض ا ي ر ل ئ ا س م ل لا .خ  

 : ه ي ح ا ت ف م ت ا م ل ك   

ة ن ر م ل ا ة ي ن ح ن م ل ا ح ئ ا ف ص ل يا ع ر ف ل ا ل ي ل ح ت ل ا ة ذ ا ش ل ا ت ا ب ا ر ط ض لا ةا ي د ح ل ا ت ا ق ب ط ل ا    

A b s t r a c t : 
      I n  t h i s  d i s s e r t a t i o n ,  w e  h a v e  s t u d i e d  a  k i n d  o f  s i n g u l a r  p e r t u r b a t i o n  

p r o b l e m s  d e p e n d i n g  o n  s m a l l  p a r a m e t e r ,  w h i c h  a r e  c l a s s i c a l  f o r    > 0  

b u t  i l l - p o s e d  f o r    =  0  ,  t h e  m o t i v a t i o n  c o m e s  f r o m  t h e  t h i n  e l a s t i c  s h e l l  
t h e o r y . 
     W e  h a v e  i n t e r e s t i n g   o n  t h e  b o u n d a r y  l a y e r s ,  t h e  p r o p a g a t i o n  o f  
s i n g u l a r i t i e s  a n d   t h e  s e n s i t i v i t y  p h e n o m e n a .  F o r  t h e  i n t e r n a l  l a y e r s ,  
w e  h a v e  d e s c r i b e d  t h e r e  s t r u c t u r e s  f o r  a n  e l l i p t i c  a n d  p a r a b o l i c  m o d e l  
p r o b l e m ,  w e  a l s o  s t u d i e d  t h e  p r o p a g a t i o n  a n d  t h e  r e f l e x i o n  o f  
s i n g u l a r i t i e s ,  I n  t h e  l a s t  c h a p t e r  w e  p r o p o s e d  t o w  e x a m p l e s  o f  s e n s i t i v e  
s i n g u l a r  p r o b l e m s . 
K e y  w o r d s  :  t h i n  e l a s t i c  s h e l l ,  s i n g u l a r  p e r t u r b a t i o n ,  a s y m p t o t i c  
a n a l y s i s ,  b o u n d a r y  a n d  i n e r n a l  l a y e r s .   

 
R é s u m é : 
       D a n s  c e  m é m o i r e ,  d e s  p r o b l è m e s  d e  p e r t u r b a t i o n s  s i n g u l i è r e s  

d é p e n d e n t  d ' u n  p e t i t  p a r a m è t r e    > 0 ,  a p p a r a i s s a n t  d a n s  l a  t h é o r i e  d e s  
c o q u e s  m i n c e s  o n t  é t é  é t u d i é s .  C e s  p r o b l è m e s  s o n t  b i e n  p o s é s  d a n s  

l ' e s p a c e  d e s  d é p l a c e m e n t s  a d m i s s i b l e s  p o u r    > 0  m a i s  p o u r    = 0  s o n t  
m a l  p o s é s .  N o u s  a v o n s  m i s  e n  é v i d e n c e  l e s  p h é n o m è n e s  d e  m a n q u e  d e  
l a  r é g u l a r i t é  q u i  s e  m a n i f e s t e n t  p a r  l ' a p p a r i t i o n  d e s  c o u c h e s  l i m i t e s  e t  
i n t e r n e s ,  c e  q u i  r e n d  l a  s i m u l a t i o n  n u m é r i q u e  d i f f i c i l e  N o u s  a v o n s  
é t a b l i  l e s  p h é n o m è n e s  d e  p r o p a g a t i o n  e t  d e  r é f l e x i o n  d e s  s i n g u l a r i t é s  
p o u r  l e s  c o q u e s  p a r a b o l i q u e s ,  n o u s  a v o n s  m o n t r é  q u e  q u ' o n  p e u t  a v o i r  

 d e s  r é f l e x i o n s  d e s  s i n g u l a r i t é s   p o u r  l e s  c o q u e s  p a r a b o l i q u e s  . 

P a r  a i l l e u r s ,  n o u s  a v o n s  é t a b l i  à  p a r t i r  d ' u n  m o d è l e  s i m p l i f i é e  l e  
p h é n o m è n e  d e  l a  s e n s i t i v i t é  q u i  r e n d  l a  s i m u l a t i o n  n u m é r i q u e  
i m p o s s i b l e . 
M o t s - c l é s  : c o q u e s  é l a s t i q u e s  m i n c e s ,  p e r t u r b a t i o n  s i n g u l i è r e ,  a n a l y s e  
a s y m p t o t i q u e ,  c o u c h e s  l i m i t e s  e t  i n t e r n e s . 
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