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INTRODUCTION

J. Fourier (1768-1830) est le premier mathématicien qui a découvert ce genre d’équations
intégrales du au fait qu’il a obtenu la formule de la transformation de Fourier. Il est clair
qu’on peut interpréter la formule d’inversion en tant que fournir I'opérateur inverse de
I'opérateur d’intégrale de Fourier.

En 1837, J. Liouville (1809-1882) a publié une discussion sur la relation entre les équa-
tions intégrales et les équations différentielles dans lesquelles il montrait qu'une solution
particuliére d’une équation différentielle linéaire est obtenue en résolvante une équation
intégrale.

En 1887, V. Volterra (1860-1940) a établi la méthode de résolution des équations inté-
grales par les noyaux itérés. En outre, il a étendu la théorie d’équations intégrales aux équa-
tions intégro-différentielles et aux équations intégrales singulieres.

Fredholm (1866-1927) a étudie la méthode pour résoudre I’équations intégrales de deux-
iéme espece. La théorie des équations intégrales intervient dans plusieurs domines des math-
ématiques, beaucoup de problémes dans le domaine des équations différentielles ordinaires
et partielles, la physique mathématique, les problemes de contacts et de I’arstrophysique peut
étre formulée comme une équation intégrale.

Ainsi, la théorie de I’équations intégrales a été un domine de recherche actif dans la math-
ématiques appliquées et la physique mathématique.

L’importance des équations intégrales dans toutes les branches de la science et I'ingénierie

nous améne a étudier certaines de ces équations et les réaliser numériquement.

Dans ce mémoire, nous allons traiter quelques équations intégrales non-liéaires, ot on

étudie 'existence des solutions de ces équations.



INTRODUCTION

Notre travail est reparti en quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons les notions de I’analyse fonctionnelle, les espaces
métriques; l'espace Hilbert; 'espace L? ([a, b]), et on représenté les opérateurs compacts et
ses propriétés.

Le deuxiéme chapitre, présente une classification entre les équations intégrales linéaires et
non-linéaires, comme on a donné des exemples sur ces équations, en fin on etude 'existence
et 'unicité de la solution de I’équation intégrale linéaire et non- linéaire de Volterra, comme
on présente la résolution approchée d’équation intégrale non-linéaire exactement la méthode
approximations successives.

Dans le troisieme chapitre, on commance par poser notre probléme ot on démontre
'existence des solutions dans espace L? ([a,b]) des équations intégrales non-linéaires de
types Hammerstein, et ’existence et I'unicité de la solution continue des équations intégrales
non-linéaire de Hammerstein-Volterra en utilisant des théorémes du point fixe.

Le quatriéme chapitre, on démontre ’existence de la solution d’une équation intégrale
non-linéaire aussi que la modélisation de l'infiltration des fluides, en appliquant ’alternative

non linéaire de Leray-Schauder.



Chapitre 1

RAPPELS ET NOTIONS
FONDAMENTALES

1.1 ESPACES FONCTIONNELS

1.1.1 Définitions (Rappels)

Commencons par rappeler la définition d’un espace vectoriel normé.
Définition 1.1.1 ( Espace vectoriel normé)

Soit E un espace vectoriel sur le corps k = R ou C, on appelle norme sur l'espace E
toute application notée ||-|| définie sur E & valeurs dans R,

vérifiant pour tout z, y dans E et o dans k

i) |||l = O si seulement si 2 = 0.

ii) ||az||= || ||z]] (homogenéité ).

iii) ||z + y|| < ||zl + |ly|| ( inégalité triangulaire ).

Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Exemple 1.1.1

Soit C'([a,b],R), P'espace vectoriel des fonctions continues sur [a,b] a valeurs réelles.

Pour tout f € C'([a,b] , R), on pose



1.1. ESPACES FONCTIONNELS

b
1£l, = / f@)dr et |l = sup [f(z)].

z€la,b]

Les applications ||-||, et ||-||,, sont des normes sur C' ([a,b],R).
Définition 1.1.2 (Espace métrique complet)

On dit que E est un espace métrique complet si toute suite de Cauchy de F converge

dans F.
Définition 1.1.3 (Espace de Banach)

Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

Exemple 1.1.2
( C(la,b],R), |||l ) est un espace de Banach.
Définition 1.1.4 (Produit scalaire)

Soit ' un espace vectoriel sur R, un produit scalaire sur £ est application de F¥ X E
dans R, notée (-, -) possédant les propriétés suivantes :

pour tout x,y, z dans F et «, [ dans R,

i) {ax + By, 2) = a(z, 2) + (y, 2).

i) (z,y) = (y, 7).

iii) (x,z) > 0.

iv) (z,z) =0 implique z = 0.

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace euclidien ou un

espace préhibertien.
Remarque 1.1.1

Un produit scalaire sur E définit une norme sur F par la formule suivante

2]l g = V(@ 7).
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Définition 1.1.5 (Espace de Hilbert)

Un espace de Hilbert est espace vectoriel muni d’un produit scalaire, et qui est complet
pour la norme associée a ce produit scalaire.
Définition 1.1.6 (Espace C [a , b])
Des fonctions continues sur [a, b], de norme ||z|| = max |z (¢)].
t€|a,b|

Définition 1.1.7 (Espace C* [a, b])

Des fonctions k fois continument dérivables sur [a, b], de norme
k

|z|| = Zmax |2* ()|, telle que z° () =z (t).
i=0

Définition 1.1.8 (Espace L' (Q))

Soit © un ouvert de R™, on désigne par L' () des fonctions intégrable sur Q a valeur

dans R, on pose

£ = [ 1f ()l do.

Définition 1.1.9 (Espace L7 (1))
Soit 1 < p < 4 o0, on pose

LY (@) ={f: Q—>R, f mesurableet |f(z)]" € L'(Q)}

muni de la norme

191 = 151, = ([ 1 @ da>.
Q
Si p = 00, on a L™ () est 'espace des fonctions f : Q2 — R mesurable, vérifiant

Jec > 0 telle que |f (z)| < ¢, p.p. sur Q.

La norme est notée par

[fllzee = Iflloe = nf {e >0, [f (2)] < ¢, pp. sur Q}.
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Remarque 1.1.2

SifeL>®(Q),ona
|f (@) < |Ifllo s p-p- sur Q.

Théoréme 1.1.1 (Fischer - Riesz)
L’espace L' est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo.
Théoréme 1.1.2 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)

Soit (f,,) une suite de fonctions de L'. On suppose que

i) fu(z) — f(z) p.p. sur Q.
ii) il existe une fonction g € L' telle que pour chaque n, |f,(z)| < g(z) p.p. sur Q.
Alors

feLNQ) et [fa fll =0,
Théoréme 1.1.3 (voir [6] )

Soient (f,) une suite de L et f € LP, tels que

[frn = fllze — 0.
Alors, il existe une sous-suite extraite (f,,) telle que

i) fo,(x) — f(x) p.p.sur Q.
i) |fo, ()] < h(xz) VEk et p.p.sur Q, avec h € LP.

1.1.2 Inégalités des auxiliaires

a) Inégalité de Hoélder
1 1
Soient p et ¢ deux exposants conjugues (i.e. —+—-=1)et f € LP, g€ L1
p q
alors,

fyeLl%l/UméHﬂuWMm (1.1.1)

b) Inégalité de Cauchy - Schwarz
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Pour p = g = 2, 'inégalité (1.1.1) devient

T (/|f|2d:c)% (/ |g|2dx>%.

c) Inégalité de Minikowski

(1.1.2)

Soit p > 1 et f, g deux fonctions dans L¥ (Q); alors, la somme f + g est aussi dans

LY (Q) et I'on a
1F+gll, < £l + llgll, -

d) Une inégalité utile

Soit a; (1 <i < N) des réels strictement positifs et p > 1 un entier naturel.

Alors

e) Inégalité de Young
Soit p, q deux réels exposants conjugues. Alors
P e
Y(a,b) €R2 : ab< — + —.
p q

Lemme de Gronwall

(1.1.3)

(1.1.4)

(1.1.5)

Soient , 1) et y trois fonctions continues sur segment [a, b], & valeurs positives et vérifiant

I'inégalité

WGM%y@§¢@+/W$M$®

Alors

vtelatl y@<e®+ [¢ven | [vwan)ds
Preuve
En posant

(1.1.6)
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En multipliant les deux membres de I'inégalité donnée en hypothése par 1 (¢), on obtient

F )=y @) F) <)y (@),

ce qui s’ecrit aussi

!

G (1) < o (1) () exp —/¢(s)ds awvee G (t) = F (t)exp —/¢(s)ds

Comme G (a) = F (a) = 0, on en déduit, par intégration

t

G0 < [e@) e —/wwww ds

a

Or par hypotheése,

t
v <O +GWe | [v()ds),
d’otu le résulta en utilisant 1'inégalité ci-dessus. W

Corollaire 1.1.1

Soient 9 et y : [a,b] — R deux fonctions continues vériviant

de > 0/Vt € [a,b],y(t)gc—i—/w(s)y(s)ds

Alors

Ve [ab], y(t) < cexp /¢(s)ds . (1.1.7)

Preuve
11 s’agit du lemme de Gronwall dans le cas particulier o ¢ est constante égale & ¢, on a

donc pour tout t € [a, ],
. ¢

y(t)gc+/c¢(s)exp /t¢(u)du ds = c+c | —exp /t¢(u)du = cexp /t¢(s)ds

a
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1.2 NOTIONS SUR LES OPERATEURS

1.2.1 Les opérateurs linéaires bornés

Définition 1.2.1

Soient X et Y deux espaces normés, un opérateur A défini sur X dans Y et dite linéaire
s’il vérifie les conditions suivantes :

pour tout u, v dans X et «, 8 dans R

i) AueY.

i) A (au + fv) = aAu + [Av.

Définition 1.2.2

Un opérateur linéaire A défini sur X dans Y et dite borné s’il existe une constante

positive C telle que :

|Aully < Clully, Yu e X.

Proposition 1.2.1

Le plus petit de nombres C' vérifiant cette inégalité s’appelle norme de 'opérateur A et

se note ||Al|, on a

Au
JAl = sup JAu] = sup 124

lull<1 wro lull

Preuve

Pour la preuve voir [19].
Proposition 1.2.2

Soient X et Y deux espaces normés et T': X — Y un opérateur linéaire, les proprietés
suivantes sont équivalentes

i) L’opérateur T est continu sur X.

ii) L’opérateur 7" est continu au point Ox.

iii) L’opérateur T est borné.
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Théoréme 1.2.1
Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach E dans lui-méme avec ||A]| < 1,

et soit I l'opérateur identique dans F.

Alors, 'opérateur I — A admet un opérateur inverse borné, donné par la série de Neu-

mann :
o0
-1 _ Z Ak7
k=0
de plus
(=) < H a
Démonstration

De la relation ||A]| < 1, on a la convergence absolue

S 4% < S = g

Dans ’espace de Banach L (E) ( l’espace L (E) de tous les opérateurs linéaires continus
sur F dans lui-méme), par conséquent la série de Neumann converge en norme et définie un

opérateur linéaire borné

avec la relation

ISl < (@A~

de plus S est 'inverse de (I — A).

En effet, utilisons les notations (AO =T et AF = AAkfl), on peut voir que :

S(I—A)=lim Y AT -A)=lim (I-A"") =1

n—oo

aussi

(I —A)S=(I—A) lim iA’“: lim (I —A™Y) =1

n—oo n—oo

10
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puisque la norme

| A" < A" — 0, lorsque n — co. W

1.2.2 Opérateur intégral linéaire

Définition 1.2.3

Un opérateur intégral linéaire A est un opérateur qui admet une formulation de la forme

suivante

b
(Ae)e = [ K (w.0)p (@)t
La fonction K étant appelée noyau de I'opérateur A.
Remarque 1.2.1

Si K est une fonction continue de [a, b] X [a, b], 'opérateur A est appelé opérateur intégral

& noyau continu K.

1.2.3 L’ opérateur adjoint

Théoréme 1.2.2
Soit H un espace de Hilbert et soit A un opérateur linéaire borné défini sur H a valeur

dans H, alors il éxiste un opérateur linéaire borné noté A* défini de H dans H par

(Ap, ) = (p, A™) pour tout ¢ et v € H

de plus, on a

[A[] = [lA™]} -

11
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Proposition 1.2.3

Soit A un opérateur intégral défini & partir d’'un noyau K continu sur [a,b] X [a, b] par

la formule suivante

VxG@M,M@x_/K@ﬁ¢UMt

Alors, 'opérateur A admet un unique opérateur adjoint A* pour le produit scalaire usuel de

L?. Pour tout x € [a, b],

b

(mwx—/xmwwamt

a

Preuve

Pour ¢ et ¢ deux fonctions de C(]a, b]), on a

(Ap,¥) = (p, A"Y)

donc
/ o (£) A (i (1)) dt = / Ap (2) ) () de

:j ]K@ﬁw@ﬁ b (z) da.

En vertu du théoréme de Fubini relatif aux intégrales doubles, on établit que

12
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b

- / o (£) A* () (1) dt

il en résulte que I'adjoint A* est défini pour tout = dans [a, b] par

A (z) = / K(tz)yt)d.

Corollaire 1.2.1

Soit A 'opérateur intégral de noyau K, et A* est 'opérateur intégral de noyau K*, avec

K*(t,x) = K (x,t)
Définition 1.2.4 (Opérateur auto-adjoint)

Soit H un espace de Hilbert, on dit que 'opérateur A est auto-adjoint si A* = A, i.e.

si pour tout x,y € H on a

(Ap,¥) = (p, AY) .
Corollaire 1.2.2

L’opérateur integral A de noyau K est auto-adjoint si, et seulement si, le noyau K est

symétrique :
K (z,t) = K (t,x), Vux,t€ [a,b].

1.2.4 Opérateurs compacts

Définition 1.2.5 (Compacité)

Soit U un ensemble d’un espace normé X, U est dit compact si de tout recouvrement

de U par des ouverts de U on peut extaire un sous-recouvrement fini i.e.
n

YV, j € J (ouverts); U € U V;, IV, j (k) =1,2,....,n telque U C |J V; (k).

Jje€J k=1

13
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Définition 1.2.6

Un sous ensemble d'un espace normé est dit relativement compact si son adhérence est

compacte.
Définition 1.2.7 (Opérateur compact)

Soit T un opérateur d’'un espace normé X dans un espace normé Y, on dit que T est
un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné dans X a un ensemble relativement

compact dans Y.
Définition 1.2.8 (opérateur complétement continu)

L’opérateur T est dite complétement continu, si elle est continu et compact.
Définition 1.2.9

L’opérateur T est compact, si et seulement si pour toute suite bornée {xn}n21 C X, la

suite {T'x,}, -, admet que sous suite convergente dans Y.

Dans le cas particulier ou X = C'([a, b)), le théoréme suivant d’Arzela-Ascoli est générale-

ment utilisé pour prouver la compacité de T.
Théoréme 1.2.3 ( Arzela-Ascoli )

Une condition nécessaire et suffisante q’une famille des fonctions continues définies sur
I'intervalle compact [a, b], est compacte dans C ([a, b]) est que cette famille est uniformément

bornée et équicontinue.
Théoréme 1.2.4

L’opérateur intégral A de C'([a,b]) dans C ([a,b]) & noyau continu est un opérateur

compact.

Démonstration

Soit £ un ensemble borné de C' ([a, b]) alors, on a

14
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|lell < M, pour tout ¢ € E, de plus

|Ap ()] < M |b— a] max |K (z,t)|,Vx € [a,b] et Vo € E.

x,tela,b]
D’ou l'ensemble A (E) uniformément borné.
D’autre part, le noyau K est uniformément continu sur le compact [a,b] X [a,b], d’ou

pour tout z,t, z de [a,b], on a

3

Ve > 0,30 >0, tel que |z —t| <0 = |K (x,2) — K (t, 2)| <m.

D’ou,
|Ap (x) — Ap (t)| < €, pour tout ¢ € E et z,t € [a,b] avec |z — t]| < 4.
Ceci exprime que 'ensemble A (F) est équicontinu, d’ot A (E) est relativement compact

par le théoréeme d’Arzela-Ascoli, alors A est compact. B
Théoréme 1.2.5

Un opérateur compact est un opérateur borné, la réciproque est fausse.
Démonstration

En effet, si on désigne par

B(0,1) ={zreX, |z <1},

alors, T'(B (0,1)) est relativement compact d’ou

|ITz|| < C, ¥z € B(0,1).

Alors T est borné.
Réciproquement, 'opérateur indentique I de X dans X est borné, mais il n’est pas com-

pact car I (B (0,1)) = B(0,1), n’est pas relativement compacte sauf si X est de dimension

finie. W
Théoréme 1.2.6

Une combinaison linéaire T' = o7 + 1, des opérateurs compacts est un opérateur

compact.

15
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Théoréme 1.2.7

Le produit 717, de deux opérateurs bornés 71} et T, est compact si I'un des opérateurs

T} ou 15 est compact.

Théoréme 1.2.8

Soit X un espace normé et Y un espace de Banach, et soit {7}, } une suite d’opérateurs

compacts de X dans Y.

Si lim ||T, — 7| = 0.

Alors, T est compact.
Théoréme 1.2.9

Soit 7" un opérateur borné de X dans Y, a image T (X) de dimension finie. Alors T'est

compact.

1.2.5 Opérateur produit

Soient 7T et Ty deux opérateurs intégraux sur L, (F) avec des noyaux K; et K, respective-

ment, 'opérateur produit noté 7175 envoie aussi L, (£) dans L, (E), ou

(Th'Tz) ¢ = Th (Tayp) -

Si les noyaux Kj et K, justifient l'interchangement de I'ordre d’intégration alors, on

peut déduire le noyau K du produit 7775 en fonction de K; et K.
1T (o) = [ Kie2) [T (o) d:
~ [ K2 d: [ K)o ) dy
~ [eway [ Kiw2) Ka (o) d
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1.2. NOTIONS SUR LES OPERATEURS

D’ou 'opérateur 1T, est un opérateur intégral de noyau,

K (z,y) = /K1 (x,2) K (2,y) dz.

Notons que si, on prend 7} = T, = T, de noyau K; = K, = K, alors 'opérateur

Ty T, = T? admet le noyau Ks (z,y) donné par
Ka(y) = [ K (22K (s9)dz,
par itération le noyau K, (z,y) de T™ est
K, (z,y) = /K(m,z) K, 1(z,y)dz.
Dans la suite le noyau K, (x,y) sera appelé noyau itéré de K (x,y).
Définition 1.2.10 (Noyau faiblement singulier)

On appelle noyau faiblement singulier la fonction K continue sur G x G C R” x R" sauf

peut étre aux points x =t et telle que,

Ve,y € G, x #t,IM > 0, |K (z,t)] < 0<a<n.

Proposition 1.2.4 (voir [22])

L’opérateur intégral A de C' (G) dans C' (G) a noyau faiblement singulier est un opérateur

compact.
Définition 1.2.11 (Noyau dégénéré)
On appelle noyau dégénéré une noyau de la forme
K (z,t) = Zai () ;i (t).
i=1
Proposition 1.2.5

Soit A un opérateur intégral & noyau dégénéré. L’image de A est de dimension finie.
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1.2. NOTIONS SUR LES OPERATEURS

1.2.6 Opérateur contractant

Définition 1.2.12

Soient H est un espace de Hilbert et 7' un opérateur borné, ’opérateur T est dit opérateur

contractant s’il existe une constante L telle que 0 < L < 1 et
Vo, 05 € H, |[Toy = Too|l < Loy — ol -
Théoréme 1.2.10 (principe de contraction de Banach)

Soit T un opérateur contractant dans un espace de Hilbert H.
Alors, T'vp = ¢ admet une solution unique ¢ dans H, cette solution est le point fixe de

cet opérateur.
Corollaire 1.2.3

Supposons que l'opérateur T' admet un point fixe dans ’espace de Hilbert H, alors

Popérateur 7", n € N admet le méme point fixe.
Corollaire 1.2.4

Soit T" un opérateur dans l'espace H tel que 'opérateur 7", n € N est un opérateur

contractant, alors T admet un unique point fixe ¢ dans I'espace H.

1.2.7 Opérateur de Nemytskii

Définition 1.2.13

On dit qu'une fonction f : Q x R® — R, est une fonction de Carathédory si ’application
(x,8) — f(x,s) est continue en s et mesurable en x.
L’opérateur F' défini par
(Fu) (@) = f (2,5)

est appelé opérateur de Nemytskii.
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1.2. NOTIONS SUR LES OPERATEURS

1.2.8 Opérateur de Hammerstein

Définition 1.2.14

La fonction f étant une fonction de Carathéodory, on suppose {2 compact et consideére
un noyau de Green G associé a la fonction f.

Alors, 'opérateur H défini par
(Hu) (5) = [G (w.0) f (.0 0)) dy
Q

est appelé opérateur de Hammerstein.
Exemple 1.2.1

Si 2 est un domaine de R™, une solution u du probléme

Au= f(x,u) dans Q,
u=20 sur OS).

peut se mettre sous la forme intégrale
w@) = [G o) ] uln)dy
Q

ou G est le noyau de Green.

1.2.9 Equations aux Opérateurs Compacts

Définition 1.2.15

[’équation définit par :

Te=f
est dite une équation de premiere espece.
Si ’équation est définit par :
p—Teo=f
Cette équation est dite une équation de deuxiéme espéce.

ou f est une fonction donnée et ¢ la fonction inconnue.
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1.2. NOTIONS SUR LES OPERATEURS

Remarque 1.2.2

Si f =0, ’équation est une équation homogene.

Sinon cette équation est dite équation non-homogéne.

Théoréme 1.2.11

Soit A un opérateur compact d’un espace normé X dans lui- méme, 'opérateur T' = I — A

le noyau de l'opérateur T" défini par,

KerT=N(T)={pe X;Tpo=(1—-A)p =0},

est un sous espace fermé et de dimension finie.

Démonstration

En effet, le noyau KerT d’un opérateur linéaire est sous espace vectoriel, de plus, soit
v, € KerT une suite convergente vers la fonction ¢ alors, de la continuité de 'opérateur

T, on obtient

Ty, =0=Tp=0.

D’otu le noyau KerT est fermé.

D’autres part, toute fonction ¢ € KerT satisfait I’équation Ay = ¢; d’ou la restriction
de l'opérateur A a I’ensemble KerT coincide avec I'indentité, A étant compact de X dans
X il en est de méme de KerT dans KerT et par conséquent Kerl est dimension finie car

I'indentité ne peut étre compact que un espace de dimension finie. W
Théoréme 1.2.12

La suite d’ensemble des noyaux

KerT, KerT?, ..., KerT™, ...

est une suite croissante stationnaire, Autrement dit, elle ne contient qu'un nombre fini

d’ensembles distincts, c’est a dire il existe un entier p € N tel que,

{0} C KerT C KerT? C ... C KerT? = KerTPt! = ..

20



1.2. NOTIONS SUR LES OPERATEURS

Le nombre p est appelé le nombre de Riesz de 'opérateur compact A pour ’ensemble

des noyaux {Ker1™}.
Théoréme 1.2.13
L’image de l'opérateur T' défini par :
Im(T) =T (X) = {¢ =Ty; telle que ¢ € X}
est un sous espace fermé.
Théoréme 1.2.14
La suite d’ensembles des images

Im (T) ,Im (7?) , ..., Im (T™), ...

est une suite décroissante et ne contient qu'un nombre fini d’ensembles distincts. Autrement

dit, il existe un nombre g € N tel que

o=Im (7)) =Im(T7) C ... CIm (7%) CIm(T) C Im (T°) = X

Le nombre ¢ est appelé le nombre de Riesz de I'opérateur compact A pour I’ensemble
des images {Im (77)}.
Preuve

Pour la preuve voir [22].
Lemme 1.2.1

Le nombre de Riesz p pour 'ensemble des noyaux { KerT"} et le nombre de Riesz ¢ pour

I’ensemble des images {Im (7™)} sont égaux. Auterement dit

Théoréme 1.2.15
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1.2. NOTIONS SUR LES OPERATEURS

Les sous espaces KerT" et Im (1") sont supplémentaires. Autrement dit

X =KerT" & Im (T")

ol r = p = q est le nombre de Riesz.
Théoréme 1.2.16

Soit A un opérateur compact d’'un espace normé X dans lui-méme, alors pour que

I’équation non homogéne

To=¢p—Ap=f (1.2.1)
admette une solution unique ¢ € X, pour tout f € X, il faut et il suffit que I’équation

homogéne

To=p—Ap=0 (1.2.2)

admette la solution triviale ¢ = 0.

Démonstration

En effet, supposons que I’équation (1.2.1) admette une solution pour tout f € X, cela
veut dire que 'opérateur T est surjectif et le nombre de Riesz » = 0. D’ou Iinjectivité de
Vopérateur T'. Autrement dit I’équation (1.2.2) admet la solution triviale ¢ = 0.

Réciproquement, supposons que ’équation (1.2.2) admette uniquement la solution triv-
iale ¢ = 0, cela veut dire que I'opérateur 7' est injectif et le nombre de Riesz » = 0, D’ou la
surjectivité de 'opérateur T et par conséquent la bijectivité de cet opérateur. Autrement

dit Dexistente et 'unicité de la solution de ’équation (1.2.1). W
Théoréme 1.2.17

Soit A un opérateur compact d’un espace normé X dans lui-méme, alors pour que

I’équation homogéne

p—Ap=0
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1.2. NOTIONS SUR LES OPERATEURS

admet un nombre fini de solutions linéairement indépendants ¢, ¢, ..., ©,,-

Alors, I’équation non homogene

p—Ap=Ff

admet une solution ¢ € X de la forme

o (x) =9 (r) + Zaz’%’

ol i, s, ...,q, sont arbitraires et 1) une solution particuliére de 1’équation non ho-
mogene.
Approximation successive

Il est & remarquer que la somme partielle

on = A'f
k=0

de la série de Neumann vérifie ’équation

§0n+1:A90n+f7 \V/TLEN

d’ou la relation directe entre la série de Neumann et la théorie des approximations

successives.
Théoréme 1.2.18

Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach E dans lui-méme avec ||A]| < 1,

et soit I l'opérateur identique dans F pour tout f € E I'approximation successive

(pn—&-l = A(pn + f7

avec ¢, un vecteur arbitraire de E converge vers une unique solution ¢ de ’équation

p—Ap=f.

Démonstration
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1.2. NOTIONS SUR LES OPERATEURS

Il est aisé de voir que de la relation précédente, on a

o= f

pr=Apg+[=Af+ ]
oy =Ap) + f=Af+Af+ f

Pui1 =Ap, +f =AY AFf+ f=A1fL Y AFf
k=0 k=0

D’ou
lim ¢, = lim (A"+1f + Z Akf>
k=0

= lim iA’“f = iA’“f
0 k=0

—(I-A)""'f m
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Chapitre 2

GENERALITES SUR LES
EQUATIONS INTEGRALES

2.1 INTRODUCTION

Définition 2.1.1

On appelle équation integrale une équation fonctionnelle ot la fonction inconnue figure
sous le singe d’intégrations |.

C’est on générale ’équation par rapport a 'inconnue ¢ de la forme
/K (x,t,o(t)dt = Ao () + f(x), € E (2.1.1)
E

ol F est un espace mesuré, f (z) une fonction mesurable donnée sur E, A un scalaire
donné qui peut étre réel ou complexe, et K une fonction mesurable sur £° appelée noyau

de I’équation intégrale.

Avec toutes ces données, notre probléme est de chercher la fonction ¢ qui satisfait

I'équation (2.1.1).

Remarque 2.1.1
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2.1. INTRODUCTION

i) Si on prend
K(‘(Eatﬂp(t)) =K (z,t)p(),

I'équation (2.1.1) devient linéaire, est sinon devient équation intégrale non linéaire.

ii) Le type le plus général d’une équation intégrale est
b)) = £ ()4 [ K (ot ().
E

La fonction h (z) détermine le type de 'équation.

iii) Notons que ’équation peut étre écrite sous forme d’opérateur

To=Xp+ f

ou 'opérateur T’ s’ecrit comme

Lemme 2.1.1 (voir [1}])

Soit K une fonction de I'éspace L? (Ja, b[x]a, b[), alors I'opérateur T' défini par

b
Ty (@) = [ K (5.0)p () dt, o €lo.b
est bien défini, en tant qu’opérateur de L? (Ja, b]) dans lui-méme.
Lemme 2.1.2 (voir [14])

Soit K € L?(Ja,b[x]a,b]). L’opérateur intégral T de noyau K est compact de L? (]a, b[)

dans lui-méme.

Proposition 2.1.1
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2.1. INTRODUCTION

On définit la norme du noyau K (z,y) pour p et ¢ conjugués, avec 1 < p,q < oo par

;

[f (gK(a:,t)Pdt)gdxr pour 1 < p < o0

B
K| =
1%, [ esssup |K (x,t)] dz pour p =1
E t
esssup [ |K (x,t)|dt pour p = 00
\ T K

si on suppose que cette norme est finie

K|, < oo. (2.1.2)

Alors, Popérateur intégral 7' de noyau K (z,y) envoie L, (E) dans L, (E) de plus, on a

1Tell, < [1K1, [Iell,

Preuve

- Cas ol 1 < p < o0, l'inégalité de Holder, nous donne

f(g|K<x,t>||¢<t>|dt)pdxgg

E E

(f |K<x,t>wt) ||<PH§] dz = K| ol

ce qui implique que Popérateur T'p (z) = / K (z,t) ¢ (t) dt, existe presque partout, avec
E

1Tell, < I, ll@ll, -

-Casoup=1,ona

//|K<:c,t>||so<t>|dtdxs /esssup|f<<x,t>|da:/|so<t>|dt.
E FE E ! FE
d’ou

ITelly < 1y el -

- Cas o p =00, on a
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2.2. CLASSIFICATION DES EQUATIONS INTEGRALES

esssup | Ty (x)| = esssup /K (x,t) @ (t)dt
€T x i

< esssup|<p(t)|esssup/]K(x,t)|dt
t T
E

d’ou
1Tl < 1K ]ls llollo - M
Remarque 2.1.2
Pour p = 2, la conditions (2.1.2) devient

//|K(m,t)|2dxdt< .

E FE

2.2 CLASSIFICATION DES EQUATIONS INTEGRALES

2.2.1 EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES

Définition 2.2.1 (Equation intégrale de Fredholm)

On appelle équation intégrale de Fredholm une équation, a une inconnue ¢ (z) de la

forme

h(z)p(x)=f(x)+ )\/K (x,t) p(t)dt, (2.2.1)

ou f(z), K (z,t) sont des fonctions connues et A est un parameétere non nul, réel ou
complexe.
La fonction A (x) détermine le type de I’équation intégrale.

i) Si h(z) = 0, 'équation (2.2.1) s’écrit

f(x)+ )\/K (x,t)p(t)dt = 0. (2.2.2)

a
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2.2. CLASSIFICATION DES EQUATIONS INTEGRALES

et s’appelle équation intégrale de Fredholm de premiére espéce.

ii) Si A () = u =constante # 0, I’équation (2.2.1) s’écrit

wp (z) = f (2) + / K (2,1) o (t) dt. (2.2.3)

et s’appelle équation intégrale de Fredholm de seconde espéce.
iii) Si h (z) # 0, donc la formule (2.2.1) est appelée équation intégrale de Fredholm de

troisieme espece.
Remarque 2.2.1

1- Si f (z) =0, ’'équation (2.2.1) est dite homogene.
2- Si f (z) # 0, I'équation (2.2.1) est dite non homogene.

Définition 2.2.2 (Equation intégrale de Volterra)

On appelle équation intégrale linéaire de Volterra, une équation de la forme

h(z) ()= f(x)+ A/K (z,t) o () dt. (2.2.4)
i) On appelle équation intégrale de Volterra de premiére espéce, si h(x) = 0, donc

I'équation (2.2.4) s’écrit

f(x)+ )\/K (x,t)p(t)dt = 0. (2.2.5)

ii) On appelle équation intégrale de Volterra de seconde espéce, si h (x) = u =constante

# 0, donc I'équation (2.2.4) s’écrit

up () = f(x) + /K (x,t) @ (t)dt. (2.2.6)

iii) Si h(z) # 0, donc la formule (2.2.4) est appelée équation intégrale de Volterra de

troisiéme espeéce.
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2.2. CLASSIFICATION DES EQUATIONS INTEGRALES

Remarque 2.2.2

1- Si f (z) = 0, donc 'équation (2.2.4) est dite homogene.
2- Si f (z) # 0, donc 'équation (2.2.4) est dite non homogene.

Remarque 2.2.3

L’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de 1’équation intégrale de Fred-

holm, il suffit de prendre le noyau K vérifie la condition

K (z,t) =0, pour z < t.
Définition 2.2.3 (Equation intégrale de Wiener-Hoph)

On appelle équation intégrale de Wiener-Hoph une équation de la forme

h(a:)<p(x)+>\/K(:c—t)gp(t)dt:f(x). (2.2.7)

Définition 2.2.4 (Equation intégrale de Renwal)

L’équations intégrales de la forme

h($>80($)+>\/K(x—t)g0(t)dt:f(x). (2.2.8)
sont appelées équation intégrale de Renwal.

Définition 2.2.5 (Equation intégrale d’Abel)

On appelle équation intégrale linéaire d’Abel une équation de la forme

xT

A QNN
/<x_t)adt—f( ). (2.2.9)

a

ol «v est une constante, 0 < o < 1.
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2.2. CLASSIFICATION DES EQUATIONS INTEGRALES

2.2.2 EQUATIONS INTEGRALES NON LINEAIRES

Définition 2.2.6 (Equation intégrale de Fredholm)

L’équation intégrale non linéaire de Fredholm de premiére espéce prendre la forme

f(z)+ /\/K (2,0 (1)) dt = 0. (2.2.10)

est appelée équation intégrale de Fredholm de second espéce, de la forme

b
up () = f(z) + )\/K (x,t, @ (t))dt. (2.2.11)

a

ol u =constante # 0,

et troisiéme espéce, de la forme

b
h(z)p(x)=f(z)+ )\/K (x,t,p(t))dt. (2.2.12)

Définition 2.2.7 (Equation intégrale de Volterra)

L’équation intégrale non linéaire de Volterra de premiére espéce prendre la forme

f )+ )\/K (2.4, (£)) dt = 0. (2.2.13)

est appelée équation intégrale de Volterra de second espéce, de la forme

wo (2) = f (2) + A / K (2, (1)) dt. (2.2.14)

et troisiéme espéce, de la forme

h(z)p(x)=f(z)+ )\/K (x,t, ¢ (t))dt. (2.2.15)
Remarque 2.2.4
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2.2. CLASSIFICATION DES EQUATIONS INTEGRALES

1- Si f (z) = 0, donc I’équation est dite homogene.

2- Si f (z) # 0, donc 'équation est dite non homogene.
Définition 2.2.8 (Equation intégrale de Hammerstein)

On appelle équation intégrale de Hammerstein une équation de la forme

h(x)p(x)+ )\/K (x,t) F (t, @ (t))dt = f(x). (2.2.16)

Définition 2.2.9 (Equation intégrale de Hammerstein- Volterra)

On appelle équation intégrale de Hammerstein-Volterra une équation de la forme

h(2) o (2) + )\/K (5. F (6o (8) dt = f (x). (2.2.17)

Définition 2.2.10 (Equation intégrale d’Abel)

On appelle équation integrale d’Abel une équation de la forme

€T

o(x) = / (x— )" g (o (1)) dr. (2.2.18)

—0o0

ot0<a<let g:[0,00) —[0,00) tel que: g(0) =0 et g(x) > 0.

Définition 2.2.11 (Equation intégrale de Lalesco)

On appelle équation intégrale de Lalesco une équation de la forme

T

e ()= f(z)+ / (K0 (2, 8) @ (t) + Ky (2,8) 92 () + -+ K, (2, 8) " ()] dEt. (2.2.19)

0

Définition 2.2.12 (Equation intégrale de Bratu)
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2.2. CLASSIFICATION DES EQUATIONS INTEGRALES

L’équation intégrale non linéaire de Bratu prendre la forme:

b
o(x) = )\/G (z,t) e?DdLt. (2.2.20)

a

b est un nombre positif donné et G (x,t) désigne la fonction de Green

(b—2x)(t—a)

5 st <

o —a

CED=Y N0,
b—a T

Proposition 2.2.1 (voir [5])
2

d
Le solution de (2.2.20) comme solution I’équation d_tf +Xe? =0, ¢(a)=¢p(b)=0.

Théoréme 2.2.1 (Théoréme de Bratu)

(1,8745...)°

B , Péquation (2.2.20) a deux

Pour chaque valeur de A comprise entre 0 et A\; =
solutions réelles et distinctes.
Preuve

Voir [5] et [§]

2.2.3 EQUATIONS INTEGRALES MIXTES

Définition 2.2.13 (Equation intégrale de Fredholm-Volterra)

On appelle équation intégrale de Fredholm-Volterra une équation de la forme

t

b
h(z) ¢ (z,t) +A/K(%y)so(y,t)dwA/F(t,S)sO(x,S)dS = f(z,t), t€[0,T],T < oo.
a 0
(2.2.21)
La fonction h détermine le type de I’équation intégrale.

Définition 2.2.14 (Equation intégrale deVolterra-Fredholm)
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2.2. CLASSIFICATION DES EQUATIONS INTEGRALES

On appelle équation intégrale deVolterra- Fredholm une équation de la forme

h(x)e(x,t)+ //K (x,t) F(t,s)p (y,s)dyds = f (z,t), t€[0,T],T <oo. (2.2.22)

Définition 2.2.15 (Equation intégrale non linéaire de Hammerstein- Volterra)

On appelle équation intégrale non linéaire de Hammerstein- Volterra une équation de la

forme

h(z)p(x,t) —f(x,t)—i—/K(x,y)\Il(y,go(y,t))dy—i—/F(t,s)go(x,s)ds, te0, 7], T < oo

a

(2.2.23)

2.2.4 EQUATIONS INTEGRALES SINGULIERS

Définition 2.2.16

On dit qu'une équation intégrale est singuliére si 'une ou le deux limites de 'intégrale

sont infinies, par exemple;

wu»:f@»+A/anmww@da

ou bien le noyau devient infini au voisinage des points de I'intégrale, par exemple;

P = [ et

Singularité de type Volterra ou Fredholm

On considére ’équation intégrale de deuxiéme espéce de la forme

o(x)=f(x)+ /M (2, t) K (z,t) p (t)dt,a < x < 0. (2.2.24)
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2.2. CLASSIFICATION DES EQUATIONS INTEGRALES

ou K (z,y) est faiblement singulier, en général

lz—t",0< a<1
log |z — |

K(w,y)={

Alors

i) L’équation (2.2.24) est de Volterra.

ii) Si = b, équation (2.2.24) est de Fredholm.

iii) Le cas ou K (z,y) = |z —t|7*, 0 < a < 1 s’appelle singularité algébrique.

iv) Le cas ou K (z,y) = log |x — t|, s’appelle singularité logarthmique.
Définition 2.2.17 (Equation intégrale de Carleman)

On appelle équation intégrale de Carleman une équation de la forme

1

p(@) %/%dt + %/%w (t)dt = f (). (2.2.25)

ol p et ¢ sont des fonctions continues.
Définition 2.2.18 (Singularité de type de Cauchy)

Soit D un domaine borné et connexe dans un plan complexe, alors 'intégrale de Cauchy

est donné par la formule

%m/%dt — f(z),teC. (2.2.26)
oD

Définition 2.2.19

On appelle équation intégrale de Cauchy une équation de la forme

a(z)e(x)+b(x) /f—it)tdt + /K (x,t)p(t)dt = f(x). (2.2.27)
telle que I' = OD.
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2.3. Liaison entre les équations différentielles linéaires et les équations intégrales de
Volterra

2.3 Liaison entre les équations différentielles linéaires

et les équations intégrales de Volterra

Réduction d’'une équation différentielle a une équation intégrale. Parfois il y a intérét a
réduire la résolution d’une équation différentielle a la résolution d’une équation intégrale.

La résolution de ’équation différentielle linéaire

ny dn—ly
%4'@1(@ drn1 +Fan(z)y = F(2)
a coefficient continus a; (x) (i = 1,2, --,n) avec les conditions intiales

Y (0) = CO: y, (O) = C’17 te "yn—l (0) = Cn—l

peut étre ramenée & la résolution d’une équation intégrale de Volterra de seconde espéce.

Illustrons notre affirmation sur ’exemple de I’équation différentielle du second ordre

Posons
d*y
Az =p(z).

D’ot, vu les conditions initiales, on obtient successivement

dy [ i
—y—/sO(t)dtJrCl,y—/(:r—t)go(t)dtJrClirCO

dx
0 0

Nous avons utilisé la formule

xT

/xdx/wdx---/xf(x)d:p = (n_ll)!/(m—z)"_lf(z)dz.

o

n
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2.3. Liaison entre les équations différentielles linéaires et les équations intégrales de

Volterra
Compte tenu de mettons I’équation différentielle sous la forme
o (z) + /a1 () @ (t)dt + Cray (x) + /a2 () (x —t) @ (t)dt + Cizas (x) + Coas (z) = F (x)
0 0

ou

o (x) + / la1 (z) + az (z) (x — )] @ (t)dt = F () — Cray () — Chzay (x) — Coaz (7).
Posant

K (z,t) = —[a1 () + az (z) (x — t)], f (z) = F (x) — Craq () — Crzas (x) — Chaz (),

nous ramenons 1’équation a la forme suivante

@)= 1@+ [K@opd
0
i.e. nous obtenous une équation intégrale de Volterra de seconde espéce.
Exemple 2.3.1

Soit I’équation différentielle

y +ay +y=0,

et aux conditions initiales

Posons
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2.4. Existence et unicité de la solution de I’équation intégrale linéaire de Volterra

Alors

T xT

n :/gp(t)dt+y, (0) :>y:/(:p—t)go(t)dt+1.
0 0
Portons dans I’équation différentielle donnée, il vient

x T

gp(:p)+/xg0(t)dt+/(x—t)gp(t)dt+1:0

0 0
ou

T

gp(x):—l—/(Qm—t)go(t)dt

0

Remarque 2.3.1

Le probleme de Cauchy

{y' = [ (z,y)
y(0) = yo
qui peut étre converti & I’équation intégrale non linéaire

y=vyo+ [ f(ty)dt
/

2.4 Existence et unicité de la solution de 1’équation

intégrale linéaire de Volterra

On considére ’équation intégrale de Volterra de seconde espéce

o(2) = f(2) + )\/K(a:,t) o (1) dt (2.4.1)

ou K (z,t) est une fonction continue pour 0 < z < a, 0 <t < z, et f(x) est continue

lorsque 0 < x < a.

Définition 2.4.1 (Résolvante d’une équation intégrale)

38



2.4. Existence et unicité de la solution de I’équation intégrale linéaire de Volterra

On appelle résolvonte de 1'équation intégrale, toute fonction R (z,t; A) donnée par

R (l‘,t; )‘> = Z )‘nKnJrl (Jﬁ,t) :
n=0

ou les K, sont les noyaux itérés définis par la relation de récurrence suivante

Ky (2,t) = K (0.4), K, (2,1) = / K (2,5) Ko_1 (5,1) ds.

Lemme 2.4.1

La résolvante R (x,t; \) vérifie ’équation suivante
Rz t:\) = K (2.1) +>\/K(x,s)R(s,t;)\)ds.
¢

Théoréme 2.4.1 (voir [17])

Soit K (z,t) est une fonction continue pour 0 < 2z <a, 0 <t <z, et f(x) est continue
lorsque 0 < x < a.

L’équation (2.4.1) admet une solution unique et continue donnée par la formule

T

o) =1 @)+ A [Rl.tN) f (@)

a

Remarque 2.4.1
Le théoreme 2.4.1 reste vrai pour les équation intégrale de Fredholm de seconde espéce.

Théoréme 2.4.2

Soit I’équation intégrale de Volterra de premiere espéce

/K (z,t) o (t)dt = f (2) (2.4.2)
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2.5. Existence et unicité de la solution de I’équation intégrale non linéaire de Volterra

telles que f, K des fonctions continues, dérivables sur [a, b],

b b

K (z,x) #0 et //]K(x,t)\zdxdt<oo.

a
Alors, il existe une solution unique et continue de I’équation (2.4.2).
Preuve

On remarque d’abord qu’on

ﬂ@sz@w¢@ﬁ:o

L’équation (2.4.2) peut étre transformée en une équation de Volterra de deuxiéme espéce

en utilisant la regle de Leibniz

S [KEne -k @oew+ LK @0e0d -1 @

comme K (x,z) # 0, alors

f () /IK/(%L‘)
@ () K (z,7) K(:p,x)w( )
qui est une équation de Volterra de deuxiéme espéce, et par le théoréme 2.4.1 on obtient

I’existence et 'unicité de la solution ¢. W

2.5 Existence et unicité de la solution de I’équation
intégrale non linéaire de Volterra
Théoréme 2.5.1

Soit I’équation intégrale non linéaire de Volterra suivante :

o(x)=f(x)+ /K (x,t, ¢ (1)) dt, 0 < z < +o0. (2.5.1)

Suppossons que les conditions suivantes sont vérifiées :
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2.5. Existence et unicité de la solution de I’équation intégrale non linéaire de Volterra

i) f:[0,400[— R est continue.
i) K : [0, +00[x[0,4+00[— R, est une fonction continue satisfait la condition Lipschitz

suivante :

|K (z,t,u) — K (x,t,v)] < L|u—0v|, tel que x,t € [0,+00] et u,v € R.

Alors, 'équation (2.5.1) admet une solution unique ¢ € C ([0, +o00[, R).
Preuve

On choisit la norme suivante

9| = sup {lg ()] exp (=Lx)}

On définit 'opérateur T' comme suit :

Ty () =f<a:>+/f<<x,t,so<t>>dt

A fin de prouver que I’équation (2.5.1) admet une solution, il faut montrer que I'opérateur
T admet un point fixe.

D’abord, on montre que 1" est contractante.

T (x) = T (o) < sup{ exp(~Lo) [ K (ot () = K (ot (0] de

< Lowp { exp (~L) / o (t) — o (1) dt

T

< Lowp { exp (~L) / exp (—Lt) exp (Lt) | (t) — (1) d

< L|p — 1| sup ¢ exp (—Lx) /exp (Lt)dt
’ 0

< L — 1| sup {exp(—Lx) M}

L
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2.6. Méthodes de résolution approchée des équations intégrales non linéaires

< (1 —exp (=La)) [ — I

Puisque

(1 —exp(—Lz)) <1,

alors, T' est contractante, d’apres le principe de Banach 'opérateur 1" admet un point fixe

unique ¢ € C ([0, +00[), qui est une solution unique de I’équation intégrale (2.5.1). W

2.6 Meéthodes de résolution approchée des équations
intégrales non linéaires

Méthode des approximations successives
La méthode des approximations successives peut, a priori, étre appliquée tous les prob-
lémes non linéaires.

On considére ’équation intégrale non linéaire de Volterra

xT

o(x)=f(z)+ /F (x,t,p(t))dt (2.6.1)

nous cherchons la solution de (2.6.1) sous forme de limite de la suite {¢,, (z)}, ou par
exemple ¢, () = f () et les termes suivants ¢, (x) se calculent de proche en proche d’apres

la formule

T

op () = f () + /F (z,t, 051 (1)) dt, k=1,2,....n. (2.6.2)

Si f(x) et F' (z,t,2) sont de carré sommable et satisfont aux conditions

|F (z,t,20) — F (x,t,21)| < a(z,t)|z9 — 2], /F (x,t, 0 (1)) dt| <n(z), (2.6.3)

avec a (z,t) et n (z) tels qu’on ait dans le domaine fondamental (0 <t < x < a):

42



2.6. Méthodes de résolution approchée des équations intégrales non linéaires

a

/772 (z)dr < N?, /dm/a2 (z,t)dt < A%
0 o 0

Alors, ’équation intégrale non linéaire de Volterra de seconde espéce (2.6.1) posséde une
solution et une seule, & savoir ¢ () € Ls (0,a), définie comme la limite de ¢,, (z) lorsque

n—oo:

p () = lim @, ().
les fonctions ¢, (x) étant calculées par les formules de récurrence (2.6.2).
On peut prendre pour ¢, (z) n’'importe quelle fonction de Ly (0,a) (en particulier, une
fonction continue) qui remplit la condition (2.6.3).

Notons qu'un bon choix de 'approximation initiale est susceptible de faciliter la résolu-

tion de I’équation.
Exemple 2.6.1

On utilise la technique des approximations successives pour résoudre ’équation intégrale

x

© (:r) = /H—Mdt‘

1+
0
en prenant pour approximation initiale ¢, (z) = x.

On a alors

T

1+¢
o) = [t =

on truove de méme
o, () =z, (n=2,3,...).
La suite {¢,, (x)} est donc une suite stationnaire {x} tendant vers ¢ (z) = x.

On obtient de suite la solution

de I’équation intégrale donnée.
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Chapitre 3

L’EXISTENCE DES SOLUTIONS
D’EQUATIONS INTEGRALES DE
Hammerstein ET

Hammerstein-Volterra

3.1 INTRODUCTION

3.1.1 Position du probléme

Dans ce chapitre nous étudions 'existence des solutions d’équation intégrale non linéaire de

type Hammerstein dans L? ([a, b]),

b
o (t)=g(t) +/K (t,s) f(s,0(s))ds, —c0o<a<t<b<+oo. (3.1.1)

Un intérét particulier est consacré au cas ou le noyau K (.,.) satisfait a la condition

K(t,s) =0, poura<t<s<b,

dans ce cas, I’équation (3.1.1) est réduit a I’équation de Hammerstein-Volterra suivante
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3.1. INTRODUCTION

e(t)=yg(t) —{—/K (t,s) f(s,0(s))ds, —o0o<a<t<b<+oo. (3.1.2)

Nous avons étudié quelques résultats d’existence et 'uncité de la solution de (3.1.2) dans
C ([a, b))-

On considére 'opérateur 1" défini par :

b
To(t)=g(t) + /K (t,s) f(s,0(s))ds, Vt € [a,b]. (3.1.3)

On applique la théorie du point fixe sur 'opérateur T" sous des conditions donneés sur
Iopérateur et sur domaine, afin d’assurer ’existence du point fixe.
A fin de prouver que I’équation admet une solution, il faut montrer que 'opérateur T’

admet un point fixe.

3.1.2 Théorémes de point fixe

En analyse, les théorémes de point fixe sont un résultat qui permet d’affirmer qu'une fonction
f admet sous certaines conditions un point fixe. Ces théoréemes se révélent étre des outils
trés utiles en mathématiques, principalement dans le domaine de la résolution des équations
différentielles.

Le théoréme du point fixe de Banach donne un critére général dans les espaces métriques

complets pour assurer que le procédé d’itération d’une fonction tend vers un point fixe.
Théoréme 3.1.1 (Théoréme du point fire de Schauder)

Soit K un sous-ensemble convexe, fermé, borné, non vide d’un espace de Banach X et
T : K — K est un opérateur continu et 7" (K) relativement compact.

Alors, T" admet au moins un point fixe.

Preuve

Pour la preuve voir [12].

Théoréme 3.1.2
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3.1. INTRODUCTION

Soit B une boule ouverte d’un espace de Banach X et T": B — B est compact et

continu, alors 7" a un point fixe.
Théoréme 3.1.3 (Théoréme du point fire de Schaefer)

Soit X un espace de Banach et T': X — X est un opérateur complétement continu.
On a alors l'alternative suivante :
i) Ou bien, I’équation opérateur z = ATz admet une solution pour A = 1.

ii) Ou bien, 'ensemble S = {x € X : x = ATz, A €]0, 1[} est non borné.

3.1.3 Reésultats de compacité

Dans le cas particulier ou X = C' ([a, b]), le théoréme d’Arzela-Ascoli est généralement utilisé
pour prouve la compacité de T'.

En utilisant certaines conditions sur les fonctions ¢ (-) et f (-, -) en combinant le théoréme
d’Arzelz-Ascoli avec un résultat densité LP, nous prouvons la compacité de 'opérateur T

dans L? ([a,b]), p > 1.
Théoréme 3.1.4

Soit G un sous-ensemble de R, et f : G x R — R fonction satisfaisante les conditions
de Carathéodory.

Supposons que f vérifie la condition suivante

1f (z,u)| < |a (@) +clult, YueR etpp. z€G. (3.1.4)

oua€ L1(G,R), et c € RT.

Alors, l'opérateur défini par

(Fu) (z) = f(z,u(z)), uel?(G,R) etpp. zed.

est borné et continu de l'espace L? (G) dans L?(G).
Preuve

On déduit de 'hypothése (3.1.4) la majoration suivante
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3.1. INTRODUCTION

F u (@) < (Ja @) +elul?)"

et donc

1
q

1Full, = ([ 1 @)l o)t < | [ (la@)]+elul?)" ds

G

Par l'inégalité de Minkowski, il vient

[ Full, < (/ la (x)|? da) s + (/cq ul? dz)s

G

1

< Jlall, + e / uf? du)’
G

on obtient

p
IFull, < llall, + ¢ (Jlull,) * < oo.
Donc, 'opérateur F' est borné.
Pour montrer la continuité de F, on considére une suite (u,) convergente vers u dans
L? (G); elle admet une sous-suite (u,, ) convergente p.p. dans G vers u, et il existe u € L? (G)
telle que |u,, (x)| <|u(z)| p.p. € G. La fonction f étant continue en la seconde variable,
f (x,up, (x)) converge, quand k — oo, vers f (z,u (z)) p.p.x € G.

De plus, grace a I'inégalité dans l'inégalité (1.1.4), on obtient les estimations suivantes

P, = Fully = [ 17 (ot (@) = F @) do
G

< / (1F (2, ttng ()] + |f (2,0 (2))])" d

G

< 901 / (1 (@1t ()| + | (20,0 (2))])

G

47



3.1. INTRODUCTION

< 2q_1/{(|a(m)| tefun )"+ (la (@) +elult)"} do

G

<o do s v [uries [
G

G G

< 0 (llalt =+l + un, ) < €
ot C et C" sont deux constantes indépendantes de n.

De plus,

[Fun |, < | Fully + [[Fun, = Full,-

La suite (Fu,,) est donc bornée indépendamment de n dans L9(G). En vertu du
théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient finalement de convergence

dans L9 (G) de la suite (Fuy,, ) vers Fu. W
Lemme 3.1.1

Sous les conditions ci-dessus, soit p > 1 un nombre réel et soit ¢ € [1, +0o0] le conjugué

de p. Supposons que 'opérateur F' satisfait la condition suivante,

VYue LY ([a,b]), Fue€ Li([a,b]).

Alors, F' est un opérateur continu de LY ([a, b]) dans L7 ([a, b]).

En outre, il existe une constante C' > 0 et h € L7 ([a, b]) telle que

1f (z,u)| < Cluff™" +|h(z)], Yz € [a,b],Vu € R.
Théoréme 3.1.5

On considére Popérateur 7' donné par (3.1.3), et soit p > 1 et ¢ le conjugué de p.
Supposons que g € LP([a,b]), et qu’il existe une constante positive C' et fonction h €

L4 ([a,b]), telle que

|f (z,u)] < Cluf™" +|h(z)|, Yz € [a,b],Vu € R. (3.1.5)
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3.1. INTRODUCTION

Supposons que le noyau K (-, ) € L? ([a, b]Q).
Alors, Yu € L? ([a,b]), Tu € LP ([a,b]), et T est un opérateur compact.
Preuve

Nous avons écrit 'opérateur 1" de la forme : T' = T + Tk, tel que

Ti(u)(t) =g (), Tk(u)(t)= /K (t,8) f (s,u(s)) ds,t € [a,b].

Il est clair que 77 est un opérateur compact sur L ([a,b]). Ainsi, pour prouver que T’
est compact, il suffit de prouver que Tk : L ([a,b]) — L¥ ([a, b]) est compact.

Notez qu’a partir de (3.1.5), on conclut que si u € L? ([a, b]), alors la fonction s —
f (s,u(s)) appartient & L4 ([a, b]).

Soit u € L? ([a, b]), puis en utilisant I'inégalité de Holder, on obtient

Q3

b| b p b

T @l = [| /5 ts) f(s.uonas] ar< [ / K (t,5)]7 ds / f(su()ds| dt

a a a

< Ik1g (eGP +ro),)"

p—1 p
< 11 (© (1) + 1l )

Par conséquent, on obtient

p—1
ITicwl, < 11, (€ ()" + a1, ) < o

Alors, Vu € LY ([a,b]), on obtient Txu € L ([a, b]).
La preuve de la compacité de T, est effectué par les deux étapes suivantes.
Premiére étape

Dans cette étape, nous supposons que K (¢,s) € C ([a, b]z) et nous montrons que :
Ty : L” ([a,b]) — C (la,b])

est compact.

Nous montrons d’abord que Tk (L? ([a,b])) C C ([a, b]).
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3.1. INTRODUCTION

Soit u € LP ([a,b]) et t, ty € [a, b], il est clair que

o (t) — Ticu (to)| < / K (t,5) = K (to, )] (Clu ()"~ + 1 (s)]) ds

s€a,b]

b
< sup | (t5) = K ()] [ (Clu(s)l" 4 h(s)]) ds

< sup 1K (1) = K (10, 0= 0 (€ (Jul, )+ I )

s€la,b]

Comme K (-, -) est uniformément continu sur [a, b]2, alors I'inégalité précédente implique
que Txu € C ([a,b]).

Ensuite, soit S = {(u,), , n € N} un ensemble borné de L” ([a,b]), nous vérifions que
Tk (S) est uniformément borné et équicontinu.

On aVn € N, ||u,|| » < M, M est une constante positive, on peut facilement vérifier que

Tictn (8)] < 1Kl (0= a)7 (CM 4 1]l ), ¥n €N, Vi€ [a,0].

Donc, Tk (S) est uniformément borné dans C ([a, b]).

En outre, il est facile de vérifier que si t, tg € [a, b], puis ¥n € N, on obtient

Ticte (1)~ T ()] < 500 K (8.9) = K (t0.9)] (0= )% (€ ()" + 11, )

s€la,b

Cela montre que Tk (S) est équicontinu.

En utilisant le théoréme d’Arzela-Ascoli, on obtient Tk (S) est compact dans C ([a, b)),
pour la topologie de L ([a,b]) est plus faible que la topologie de C ([a, b]), alors Tk (S) est
compact dans L” ([a, b]).

Deuxiéme étape

Nous montrons que Ty est compact dans le cas général on K € L ([a, b]2). Notez que
dans ce cas, il existe une suite de noyau (K, (¢, s)),, € C ([a, b]Q), telle que || K, — K|, — 0

que n — +00.
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3.1. INTRODUCTION

Soit S un ensemble défini précédent et borné de L? ([a, b]), comme K (+,-) € C (a, b]Q),

en utilisant la premiere étape, on conclut que Tk, est compact. Ainsi, il existe (ug))n une

suite de (u,),, tel que (TK1 (u%l))n> est convergente. De méme, il existe (ug))n une suite

de (ug))n tel que (T s (ug))n) est convergente; plus généralement, Vm € N, il existe une

suite (ui™),de (u"Y), tel que <TK"L(u5Lm))n> est convergente.

Ensuite, on envisage la suite diagonale (u;"))n , IOUS prouvons que (T K(u%n))n> est une
n

suite de Cauchy dans L ([a,b]), nous notons d’abord que Vk,I,n € N, on a

| T = T ()

< [ Tre(l®) = Tic, (uf®)
p

| 7, () = T, (")
p

p+HTKn(Uz(l)) — Ti(u)")

p
(3.1.6)
On a <TK” (ul(l))>l convergente, alors Ve > 0, il existe V. € N telle que
HTKn(u,(f)) — Ty, (]| < g,vz, k> N.. (3.1.7)
p
D’autre part, on obtient
b T b P
p
|7 = T ] < [ | [ 1K tes) = 1 o) [ 5,0 (51 s |
p
k)||P1 P
< = sl ([ e, )
Comme Vk € N, u,(f) € 9, alors I'inégalité précédente implique;
| T = T, )| < 1K = Kl (007 4 ). (3.18)

On a [|[K — K,[[, — 0, que n — +o00, puis en utilisant I'inégalité précédente, on

conclut qu’il existe M. € N, telle que

g
S_a
p 3

Vn > M., Vk € N.
En combinant (3.1.7)-(3.1.8), on conclut que (Tk(ugn))o est une suite de Cauchy dans
[

| Tac(ed®) = Tie, ()

I'espace de Banach L? ([a,b]). Par conséquent, toute suite bornée de Tk (S) est une suite

convergente, alors Tk (S) est compact, pour tout S un sous-ensemble borné de L? ([a, b]) .
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3.2. Résultats d’existence des solutions des équations de Hammerstein

Cela montre que Tk est un opérateur compact sur L? ([a,0]). W

3.2 Reésultats d’existence des solutions des équations

de Hammerstein
Notre résultat d’existence du premier probléme (3.1.1) est donné par le théoréme suivant.
Théoréme 3.2.1

On considére 1’équation intégrale non linéaire (3.1.1), et soit 1 < p < 2 un nombre réel
et q € [1,+0o0] le conjugué de p.

Supposons que K (-,-) € LP ([a, b]2) et g(-) € LP?([a,b]). En outre, supposons que la
fonction f(-,-) satisfait aux conditions du Lemme 3.1.1. Ensuite, les résultats suivants
détiennent

(Ry) Sil<p< 2, alors (3.1.1) admet une solution ¢ € L ([a, b]).

(Rg) Sip =2, et le noyau K satisfait & 'une des deux conditions suivantes :

(c1) C'||K]|, < 1, ou C constante est donnée par le Lemme 3.1.1.

(co) K (t,s) =0,Vs>tet |K(ts) <|Ki(t)]|Kz(s)|, ou K () est borné et mesurable
sur [a,b] et K5 () € LP ([a,b]).

Alors, 'équation (3.1.1) admet une solution ¢ € LP ([a, b]).

Preuve

Notons d’abord que la fonction f (-, -) satisfait aux conditions de Lemme 3.1.1, il vérifie
'inégalité (3.1.5) pour une constante C' > 0 et h(-) € L7 ([a,b]). Ainsi, d’aprés le théoreme
3.1.5, on conclut que 'opérateur 7" défini par (3.1.3) est un opérateur compact de L? ([a, b])
dans L? ([a,b]).

La continuité de T dans LP ([a,b]) est une simple conséquence de la continuité de
I'opérateur F sur L* ([a,b]). Plus précisément, soit ¢ € LP ([a,b]) et soit (p,,), une suite de
L? (Ja,b]) qui converge vers .

Puis, en utilisant les propriétés de F' ainsi que I'inégalité de Holder, on obtient
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3.2. Résultats d’existence des solutions des équations de Hammerstein

p

1T, () = T (I, < / / K (1, 9)] |F () (s) — F (@) (s)] ds| dt

D
q

S/b /bIK(t,S)|pdS /b|F(90n) () = F (o) ()| dt

<NF (0a) = F (@7 1K
Comme F : L? ([a,b]) — L7 ([a,b]) est continu, alors I'inégalité précédente implique la
continuité de T'. Puisque T' est compact, alors T' est complétement continu.
Si ¢ € L?([a,b]), en utilisant I'inégalité (3.1.5) avec I'inégalité de Holder, on peut facile-

ment vérifier que

p—1
Il < ol + 11, (€ (lell,)”™ + 1l ) (3.2.)
Pour prouver le résultat d’existence (R;), on utilise le théoréme du point fixe de Schaefer

et démontre que pour 1 < p < 2, 'ensemble
S ={peLl([a,b]); p=ATp, X €]0,1[},

est borné. En utilisant (3.2.1), il est facile de voir que V¢ € S, on obtient

p—1
lell, < ITel, < i, (Iel,)” -+ llgl, + 1K1, 1A,

ou bien

p—1 2-p
(el ) [(Hwnp) —cnKn,,] < ligll, + I, 121, -

Commel < p < 2, alors I'inégalité précédente implique qu’il existe une constante M > 0
telle que [|p||, < M. Ainsi, S est uniformément borné par M.

Par conséquent, en utilisant le théoréme de Schaefer, on conclut que 1’équation (3.1.1)
admet une solution ¢ € L? ([a, b]).

Ensuite, nous prouvons (Rz), on examine d’abord le cas particulier (¢1). Comme ¢ € S,

puis de (3.2.1), on obtient
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3.2. Résultats d’existence des solutions des équations de Hammerstein

lelly < 1 7elly < gl + 1K1, (Cllelly + 712) -

Si C'||K||, < 1, alors I'inégalité précédente implique que Vo € S, on déduit

lglly + 1y fI72]l,
1=C|Kl,

Ainsi, S est borné. Par conséquent, si C'| K|, < 1, alors 'équation (3.1.1) vérifie le

=M.

lelly <

théoréme du point fixe de Schaefer d’ou elle admet une solution ¢ € L? ([a, b]).
Enfin, sous la condition (cg), toute solution de ¢ = AT pour A € [0,1] satisfait les

inégalites suivantes

o (O] < llgllo + K2 (t)I/IKz (s)] [h(s)] ds + C' |y (t)I/IKz (s)l e (s)lds, t € [a,b]

t

< Hglloo+HKlHooHKzllz|!h|!2+CHK1HOO/IK2 ()] | ()] ds

a

t

<A+ [o(o)le@)ds

oit A = [lgllee + 1K1l 1 K2lly 7]l et & (s) = C |1 Kill [K2 (s)] € L* ([a, B]) € L* ([a, B]).

Ainsi, en utilisant 'inégalité de Gronwall, on conclut que ¢ satisfait la relation suivante

lelly, < AV —aexp ([|oll,) .

Par conséquent, 1’équation (3.1.1) admet une solution dans L? ([a, b]) par le théoréme du

point fixe de Schaefer. W

Notons que le résultat du théoréeme ci-dessus n’est valable que dans le cas ot 1 < p < 2.
En outre, si p = 2, alors la condition (¢1) est une sérieuse limitation du théoréme 3.1.5. Pour
surmontrer ces problémes, on peut utiliser une pratique pondérée LP-norme et le théoreme

du point fixe de Schauder. C’est I’'objet du théoréme suivant.

Théoréme 3.2.2
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Considérons 1'équation (3.1.1) ou les fonctions ¢ (¢), f (s, z) sont aussi proposées par le
théoréme précédent, et soit p > 1 un nombre réel et ¢ le conjugué de p.

Supposons également qu'’il existe une constante C; > 0 et h € L? ([a, b]) telle que

If (s,2)] < Cylx|+ |h(s)|, p-p-s€lab], Vr €R. (3.2.2)

En outre, supposons qu’il existe fonction p, continue, bornée, non nulle, positive sur

[a, b], et telle que la fonction

Q=

/|K(t, s)|? (u(s))_% ds| ,sip>1, qg< +oo,
V(1) =
| K (t

:8)|
sup — -
\ s€[a,b] M(S)

appartient a L? ([a,b], du).

sip=1, g =+oc.

Y

si Cil¥f,, <1,

alors, I’équation (3.1.1) admet une solution ¢ € L* ([a, b]).
Preuve

Nous définissions d’abord l'espace X = L? (|a,b|, du), par

17 (o8], d) = { f € 27 ([a,), 1], < +o0}
Telle que, [-[|,,, est une fonction réelle positive définie sur L? ([a, b]) par

1
P

vierr (), £, = / FOF (t) dt

En utilisant les propriétés de la fonction p, il est clair que ||-| p,u €St une norme et que

X = L?([a,b], du) est un espace de Banach. Deplus les deux normes |[|-[|, et [|-||, , sont
équivalentes. Ainsi, tout ensemble borné dans X est un ensemlble borné dans L? ([a, b]) .

Ensuite, soit R un nombre réel positif qui sera fixé, supposons By est un sous- ensemble

borné, fermé, convexe d’un espace X, défini par
Bu={feX, |fl,, <R}
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3.2. Résultats d’existence des solutions des équations de Hammerstein

Comme l'opérateur intégral 7' donné par (3.1.3) est compact sur L? ([a, b]) et Bg est un
ensemble borné de L? ([a,b]), alors T (Bg) est relativement compact dans L? ([a,b]) C X.
Ensuite, nous montrons que si C1 [|¥[[, , < 1, alors il existe Ry > 0 tel que VR > Ry, on
obtient T'(Bg) C Bg. Cela se fait comme suit. Soit ¢ € Bpg, en utilisant l'inégalite de

Holder, (3.2.2) et le théoréme de Fubini, on obtient les inégalités suivantes.

b p

ITiely < fue) | 12 o @uletol +ino is|

a

2
q b

[ @ile)]+ ns)rds | d

a

»

g/bmt) /brmt,s)\ws))fd

P
q

<o+ bl [u) | [ 1K @) (u(o)F ds |

p
< (Cullgll, + 12, ) 1915,

Comme T = g+ Tk, et ||, , < R, alors I'inégalité

1Tl < Mlgll,, + 11, 1B, + Crllell, , 191, -

Par conséquent, T'(Bgr) C Bg, pour tout

g 19l & 11, 121,

el — RO-
1-C ¥,

Enfin, en utilisant le théoréme du point fixe de Schauder, on conclut que (3.1.1) admet

une solution ¢ € L? ([a,b]). W
Nous allons donner un exemple.

Exemple 3.2.1

On considére ’équation intégrale non linéaire suivante
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3.2. Résultats d’existence des solutions des équations de Hammerstein

exp (5 (s — 1))

T (o (s) +1In (14> (s))] ds, t €[0,1], (3.2.3)

1
p () =g () + A/
0
ou g € L?([0,1]) et A > 0 est un paramétre réel.
Le noyau K (-,-) appartient a L([0, 1]%),

exp(5(s —1))
5VE+ s

En outre, le calcul numérique nous donne || K|, = 3.0030\.

K(t,s)=\ e L*([0,1]%).

D’autre part, la fonction f(s,z7) = z + In (1 + z?) satisfait clairement la condition de
L?—Carathéodory.

Comme

lim f(5,2)

r——+00 X

=1, Vs €[0,1],

alors, Ve > 0, il existe 1 < Ci . <1+¢, Oy > 0 telle que

|f(s,2)] < Cielx| + Cop, Vo eR, s€]0,1].

Notons que la |f (s,z)| > z, Va > 0. Par conséquent, il est nécessaire que C . > 1.

En utilisant I'inégalité précédente et le théoreme 3.2.1, on conclut que (3.2.3) admet une
solution dans L? ([0,1]), pour tout 0 < X\ < ¢ =~ 0.3330.

Si A > A, le théoréme 3.2.1, n’est plus applicable, nous utilisons le théoréme 3.2.2 pour
prouver le résultat d’existence pour les grandes valeurs de A, pour p = ¢ = 2 on considére
une mesure pondérée de Lebsgue sur [0, 1], du (t) = p (t) dt, on p (t) = exp (10t).

En vertu du théoréme 3.2.2 la fonction VU (¢) est donnée par la formule suivante,

1
L 2\ 2
U (t) = /Mds — ée—m In i+l _
w(s) 5 t
0
Notez que ¥ € L*([0, 1], dp) et [|¥], , = é\/2111 2.

5
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3.3. Existence et unicité de la solution continue de I’équation de Hammerstein-Volterra

Puisque la constante C' . satisfait 1 < C . < 1+¢, Ve > 0, en utilisant le théoréme 3.2.2

, on conclut que I’équation (3.2.3) admet une solution dans L? ([0, 1]), pour tout

5
v2In2

Il s’agit d’'une amélioration significative du résultat donné par le théoréme 3.2.1.

0< A<\ = ~ 4.2466.

Dans cette section, nous donnons un résultat d’existence et unicité pour une solution

continue de I’équation intégrale non linéaire de Hammerstein-Volterra.

3.3 Existence et unicité de la solution continue de I’équation

de Hammerstein-Volterra

3.3.1 Théoréme d’existence

Notre résultat d’existence est donné par le théoréme suivant.
Théoréme 3.3.1

Considérons 1’équation intégrale non linéaire de Hammerstein-Volterra suivante

t
P =To=g(0)+ [K(t.5)f(p()ds, telal] (331)
Supposons que g € C ([a, b)), et le noyau K satisfait les conditions suivantes,
(i) K (t,s) >0, Vt,s € [a,b], K (t,s) > K (to,s), Vt < to;
t
(ii) La fonction t — /K (t,s)ds, est continue sur [a, b];

a

(iii) Vtg € [a,b], s — K (to,s) € L' ([a,b]).
On suppose que la fonction f (-,) est continue sur [a,b] X R et satisfait la condition

suivante,

If (s,2)] < cp|x| + ¢, VX €R, (3.3.2)

ol ¢y, co sont deux constantes positives.
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3.3. Existence et unicité de la solution continue de I’équation de Hammerstein-Volterra

En outre, supposons que le noyau K satisfait la condition suivante,

t

1
sup /K (t,s)ds < —. (3.3.3)
tela,b] C1

Alors, I'équation (3.3.1) admet au moins une solution ¢ € C' ([a, b]).

Preuve

Nous allons prouver que lopérateur T est complétement continu de C'([a,b]) dans
C' ([a,b]). Pour prouver que 7' (C ([a,b])) C C ([a,b]), nous procédons comme suit.

Soit ¢ € C ([a,b]) et t, ty € |a,b], on peut supposer que t < to. Puis, utilissons (i), on

obtient

t

T (1) — T ()] < lg(t) — gto)|+ / (K (£, 5) — K (fo, 8)) |f (5, 0(5))| ds / K (to 5) |f (5, 0(s))| ds

(3.3.4)

t

og/(K(t,s)—K(to,s))dsg /tK(t,s)ds—jK(to,s)ds +iK(t0,s)ds, (3.3.5)

a

de (ii), (iil) et (3.3.5), on conclut que

to t

lim [ K (ty,s)ds =lim | (K (t,s) — K (to,s))ds = 0. (3.3.6)

t—to t—to
t a

Puisque ¢ est bornée sur [a,b], et f(-,-) satisfait (3.3.2), alors il existe une constante

M > 0 telle que

If (s,0(8)] <M, Vsé€la,b]. (3.3.7)

En combinant (3.3.4), (3.3.6) et (3.3.7), on conclut que T'¢ € C ([a, b]).

Note également que la continuité de 7" sur C ([a,b]) est une conséquence directe de (ii)
et la continuité de f (-, ) sur [a,b] x R.

Ensuite, pour prouver la compacité de 7', il suffit de vérifier que T satisfait la condition

de théoréme d’Ascoli-Arzela.
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3.3. Existence et unicité de la solution continue de I’équation de Hammerstein-Volterra

Soit S = {¢,,, n € N} un ensemble borné¢ de C ([a,b]) avec une constante Cs. Alors,

Vn € N, on obtient

760l < gl + (1Cs + ) wp/Ktscw_m&

t€(a,b]

D’ou T'(S) est uniformément borné.
Remplagans ¢ par ¢,, dans (3.3.4), en utilisant (3.3.6) et (3.3.7), on montre que 7" ()

est équicontinu. Ainsi, que le théoréeme d’ Arzela-Ascoli, on conclut que T : C ([a,b]) —

C ([a, b)) est completement continu.

Ensuite, soit R > 0 un nombre réel positif, on considére By est une boule convexe et

fermeée de C ([a, b]), notée par

Br={peC(la,0]), lvl, <R}

En utilisant (3.3.2), on obtient I'inégalité suivante

ITell, < llgll, + (@R + c2) wp/Kts

tela,b)

t

1
Par conséquent, si sup /K (t,s)ds < —, d’oa T'(Bg) C Bg, telle que

t€la,b] C1
a
t

Hﬂw+@wp/K@@m
te€(a,b]

R> a = R,.

- t

1 — ¢ sup /K(t,s)ds
]

tela,b
a

En utilisant le théoréme du point fixe de Schauder, on conclut que ’équation (3.3.1)

admet une solution continue sur [a,b]. B

Remarque 3.3.1

Supposons que dans le théoréme précédent, la fonction f (-, -) satisfait I'inégalité suivante
If (s,2)] < e |z]"+ o, Vo € R, Vs € [a,b], (3.3.8)
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3.3. Existence et unicité de la solution continue de I’équation de Hammerstein-Volterra

ot 0 < 7n<1etey,cy>0. Alors, il existe ¢, ¢, > 0 telle que

I/ (s,2)] < ¢ |2] + ¢, Vo € R, Vs € [a,1],
t

1
et telle que sup / K (t,s)ds < —. Ainsi, par le théoréme précédent, on conclut que si et
t€la,b] €

seulement si f (-, -) satisfait (3.3.8), puis I’équation (3.3.1) admet une solution ¢ € C' ([a, b]).

Remarque 3.3.2

t
Comme La fonction ¢ — / K (t, s) ds est continue, alors la condition (3.3.3) est satis-

a
faite pour b—a assez petit. Par conséquent, le théoréme précédent assure toujours ’existence

d’une solution de (3.3.1) dans un voisinage de a.

Exemple 3.3.1 (équation intégrale non linéaire d’Abel )

On considére ’équation intégrale non linéaire d’Abel de seconde espéce

w@:g@+/t§5ﬂ¢@w@,uqmmaT<+m, (3.3.9)

0
on0<a<l,0<n<letgeC(0,T)).

Il est clair que le noyau
K (t,s) = (£ — 5)" Xow (s),
vérifié les conditions (i) et (iii) du théoréme 3.3.1.
La fonction H (t) telle que

tlfa

1—a’

H@z/K@Q@:

est continue sur [0, 77 .
Si 7 < 1, en utilisant le théoréme précédent et la remarque 3.3.1 , on conclut que
I'équation (3.3.9) admet une solution continue sur [0, 7], pour tout nombre réel 7' > 0.
Enfin, si n = 1, alors le théoréme précédent assure 1’existence d’une solution continue de

(3.3.9) sur [0, 7] pour tout nombre réel positif 7" < (1 — 04)ﬁ :
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3.3. Existence et unicité de la solution continue de I’équation de Hammerstein-Volterra

3.3.2 L’unicité de la solution

L’unicité de la solution de (3.3.1) est donnée par la proposition suivante
Proposition 3.3.1

Supposons que la fonction f (-, -) proposée par le théoréme précédent satisfait la condition

suivante,

|f(8,$)—f(8,y)’ SL":C_Z/’T? V%ZJGRa

pour des constantes L > 0 et 0 < r < 1. Alors, dans les conditions du théoréme
précédent, I’équation (3.3.1) admet une solution unique et continue sur [a, b].

Preuve

Soit My une constante positive donnée par

t

Mg = sup /K (t,s)ds.
t€la,b)]

Par contradiction, supposons que l'équation (3.3.1) admet deux solutions différentes ¢,
Y € C ([a,b]), alors il existe 0 < e < 1 telle que |[¢ — ||, > ¢, il est clair que V¢ € [a, ], on
obtient

T (1) — To (1) < L/K (t,5) o (5) — & ()" ds < (o — ¥l.)" LM (t — ).

En utilisant I'inégalité précédente, on obtient

7% (1)~ T2 ()] < L[ K (0.5) [T (s) = Tw (s)] ds

t

< (lo = ¥ll)" (LMg)™! / (s — a)" ds

a

(t - a)r-i-l |

r2 r+1
< (o — vl ()
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3.3. Existence et unicité de la solution continue de I’équation de Hammerstein-Volterra

De méme, on obtient

(t . a)r2+r+1

T (1) = T ()] < (e~ vll)” (LM

Plus généralement, pour tout n entier positif, on obtient

il
T (6) = T (D] < (Ilp = ¥lloe)™ (EMi)™ 70 (t~a)

r+1)(r2+r+1)..(rm 1+ +r+1)

Par conséquent,

(LM (b—a))" Ftrtt
(r+1)(r2+r+1)..(rm 1+ +r+1)

1T = Tl < (lo = ¥lloe)™

r’— PPl
lo — il (LM (b—a))™
r+1) @2 +r+1)..(rm1+.. +r+1)
Puisque 0 < r < 1 et que ||p — 9|, > €, pour certain 0 < ¢ < 1, alors I'inégalité

<l = ¥l

précédente implique

max <1, (LM (b— a))ﬁ>
r+0)(24+r+1)...(rm1+.. +r+1)

1T = Tl < llp = ¥l -

n—1 )
Comme ¢ [] (7 + ... +r+ 1) — +00 que n — +00, alors il existe Ny € N, tel que
j=1

max (1, (LM (b— a))ﬁ>
e(r+1)(r24+r+1)...(rm1+..+7r+1)

alors, on conclut que

< ]., VHZN(),

[T = Tl < llo =¥l Vn = No. (3.3.10)

D’autre part, puisque ¢, 1 sont deux solutions de (3.3.1) et des points fixes de T' alors,

ils sont des points fixes de 7", Vn € N. Par conséquent, ¢, 1) satisfont 1’égalité suivante,

1T = TPl o = llo = ¥l -

Ce qui contredit (3.3.10), on conclut que (3.3.1) admet une solution unique. M
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Chapitre 4

APPLICATION DU ALTERNATIVE
NON LINEAIRE

Dans ce chapitre nous démontrons 1’existence de la solution a une équation intégrale non
linéaire la modélisation de l'infiltration de fluide dans un milieu poreux homogéne et istrope

a moyen terme.

4.1 INTRODUCTION

4.1.1 Position du probléme

Prenons la théorie mathématique de I'infiltration de fluide & partir d’un résevoir cylindrique
dans un milieu poreux homogene et istrope.

On considére I'équation intégrale suivante

O (t) = f(t)+ /K (t—s)p(s)ds, t € Ry, (4.1.1)

ou K et f sont des fonctions connues dependent de parametres physiques.

La fonction ¢ inconnue désigne I’hauteur de fluide dessus de la base horizontale, multi-
pliée par un facteur positif.

C’est la raison pour pourquoi, du point de vue physique, les solutions non négatives de

(4.1.1) sont les plus interet.
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4.2. RESULTATS D’EXISTENCE

Pour montrer les résultats d’existence des solutions de ’équation (4.1.1), on va appliquer

I’alternative non linéaire de Leary-Schauder.

4.1.2 Alternative non linéaire de Leray-Schauder

Théoréme 4.1.1

Soit € un ouvert, borné d’un ensemble convexe S dans espace de Banach et A : Q@ — S
un opérateur compact et supposons que 0 € €.

Alors, on a l'alternative suivante

(i) Ou bien A admet un point fixe dans €,

(ii) Ou bien il existe z € 92, I\ € [0, 1] telle que z = \Axz.

Preuve

Pour la preuve voir [11].

4.2 RESULTATS D’EXISTENCE

Théoréme 4.2.1

Supposons que K € C! (R, R,) est croissante et que la fonction f € C' (R, R,) est
croissante avec f (0) = 0.

Alors, I’équation (4.1.1) admet une solution ¢ () sur R, avec ¢ (t) > 0 pour t € R,.

Preuve

On consideére I’équation intégro-différentielle suivante
! !

z{t)=f )+ K0)w(x(t))+ /K/ (t —s)w(z(s))ds, t >0, (4.2.1)

avec la condition initiale

z(0) =0, (4.2.2)

ot w € C (R, R,) est la fonction
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4.2. RESULTATS D’EXISTENCE

vV, stz >0,
0, siz<0.

w(zr) =

Nous allons établir des estimations & priori, indépendante de \, pour les solutions de la

famille des problémes (0 < A < 1)

0 (4.2.3)

considérées sur l'intervale [0, 1].
Soit DT f désigne la dérivée de Dini supérieure droite de la fonction f.
On pose y (t) = +/|z (t)]; t € [0,1], telle que z (t) est une solution & (4.2.3) sur [0, 1].

Nous ont suite que

“t+h) -y (@)
D) () = i v
(D7y?) (1) = lim sup -

< ‘x/(t)‘,0<t<1,

car

LR =0 _ @+l =@ @42 @] o,y

Tenant compte de (4.2.3), nous obtenons

t
(D)) < f (t>+K<0>y(t)+/K’ (t—s)y(s)ds, 0 <t<1.
0
Maintenant on désigne

t s

0(t)=f(t)+K(O)/y(s)ds+/ /K/(S—T)y(T)dT ds, 0 <t<1.

D’otll on obtient

(D)) <6 (1), 0<t <1,
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4.2. RESULTATS D’EXISTENCE

donc

(DY (y*—0))(t) <0, 0<t<1.

Nous déduisons de cette inégalité par la continuité que la fonction (y? — ) est décrois-
sante.

Ainsi,

qui est,

t s

Va)
_l’_
w
|
2
N
3
S—
Q
\]
IS8
\.CI.)
(@]
VAN
~
VAN
=

yQ(t)Sf(t)JrK(O)/y(S)d

On définie

Nous avons ensuite que 1 < V' (¢) et y? (¢)
Notez que

V (t):K(O)y(t)—l—/K,(t—s)y(s)ds, 0<t<1,

ainsi

V' (1) < K (0)/V @) +/K’ (t— ) /V (s)ds, 0 <t <1,

puisque V' (t) > 1 sur [0, 1] est croissante, on obtient que




4.2. RESULTATS D’EXISTENCE

Notez que

V(0)<1+f(1)
par intégration on obtient

t

V(t) < 1+f(1)+%/K(s)ds.
Comme 32 (t) <V (t) sur [0, 1], donc

t

Vie@)| <1+ f(1)+ %/K (s)ds. (4.2.4)
Posons

1 1
\/]_3=1+f(1)+§/K(s)ds, P>o0.

Notons [|v|| = sup |v (t)| pour v € C ([0, 1]), et soit X un espace de Banach défini par
0<t<1

X ={zeC" ([0,1]) : z(0) =0},

avec la norme

/
lall, = el + o

’ , pour tout z € X.

Notez que I'opérateur linéaire D : X — C ([0,1]), défini par Dz = ', alors 'opérateur

inverse D! est borné.

Notons par F': X — C'([0,1]) Popérateur

Fr(t) = f (t) + K (0)w(z (1) + /K, (t—s)w(z(s))ds,0 <t <1,

et défini A : X — X par

Ax = D7'Fz, pour tout z € X.
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4.2. RESULTATS D’EXISTENCE

Il est clair que A est un opérateur compact.

On suppose que €2 I’ensemble ouvert suivante

Q= {x eX: |z|, < 1+P—|—Os<1;<pl{f/(t)} + K(l)\/f}.

Siz e X vérifié (4.2.3) pour A € (0,1), alors

0<t<1

Hx/‘ < sup {f,(t)}—l—K(O)\/F—l—\/ﬁ/Kl (t—s)ds

< sup {f (1)} + K(1)VP.

T o<t

et

=] < P

D’ou

ol < P+ sw {0} + K()VP.

Alors, qu’il n’ya pas de point z € 992 pour tout A € (0,1), telle que x = N\Azx
On déduit que 'opérateur A admet un point fixe z dans €, par 1’alternative non linéaire.
Alors,

r=Ax=D'Fu.

Donc

Dx = Fzx.
D’ou

t

/

z(t) = f(t) + K (0)w(z (t) + /K/ (t—s)w(z(s))ds,0<t<1
Donc z(t) est une solution de le probléme (4.2.1) — (4.2.2) sur [0, 1].
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4.2. RESULTATS D’EXISTENCE

Comme z (0) = 0, nous obtenons de la forme de (4.2.1) que z(t) > 0 sur [0, 1] afin que,

si nous laissons

D’aprés (4.2.1), on obtient

20(0) (1) = £ () + K(0)p(t) + [ K

0

qui est un rendement d’intégration (¢(0) =0 et f(0) = 0)

t

@%ﬂ:ﬂﬂ+/K@—®@@M&0§tgL

Nous avons prouvé que 1’équation (4.1.1) admet une solution ¢(t) sur [0, 1] avec ¢(t) > 0
pour tout ¢ dans l'intervalle [0, 1].

Soit

vy = lim@* () = ¢* (1).

t—1
et

x(t) = 2(t) + 1.

Comme avant, nous montrons que I’équation intégro-différentielle suivante

()= f (t)+ /K/ (t—s)p(s)ds + K(0)w (2(t) + 1)

+/K, (t—s)w(z(s) +x1)ds, t >1,

avec la condition initiale
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4.2. RESULTATS D’EXISTENCE

admet une solution z(t) sur l'intervalle [1,2] et que z(¢t) > 0 sur [1,2].

Laissez nous prolonger ¢(t) sur [0, 2] en laissant

o(t) =+/2(t) +z1, 0 <t < 2.

D’ou ¢(t) est une solution de ’équation (4.1.1) sur [0, 2].
Poursuivant de la méme fagon, on obtient une solution de I’équation (4.1.1) sur Ry, qui

est non négative sur R,. W
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a étudié 'existence et 'unicité des solutions de quelques équations
intégrales non-linéaires.

On a commencé par quelques préliminaires sur les espaces fonctionnels et les opérateurs
et on a donné la classification des équations integrales, puis on a traité trois théorémes du
point fixe celui de Schauder et Schafer

Apreés, on a montré l'existence des solutions sur LP([a,b]) de I’équation intégrale non-
linéaire de Hammerstein par 1'utilisation du théoréme de point fixe de Schaefer et Schauder,
en mettant des conditions sur le noyau de 'opérateur intégral, comme on a montré I’existence
et l'unicité de la solution continue de l’équation intégrale non-linéaire de Hammerstein-
Volterra, en utilisant le théoréme de point fixe de Schauder, comme on a donné des exemples
sur ces équations.

Enfin, nous démontrons I’existence de solutions & une équation intégrale non linéaire la
modélisation de l'infiltration de fluide dans un milieu homogéne et istrope & moyen terme,

en lui appliquer ’alternative non linéaire de Learay-Schauder.
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