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Introduction

Dans la plupart des systèmes de la mécanique des structures, il existe des situa-

tions dans les quelles un corps déformable entre en contact avec d’autres corps. La

problématique du contact est essentiellement de savoir comment les forces sont appli-

quées sur une structure et comment réagissent ces structures lorsequ’elles subissent

ces forces.

ll est évident que le caractère de ce contact peut jouer un rôle fondamental dans

le comportement de la structure : sa déformation, son mouvement, la distribution

des efforts, etc... . En dépit du rôle fondamental du contact dans les mécanismes des

solides et des structures, les efforts de contacts sont rarement pris en considération

dans l’analyse des structures.

Le contact unilatéral des corps solides, avec ou sans frottement, est une contrainte

mécanique souvent rencontrée en modélistion. Citons par exemple le frottement d’une

tôle dans un procédé d’emboutissage, le contact d’un pneu sur la route, le déploiement

d’un airbag. le problème de contact uniltéral (dit de Signorini) qui est issu de la

mécanique des structures et où les inéquations portent sur la frontière. La condition

de contact a été formulée par Signorini [4] en 1959. La formulation variationnnelle

associée à ce type de condition a été étudiée mathématiquement par Fichera [19] en

1964. Ensuite, viennent les travaux de G.Duvaut et J.L.Lions [17] qui ont rajouté le

frottement aux problèmes de contact et ils ont pu écrire ce problème sous forme d’un

problème de minimisation de fonctionnelle quadratique dans le cas d’un frottement

de Tresca (i.e.avec un seuil de frottement fixe qui ne dépend pas de la contrainte

normale). Dans [17], on peut trouver aussi des résultats d’existence et d’unicité pour

le problème dit de Signorini (sans frottement ).

L’approximation par la méthode des éléments finis a été discutée par nombreux
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auteurs. En particulier, on trouvera dans [22] une synthèse concernant le cas d’un

solide déformable en contact avec un socle rigide.

Le premier résultat d’existence de solutions pour le problème de Signorini avec

frottement a été établi au début des années 80. Nečas, Jaršek et Haslinger [25] ont

prouvé un résultat d’existence pour une barre élastique en dimension deux sous la

condition d’un coefficient de frottement assez petit. Des résultats plus généraux sont

donnés ensuite par Jarušek [20] , Kato [27] , Eck et Jarušek [15]. Récement, R. Has-

sani, P.Hild et I.Ionescu [24] ont trouvé des conditions de non unicité des solutions.

Dernièrement, Y.Renard [28] a donné un critère d’unicité de solution pour le pro-

blème de contact avec frottement. Ce résultat est très important pour la recherche de

solutions multiples.

On désigne par structures minces les corps solides dont l’une des dimensions

(l’épaisseur) est petite devant les autres. Ce sont les plaques, les coques, les barres,

les filaments.... L’intérêt pour une modélisation fine de ces structures est d’autant

plus grand que le nombre des applications industrielles va croissant. Une modélisation

fine doit prendre en compte la faible épaisseur et en déduire des simplifications au

modèle de départ qui est tridimensionnel. De nombreux modèles bidimensionnels ont

ainsi été décrits depuis plus d’un siècle. Ces cas ont été proposés par Kirchhoff, Love,

Reissner, Von Kármán et Koiter. Suivant quelques hypothèses, ils ont posé des mo-

dèles. Parmi ces modèles le modèles de Kirchhoff-Love et Mindlin-Reissner. Dans les

trente dernières années, P.G. Ciarlet et Destuynder [29] et ses collaborateurs se sont

attachés à donner des justifications mathématiques à ces modèles et à en construire de

nouveaux. l’étude d’un problème de contact unilatéral d’une plaque mince contre un

obstacle rigide avec frottement de coulomb a été faite par Dhia [21] en utilisant une

méthode de pénalisation. En 2002 ;J.C.Paumier [18] réalise une modélisation asymp-

totique d’un problème de contact unilatéral d’une plaque mince encastrée, de modèle

de Kirchhoff-Love, contre un obstacle rigide où il a prouvé que ce problème tridimen-

sionnel avec frottement tend vers un problème bidimensionnel sans frottement. Parmi

les questions posées par J.C.Paumier[18] :"is this approach valid for shells and rods".

Le même résultat est obtenu formellement par Chacha et Bensayah [14] pour une

plaque elastique non linéaire de type von Kàrmàn.
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En 2010 ; Léger et Miara [2] et [3] ont étudié pour les coques peu profonde en élasticité

linéaire sans frottement par l’utilisation de la méthode de convergence.

Ce présent mémoire présente l’étude variationnelle et asymptotique d’un problème

statique de contact unilatéral d’une coque mince élastique contre un obstacle rigide

avec les conditions de complémentarité dites les conditions de Signorini et ceci sur la

partie condidate au contact. Ce qui reste du bord est divisé en deux parties, une subit

une force surfacique, l’autre est encastrée. Chaque fois, on fait l’étude du problème

sans frottement puis avec frottement.

On débute notre mémoire par un chapitre qui comporte l’étude variationnelle de

ce problème en supposant, en général, un corps élastique. Puis on établit un théorème

d’existence et d’unicité dans le cas sans frottement et un théorème d’existence dans le

cas avec frottement non local(loi de Tresca) puis local(loi de Coulomb). Et tout ceci

dans le cadre de l’élasticité linéaire.

Dans le deuxième chapitre on va garder la même situation que celle du premier

chapitre en remplaçant le corps élastique par une coque élastique mince. Ce chapitre

est divisé en trois sections. La première section comporte la géométrie des coques

minces. Dans la deuxième section, on part du problème classique formulé en coordon-

nées cartésiennes et puisque les coordonnées curvilignes sont mieux adaptées pour les

coques, on reformule le problème variationnel en coordonnées curvilignes et ce ci dans

le cas sans frottement. Dans la troisième section on fait la même procédure pour le

cas avec frottement de Coulomb.

Dans le troisième chapitre, on garde la position du problème du chapitre précédent

tout en proposant l’étude asymptotique des modèles bidimensionnels "membranaire"

et "couplé flexion-membrane"pour des coques dans le cadre de l’élasticté linéaire,

toujours en distinguant simultanément le cas sans frottement et le cas avec frottement

de Coulomb.

Au dernier chapitre on fait l’étude de la convergence.

Enfin une conclusion qui comporte les résultats essentiels et quelques perspectives.
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Notations et conventions

On utilise les conventions de notations suivantes : les indices ou exposants latins

prennent leurs valeurs dans l’ensemble {1, 2, 3} tandis que les indices grecs prennent,

à l’exception de ε , leurs valeurs dans l’ensemble {1, 2}. La convention des indices

répétés (muets) est adoptée.

u = (ui) vecteur de composantes ui.

u.v = uivi produit scalaire euclidien.

n normale unitaire extérieure.

uN = u.n la composante normale du déplacement.

u = (uT , uN), uT la composante tangentielle du déplacement.

σN = (σ(u)n)n la composante de la force de pression appliquée sur une section de

normale n.

σ(u)n = (σT , σN), σT la composante tangentielle du vecteur σ(u)n.

∂iuj =
∂uj

∂xi
dérivée de uj par rapport à xi.

divσ(u) = ∂jσij divergence du tenseur σ(u).

|u| = √u.u norme vectorielle euclidienne.

A = (Aijkl) : tenseur d’ordre 4 de rigidité.

D(Ω) : l’espace des fonctions tests Ω :domaine ( ouvert borné connexe de frontière

Lipshitzienne) de R
3.

ω : domaine (ouvert borné connexe de frontière Lipshitzienne)de R
2 .

S : la surface moyenne de Ω.

(a1, a2, a3) : (resp. (a1, a2, a3)) base covariante (resp. contravariante ) associée à la

surface moyenne S.

(g1, g2, g3) : (resp. (g1, g2, g3)) base covariante (resp. contravariante ) associée à Ω.

aαβ, bαβ : composantes covariantes du tenseur métrique et du tenseur de courbure
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associées à S.

gij : (resp.g
ij) composantes covariantes (resp. contravariante )du tenseur métrique

associées à Ω.
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Chapitre 1

Un exemple de contact unilatéral

d’un corps élastique contre un

obstacle rigide dans le cadre de

l’élasticité linéaire

Soit Ω un ouvert borné de R
3 occupé par un matériau élastique. La frontière de Ω

est divisée en trois parties Γ0,Γ1,Γ2 (mes (Γ2) > 0 ). Ce matériau entre en contact avec

une fondation rigide en Γ0, subit une force surfacique g sur Γ1 et une force volumique

f sur Ω. On suppose que la partie Γ2 est encastrée, voir 1.1.

Supposons que le système est en état statique et le contact sur Γ0 est avec les

conditions de Signorini .
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Figure 1.1 – Illustration du problème de contact.

Notre objectif est la recherche des déplacements des points de Ω.
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1.1 Contact sans frottement

1.1.1 Problème classique P.C

Le phénomène précédent est interprété par le problème suivant

Trouver u tel que :

− divσ(u) = f dans Ω (1.1)

σ(u)n = g sur Γ1 (1.2)

u = 0 sur Γ2 (1.3)

uN ≤ d, σN ≤ 0, σN(uN − d) = 0, στ = 0 sur Γ0 (1.4)

L’équation (1.1) désigne l’équation d’équilibre du système telle que σ(u) = (σij(u))

est le tenseur des contraintes et σij(u) = aijklekl(u) où eij(u) =
1
2
(∂iuj + ∂jui) et

e(u) = (eij(u)) est le tenseur des déformations linéarisé où ∂iuj =
∂uj

∂xi
. On simplifie

l’écriture par σ(u) = Ae(u) qui s’appelle la loi de comportement du corps élastique.

On suppose que les coefficients aijkl ∈ L∞(Ω) vérifient la propriété de la symétrie

et la propriété de l’ellipticité i.e :

aijkl = ajikl = aklij

∃M > 0, aijkleij(u)ekl(u) ≥Meij(u)eij(u), ∀eij = eji

Les équations (1.2) et (1.3) sont les conditions imposées sur les bords respectivement

Γ1 et Γ2. Les conditions dans (1.4) sont appelées les conditions de Signorini. uN = un

désigne la composante normale du déplacement et n est la normale extérieure.

uN ≤ d (décollement).

σN = (σ(u)n)n la composante normale de la force de pression appliquée sur une

section de normale n.

σN(uN − d) = 0 décollement ou contact.

σT = 0 pas de frottement, pas de cisaillement.

d une fonction d’interstice définie sur Γ0 et mesurée suivant la direction de la

normale et supposée dans H1/2(Γ0).
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1.1.2 Problème variationnel P.V

On note H
1(Ω) = (H1(Ω))3,L2(Ω) = (L2(Ω))3

V = {v ∈ H
1(Ω)/v = 0 sur Γ2}

K = {v ∈ V/vN ≤ d sur Γ0} convexe fermé du sous espace vectoriel V .

Théorème 1.1 Si u est solution de (P.C) alors u vérifie le problème (P.V) :

Trouver u ∈ K tel que :

a(u, v) = L(v) + 〈σN , vN〉, ∀v ∈ V (1.5)

〈σN , vN − uN〉 ≥ 0, ∀v ∈ K (1.6)

où

a(u, v) =

∫

Ω

σ(u) : e(v)dx

L(v) =

∫

Ω

fvdx+

∫

Γ1

gvdΓ

〈σN , vN〉 =
∫

Γ0

σNvNdΓ

Preuve. Formulation faible de (1.1) :

Soit v ∈ K, (1.1) donne :

∫

Ω

−divσ(u)vdx =
∫

Ω

fvdx (1.7)

On a : ∫

Ω

divσ(u)vdx =

∫

∂Ω

σ(u)nvdΓ−
∫

Ω

σ(u) : e(v)dx (1.8)

avec σ(u) : e(v) = σij(u)eij(v).

9



On introduit (1.8) dans (1.7) et on utilise (1.2) et (1.3) on trouve (1.5).

Formulation faible de la condition de contact unilatéral ou de complémentarité :

On a :

〈σN , vN − uN〉 = 〈σN , vN − d+ d− uN〉

= 〈σN , vN − d〉+ 〈σN , d− uN〉

= 〈σN , vN − d〉 ≥ 0

d’où (1.6).

Théorème 1.2 On suppose que la solution u est assez régulière, alors u solution de

(P.C) si et seulement si u solution de (P.V ).

Preuve. On prend dans (1.5) υ = ϕ pour tout ϕ ∈ (D(Ω))3 ( puisque υ reste dans

V ). On trouve que :

a(u, ϕ) = L(ϕ), ∀ϕ ∈ (D(Ω))3 (1.9)

d’où, en utilisant la formule de Green dans (1.9), on trouve :
∫
Ω
(−divσ(u)−f)ϕ dx =

0. Par conséquent :

− divσ(u)− f = 0 p.p sur Ω (1.10)

d’où (1.1). Pour avoir (1.2), on prend υ = ϕ pour tout ϕ ∈ (D(Ω ∪ Γ2))3 dans (1.5),

et en prenant en compte (1.10), on trouve :
∫
Γ2
(σ(u)n− g)ϕ dΓ = 0 d’où (1.2).

On prend υ = ϕ dans (1.5) pour tout ϕ ∈ (D(Ω ∪ Γ0))3. Avec (1.9) on trouve

〈σT , ϕT 〉 = 0 d’où σT = 0 sur Γ0.

On prend υ = u+ϕ dans (1.6) avec ϕ ∈ (D(Ω∪Γ0))3 et ϕN ≤ 0 sur Γ0, on trouve :

〈σN , ϕN〉 ≥ 0 ce qui donne σN ≤ 0 sur Γ0.

En prenant υN = d puis υN = 2vN − d dans (1.6), on obtient 〈σN , uN − d〉 = 0

et puisque σN(uN − d) ≥ 0 alors σN(uN − d) = 0 sur Γ0 par conséquent (1.4).
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1.1.3 Existence et unicité :

Théorème 1.3 Si fi ∈ L2(Ω), gi ∈ L2(Γ1) alors le problème (P.V ) admet une solution

unique dans V .

Preuve. i)a(u, υ) est une forme bilinéaire continue coercive. En effet, a(u, υ) est une

forme bilinéaire (évident). On a :

|a(u, v)| =
∣∣∣∣
∫

Ω

aijklekl(u)eij(v)dx

∣∣∣∣

≤ c

∫

Ω

| ekl(u)eij(v) | dx(9× 9 termes)

≤ c

(∫

Ω

(ekl(u))
2dx

) 1

2
(∫

Ω

(eij(v))
2dx

) 1

2

.

D’autre part on a :
∫

Ω

(eij(u))
2dx =

1

4

∫

Ω

(∂iuj + ∂jui)
2dx

≤ 1

2

∫

Ω

(
(∂iuj)

2 + (∂jui)
2
)
dx

≤ ‖u‖2
H1(Ω).

Donc

|a(u, v)| ≤ 81c‖u‖2
H1(Ω)‖v‖2H1(Ω)

D’où la continuité de a(u, v).

En utilisant la condition de l’ellipticité, on trouve :

a(u, v) =

∫

Ω

aijklekl(u)eij(v)dx

≥M

∫

Ω

ekl(u)eij(v)dx

En utilisant l’inégalité de Korn i.e : Si Ω est borné de frontière régulière alors , il existe

une constante γ > 0 telle que :

∀u ∈ H
1(Ω),

∫

Ω

eij(u)eij(u)dx+

∫

Ω

uiuidx ≥ γ‖u‖2
H1(Ω)
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(démonstration dans [17]. On trouve qu’il existe une constante k > 0, telle que ∀u ∈
H
1(Ω), on a :

∫

Ω

|u|2dx =
∫

Ω

uiuidx ≤ k

∫

Ω

eij(u)eij(u) dx = k

∫

Ω

|e(u)|2dx.

En effet, on procède par l’absurde. Supposons {un} une suite de H
1(Ω) telle que

‖un‖L2(Ω) = 1 et
∫
Ω
|e(un)|2dx < 1

n
pour tout n > 0.

De l’inégalité de Korn, on déduit que ‖un‖2H1(Ω) < k
′

. Donc {un} est une suite

bornée dans H
1(Ω). D’où un ⇀ u0 dans H

1(Ω) et puisque l’injection de H1(Ω) dans

L2(Ω) est compacte, alors un → u0 fortement dans L
2(Ω). D’où‖un‖L2(Ω) = 1.

Par ailleurs, nous avons :

a(un − u0, un − u0) = a(un, un)− a(u0, u0)− 2a(u0, un − u0) ≥ 0.

Il résulte que :

lim
n→∞

inf a(un, un) ≥ a(u0, u0)

d’où
∫
Ω
|e(u0)|2dx ≤ limn→∞ inf

∫
Ω
|e(un)|2dx = 0, ce qui donne

∫
Ω
|e(u0)|2dx = 0 et

puisque u0 = 0 sur Γ0, il en résulte que u0 = 0 sur Ω (voir [16]). Ce qui contredit

‖u0‖L2(Ω) = 1. Par conséquent :
∫
Ω
|e(u)|2dx ≥ k

∫
Ω
|u|2dx, joignée à l’inégalité de

Korn donne
∫
Ω
|e(u)|2dx ≥ k”‖u‖2

H1(Ω) tel que k” = γ
1+k

. D’où a(u, u) ≥Mk”‖u‖2
H1(Ω)

ce qui montre la coercivité.

ii) L(v) est forme linéaire continue sur V . En effet ; on a :

∣∣∣∣
∫

Ω

fvdx

∣∣∣∣ ≤
(∫

Ω

|f |2dx
)1/2(∫

Γ0

|v|2dx
)1/2

≤ c‖v‖L2(Ω)

et ∣∣∣∣
∫

Γ1

gvdx

∣∣∣∣ ≤ ‖g‖L2(Γ1)‖v‖L2(Γ1)

En utilisant l’injection continue de l’application trace de H1(Ω) dans L2(Γ1) et

l’injection continue de H1(Ω) dans L2(Ω) on trouve :

|L(v)| ≤ c(‖v‖L2(Ω) + ‖v‖L2(Γ1))

≤ c
′‖v‖H1(Ω).
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De (1.5) et (1.6) on a l’inéquation variationnelle : a(u, v) ≥ L(v), ∀v ∈ K. De i) et

ii) et par le moyen du théorème de Stampacchia (voir [5]), cette inéquation admet

une solution unique, de plus, puisque a(., .) est symétrique, cette solution réalise le

minimum de la fonctionnelle I(v) = 1
2
a(v, v)− l(v) dans K.

1.2 Contact avec frottement

On suppose qu’on exerce une force sur un corps élastique qui entre en contact avec

une fondation rigide. On remarque que si la force tangentielle dépasse un certain seuil,

ce corps perd sa résistance et entre en glissement. Ce phénomène est interprété par la

loi de Tresca.

Donc la loi de Tresca impose sur la zone de contact les conditions suivantes : |σT | ≤ S,

S est le seuil de frottement.

|σT | < S −→ uT = 0

|σT | = S −→ ∃δ > 0, uT = −δσT
De plus l’expérience montre que le seuil S est proportionnel à la composante

normale de la force exercée sur la zone de contact, i.e, il existe ν > 0 tel que S =

ν|σN |, ν s’appelle le coefficient de frottement qui dépend de la matière élastique et la

fondation rigide. D’où la loi de Coulomb qui s’interprète par les conditions :

|σT | ≤ ν|σN |
|σT | < ν|σN | −→ uT = 0

|σT | = ν|σN | −→ ∃δ > 0, uT = −δσT .

Dans ce chapitre, on va étudier ces deux lois.

1.2.1 Le cas de la loi de Tresca

Problème classique (P.C)

Trouver u tel que

− divσ(u) = f dans Ω (1.11)
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σ(u)n = g sur Γ1 (1.12)

u = 0 sur Γ2 (1.13)

uN ≤ d, σN ≤ 0, σN(uN − d) = 0 sur Γ0 (1.14)

|σT | < S −→ uT = 0 sur Γ0 (1.15)

|σT | = S −→ ∃δ > 0, uT = −δσT sur Γ0 (1.16)

Problème variationnel (P.V)

Théorème 1.4 Si u est solution de (P.C) alors u vérifie le problème (P.V) :

trouver u ∈ K tel que

a(u, v) = L(v) + 〈σN , vN〉+ 〈σT , vT 〉, ∀v ∈ V (1.17)

〈σN , vN − uN〉 ≥ 0, ∀v ∈ K (1.18)

〈σT , vT − uT 〉+ 〈S, |vT | − |uT |〉 ≥ 0, ∀vT ∈ VT (1.19)

où VT = {v ∈ (H1(Ω))2/v = 0 sur Γ2}

Preuve. De (1.11), on trouve :
∫

Ω

−divσ(u)vd(x) =
∫

Ω

fvdx, ∀v ∈ V (1.20)

D’autre part, en utilisant la formule de Green, on a :
∫

Ω

−divσ(u)vdx =
∫

Ω

σ(u) : e(v)dx−
∫

Γ0

σ(u)nvdΓ−
∫

Γ1

σ(u)nvdΓ−
∫

Γ2

σ(u)nvdΓ

(1.21)

En utilisant (1.12)-(1.13) dans (1.21), puis on introduit le résultat dans (1.20), on

trouve (1.17). On a :

〈σN , vN − uN〉 = 〈σN , vN − d+ d− uN〉
= 〈σN , vN − d〉+ 〈σN , d− uN〉
= 〈σN , vN − d〉 ≥ 0
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d’où (1.18). Formulation faible des conditions de frottement :

On a :

−
∫

Γ0

σTvTdΓ ≤
∫

Γ0

|σT ||vT |dΓ

≤
∫

Γ0

S|vT |dΓ (1.22)

Et pour uT = 0 ou uT = −δσT on a :
∫

Γ0

σTuTdΓ =

∫

Γ0

−δ|σT |2dΓ

= −
∫

Γ0

|σT ||uT |dΓ

= −
∫

Γ0

S|uT |dΓ (1.23)

De (1.22) et (1.23), on déduit (1.19).

Théorème 1.5 On suppose que u est assez régulière. Alors, u est solution du (P.C)

si et seulement si u est solution du (P.V ).

Preuve. Si on prend v = u±ϕ, tel que ϕ ∈ (D(Ω))3, v reste dans V puis on l’introduit

dans (1.17) on trouve :

a(u, ϕ) =

∫

Ω

fϕ dx (1.24)

ce qui entraîne, après utilisation de la formule de Green,(1.11).

Pour v = u± ϕ toujours dans (1.17) tel que ϕ ∈ (D(Ω ∪ Γ1))3, v demeure dans V , et

en utilisant (1.24), on trouve (1.12).

Puis on prend v = u + ϕ dans (1.18) avec ϕ ∈ (D(Ω ∪ Γ0))3 et ϕN ≤ 0 sur Γ0, on

trouve 〈σN , ϕN〉 ≥ 0 ce qui donne σN ≤ 0 sur Γ0.

En prenant vN = d puis vN = 2uN dans (1.18), on obtient 〈σN , uN−d〉 = 0 et puisque

σN(uN − d) ≥ 0 alors σN(uN − d) = 0 sur Γ0. Par conséquent (1.14).

On pose v = 0 puis v = 2u dans (1.19), on trouve :

〈σT , uT 〉+ 〈S, |uT |〉 = 0 (1.25)
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d’où (1.19) devient 〈σT , vT 〉+ 〈S, |vT |〉 ≥ 0 ou encore
∫

Γ0

(σTvT − S|vT |)dΓ ≥ 0 (1.26)

Soit ϕ ∈ (D(Ω))3, on a |ϕT | ≤ |ϕ| et σTϕT = σTϕ puisque σTn = 0.

Donc (1.25) devient :
∫

Γ0

(σTϕ− S|ϕT |) dΓ ≥ 0 pour tout ϕ ∈ (D(Ω))3 (1.27)

On prend ±ϕ dans (1.27), on trouve que :
∣∣∣∣
∫

Γ0

σTϕ dΓ

∣∣∣∣ ≤
∫

Γ0

S|ϕ| dΓ (1.28)

On a
∫
Γ0
S|ϕ| dΓ définie une norme sur H1(Γ0) et ϕ −→

∫
Γ0
σTϕ dΓ est une forme

linéaire sur (D(Ω))3. D’où de (1.28), on conclut qu’elle est continue et de norme ≤ 1.

On a : ∫

Γ0

σTϕ dΓ =

∫

Γ0

(S−1σT )(Sϕ) dΓ

d’où :
∣∣∣∣
∫

Γ0

σTϕ dΓ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

Γ0

(S−1σT )(Sϕ) dΓ

∣∣∣∣

≤ |S−1σT |L∞(Γ0) ×
∣∣∣∣
∫

Γ0

Sϕ dΓ

∣∣∣∣

≤ |S−1σT |L∞(Γ0) ×
∫

Γ0

S|ϕ| dΓ

Ceci implique que |S−1σT |L∞(Γ0) ≤ 1 d’où |S−1σT | ≤ 1, par conséquent |σT | ≤ S sur

Γ0. Pour finir, de |σT | ≤ S, on conclut que −σTuT ≤ S|uT | d’où σTuT + S|uT | ≥ 0

avec 1.25 on déduit que :

σTuT + S|uT | = 0 (1.29)

Deux cas se présentent :

si |σT | = S, de (1.29) on conclut (1.15).

si |σT | < S, supposons uT 6= 0 on aura σTuT + S|uT | < 0 ce qui contredit (1.29),

d’où (1.16).
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Existence et unicité

On a besoin de quelques outils pour établir l’existence et l’unicité de la solution

du problème variationnel.

Posons :

J(v) =

∫

Γ0

S|vT |dΓ, v ∈ K

On a :

I(v) =
1

2
a(v, v)− L(v), v ∈ K

– J convexe sur K, non linéaire et non différentiable.

– I strictement convexe et G-différentiable de G-dérivée : I ′(u)w = a(u, w) −
L(w), w 6= 0.

Corollaire 1 Soit u ∈ K, u est solution du problème variationnel si et seulement si

u est solution de l’inéquation variationnelle :

a(u, v − u)− L(v − u) + J(v)− J(u) ≥ 0, ∀v ∈ K (1.30)

Preuve. Supposons que u, la solution du problème variationnel, est assez régulière.

L’équation (1.17) donne :

a(u, v − u) = L(v − u) + 〈σN , vN − uN〉+ 〈σT , vT − uT 〉. (1.31)

Pour avoir (1.29, il suffit d’introduire (1.18) et(1.19) dans (1.17).

Inversement, supposons que u est assez régulière et vérifie (1.30). On procède de la

même façon que dans la preuve du théorème 5. On introduit v = u ± ϕ, tel que

ϕ ∈ (D(Ω))3, dans (1.29), puis on récupère (1.17), ensuite (1.30). Après insertion de

(1.11) et (1.12) dans (1.29), on trouve :

〈σN , vN − uN〉+ 〈σT , vT − uT 〉+ 〈S, |vT | − |uT |〉 ≥ 0, ∀vT ∈ VT (1.32)

On prend vT = uT puis vN = uN dans (1.31), on trouve respectivement (1.18) et

(1.19).
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Corollaire 2 Soit u ∈ K. Les deux problèmes suivants sont équivalents :

i)





Trouver u minimiseant

F (v) = I(v) + J(v), v ∈ K
(1.33)

ii)





Trouve u dans K tel que

a(u, v − u)− L(v − u) + J(v)− J(u) ≥ 0, ∀v ∈ K
(1.34)

Preuve. Montrons d’abord que i) implique ii). Soit u vérifiant i), on a : ∀v ∈ K, u+

t(v − u) ∈ K, ∀t ∈]0, 1[. Donc on a :

F (u) ≤ F (u+ t(v − u))

≤ I(u+ t(v − u) + J(u+ t(v − u)

d’où :

I(u) + J(u) ≤ I(u+ t(v − u)) + (1− t)Ju+ tJ(v)

donc
I(u+ t(v − u))− I(u)

t
+ J(v)− J(u) ≥ 0

En faisant tendre t vers zéros, on trouve ii).

Maintenant, on montre la réciproque. Puisque I est convexe et G-dérivable de G-

dérivée I ′(u)w = a(u, w) − L(w), w 6= o, alors I(v) ≥ I(u) + I ′(u)(v − u) pour tout

v ∈ V d’où u vérifie ii).

En combinant avec ii), on trouve :

I(v) ≥ I(u) + J(u)− J(v)

d’où

I(u) + J(u) ≤ I(v)− J(v), ∀v ∈ K

comme u ∈ K, il résulte que :

F (u) ≤ F (v), ∀v ∈ K

d’où ii).
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Remarque 1.1 Ce corollaire nous permet de passer du problème d’inéquation varia-

tionnelle à un prblème de minimisation.

Corollaire 3 Supposons que fi ∈ L2(Ω), gi ∈ L2(Γ2) et S ∈ L2(Γ0). Donc le problème

de minimisation (1.33) admet au moins une solution dans K.

Preuve. Pour établir l’existence de u, il suffit de montrer que F est faiblement s.c.i

et coercive sur K. On a I est une fonction convexe et G-dérivable sur K donc, elle

est faiblement s.c.i sur K. Donc il suffit de montrer que J est s.c.i. Pour cela il suffit

de montrer que son épigraphe est fermé. Ce qui est facile à établir et ceci est due à la

continuité de J .

Puisque la somme d’une fonction s.c.i et une fonction s.c.i faiblement est une

fonction s.c.i alors F est s.c.i.

Il reste à établir la coercivité. D’après la coercivité de a(., .), la linéarité de L(.) et

la continuité de l’application trace de H1(Ω) dans L2(Γ), on a :

|I(v)| ≥ c‖v‖2
H1(Ω) − c′‖v‖H1(Ω)

et

J(v) =

∫

Γ0

S|vT | dΓ

≤
∫

Γ0

S|v| dΓ

≤ c”‖v‖H1(Ω) pourS ∈ L2(Γ0).

D’où limF (v) = +∞ quand ‖v‖H1(Ω) →∞ par conséquent F est coercive.

Si de plus F est strictement convexe, cette solution est unique.

Théorème 1.6 Pour fi ∈ L2(Ω), gi ∈ L2(Γ2) et S ∈ L2(Γ0), le problème (P.V) admet

au moins une solution.

Preuve. Il suffit d’utiliser les corollaires 1,2 et 3.
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1.2.2 Le cas de la loi de Coulomb

Problème classique (P.C)

Trouver u tel que

− divσ(u) = f dans Ω (1.35)

σ(u)n = g sur Γ1 (1.36)

u = 0 sur Γ2 (1.37)

uN ≤ d, σN ≤ 0, σN(uN − d) = 0 sur Γ0 (1.38)

|σT | < ν|σN | −→ uT = 0 sur Γ0 (1.39)

|σT | = ν|σN | −→ ∃δ > 0, uT = −δσT sur Γ0 (1.40)

Problème variationnel (P.V)

Théorème 1.7 Si u est solution de (P.C) alors u vérifie le problème (P.V) :

trouver u ∈ K tel que

a(u, v) = L(v) + 〈σN , vN〉+ 〈σT , vT 〉, ∀v ∈ V (1.41)

〈σN , vN − uN〉 ≥ 0, ∀v ∈ K (1.42)

〈σT , vT − uT 〉+ 〈ν|σN |, |vT | − |uT |〉 ≥ 0, ∀vT ∈ VT (1.43)

où VT = {v ∈ (H1(Ω))2/v = 0 sur Γ2}

Preuve. De (1.35), on trouve :
∫

Ω

−divσ(u)vdx =
∫

Ω

fvdx ∀v ∈ V (1.44)

D’autre part, en utilisant la formule de Green on a :
∫

Ω

−divσ(u)vdx =
∫

Ω

σ(u) : e(v)dx−
∫

Γ0

σ(u)nvdΓ−
∫

Γ1

σ(u)nvdΓ−
∫

Γ2

σ(u)nvdΓ

(1.45)
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En utilisant (1.35)-(1.38) dans (1.45), puis on introduit le résultat dans (1.44), on

trouve (1.41).

on a :

〈σN , vN − uN〉 = 〈σN , vN − d+ d− uN〉
= 〈σN , vN − d〉+ 〈σN , d− uN〉
= 〈σN , vN − d〉 ≥ 0

d’où (1.42).

Formulation faible des conditions de frottement :

on a :

−
∫

Γ0

σTvTdΓ ≤
∫

Γ0

|σT ||vT |dΓ

≤
∫

Γ0

ν|σT ||vT |dΓ (1.46)

Et pour uT = 0 ou uT = −δσT on a :
∫

Γ0

σTuTdΓ =

∫

Γ0

−δ|σT |2dΓ

= −
∫

Γ0

|σT ||uT |dΓ

= −
∫

Γ0

ν|σN ||uT |dΓ (1.47)

De (1.46) et (1.47), on déduit (1.43).

Théorème 1.8 On suppose que u est assez régulière alors u solution de (P.C) si et

seulement si u est solution de (P.V).

Preuve. Si on prend v = u ± ϕ, tel que ϕ ∈ (D(Ω))3, v reste dans V , puis on

l’introduit dans (1.41), on trouve :

a(u, ϕ) =

∫

Ω

fϕ dx

Ce qui entraîne, après utilisation de formule de Green,(1.35).
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Pour v = u± ϕ toujours dans (1.41) tel que ϕ ∈ (D(Ω ∪ Γ1))3, v reste dans V , et

en utilisant ce qui précède, on trouve (1.36).

Puis on prend v = u+ ϕ dans (1.42) avec ϕ ∈ (D(Ω ∪ Γ0))3 et ϕN ≤ 0 sur Γ0, on

trouve 〈σN , ϕN〉 ≥ 0 ce qui donne σN ≤ 0 sur Γ0.

En prenant vN = d puis vN = 2uN − d dans (1.42), on obtient 〈σN , uN − d〉 = 0 et

puisque σN(uN − d) ≥ 0 alors σN(uN − d) = 0 sur Γ0. Par conséquent (1.38).

On pose v = 0 puis v = 2u dans (1.42), on trouve :

〈σT , uT 〉+ 〈ν|σN |, |uT |〉 = 0

d’où (1.42) devient :

〈σT , vT 〉+ 〈ν|σN |, |vT |〉 ≥ 0

ou encore : ∫

Γ0

(σTvT − ν|σN ||vT |)dΓ ≥ 0 (1.48)

Soit ϕ ∈ (D(Ω))3, on a |ϕT | ≤ |ϕ| et σTϕT = σTϕ puisque σTn = 0.

Donc (1.48) devient :
∫

Γ0

(σTϕ− ν|σN ||ϕT |)dΓ ≥ 0 pour tout ϕ ∈ (D(Ω))3 (1.49)

On prend ±ϕ dans (1.49), on trouve que :
∣∣∣∣
∫

Γ0

σTϕdΓ

∣∣∣∣ ≤
∫

Γ0

ν|σN ||ϕ|dΓ (1.50)

On a
∫
Γ0
ν|σN ||ϕ|dΓ définie une norme sur L1(Γ0) et ϕ →

∫
Γ0
σTϕdΓ est une forme

linéaire sur (D(Ω))3. D’où de (1.50), on conclut qu’elle est continue et de norme ≤ 1.

On a : ∫

Γ0

σTϕdΓ =

∫

Γ0

((ν|σN |)−1σT )(ν|σN |ϕ)dΓ

d’où :
∣∣∣∣
∫

Γ0

σTϕdΓ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

Γ0

((ν|σN |)−1σT )(ν|σN |ϕ)dΓ
∣∣∣∣

≤ |(ν|σN |)−1σT |L∞(Γ0) ×
∣∣∣∣
∫

Γ0

ν|σN |ϕdΓ
∣∣∣∣

≤ |(ν|σN |)−1σT |L∞(Γ0) ×
∫

Γ0

ν|σN ||ϕ|dΓ
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Ceci implique |(ν|σN |)−1σT |L∞(Γ0) ≤ 1 d’où |(ν|σN |)−1σT | ≤ 1 par conséquent :

|σT | ≤ ν|σN | sur Γ0.

Pour finir, de |σT | ≤ ν|σN |, on conclut que−σTuT ≤ ν|σN ||uT | doù σTuT+ν|σN ||uT | ≥
0, avec (1.48) implique que :

σTuT + ν|σN ||uT | = 0 (1.51)

Deux cas se présentent :

− si |σT | = ν|σN |, de (1.51) on conclut (1.40).

− si |σT | < ν|σN |, supposons uT 6= 0, on aura σTuT + ν|σN ||uT | < 0 ce qui contredit

(1.51), doù (1.39).

Un théorème d’existence

Corollaire 4 Le (P.V) est équivalent au problème :

Trouver u dans K tel que :

a(u, v − u)− L(v − u) + J(v)− J(u) ≥ 0, ∀v ∈ K (1.52)

où J(v) =
∫
Γ0
ν|σN ||vT |dΓ.

Preuve. Au début, on peut avoir de (1.41) que :

a(u, v − u) = L(v − u) + 〈σN , vN − uN〉+ 〈σT , vT − uT 〉 (1.53)

Conformément à la première partie de la preuve du théorème(1.4), de (1.52), on a

(1.41).

Après insertion de (1.35) et (1.36) dans (1.53), on trouve :

〈σN , vN − uN〉+ 〈σT , vT − uT 〉+ 〈ν|σN |, |vT | − |uN |〉 ≥ 0, ∀vT ∈ VT (1.54)

On prend vT = uT puis vN = uN dans (1.54), on trouve respectivement (1.42) et

(1.43).
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Pour avoir la réciproque, il suffit d’introduire (1.42) et (1.43) dans (1.53).

Il existe plusieurs difficultés pour établir l’existence de la solution du problème

variationnel avec J(v) =
∫
Γ0
ν|σN ||vT |dΓ et ceci est due au couplement des contraintes

et du déplacement et à la non-différentiabilité de J , de plus σN n’est pas en relation

biunivoque avec u, ceci est due au moins à σN(uN − d) = 0 donc, on ne peut pas

écrire F uniquement en fonction de u. Par conséquent dans tout les cas, on ne peut

pas passer à un problème de minimisation.

Pour dépasser ces difficultés, on va procéder à une stratégie de point fixe sur le seuil

de frottement qui utilise l’existence de la solution dans le cas de la loi Tresca. Cette

stratégie consiste à :
{

Trouver le point fixe de l’application :

S → ν|σN(u)| dans H
− 1

2 (Γ0)
(1.55)

où u est solution du problème auxiliaire :

P (S)





Trouver u dans K minimisant la fonction :
F (v) = 1

2
a(u, v)− L(v) + JS(v), ∀v ∈ K

avec JS(v) =
∫
Γ0
S|vT |dΓ

(1.56)

et H
−1/2(Γ0) est l’espace dual de H

1/2
00 (Γ0)

1 (voir [23] ou [22] pour une définition

de H
1/2
00 (Γ0)), tout ceci pour avoir S = ν|σN |. On peut simplifier, en posant S = νs

et on cherche s le point fixe de l’application s −→ |σN | dans H
− 1

2 (Γ0)).

Soient u1, u2 solutions de P (S1) et P (S2) respectivement. Donc ,

a(u1, v − u1) + Js1(v)− Js1(u
1) ≥ L(v − u1), ∀v ∈ K (1.57)

a(u2, v − u2) + Js2(v)− Js2(u
2) ≥ L(v − u2), ∀v ∈ K (1.58)

En prenant v = u1 dans (1.57) et v = u2 dans (1.58), on trouve :

a(u1 − u2, u1 − u2) ≤ Js1(u
2)− Js1(u

1) + Js2(u
1)− Js2(u

2)

≤
∫

Γ0

(S1 − S2)(|u2T | − |u1T |) dΓ (1.59)

On a d’après la coercivité :

‖u1 − u2‖2
H1(Ω) ≤

1

c
a(u1 − u2, u1 − u2) (1.60)
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et
∫

Γ0

(S1 − S2)(|u2T | − |u1T |) dΓ ≤ |S1 − S2|H− 1
2 (Γ0)

× ‖|u2T | − |u1T |‖
H

1
2 (Γ0)

≤ |ν|L∞(Γ0) × |S1 − S2|H− 1
2 (Γ0)

× ‖u2T − u1T‖
H

1
2 (Γ0)

≤ c′|ν|L∞(Γ0) × |S1 − S2|H− 1
2 (Γ0)

× ‖u2T − u1T‖H1(Ω)

≤ c′|ν|L∞(Γ0) × |S1 − S2|H− 1
2 (Γ0)

× ‖u2 − u1‖H1(Ω)

(1.61)

En combinant (1.60)-(1.61), on trouve :

‖u1 − u2‖2
H1(Ω) ≤

c′

c
|ν|L∞(Γ0) × |S1 − S2|H− 1

2 (Γ0)
(1.62)

D’autre part, on a :

||σN(u1)| − |σN(u2)||H− 1
2 (Γ0)

≤ |σN(u1)− σN(u
2)||

H−
1
2 (Γ0)

et

|σN(u1)− σN(u
2)|

H−
1
2 (Γ0)

= |(σ(u1)n)n− (σ(u2)n)n|
H−

1
2 (Γ0)

= |(σ(u1)n− σ(u2n)n|
H−

1
2 (Γ0)

≤ ‖σ(u1)n− σ(u2)n‖H1(Ω)

≤ ‖σ(u1)− σ(u2)‖(L2(Ω))3×3

≤ c”‖e(u1 − u2)‖(L2(Ω))3×3 (1.63)

Par ailleurs, nous avons :

‖eij(u)‖(L2(Ω)) ≤ ‖u‖H1(Ω)

d’où :

‖e(u1 − u2)‖(L2(Ω))3×3 ≤ K‖u1 − u2‖2
H1(Ω)

Par conséquent (1.63), avec (1.62), devient :

‖|σN(u1)| − |σN(u2)|‖H− 1
2 (Γ0)

≤ γ|ν|L∞(Γ0) × |s1 − s2|H− 1
2 (Γ0)

.

Donc s’il existe ν0 > 0 vérifiant |ν|L∞(Γ0) < ν0, assez petit pour avoir γ|ν|L∞(Γ0) < 1,

alors l’application s −→ |σN(u)| admet un point fixe. D’où le théorème :

25



Théorème 1.9 Supposons que fi ∈ L2(Ω), gi ∈ L2(Γ2) et |ν|L∞(Γ0) < ν0, pour ν0

assez petit, le problème (P.V) admet au moins une solution dans V .

On peut consulter Necas, Jarusek et Haslinger [25], pour avoir un résultat d’exis-

tence pour un problème bidimensionnel où ils supposent que le coefficient de frotte-

ment est assez petit. Récemment ; EcK et Jarusek [15] ont donné une démonstration,

en utilisant la méthode de pénalisation. Par contre, pas de résultat d’unicité établi

jusqu’à maintenant .
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Chapitre 2

Présentation générale du problème de

Signorini pour les coques minces

Introduction

Dans ce chapitre on garde la même situation que celle du premier chapitre en

remplaçant le corps élastique par une coque élastique mince. Ce chapitre est divisé

en trois sections. La première section comporte la géométrie des coques minces. Dans

la deuxième section, on part du problème classique formulé en coordonnées carté-

siennes et puisque les coordonnées curvilignes sont mieux adaptées pour les coques,

on reformule le problème variationnel en coordonnées curvilignes et ce ci dans le cas

sans frottement. Dans la troisième section on fait la même procédure pour le cas avec

frottement de Coulomb.

2.1 Description de la géométrie d’une coque mince

Soit Ωε = ω × ]−ε,+ε[ , ε > 0, un domaine ouvert borné de R
3, tel que ω est un

sous ensemble ouvert de R
2, avec une frontière assez régulière γ. On note la fron-

tière latérale de Ωε par Γε
0 = γ × [−ε, ε], la face supérieure et la face inférieure sont

notées, respectivement par Γε
+ et Γε

−. Soit θε : ω̄ → R
3 une fonction de classe C3.

La configuration de référence de la coque est {Ω̂ε}−, où Ω̂ε = Θε(Ωε), x̂ε = Θε(xε),

Θε(xε) = θε(x1, x2) + xε3a
ε
3(x1, x2) pour tout xε = (x1, x2, x

ε
3) ∈ Ω̄ε et aε3 est le vecteur
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unitaire normal à la surface moyenne ω̂ = Θε(ω̄) de la coque voir figure 2.1 1. Pour

ε assez petit, l’application Θε : Ω̄ε → Θε(Ω̄ε) est un C1-difféomorphisme (voir [10])

et on suppose aussi que Θε préserve l’orientation, i.e det∇εΘε(xε) > 0, ∀xε ∈ Ω̄ε.

On suppose que Ω̂ε est occupé par corps linéairement élastique, homogène et isotrope

(voir Annexe, définition 1, 2 et 3). Dans sa configuration naturelle : une coque d’épais-

seur 2ε dont les constantes de Lamé sont notées par λ > 0, µ > 0 et sont supposées

indépendantes de ε. On suppose que la coque en question est soumise à des forces volu-

miques de densité f̂ ε ∈ (L2(Ω̂ε))3, sa face inférieure Γ̂ε
− = Θε(Γε

−) soumise à des forces

surfaciques de densité ĥε ∈ (L2(Γ̂ε
−))

3 sa face latérale est encastrée uniquement sur

Θε(γ0×[−ε, ε]) qui est une partie non vide de Γ̂ε
0 = Θε(Γε

0) représentant sa face latérale

totale. On suppose aussi que cette coque entre en contact unilatéral sur sa face supé-

rieure Γ̂ε
+ = Θε(Γε

+) contre une fondation rigide Oε = {xε ∈ R
3/(xε1, x

ε
2) ∈ ω, xε3 ≥ d̂},

où d̂(≥ 0) est la fonction d’interstice définie sur Γ̂ε
+ et qui désigne la distance entre la

face supérieure et la fondation rigide mesurée dans la direction normale, Λ son coeffi-

cient de frottement. On suppose aussi que le système est en état statique. Notons que

les indices Grecs appartiennent à l’ensemble {1, 2}, les indices Latin appartiennent à

l’ensemble {1, 2, 3} et la convention de sommation de Einstein par rapport aux in-

dices et exposants répétés est systématiquement utilisées, ∂i = ∂/∂x, ∂εi = ∂/∂xεi ,

∂̂εi = ∂/∂x̂εi , n̂
ε = (n̂ε

i ) est la normale unitaire extérieure le long de la frontière de

la coque Ω̂ε. On note par l’indice T la composante tangentielle, et par l’indice N la

composante normale, νε = (νεα) et τ ε = (τ εα) sont respectivement la normale unitaire

extérieure et le vecteur tangent unitaire tels que τ1 = −ν2 et τ2 = ν1 le long de la

frontière de l’ensemble ω. Les opérateurs différentiels de la dérivée normale extérieure

et de la dérivée tangentielle να∂α et τα∂α le long de γ sont notées par ∂ν et ∂τ .

Dans toute la suite, on utilise la convention de notation suivante : les notations

comportant un chapeau sont exprimées dans un système de coordonnées cartésiennes,

celles sans chapeau étant exprimées dans un système de coordonnées curvilignes.

1. Cette figure et toutes les figures suivantes sont prises de [6]
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Figure 2.1 – Transformation du domaine

2.2 Le cas sans frottement

2.2.1 Problème classique (P̂ ε.C)





Trouver ûε telque

−∂̂εj σ̂ε
ij = f̂ ε

i dans Ω̂
ε

σ̂ε
ijn̂

ε
j = ĥεi sur Γ̂−

ûε = 0 sur Γ̂ε
0

ûεN ≤ d̂ε, Ĝε
N ≤ 0, Ĝε

N(û
ε
N − d̂ε) = 0, Gε

α = 0 sur Γ̂ε
+

(2.1)

tel que :

σ̂ε
ij = Âijkl,εêεkl, Ĝ

ε
i = σ̂ε

ijn̂
ε
j (2.2)

êεij(û
ε) =

1

2
(∂̂εi û

ε
j + ∂̂εj û

ε
i ) (2.3)

Remarque 2.1 Ĝε
N représente la densité de force de pression et Ĝε

α les densités des
forces de frottement.

29



2.2.2 Problème variationnel (P̂ ε .V )

Théorème 2.1 Le problème (P̂ ε.C) est formellement équivalent au problème (P̂ ε.V ).





Trouver (ûε, Ĝε) ∈ K(Ω̂ε)× L2(Γ̂ε
+) telque

âε(ûε, v̂ε) = L̂ε(v̂ε) + 〈Ĝε
N , v̂

ε
N〉 ∀v̂ε ∈ V (Ω̂ε)

〈Ĝε
N , v̂N − ûεN〉 ≥ 0, ∀v̂ε ∈ K(Ω̂ε)

(2.4)

âε(ûε, v̂ε) =

∫

Ω̂ε

Âijkl,εêεkle
ε
ij(v̂) dx̂ε

L̂ε(v̂) =

∫

Ω̂ε

f̂ ε
i v̂i dx̂ε +

∫

Γ̂ε
−

ĥεi v̂i dΓ̂ε

〈Ĝε
i , φ̂

ε
i 〉 =

∫

Γ̂ε
+

Ĝε
i φ̂

ε
i dΓ̂ε

V (Ω̂ε) = {v̂ε = (v̂εi ) ∈ H
1(Ω̂ε), v̂ε = 0 sur Γ̂ε

0},H1(Ω̂ε) = (H1(Ω̂ε))3

K(Ω̂ε) = {v̂ε ∈ V (Ω̂ε)/v̂εN ≤ d̂ε sur Γ̂ε
+}

Preuve. La démonstration est similaire à celle du Théorème (1.1) du chapitre 1.

Remarque 2.2 D’après le première chapitre ce problème est équivalent à l’inéqua-
tion variationnelle :

âε(ûε, v̂ε − ûε) ≥ L̂ε(ûε − v̂ε)

dans K(Ω̂ε) qui admet une solution unique sous les conditions f̂ ε
i ∈ L2(Ω̂ε) et ĥεi ∈

L2(Γ̂ε
−),cette solution réalise le minimum de la fonctionnelle :

Î(v̂ε) =
1

2
âε(v̂ε, v̂ε)− L̂ε(v̂ε)

2.2.3 Problème variationnel (P̂ ε.V ) en coordonnées curvilignes

On note par êi la base canonique de R
3 et (gm,ε(xε)) sa base contravariante

au point x̂ε, définie par gεi (x
ε).gj,ε(xε) = δji , dont la base covariante est (gεi (x

ε))

donnée par gεi (x
ε) = ∂εiΘ

ε(xε) ∀xε ∈ Ωε. On note respectivement les symboles de

Christoffel et les composantes covariantes et contravariantes du tenseur métrique par

Γk,ε
ij = ∂εi g

ε
j .g

k,ε, gεij = gεi .g
ε
j , g

ij,ε = gi,ε.gj,ε. L’élément de volume de Θε(Ω̄ε) est
√
gεdxε,

où gε = det(gεij). On note aussi les composantes contravariantes des forces volumiques
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et surfaciques respectivement par f̂ ε
i (x̂

ε)êi = f i,ε(xε)gεi (x
ε) ∀xε ∈ Ωε, ĥεi (x̂

ε)êi =

hi,ε(xε)gεi (x
ε) ∀xε ∈ (Γε

−). Les composantes de chaque champs de vecteurs v̂ε = (v̂εi ) ∈
V (Ω̂ε) sont données par v̂εi (x̂

ε)êi = vεj (x
ε)gj,ε(xε)∀x̂ε = Θε(xε) ∈ {Ω̂ε}−, et on utilise

les relations vεi (x
ε) = v̂εi (x̂

ε)[gεi (x
ε)]j oú [gεi (x

ε)]j est la jeme composante du vecteur

gεi (x
ε). Pour plus de détails (voir [10] et [6])( voir figure 2.2) .

Figure 2.2 – Coordonnées curvilignes

Soient (uεi ) les composantes covariantes du champs de vecteurs ûεi (x̂
ε)êi et Gi,ε sont

les composantes contravariantes du champs de vecteurs Ĝε
i (x̂

ε)êi, donc on transforme

le problème (P̂ ε.V ) écrit en cordonnées cartésiennes x̂ε = (x̂εi ) en un problème écrit

en cordonnées curvilignes xε = (xεi ) mieux adaptées à l’étude des coque, est décrite

au théorème suivant
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Théorème 2.2

(P ε.V )





Trouver (uε = ûε ◦Θε) ∈ K(Ωε) tels que
aε(uε, vε) = Lε(vε) + 〈δεGi,ε, vεi 〉, ∀vε ∈ V(Ωε)

〈δεG3,ε, vε3 − uε3〉 ≥ 0, ∀vε ∈ K(Ωε)
(2.5)

tels que

aε(uε, vε) =

∫

Ωε

Aijkl,εeεk‖l(u
ε)eεi‖j(v

ε)δεdxε, Aijkl,ε = λgij,εgkl,ε+µ(gik,εgjl,ε+ gil,εgjk,ε)

eεi‖j(v
ε) :=

1

2
(vεi‖j + vεj‖i), v

ε
i‖j := ∂εjv

ε
i − Γk,ε

ij v
ε
k

Lε(vε) =

∫

Ωε

f i,εvεi δ
εdxε +

∫

Γε
−

hi,εvεi δ
εdΓε

〈δεGi,ε, vεi 〉 =
∫

Γε
+

Gi,εvεi δ
εdΓε

δε =
√
gε

et
V(Ωε) = {vε = (vεi ) ∈ H

1(Ωε), vε = 0 sur Γε
0}

K(Ωε) = {vε ∈ V(Ωε)/vε3 ≤ dε sur Γε
+}

Preuve. On rappelle que l’élément de volume dx̂ε =
√
gεdxε (voir [6, Theo-

rem1.2.1(a)]) et l’élément de surface dΓ̂ε(x̂ε) =
√
gε
√
nε
kg

ε,kl(xε)nε
l (x

ε)dΓ(xε) (voir

[6, Theorem 1.2.1(b)])

i) On démontre maintenant que :
∫

Ω̂ε

f̂ i,εv̂idx̂
ε =

∫

Ωε

f i,εvidx
ε

D’après la définition :

f̂ i,ε : Ω̂ε −→ R et f i,ε : Ω −→ R

f̂ i,ε(x̂ε)êεi =: f
i,ε(xε)gεi (x

ε
i ) pour tout x̂

ε = Θε(xε), xε ∈ Ωε

on déduit que :

f i,ε(xε) = f̂ i,ε(x̂ε)[gi,ε(xε)]j
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donc

f i,ε ∈ L2(Ωε) si f̂ i,ε ∈ L2(Ω̂ε).

et

f̂ i,ε(x̂ε)v̂i(x̂
ε) = (f̂ i,ε(x̂ε)êεi )((v̂j(x̂)ê

j)

= (f i,ε(xε)gεi (x
ε))(vi(x

ε)gi,ε(xε))

= f i,ε(xε)vi(x
ε),

pour tout x̂ε = Θε(xε), xε ∈ Ωε alors :

f̂ i,ε(x̂ε)v̂i(x̂
ε)dx̂ε = f i,ε(xε)vi

√
gε(xε)dxε pour tout x̂ε = Θε(xε), xε ∈ Ωε

∫

Ω̂ε

f̂ i,εv̂idx̂
ε =

∫

Ωε

f i,εvi
√
gε(xε)dxε

ii) On démontre maintenant que :
∫

Γ̂ε
−

ĥi,εv̂idΓ̂
ε =

∫

Γε
−

hi,εvi
√
gεdΓε

D’après la définition :

ĥi,ε : Γ̂ε
− −→ R et hi,ε : Γε

− −→ R

ĥi,ε(x̂ε)êεidΓ̂
ε(x̂ε) =: hi,ε(xε)gεi (x

ε)
√
gε(xε)dΓε(xε) pour tout x̂ε = Θε(xε), xε ∈ Γε

−

et d’après la relation : dΓ̂ε(x̂ε) =
√
gε(xε)

√
nε
k(x

ε)gε,klnε
l (x

ε)dΓε(xε) on obtient

ĥε,i(x̂ε)êεi = {nε
k(x

ε)gε,klnε
l (x

ε)}−1/2hε,i(xε)gεi (xε) pour tout x̂ε = Θε(xε), xε ∈ Γε
−

on déduit que :

hε,i(xε) =
√
nε
k(x

ε)gε,klnε
l (x

ε)ĥε,i(x̂ε)[gε,i(xε)]j

Donc

hε,i ∈ L2(Γε
−) si ĥ

ε,i ∈ L2(Γ̂ε
−)

et ∫

Γ̂ε
−

ĥε,iv̂idΓ̂
ε =

∫

Γε
−

hε,ivi
√
gεdΓε
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iii) On montre maintenant que :

〈Ĝε,i, v̂i〉 = 〈δεGε,i, vi〉

et

〈Ĝε
N , v̂N〉 = 〈δεGε

N , vN〉

d’après la définition :

Ĝε,i(x̂ε)êεidΓ̂
ε(x̂ε) = Gε,i(x)gεi (x)

√
gε(xε)dΓε(xε) pour tout x̂ε = Θε(xε), xε ∈ Γε

+

et d’après la relation dΓ̂ε(x̂ε) =
√
gε(xε)

√
nε
k(x

ε)gε,klnε
l (x

ε)dΓε(xε) et en utili-

sant la même procédure que celle utilisée dans l’étape précédente,

on déduit que :

Gε,i(xε) =
√
nε
k(x

ε)gε,klnε
l (x

ε)Ĝε,j(x̂ε)[gε,i]j

et

〈Ĝε,i, v̂i〉 = 〈δεGε,i, vi〉

et

〈Ĝε
N , v̂N〉 = 〈δεGε

N , vN〉

On calcule maintenant Gε,i :

Ĝε,i = σ̂ε,ijn̂ε
j

= [λεêεpp(û
ε)aij + 2µεêεij(û

ε)]n̂ε
j

=
[
λεeεk‖lg

ε,klδij + 2µεeεk‖l[g
ε,k]i[g

ε,l]j
]
[a3]j

= λεeεk‖lg
ε,kl[a3]i + 2µεeεk‖lg

ε,3l[gk,ε]i

Gε,i = BĜε,j[gε,i]j

= B[λεeεk‖lg
kl,ε[a3]j + 2µεeεk‖lg

ε,3l[gε,k]j][g
ε,i]j
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tel que

B =
√
nε
k(x

ε)gε,klnε
l (x

ε)

Gε,i = B[λεeεk‖lg
εklgε,3i + 2µεeεk‖lg

ε,3lgε,ki]

Gε,α = B[2µεeεk‖lg
ε,3lgε,kα]

Gε,3 = B[λεeεk‖lg
ε,kl + 2µεeεk‖lg

ε,3lgε,k3]

iv) On démontre maintenant que :
∫

Ω̂ε

Âε,ijklêεkl(û
ε)êεij(v̂)dx̂

ε =

∫

Ωε

Aε,ijkleεk‖l(u
ε)eεi‖j(v)

√
gεdxε

La définition des symboles de Christoffel Γε,q
lk : Ω

ε −→ R

Γε,q
lk (x

ε) = Γε,q
lm(x

ε)δml = Γε,q
lm(x

ε)gε,m(xε) = −∂εl gε,q(xε)gεk(xε)

Γε,a
kl = Γε,a

lk

Soient v̂ε = (v̂εi ) ∈ V ε(Ω̂ε) et vε = (vεi ) définis par :

v̂εi (x̂
ε)êε,i = vεi (x

ε)gε,i(xε) dans V (Ωε); et v̂εi (x̂
ε) = vεk(x

ε)[gε,k(xε)]i

on déduit que :

∂̂εj v̂
ε
i (x̂

ε) = ∂̂εjvk(Θ̂
ε(x̂ε))[gε,k(xε)]i + vq(x

ε)∂̂εj [g
ε,q(Θ̂ε(x̂ε))]i

= (∂εl υk(x
ε)[gε,l(xε)]j[g

ε,k(xε)]i + υq(x
ε)(∂εl [g

ε,k(xε)]i)[g
ε,l(xε)]j

= (∂εl vk(x
ε)− Γε,q

lk (x
ε)vq(x

ε))[gε,k(xε)]i[g
ε,l(xε)]j

= υk‖l(x
ε)[gε,k(xε)]i[g

ε,l(xε)]j

où

υk‖l(x
ε) := ∂lvk(x

ε)− Γεq
lk (x

ε)vq(x
ε)

Âεijklêεkl(û
ε)êεij(v̂) : Ω̂

ε −→ R

Âε,ijkl = λεδijδkl + µε(δikδjl + δilδjk)

Aε,ijkl := λεgε,ijgε,kl + µε(gεikgε,jl + gε,ilgε,jk) = Aε,klij ∈ C1(Ω
ε
)
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eεi‖j(v) :=
1

2
(vi‖j + vj‖i)

=
1

2
(∂εjvi + ∂εi vj)− Γε,P

ij vP

= eεj‖i(υ) ∈ L2(Ωε)

êεij(v̂)(x̂
ε) =

1

2
(∂̂εj v̂i + ∂̂εi v̂j)(x̂

ε)

=
1

2
(vk‖l[g

ε,k]i[g
ε,l]i + vk‖l[g

ε,k]j[g
ε,l]i)(x

ε)

= (eεk‖l(v)[g
ε,l]i[g

ε,k]j)(x
ε)

on obtient :

δij êεij(v̂)(x̂
ε) = êεpp(v̂)(x̂

ε)

= (eεk‖l(v)[g
ε,l]p[g

ε,k]p)(x
ε)

= (eεk‖l(v)g
ε,kl)(xε)

et

δijδklêεkl(û
ε)(x̂ε)êεij(v̂)(x̂

ε) = êεpp(v̂)(x̂
ε)êεqq(v̂)(x̂

ε)

= (gε,ijgε,kleεk‖l(u
ε)eεi‖j(v))(x)

1

2
(δikδjl + δilδjk)êεkl(û

ε)(x̂ε)êεij(v̂)(x̂
ε) = êεkl(û

ε)(x̂ε)êεij(v̂)(x̂
ε)

= (eεk‖l(u
ε)eεm‖n(v)[g

ε,k]i[g
ε,l]j[g

ε,m]i[g
ε,n]j)(x

ε)

= (gε,kmgε,lneεk‖l(u
ε)eεm‖n(x

ε))(xε)

=
1

2
[(gε,ikgε,jl + gε,ilgε,jk)eεk‖l(u

ε)eεm‖n(v)](x
ε)

on déduite que :

(Âε,ijklêεkl(û
ε)êεij(v̂)(x̂

ε) = (Aε,ijkleεk‖l(u
ε)eεi‖j(v))(x

ε)

alors ∫

Ω̂ε

Âε,ijklêεkl(û
ε)êεij(v̂)dx̂

ε =

∫

Ωε

Aε,ijkleεk‖l(u
ε)eεi‖j(v)

√
gεdxε

D’après i), ii), iii) et iv), on obtient alors le problème en coordonnées curvi-

lignes.
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2.3 Le cas avec frottement de Coulomb

On va étudier dans cette partie, le même problème précédent en supposant que le

contact unilatéral est avec frottement de Coulomb. L’étude variationnelle de ce pro-

blème est déjà faite dans le chapitre 1.

2.3.1 Problème classique (P̂ ε.C)





Trouver ûε telsque

−∂̂εj σ̂ε
ij = f̂ ε

i dans Ω̂
ε

σ̂ε
ijn̂

ε
j = ĥεi sur Γ̂−

ûε = 0 sur Γ̂ε
0

ûεN ≤ d̂ε, Ĝε
N ≤ 0, Ĝε

N(û
ε
N − d̂ε) = 0, sur Γ̂ε

+

|σ̂ε
τ | < ν|σ̂ε

N | ⇒ ûετ = 0 sur Γ̂ε
+

|σ̂ε
τ | = ν|σ̂ε

N | ⇒ ∃δ > 0, ûετ = −δσ̂ε
τ sur Γ̂ε

+

(2.6)

tels que :

σ̂ε
ij = Âijkl,εêεkl, Ĝ

ε
i = σ̂ε

ijn̂
ε
j (2.7)

êεij(û
ε) =

1

2
(∂̂εi û

ε
j + ∂̂εj û

ε
i ) (2.8)

2.3.2 Problème variationnel (P̂ ε.V )

Théorème 2.3 Le problème précédent (P̂ ε.C) est formellement équivalent au pro-

blème (P̂ ε.V ).





Trouver (ûε, Ĝε) ∈ K(Ω̂ε)× L2(Γ̂ε
+) telque

âε(ûε, v̂ε) = L̂ε(v̂ε) + 〈Ĝε
N , v̂

ε
N〉 ∀v̂ε ∈ V (Ω̂ε)

〈Ĝε
N , v̂N − ûεN〉 ≥ 0, ∀v̂ε ∈ K(Ω̂ε)〈

Ĝε
α, v̂

ε
α − ûεα

〉
+

〈
ν|Ĝε

α|, |v̂ετ | − |ûετ |
〉
≥ 0, ∀v̂ε ∈ V (Ω̂ε)

(2.9)

âε(ûε, v̂ε) =

∫

Ω̂ε

Âijkl,εêεkle
ε
ij(v̂) dx̂ε

L̂ε(v̂) =

∫

Ω̂ε

f̂ ε
i v̂i dx̂ε +

∫

Γ̂ε
−

ĥεi v̂i dΓ̂ε
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〈Ĝε
i , φ̂

ε
i 〉 =

∫

Γ̂ε
+

Ĝε
i φ̂

ε
i dΓ̂ε

V (Ω̂ε) = {v̂ε = (v̂εi ) ∈ H
1(Ω̂ε), v̂ε = 0 sur Γ̂ε

0},H1(Ω̂ε) = (H1(Ω̂ε))3

K(Ω̂ε) = {v̂ε ∈ V (Ω̂ε)/v̂εN ≤ d̂ε sur Γ̂ε
+}

Preuve. La démonstration est similaire à celle du théorème (1.7) chapitre 1.

Remarque 2.3 Pour ûε assez régulier, alors les problème P̂ ε.C et P̂ ε.V sont équiva-
lents.

Remarque 2.4 D’après le premier chapitre, ce problème est équivalent au problème :
{

Trouver ûε ∈ K(Ω̂ε) tel que

âε(ûε, v̂ε − ûε) + J(v̂ε)− J(ûε) ≥ L̂ε(v̂ε − ûε), ∀vε ∈ K(Ω̂ε)
(2.10)

qui admet au moins une solution dans V sous les conditions f̂ i,ε ∈ L2(Ω̂ε), ĥi,ε ∈
H−1/2(Γ̂ε

−) et ν assez petit, cette solution réalise le minimum de la fonctionnelle :

F (v̂ε) =
1

2
âε(ûε, v̂ε) + J(v̂ε)− L̂ε(v̂ε), ∀vε ∈ K(Ω̂ε)

2.3.3 Problème variationnel (P̂ ε.V ) en coordonnées curvilignes

On transforme le problème précédent écrit en cordonnées cartésiennes x̂ε = (x̂εi )

en un problème écrit en cordonnées curvilignes xε = (xεi ) mieux adaptées à l’étude

des coques.

Théorème 2.4

(V P ε)





Trouver (uε = ûε ◦Θε) ∈ K(Ωε) tels que
aε(uε, vε) = Lε(vε) + 〈δεGi,ε, vεi 〉, ∀vε ∈ V(Ωε)

〈δεG3,ε, vε3 − uε3〉 ≥ 0, ∀vε ∈ K(Ωε)
〈δεGα,ε, vεα − uεα〉+ 〈Λδε|G3,ε|, |vεT | − |uεT |〉 ≥ 0, ∀vε ∈ V(Ωε)

(2.11)

tels que

aε(uε, vε) =

∫

Ωε

Aijkl,εeεk‖l(u
ε)eεi‖j(v

ε)δεdxε, Aijkl,ε = λgij,εgkl,ε+µ(gik,εgjl,ε+ gil,εgjk,ε)

eεi‖j(v
ε) =

1

2
(vεi‖j + vεj‖i), v

ε
i‖j = ∂εjv

ε
i − Γk,ε

ij v
ε
k
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Lε(vε) =

∫

Ωε

f i,εvεi δ
εdxε +

∫

Γε
−

hi,εvεi δ
εdΓε

〈δεGi,ε, vεi 〉 =
∫

Γε
+

Gi,εvεi δ
εdΓε

δε =
√
gε

et
V(Ωε) = {vε = (vεi ) ∈ H

1(Ωε), vε = 0 sur Γε
0}

K(Ωε) = {vε ∈ V(Ωε)/vε3 ≤ dε sur Γε
+}

Preuve. La démonstration est similaire à celle du théorème 2.2 chapitre 2.
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Chapitre 3

L’analyse asymptotique d’un

problème de contact unilatéral d’une
coque mince contre un obstacle rigide
dans l’élasticité linéaire

3.1 Introduction

Ce chapitre 1 est consacré à l’obtention par l’analyse asymptotique formelle des mo-

dèles bidimensionnels "membranaire" et "couplé flexion-membrane" pour des coques

élastiques minces.

L’idée de base d’une première famille de théories de coques est de prendre en compte

la géométrie particulière d’un tel milieu et, par intégration sur l’épaisseur, d’obtenir

un modèle bidimensionnel formulé sur la surface moyenne de la coque et représentant

une bonne approximation du modèle tridimensionnel.

On considère une coque élastique mince dont l’épaisseur 2ε est petite par rapport à

ses autres longueurs encastrée sur une partie de sa frontière, sous l’action des forces

de volume et des forces de surface, il subit un champ de déplacement. Ce champ de

déplacement et le tenseur des contraintes sont solutions d’un problème variationnel

P ε(Ωε) en coordonnées curvilignes qui suivent de façon plus naturelle la géométrie de

1. Ce chapitre est l’objet d’une communication au seminaire international RAMA7, Batna, Alge-

rie.
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la coque. On écrit le problème variationnel sur un domaine indépendant de l’épaisseur

(paragraphe 3.2.4). Le développement asymptotique permet d’obtenir formellement

des modèles limites bidimensionnels posés sur la surface moyenne de la coque (para-

graphe 3.2.5).

On considère une coque Ω̂ε = Θε(Ωε) de frontière Γ̂ε, (Ωε = ω×] − ε,+ε[ de

frontière Γε), tel que ω est un ouvert borné connexe de R2, de frontière γ lipschitzienne

, d’épaisseur 2ε (ε est petit), de surface moyenne S = Θ(ω), telle que Θ ∈ C3(ω,R3),

constituée d’un matériau élastique homogène et isotrope, son tenseur de rigidité Aε =

(Aijkl,ε) vérifie : 



Aijkl,ε(Xε) ∈ L∞(Ωε)
Aijkl,ε = Ajikl,ε = Aklij,ε = Aklji,ε

∃C > 0, Aijkl,ετijτkl > Cτijτij, ∀τij = τji

(3.1)

La coque est soumise à des forces volumiques dans Ω̂ε et à des forces surfaciques

sur Γ̂ε
−, (Γ̂

ε
± = Θε(Γε

± = ω × {±ε})), les densités de ces forces sont respective-

ment données par leurs composantes contravariantes : f ε = (f i,ε) ∈ (L2(Ωε))3 et

hε = (hi,ε) ∈ (L2(Γε
−))

3. De plus, la coque est encastrée sur la partie Θε(Γε
0), (Γ

ε
0 =

γ0× [−ε,+ε], γ0 ⊂ γ) de la frontière latérale, alors uε = 0 sur Γε
0, est entre en contact

unilatéral avec un obstacle rigide occupant le domaine ©ε = {xε ∈ R
3/(xε1, x

ε
2) ∈

ω, xε3 > dε}, dε ≥ 0 dans H2
0 (ω), d est une fonction d’interstice définie sur ω.

La condition de contact est définie par l’inégalité : v3 ≤ d d’où la notation :

K(Ωε) = {v ∈ V (Ωε)/v3 ≤ d} est l’espace des déplacements admissibles avec condi-

tion de contact.

Dans l’étude asymptotique, on va procéder en déplacement uε qui vérifie le problème

P ε(Ωε) en coordonnées curvilignes .

On va étudier chaque fois le cas de contact sans frottement puis le cas de contact avec

frottement de Coulomb.
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3.2 Le cas de contact sans frottement

3.2.1 Position du problème variationnel sur un domaine indé-

pendant de l’épaisseur

Pour cela il est important que le domaine sur lequel est posé le problème ne dépend

pas de ε. On définit les ensembles suivants :

Ω = ω×]−1,+1[ ainsi que Γ = γ× [−1,+1], Γ0 = γ0× [−1,+1] et Γ± = ω×{±1}.
On note x = (xi) un point de Ω et on pose ∂i = ∂

∂xi
.

Figure 3.1 – Transformation en domaine indépendant de ε.

On construit l’application πε bijective de Ω dans Ω
ε
de la façon suivante (voir
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figure 3.1) :

πε : x = (x1, x2, x3) ∈ Ω→ πε(x) = xε = (x1, x2, εx3) ∈ Ωε
(3.2)

d’où : ∂εα = ∂α et ∂ε3 =
1
ε
∂3.

A toute fonction κε définie sur Ωε, on associe la fonction "mise à l’échelle" définie

sur Ω par :

κε(xε) = κ(ε)(x), xε ∈ Ωε, x ∈ Ω (3.3)

On définit ainsi les fonctions :

λε = λ , µε = µ

ui(ε)(x) = uεi (x
ε), f i(ε)(x) = f i,ε(xε), vεi (x

ε) = vi(x)

Aijkl(ε)(x) = Aijkl,ε(xε), hi(ε)(x) = hi,ε(xε) pour xε ∈ Γε
− et x ∈ Γ−

Gi,ε(xε) = εpGi(ε)(x); p ∈ {1, 3} pour xε ∈ Γε
+ et x ∈ Γ+

eεi‖j(u
ε) = ei‖j(ε, u(ε)),Γ

k
ij(ε)(x) = Γk,ε

ij (x
ε), ∀xε ∈ Ωε et x ∈ Ω

On peut alors récrire le problème variationnel P ε(Ωε) sur l’ouvert fixe Ω :

P (ε,Ω)





Trouver u(ε) ∈ K(Ω); tels que :∫
Ω
Aijkl(ε)ek‖l(ε, u(ε))ei‖j(ε, v)

√
g(ε)dx

=
∫
Ω
f i(ε)vi

√
g(ε)dx+ 1

ε

∫
Γ−
hi(ε)vi

√
g(ε)dΓ

+εp−1
〈√

g(ε)G3(ε), v3

〉
∀v ∈ V(Ω)〈√

g(ε)G3(ε), v3 − u3(ε)
〉
> 0 ∀v ∈ K(Ω)

(3.4)

tels que :

ei‖j(ε, v) =
1

2
(vi‖j(ε) + vj‖i(ε)) (3.5)

vi‖j(ε) = ∂jvi − Γk
ij(ε)vk (3.6)

V(Ω) = {v = (vi) ∈ H1(Ω), v = 0 sur Γ0} (3.7)

K(Ω) = {v ∈ V(Ω)/v3 ≤ d}, d = dε (3.8)
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3.2.2 Identification d’un problème variationnel bidimensionnel

Définition de la surface moyenne

Soit E3 l’espace euclidien habituel rapporté á un repére orthonormé fixe (0, e1, e2, e3),

et soit ω un sous-ensemble ouvert borné du plan E2dont la frontière est notée γ. Alors,

la surface moyenne S de la coque est l’image dans E3 de l’ensemble ω (ω est appelé

domaine de référence)par l’application θ :

θ : (ζ1, ζ2) ∈ ω ⊂ E2 → θ(ζ1, ζ2) ∈ S ⊂ E3.

Nous notons ∂S = θ(γ), de telle sorte que S = S∪∂S, et nous supposons θ et γ suf-

fisamment réguliéres. En particulier, nous supposons que tous les points de la surface

moyenne S = θ(ω) sont réguliers de telle sorte que les vecteurs,

aα =
∂θ

∂ζα
, α = 1, 2,

sont linéairement indépendants pour tous les points ζ = (ζ1, ζ2) ∈ ω. Ces deux vec-

trurs définissent le plan tangent á la surface S en tout point θ(ζ). Le vecteur normal

au plan tangent est donné par,

a3 =
a1 × a2
|a1 × a2|

,

|.| désignant la norme euclidienne dans l’espace ξ3 équipé du produit scalaire habituel

(a, b) → a.b. Alors , le point θ(ζ) et les trois vecteurs ai définissent un repére local

pour la surface moyenne (voir figure3.2 ), i.e., la base covariante attachée au point

θ(ζ).

Nous désignons par aαβ, bαβ les premiére et seconde formes fondamentales de la

surface moyenne S ; autrement dit,

aαβ = aβα = aαaβ

bαβ = a3.∂αaβ = −∂αa3.aβ = bβα
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Figure 3.2 – Définition de la surface moyenne

Dans toute la suite, nous utilisons des lettres grecques,α, β, ..., pour des indices

prenant leurs valeurs dans l’ensemble{1, 2}, des lettres latines, i, j,...,pour les indices

prenant leurs valeurs dans l’ensemble {1, 2, 3}et nous adoptons la convention de som-

mation sur les indices répétés haut et bas. Aux vecteurs aα, nous associons deux autres

vecteurs aβ du plan tangent définis par,

aα.a
β = δβα,

δβα =

{
1 si α = β
0 si α 6= β

, (3.9)
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Ces vecteurs sont reliés aux vecteurs aα par les relations,

aα = aαβa
β, aα = aαβaβ, a

αβ = aαaβ = aβα,

où la matrice (aαβ) est l’inverse de la matrice (aαβ). Cette matrice inverse est bien

définie car tous les points de la surface moyenne S sont supposés réguliers.

L’ensemble (a1, a2, a3) définit la base contravariante attachée au point θ(ζ).

Pour un tenseur donné, les tenseurs métriques (aαβ) et (aαβ) nous permettent d’asso-

cier les composantes covariantes, contravariantes et mixtes d’un tenseur donné. Par

exemple, aux composantes covariantes bαβ de la seconde forme fondamentale, nous

pouvons associer les composantes mixtes et la contravariantes correspondantes

bβα = aβλbλα; bαβ = aαλaβνbλν ,

et inversement,

bαβ = aαλb
λ
β = aαλaβνb

λν .

Étant donné que les bases (a1, a2, a3) et (a1, a2, a3) ne sont en général ni normées ni

orthogonales, il est commode d’introduire les symboles de Christoffel Γα
βσ pour,

Γα
βσ = aα∂βaσ = −∂βaαaσ = Γα

σβ.

Il est également commode de préciser les expressions de quelques produits vectoriels

des fonctions de base :
{

aα × aβ = εαβa
3; aαaβ = εαβa3

a3 × aβ = εβλa
λ; a3 × aβ = εβλaλ,

, (3.10)

où

a = a11a22 − (a12)
2 6= 0 (points rgulies).

Le paramètre dans l’expression de l’élément d’aire dS de la surface qui est donné

par,

dS = |a1 × a2|dζ1dζ2 =
√
adζ1dζ2.
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Remarque 3.1 (Liens entre aαβ, bαβ et les courbures de la surface moyenne.) La pre-

mière forme fondamentale aαβ est attachée aux caractéristiques métriques de la surface

moyenne tandis que la seconde forme fondamentale bαβ est attachée aux caractéris-

tiques de courbure de cette surface moyenne. Ces formes aαβ et bαβ sont naturellement

dépendantes du choix de la représentation θ choisie.

Etude asymptotique

L’objectif de l’analyse asymptotique est de connaître le comportement de la solu-

tion u(ε) du problème P (ε,Ω) lorsque ε tend vers zéro. Nous commençons maintenant

l’analyse asymptotique du problème variationnel P (ε,Ω).

On suppose que la solution de ce problème admet un développement asymptotique

formel.

u(ε) = u0 + εu1 + ε2u2... u0 6= 0 avec uq ∈ K(Ω), q ∈ {0, 1, 2, ...} (3.11)

Nous énonçons maintenant quelques résultats qu’on aura besoin par la suite.

Théorème 3.1 Soit ω un ouvert borné connexe de R
2 de frontière γ lipschitzienne,

soit θ ∈ C3(ω,R3) une application injective telle que les deux vecteurs aα = ∂αθ

soient linéairement indépendants en tout point de ω et soit ε0 > 0 (existe toujours

), tel que l’application Θ : Ω0 → R
3 définie par Θ(y, x3) = θ(y) + x3a3(y) pour tout

(y, x3) ∈ Ω0, où Ω0 = ω×] − ε0,+ε0[, est C1− difféomorphisme de Ω0 dans Θ(Ω0)

et det (g1, g2, g3) > 0 dans Ω0, gi = ∂iΘ, voir ([6, Theorem 3.1.1]). Les fonctions

g(ε),Γk
ij(ε), bαβ, b

σ
α,Γ

γ
αβ sont définies dans la section 2.2.3 ( chapitre 2), les dérivées

covariantes bσβ|α sont définies par :

bσβ|α = ∂αb
α

β + Γσ∗
ατb

τ
β − Γτ∗

αβb
σ
τ ,

et les fonctions bαβ,b
σ
α,Γ

γ∗
αβ,b

σ
β|αet a(a=det(aαβ)) sont identifiées à des fonctions de

C0(Ω).
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Alors :

Γk
ij(ε)(x) = Γk,0

ij + εx3Γ
k,1
ij +O(ε2),

Γγ,0
αβ = Γγ∗

αβ , Γ3,0αβ = bαβ , Γβ,0
α3 = −bβα , Γ3,0i3 = Γi,0

33 = 0 , Γγ,1
αβ = −bγα|β,

Γ3,1αβ = −bσαbσβ , Γγ,1
α3 = −bσαbγσ , Γ3,1i3 = Γi,1

33 = 0.

∂3Γ
k
αβ(ε) = O(ε), g(ε) = a+O(ε),

pour tout 0 < ε ≤ ε0, ou O(ε), O(ε2) sont définis par rapport à la norme usuelle de

L∞.

Finallement, il existe des constantes a0, g0 et g1 telles que : 0 < a0 ≤ ay pour tout

y ∈ ω, 0 < g0 ≤ g(ε)(x) ≤ g1, pour tout x ∈ Ω et 0 < ε ≤ ε0.

Preuve. La démonstration est similaire à celle du ([6, Theorem 3.3.1]).

Théorème 3.2 a) Soient ω un ouvert de R
2 et θ ∈ C1(ω;R2) une application in-

jective telle que les deux vecteurs aα = ∂αθ soient linéairement indépendants en

tout point de Ω.

Soit aαβ les composantes contravariantes du tenseur métrique de S = θ(ω), les

composants contravariantes 2D du tenseur de l’élasticté de la coque sont définies

par : aαβστ := 4λµ
λ+2µ

aαβaστ + 2µ(aασaβτ + aατaβσ)

avec λ ≥ 0 et µ > 0. Alors il existe une constante, Ce(ω, θ, µ) > 0 telle que, pour

tout y ∈ ω et toutes les matrices symétriques (ταβ)
∑
α,β

| ταβ |2≤ Cea
αβστ (y)τστταβ

b) Soit θ ∈ C2(ω,R3) et soit les autres suppositions sur l’application θ et la définitions

de ε0 est comme dans ([6, Theorem 3.1.1]). Les composantes contravariantes

du tenseur de l’élasticité tridimensionnelle Aijkl(ε) = Ajikl(ε) = Aklij(ε) ([6,

Theorem 3.2.1]) satisfait : Aijkl(ε) = Aijkl(0)+O(ε) et Aαβσ3(ε) = Aα333(ε) = 0
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pour tout 0 < ε ≤ ε0 où O(ε) sont définis par rapport à la norme ‖, ‖0,∞,Ω

(définie dans ([6, Theorem 3.3.1])) et

Aαβστ (0) := λaαβaστ + µ(aασaβτ + aατaβσσ)

Aαβ33(0) := λaαβ, Aα3σ3(0) := µaασ, A3333(0) := λ+ 2µ

Aαβσ3(0) = Aα333(0) = 0

Finalement il existe une constante Ce > 0 telle que :

∑
i,j

| τij |2≤ CeA
ijkl(ε)(x)τklτij,

ou 0 < ε < ε0, pour tout x ∈ Ω et toutes les matrices symétriques (τij).

Preuve. La démonstration est similaire à celle du ([6, Theorem 3.3.2]).

Théorème 3.3 Soient Les fonctions : σ(ε)+ : ω → R et σ(ε)− : ω → R définies

par :

σ(ε)+(y) = σ(ε)(y, 1), σ(ε)−(y) = σ(ε)(y,−1) pour tout y ∈ ω

où la fonction σ(ε) : Γ+ ∪ Γ− → R est définie par :

σ(ε)(x) := (det∇εΘ(xε)) |∇εΘ(xε)−Tnε(xε)| pour tout xε ∈ Γε
+ ∪ Γε

−

alors : ‖σ(ε)+ −√a‖1,∞;ω + ‖σ(ε)− −
√
a‖1,∞;ω < Cε

Preuve. voir ([3, lemme 6.1]

D’après (3.11) et [6, Theorem 3.3.1], on obtient le développement asymptotique

de ei‖j(ε; u(ε)), ei‖j(ε.υ).

ei‖j(ε; u(ε)) =
1
ε
e−1i‖j + e0i‖j + εe1i‖j + ε2e2i‖j + ...

où :





e−1α‖β = 0

e−1α‖3 =
1
2
∂3u

0
α

e−13‖3 = ∂3u
0
3

(3.12)
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e0α‖β =
1
2
(∂βu

0
α + ∂αu

0
β)− Γσ

αβu
0
σ − bαβu

0
3

e0α‖3 =
1
2
(∂3u

1
α + ∂αu

0
3) + bσαu

0
σ

e03‖3 = ∂3u
1
3

(3.13)





e1α‖β =
1
2
(∂βu

1
α + ∂αu

1
β)− Γσ

αβu
1
σ − bαβu

1
3 + x3{bσβ|αu0σ + bσαbσβu

0
3},

e1α‖3 =
1
2
(∂3u

2
α + ∂αu

1
3) + bσαu

1
σ + x3b

τ
αb

σ
τu

0
σ

e13‖3 = ∂3u
2
3

(3.14)

eij(ε; v) =
1
ε
e−1i‖j(v) + e0i‖j(v) + εe1i‖j(v) + ε2e2i‖j(v) + ...

où : 



e−1α‖β(v) = 0

e−1α‖3(v) =
1
2
∂3vα

e−13‖3(v) = ∂3v3

(3.15)





e0α‖β(v) =
1
2
(∂βvα + ∂αvβ)− Γσ

αβvσ − bαβv3
e0α‖3(v) =

1
2
∂αv3 + bσαvσ

e03‖3(v) = 0
(3.16)





e1α‖β(v) = x3b
σ
β|αvσ + x3b

σ
αbσβv3

e1α‖3(v) = x3b
τ
αb

σ
τ vσ

e−13‖3(v) = 0
(3.17)

Le comportement asymptotique des fonctions g(ε), Bε, Aijkl(ε) et Gε (voir théo-

rème,(3.1),(3.2) et (3.3)) implique que ( rappelons que θ ∈ C3(ω,R3) par hypothèse

)

g(ε) = a+O(ε)

Bε = 1 +O(ε)

Aijkl(ε)
√
g(ε) = Aijkl(0)

√
a+ εBijkl,1 + ε2Bijkl,2 + o(ε2)

Gα,ε = Bε[2µεeεk‖lg
3l,εgkα,ε]

= Bε[2µεeεk‖3g
kα,ε]

=
1

ε
(2µaαβe−1β‖3) + 2µ(2x3a

ασbβσe
−1
β‖3 + aαβe0β‖3) + ε2µ(2x3a

ασbβσe
0
β‖3 + aαβe1β‖3)

+ ε22µ(aαβe2β‖3 + 2x3a
ασbβσe

1
β‖3) + ε32µ(aαβe3β‖3 + 2x3a

ασbβσe
2
β‖3) + ...
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G3ε = Bε[λεeεk‖lg
kl,ε + 2uεeεk‖lg

3l,εg3k,ε]

= Bε[λεeεαβg
αβ,ε] + (λε + 2uε)eε3‖3]

=
1

ε
(λ+ 2µ)e−13‖3 + [λaαβe0α‖β + (λ+ 2µ)e03‖3] + ε[2x3a

ασbβσe
0
α‖β + aαβe1α‖β + (λ+ 2µ)e13‖3]

+ ε2[aαβe2α‖β + 2x3a
ασbβσe

1
α‖β + (λ+ 2µ)e23‖3] + ε3[aαβe3α‖β + 2x3a

ασbβσe
2
α‖β + (λ+ 2µ)e33‖3] + ...

Théorème 3.4 :

Soit ω un ouvert de R
2 de frontière γ, soit Ω = ω×]− 1, 1[, et soit ψ ∈ Lp(Ω) p > 1

vérifiant
∫
Ω
ψ∂3υdx = 0, pour tout υ ∈ C∞(Ω)

tel que : υ = 0 sur γ × [−1, 1].

Alors : ψ = 0

Preuve. Soit ϕ ∈ D(Ω) et on prend υ : Ω→ R définie par :

υ(x1, x2, x3) =
∫ x3

−1
ϕ(x1, x2, τ)dτ pour tout (x1, x2, x3) ∈ Ω.

alors υ ∈ C∞(Ω) et υ = 0 sur γ × [−1, 1] ;
donc

∫
Ω
ψϕdx =

∫
Ω
ψ∂3υdx = 0

ce que entraîne ψ = 0 p.p sur Ω

3.2.3 Modèles des coques membranaires

On se propose quelques modèles bidimentionnels de coques membranaires obtenus

par l’analyse asymptotique formelle à partir du modèle tridimentionnel de coques

élastiques minces constituées d’un matériau isotrope et homogène.

On suppose qu’il existe deux fonctions f i,0 ∈ L2(Ω) et hi,1 ∈ L2(Γ−) telles que :

f i(ε)(x) = f i,0(x), x ∈ Ω (3.18)

hi(ε)(x) = εhi,1, pour tout x ∈ Γ− (3.19)

G3,ε(xε) = εG3(ε)(x) pour tout x ∈ Γ+ (3.20)
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On substitue (3.18),(3.19),(3.20) dans (3.4), et on identifie les termes du même

ordre de ε; on obtient à l’ordre ε−2, ε−1 et ε0 respectivement :

P−2
{ ∫

Ω
Aijkl(0)e−1k‖le

−1
i‖j(υ)

√
adx =

∫
Γ+
G3,−2υ3

√
adΓ ∀υ ∈ V(Ω) (3.21)

P−1
{ ∫

Ω
Aijkl(0){e0k‖le−1i‖j(υ) + e−1k‖Le

0
i‖j}
√
adx =

∫
Γ+
G3,−1υ3

√
adΓ ∀υ ∈ V(Ω)

(3.22)

P 0

{ ∫
Aijkl(0){e0k‖le0i‖j(υ) + e1k‖le

−1
i‖j(υ) + e−1k‖le

1
i‖j(υ)}

√
adx+

∫
Ω
Bijkl,1{e0k‖le−1i‖j(υ)

+e−1k‖le
0
i‖j(υ)}dx =

∫
Ω
f i,0
√
adx+

∫
Γ−

√
ahi,1υidΓ +

∫
Γ+

√
aG3,0υ3dΓ

(3.23)

Proposition 3.1 :

On suppose qu’il existe deux fonctions f i,0 ∈ L2(Ω) et hi,1 ∈ L2(Γ−) tels que :

f i(ε)(x) = f i,0(x)pour tout x ∈ Ω

hi(ε)(x) = εhi,1(x) pour tout x ∈ Γ−

u(ε) = u0 + εu1 + ε2u2 + ... avec uq ∈ K(Ω), q = 0, 1, 2, ... et u0 6= 0

G3,ε(xε) = εG3(ε)(x) ∀x ∈ Γ+

G3(ε) = G3,0 + εG3,1 + ε2G3,2 + ....

et l’espace V0(ω) = {η ∈ H1(ω) ; η = 0 sur γ0, γαβ(η) = 0 dans ω } et réduit

à {0}.

Alors le premier terme u0 de u(ε) et indépendant de x3 et peutêtre identifier avec

un champ de vecteur ξ : Ω→ R
3 solution d’un problème variationel à deux dimension ;

problème ”PM(ω)” . d’une coque membranaire linéairement élastique ,




ξ0 ∈ K(ω) := {η ∈ V(ω)/η3 ≤ d sur Γ+}
∫
ω
aαβστγστ (ξ

0)γαβ(η)
√
a dy =

∫
ω
pi,0ηi

√
ady + 〈√aG3,0, η3〉

pour tout η = (ηi) ∈ V(ω)

〈√aG3,0, η3 − ξ03〉 ≥ 0 ∀η ∈ K(ω)

(3.24)
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Preuve. La preuve de cette proposition est divisée en trois ètapes.

Étape 1 :

L’équation du problème (P−2) .

∀ υ ∈ V (Ω) :
∫

Ω

Aijkl(0)e−1k‖Le
−1
i‖j(v)

√
a dx =

∫

Γ+

G3,−2v3
√
a dΓ

pour tout υ ∈ V(Ω) est indépendent de x3 et d’après 3.15 on obtient :
∫

Γ+

G3,−2v3
√
adΓ = 0 alors G3,−2 = 0 p.p

En utilisant les expressions des fonctions Aijkl(0) et e−1k‖L , on trouve :
∫
Ω
Aijkl(0)e−1k‖le

−1
i‖j(υ)

√
adx =

∫
Ω
{4Aα3σ3(0)e−1σ‖3e

−1
α‖3(υ) + A3333(0)e−13‖3e

−1
3‖3(υ)}

√
adx

=
∫
Ω
{µaασ∂3u0σ∂3υα + (λ+ 2µ)∂3u

0
3∂3υ3}

√
adx = 0 , ∀υ ∈ V (Ω)

D’après le théorème (3.4) on obtient : ∂3u0i = 0 dans Ω alors le terme principale

u0 ∈ V (Ω) est indépendant de x3 et peut être identifié avec un champ de vecteurs

ξ0 ∈ H1(ω) satisfaisant ξ0 = 0 sur γ0 .

D’après l’identification des coefficients de ε−2 on obtient les relations :

ξ0 ∈ V (ω) = {η = (ηi) ∈ H1(ω); η = 0 on γ0}

e−1i‖j = 0 dans Ω

Étape 2 :

L’équation du problème (P−1) est :( D’après l’étape 1,e−1i‖j = 0 )

∫

Ω

Aijkl(0)e0k‖le
−1
i‖j(υ)

√
adx =

∫

Γ+

G3,−1υ3
√
adΓ ∀υ ∈ V (Ω)

pour tout υ ∈ V (Ω) et indépendent de x3 et d’après (3.15) on obtient :
∫

Γ+

G3,−1υ3
√
adΓ = 0 alors, G3,−1 = 0, p.p

En utilisant les expressions des fonctions Aijkl(0) et e0k‖l on trouve :
∫
Ω
Aijkl(0)e0k‖le

−1
i‖j(υ)

√
adx =

∫
Ω
4Aα3σ3(0)e0α‖3e

−1
σ‖3(υ)

√
adx
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+
∫
Ω
(Aαβ33(0)e0α‖β + A3333(0)e03‖3)e

−1
3‖3(υ)}

√
adx =

∫
Ω

{
2µaασe0α‖3∂3υσ +

(
λaαβe0α‖β + (λ+ 2µ)e03‖3

)
∂3υ3

}√
adx = 0 , ∀υ ∈ V (Ω)

D’après le théorème (3.4) on obtient les équations :

e0α‖3 = 0 et e03‖3 = −
λ

λ+ 2µ
aαβe0α‖β dans Ω

Étape 3 :

L’équation du problème (P 0) (D’après l’étape 1, e−1i‖j = 0) devient
∫
Ω
Aijkl(0){e0k‖le0i‖j(υ) + e1k‖le

−1
i‖j(υ)}

√
adx+

∫
Ω
Bijkl,1e0k‖le

−1
i‖j(υ)dx

=
∫
Ω
f i,0υi

√
adx+

∫
Γ−
hi,1υi

√
adΓ +

∫
Γ+
G3,0υ3

√
adΓ ∀υ ∈ V (Ω)

soit v = η ∈ V (ω),i,e. v ∈ V (Ω) et v est indépendant de x3

alors :
∫
Ω
Aijkl(0)e0k‖le

0
i‖j(η)

√
adx =

∫
Ω

(
Aαβστ (0)e0σ‖τ + Aαβ33(0)e03‖3

)
e0α‖β(η)

√
adx

=
∫
Ω

{
λaαβaστ + µ(aασaβτ + aατaβσ)

}
e0σ‖τe

0
α‖β(η)

√
adx +

∫
Ω
λaαβe03‖3e

0
α‖β(η)

√
adx =

1
2

∫
Ω
aαβστe0σ‖τe

0
α‖β(η)

√
adx

=
∫
Ω
f i,0ηi

√
adx+

∫
Γ−
hi,1ηi

√
adΓ +

∫
Γ+
G3,0η3

√
adΓ pour tout η ∈ V (ω),

où les fonctions ;

aαβστ := 4λµ
λ+2µ

aαβaστ + 2µ(aασaβτ + aατaβσ)

tel que ;

γαβ(η) :=
1
2
(∂βηα + ∂αηβ)− Γσ

αβησ − bαβη3

e0α‖β = γαβ(ξ
0) et e0α‖β(η) = γαβ(η) pour tout η ∈ V (ω)

γαβ(η) ∈ L2(ω) si (ηi) ∈ H1(ω)×H1(ω)×H2(ω).

Alors d’après l’étape 3 le champ du vecteur ξ0 devrait satisfaire le problème va-

riationnel à deux dimensions PM(ω) suivant :

ξ0 ∈ V (ω) = {η = (ηi) ∈ H1(ω); η = 0 dans γ0}
∫

ω

aαβστγστ (ξ
0)γαβ(η)

√
a dy =

∫

ω

pi,0ηi
√
ady + 〈√aG3,0, η3〉

pour tout η ∈ V (ω) / Où pi,0 :=
∫ 1
−1
f i,0dx3 + hi,1(.,−1)

〈
√
g(ε).G3(ε), v3 − u3(ε)〉 ≥ 0 ∀ v ∈ K(Ω) (3.25)

〈√aG3,0, η3 − ξ
0

3〉 ≥ 0 ∀ η ∈ K(ω) (3.26)

54



le premier membre de 3.25 devient un polynôme en ε > 0 , positif donc sa constante

à l’origine est positive .( le premiere membre de (3.26)),

alors :

〈√aG3,0, (η3 − ξ03)〉 ≥ 0 ∀η ∈ K(ω)

3.2.4 Modèles formel couplé flexion-membranaires

On se propose de donner un modèle bidimensionnel obtenu par l’analyse asympto-

tique formelle à partir du modèle tridimensionnel de coques élastiques minces constuées

d’un materiau isotrope et homogène. On donne également les équations formelles vé-

rifiées par le tenseur limite des contraintes . On suppose qu’il existe deux fonctions

f i,2 ∈ L2(Ω) et hi,3 ∈ L2(Γ−) telles que :

f i(ε)(x) = ε2f i,2(x), pour tout x ∈ Ω (3.27)

hi(ε)(x) = ε3hi,3, pour tout x ∈ Γ− (3.28)

G3,ε(xε) = ε3G3(ε)(x) (3.29)

et l’ensemble des déplacements inextensionnels .

V0(ω) = {η ∈ H1(ω); η = 0 on γ0, γαβ(η) = 0 dans ω} (3.30)

n’est pas réduit à {0}. On substitue (3.27) , (3.28) et(3.29) dans (P (ε,Ω)), et on

identifie les termes du même ordre de ε, on obtient à l’ordre ε−1, ε0, ε1 et ε2 respec-

tivement :

(D’après l’étape 1 , e−1i‖j = 0 )

P−1
{ ∀v ∈ V (Ω)

∫
Ω
Aijkl(0)e0k‖le

−1
i‖j(υ)

√
adx = 〈√aG3,−3, υ3〉 (3.31)

P 0

{ ∀v ∈ V (Ω)
∫
Ω
Aijkl(0){e0k‖le0i‖j(υ) + e1k‖le

−1
i‖j(υ)}

√
adx

+
∫
Ω
Bijkl,1e0k‖le

−1
i‖j(υ)dx = 〈

√
aG3,−2, υ3〉 (3.32)

P 1

{ ∫
Ω
Aijkl(0){e1k‖le0i‖j(υ) + e0k‖le

1
i‖j(υ) + e2k‖le

−1
i‖j(υ)}

√
adx

+
∫
Ω
Bijkl,1{e1k‖le−1i‖j(υ) + e0k‖le

0
i‖j(υ)}dx = 〈

√
aG3,−1, υ3〉 (3.33)
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P 2





∫
Ω
Aijkl(0){e1k‖le1i‖j(υ) + e2k‖le

0
i‖j(υ) + e0k‖le

2
i‖j(υ) + e3k‖le

−1
i‖j(υ)}

√
adx

+
∫
Ω
Bijkl,1{e1k‖le0i‖j(υ) + e0k‖le

1
i‖j(υ) + e2k‖le

−1
i‖j(υ)}dx+

∫
Ω
Bijkl,2{e1k‖le−1i‖j(υ)

+e0k‖le
0
i‖j(υ)}dx =

∫
Ω
f i,2vi

√
adx+

∫
Γ−
hi,3υi

√
adΓ+〈

√
aG3,0, υ3〉

(3.34)

Proposition 3.2 :

On suppose que l’espace V0(ω) = {η ∈ H1(ω); η = 0 on γ0 γαβ(η) = 0 dans

ω} si l’espace V0(ω) des déplacements n’est pas réduit à {0} , on suppose qu’il existe

f i,2 ∈ L2(Ω) et hi,3 ∈ L2(Γ−) indépendant de ε telles que :

f i(ε) = ε2f i,2, hi(ε) = ε3hi,3, G3,ε(xε) = ε3G3(ε)(x) :

Alors u0 : Ω→ R
3 et indépendant de x3 et avec un champ de vecteurs ξ : Ω→ R

3

satisfaisent le problème variationnel à deux dimensions, ”PF (ω)” d’une coque "en

flexiont" lineairément élastique .

ξ0 ∈ K(Ω) := {η ∈ VF (ω)/η3 ≤ d sur Γ+}

VF (ω) := {η = (ηi) ∈ H1(ω)×H1(ω)×H2(ω) ; ηi = ∂νη3 = 0 sur γ0, γαβ(η) = 0 dans ω}
1

3

∫

ω

aαβστρστ (ξ
0)ραβ(η)

√
ady =

∫

ω

pi,2ηi
√
ady + 〈√aG3,0, η3〉

pour tout η = (ηi) ∈ VF (ω).

et

〈√aG3,0, η3 − ξ03〉 ≥ 0, ∀ η ∈ K(ω)

où

γαβ(η) :=
1

2
(∂αηβ + ∂βηα)− Γσ

αβησ − bαβη3

ραβ(η) := ∂αβη3−Γσ
αβ∂ση3−bσαbσβη3+bσα(∂βησ−Γτ

βσητ )+b
τ
β(∂αητ−Γσ

ατησ)+(∂αb
τ
β+Γ

τ
ασb

σ
β−Γσ

αβb
τ
σ)ητ

aαβστ :=
4λµ

λ+ 2µ
aαβaστ + 2µ(aασaβτ + aατaβσ)
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pi,2 :=

∫ +1

−1

f i,2dx3 + hi,3− et hi,3− = hi,3(.,−1)

Preuve.

(i)) si V0(ω) 6= {0} et tout η ∈ (V0(ω)− {0}) par définition du problème ”PM(ω)”
∫

ω

pi,0ηi
√
ady +

∫

Γ+

G3,−2η3
√
adΓ = 0 alors

∫

Γ+

G3,−2η3
√
adΓ = 0

on déduit que G3,−2 = 0 p.p.

D’après l’identification des coefficients de ε−1 et ε0 ( l’étape 2 et 3 )

P i,0 = G3,−2 = 0 , soit η = ξ0 l’ équation variationnelle du problème ”PM(ω)” alors :
∫

ω

aαβστγστ (ξ
0)γαβ(ξ

0)
√
adΓ = 0

alors γαβ(ξ0) = 0 et donc ξ0 ∈ V0(ω).
Comme e0α‖β = γαβ(ξ

0) = 0, les relations

e0α‖3 = 0 et (λ+ 2u)e03‖3 + λaαβe0α‖β = 0 dans Ω

établits dans l’étape (2) impliquent :

∂3u
1
3 = e03‖3 = 0

et

e0α‖3 =
1

2
(∂αu

0
3 + ∂3u

1
α) + bσαu

0
σ =

1

2
(∂αξ

0
3 + ∂3u

1
α) + bσαξ

0
σ = 0

alors :

∂3u
1
α = −(∂αξ03 + 2bσαξ

0
σ) , u1 ∈ V (Ω).

Puis que chaque fonction (∂αξ
0
3 + 2bσαξ

0
σ) est indépendente de x3 il existe ξ1 =

(ξ1i ) ∈ V (ω) tel que u1α = ξ1α − x3(∂αξ
0
3 + 2bσαξ

0
σ) et u13 = ξ13 . Les premières relations

exigent en plus que la fonction ξ03 soit dans l’espace H2(ω)et vérifie la condition au

bord ∂νξ03 = 0 sur γ0.

(∂ν ; dénote la derivée normale extérieure le long γ ). Commeξ0α = 0 sur γ0 d’après l’

étape (1).

De ce que précède on a bien montrer que :

e0i‖j = 0 dans Ω
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ξ0 ∈ K(ω) := {η = (ηi) ∈ VF (ω)/η3 ≤ d}

u1α = ξ1α − x3(∂αξ
0
α + 2bσαξ

0
σ) et u13 = ξ13

où ξ1 = (ξ1i ) ∈ V (ω).
(ii)Puis que e0i‖j = 0 l’annulation du coefficient de ε0 en P (ε,Ω) réduit a :

∫
Aijkl(0)e1k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx = 0 pour tout v ∈ V (ω)

par un calcul semblable à cela dans l’étape (2), nous obtenons.

e1α‖3 = 0 et e13‖3 = −
λ

λ+ 2u
aαβe1α‖β dans Ω

il reste le calcul des fonctions e1α‖β.

bσα|β := ∂βb
σ
α + Γσ

βτb
τ
α − Γτ

αβb
σ
τ = bσβ|α

nous obtenons après quelques manipulations

e1α‖β =
1

2
(∂βu

1
α + ∂αu

1
β)− Γσ

αβu
1
σ − bαβu

1
3 + x3{bσβ|αu0σ + bσαbσβu

0
3}

=
1

2
(∂βξ

1
α + ∂αξ

1
β)− Γσ

αβξ
1
σ − bαβξ

1
3 − x3{∂αβξ03 − Γσ

αβ∂σξ
0
3 − bσαbσβξ

0
3

+bσα(∂βξ
0
σ − Γτ

βσξ
0
τ ) + bτβ(∂αξ

0
τ − Γσ

ατξ
0
σ)− bτβ|αξ0τ}

avec

ραβ(η) = ∂αβη3 − Γσ
αβ∂ση3 − bσαbσβn3 + bσα(∂βησ − Γτ

βσητ )

+bτβ(∂αητ − Γσ
ατησ) + bτβ|αητ

ραβ(η) ∈ L2(ω) si η = (ηi) ∈ H1(ω)×H1(ω)×H2(ω)

e1α‖β = γαβ(ζ
1)− x3ραβ(ζ

0) (3.35)

(iii) léquation du problème (P 1) ( D’apres l’étape 1 et (i), e−1i‖j = e0i‖j = 0

∫

Ω

Aijkl(0){e1k‖le0i‖j(v) + e2k‖le
−1
i‖j(v)}

√
adx+

∫

Ω

Bijkl,1e1k‖le
−1
i‖j(v)dx

=

∫

Γ+

G3,−1v3
√
adΓ pour tout v ∈ V (Ω)
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soit v = η ∈ V (ω) (e−1i‖j(v) = 0)

∫

Ω

Aijkl(0)e1k‖le
0
i‖j(η)

√
adx

=
1

2

∫

Ω

aαβστe0σ‖τe
0
α‖β(η)

√
adx

=

∫

ω

aαβστγστ (ξ
1)γαβ(η)

√
adx =

∫

Γ+

G3,−1η3
√
adΓ ∀η ∈ V (ω)

pour tout η ∈ (V0(ω)− {0}) :
∫
G3,−1η3

√
a = 0 alors G3,−1 = 0. Soit η = ξ1 dans

le problème du variationnel précédeur on obtient :
∫

ω

aαβστγστ (ξ
1)γαβ(ξ

1)
√
ady = 0

d’où :γαβ(ξ1) = 0 et par conséquent,

ξ1 ∈ V0(ω),

tout que ξ1 ∈ V (ω) dans l’etape (i)

∫

Ω

Aijkl(0){e1k‖le0i‖j(v) + e2k‖le
−1
i‖j(v)}

√
adx+

∫

Ω

Bijkl,1e1k‖le
−1
i‖j(v)dx = 0

pour tout v ∈ V (Ω).
Etant donné un élément arbitrairie η dans l’espace VF (ω).

Soit v(η) = (vi(n)) définie par

vα(η) := x3{2bσαησ + ∂αη3} et v3(η) := 0

Tout que, on peut poser v = (v(η)) dans l’equations précétédente ; ce qui donne les

equations suivantes :

∫

Ω

Aijkl(0)e1k‖le
0
i‖j(v(η))

√
adx+ 4

∫

Ω

Aα3σ3(0)e2σ‖3(b
τ
αητ +

1

2
∂αη3)

√
adx

+4

∫

Ω

Bα3σ3,1e1σ‖3(b
τ
αητ +

1

2
∂αη3)

√
adx = 0 pour tout η ∈ VF (ω)
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(iv) L’équation du problème (P 2)( e−1ij = e0i‖j = 0 )

∫
Aijkl(0){e1k‖le1i‖j(v)+e2k‖le0i‖j(v)+e3k‖le−1i‖j(v)}

√
adx+

∫

Ω

Bijkl,1{e1k‖le0i‖j(v)+e2k‖le−1i‖j(v)}dx

+

∫

Ω

Bijkl,2e1k‖le
−1
i‖j(v) dx =

∫

Ω

f i,2vi
√
a dx+

∫

Γ−

hi,3(vi)
√
a dΓ

+

∫

Γ+

G3,0v3
√
adΓ pour tout v ∈ VF (Ω)

Soit v = η ∈ VF (ω), alors pour une telle fonction v

e−1ij (v) = 0

e0α‖β(v) = γαβ(η) = 0, e0α‖3(v) =
1

2
∂αη3 + bσαησ, e03‖3(v) = 0

D’autre part on a :
∫

Ω

Aijkl(0)e1k‖le
1
i‖j(η)

√
adx+4

∫

Ω

Aα3σ3(0)e2σ‖3{bταητ+
1

2
∂αη3}

√
adx+4

∫

Ω

Bα3σ3,1e1σ‖3{bταητ

+
1

2
∂αη3}

√
adx =

∫

ω

pi,2ηi
√
ady + 〈√aG3,0, η3〉 pour tout η ∈ VF (ω)

où

pi,2 =

∫ 1

−1

f i,2dx3 + hi,3(.,−1)

En soustrayant les équations trouvées dans l’etape (iii) de ces équations nous

trouvons :
∫

Ω

Aijkl(0)e1k‖l{e1i‖j(η)−e0i‖j(v(η))}
√
adx =

∫

ω

pi,2ηi
√
ady+〈√aG3,0, η3〉 pour tout η ∈ VF (ω)

En premier les relations ( à etabli dans l’etape (ii) )

e1α‖3 = 0 et e133 = −
λ

λ+ 2µ
aαβe1α‖β dans Ω et e13‖3(η) = e03‖3(v(η)) = 0

Aijkl(0)e1k‖l{e1i‖j(η)−e0i‖j(v(η))} = Aαβστ (0)e1σ‖τ{e1α‖β(η)−e0α‖β(v(η))}+Aαβ33(0)e13‖3{e1α‖β(η)−e0α‖β(v(η

=
1

2
aαβστe1σ‖τ{e1α‖β(η)− e0α‖β(v(η))}

Deuxièment :

e1σ‖τ = −x3ρστ (ξ0)
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e1α‖β(η)− e0α‖β(v(η)) = x3{bσβ|αησ + bσαbσβη3} − x3{∂α(bτβητ ) + ∂β(b
σ
αησ)

+∂αβη3 − Γσ
αβ∂ση3 − 2Γσ

αβb
τ
σητ}

alors :

e1α‖β(η)− e0α‖β(v(η)) = −x3ραβ(η) pour tout η ∈ VF (ω)

Nous avons donc derivé les équations :
∫

Ω

Aijkl(0)e1k‖l{e1i‖j(η)− e0i‖j(v(η))}
√
adx =

1

2

∫

Ω

x23a
αβστρστ (ξ

0)ραβ(η)
√
adx

=
1

3

∫

ω

aαβστρστ (ξ
0)ραβ(η)

√
ady pour tout η ∈ VF (ω)

Pour résumer, nous avons établi que quand V0(ω) 6= {0} le champ de vecteur ξ0 ( doit

satisfaire )le problème variationnel PF (ω).

ξ0 ∈ K(Ω) = {η ∈ VF (ω)/η3 ≤ d}

1

3

∫

ω

aαβστρστ (ξ
0)ραβ(η)

√
ady =

∫

Ω

pi,2ηi
√
ady + 〈√aG3,0, η3〉 pour tout η ∈ VF (ω)

où

pi,2 :=

∫ 1

−1

f i,2dx3 + hi,3(.,−1)

〈
√
g(ε).G3(ε), v3 − u3(ε)〉 ≥ 0 ∀ v ∈ K(Ω) (3.36)

〈√aG3,0, η3 − ξ
0

3〉 ≥ 0 ∀ η ∈ K(Ω) (3.37)

Le premier membre de (3.36) devient un polynôme en ε > 0 , positif donc sa

constante à l’origine est positive .( le premier membre de (3.37) )

alors :

〈√aG3,0, (η3 − ξ03)〉 ≥ 0 ∀η ∈ K(Ω)
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3.3 Le cas de contact avec frottement

On va étudier dans cette partie, le même problème précédent en supposant que

le contact unilatéral est avec frottement de Coulomb. L’étude variationnelle de ce

problème est déjà faite dans le chapitre 2, pour cela on s’intéresse qu’à l’étude asymp-

totique en utilisant l’approche en déplacement.

3.3.1 Position du problème variationnel sur un domaine indé-

pendant de l’épaisseur

L’objectif de l’analyse asymptotique est de connaître le comportement de la solu-

tion uε du problème P ε(Ωε) lorsque ε tend vers zéro. Pour cela il est important que

le domaine sur lequel est posé le problème ne dépend pas de ε .

On garde la même mise à l’échelle pour les données que celle faite dans le cas sans

frottement.

On peut alors réécrire le problème variationnel P ε(Ωε) sur l’ouvert fixe Ω :

P (ε,Ω)





Trouver u(ε) ∈ K(Ω); tels que :∫
Ω
Aijkl(ε)ek‖l(ε, u(ε))ei‖j(ε, v)

√
g(ε)dx

=
∫
Ω
f i(ε)vi

√
g(ε)dx+ 1

ε

∫
Γ−
hi(ε)vi

√
g(ε)dΓ

+εp−1
〈√

g(ε)Gi(ε), v3

〉
∀v ∈ V(Ω)〈√

g(ε)G3(ε), v3 − u3(ε)
〉
> 0 ∀v ∈ K(Ω)〈√

g(ε)Gα(ε), vα − uα(ε)
〉
+

〈
ν
√
g(ε)|G3(ε)|, |vτ | − |uτ |

〉
> 0 ∀v ∈ V (Ω)

(3.38)

tels que :

ei‖j(ε, v) =
1

2
(vi‖j(ε) + vj‖i(ε)) (3.39)

vi‖j(ε) = ∂jvi − Γk
ij(ε)vk (3.40)

V(Ω) = {v = (vi) ∈ H1(Ω), v = 0 sur Γ0} (3.41)

K(Ω) = {v ∈ V(Ω)/v3 ≤ d} (3.42)
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3.3.2 Identification d’un problème variationnel bidimentionnel

Nous commençons maintenant l’analyse asymptotique du problème variationnel

P(ε,Ω).

On suppose que la solution de ce problème admet un développement asymptotique

formel d’ordre zéro :

u(ε) = u0 + εu1 + ε2u2... u0 6= 0 avec uq ∈ K(Ω), q ∈ {0, 1, 2, ...} (3.43)

Gi(ε) = G0 + εG1 + ε2G2 + ε3G3 + ... (3.44)

ei‖j(ε; u(ε)) =
1
ε
e−1i‖j + e0i‖j + εe1i‖j + ε2e2i‖j + ...

ei‖j(ε; v) =
1
ε
e−1i‖j(v) + e0i‖j(v) + εe1i‖j(v) + ε2e2i‖j(v) + ...

3.3.3 Modèles de coques membranaires

On se propose quel que modèles bidimentionnels des coques membranaires obtenus

par l’analyse asymptotique formelle à partir du modèle tridimentionnel de coques

élastiques minces constituées d’un matériau isotrope et homogène entrant en contact

avec frottemen de Coulomb contre un obstacle rigide. On suppose qu’il existe deux

fonctions f i,0 ∈ L2(Ω) et hi,1 ∈ L2(Γ−) telles que :

f i(ε)(x) = f i,0(x), x ∈ Ω (3.45)

hi(ε)(x) = εhi,1, pour tout x ∈ Γ− (3.46)

Gi,ε(xε) = εGi(ε)(x) pour tout x ∈ Γ+ (3.47)

On substitue (3.45), (3.46)et(3.47) dans (3.38), et on identifie les termes du même

ordre de ε, on obtient à l’ordre ε−2, ε−1 et ε0 respectivement :

P−2
{ ∫

Ω
Aijkl(0)e−1k‖le

−1
i‖j(υ)

√
adx =

∫
Γ+
Gi,−2υi

√
adΓ ∀υ ∈ V(Ω) (3.48)

P−1
{ ∫

Ω
Aijkl(0)e0k‖le

−1
i‖j

√
adx =

∫
Γ+
Gi,−1υi

√
adΓ ∀υ ∈ V(Ω) (3.49)

P 0

{ ∫
Aijkl(0){e0k‖le0i‖j(υ) + e1k‖le

−1
i‖j(υ)}+

∫
Ω
Bijkl,1e0k‖le

−1
i‖j(υ)dx =∫

Ω
f i,0
√
adx+

∫
Γ−

√
ahi,1υidΓ +

∫
Γ+

√
aGi,0υidΓ

(3.50)
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Proposition 3.3 :

On suppose qu’il existe deux fonctions f i,0 ∈ L2(Ω) et hi,1 ∈ L2(Γ−) telles que :

f i(ε)(x) = f i,0(x)pour tout x ∈ Ω

hi(ε)(x) = εhi,1(x) pour tout x ∈ Γ−

u(ε) = u0 + εu1 + ε2u2 + ... avec uq ∈ K(Ω), q = 0, 1, 2, ... et u0 6= 0

Gi,ε(xε) = εGi(ε)(x) ∀x ∈ Γ+,

Gi(ε) = Gi,0 + εGi,1 + ε2Gi,2 + ...,

et l’espace V0(ω) = {η ∈ H1(ω) ; η = 0 sur γ0, γαβ(η) = 0 dans ω } est réduit

à {0}. Alors le premier terme u0de u(ε) est indépendant de x3 et s’identifie avec un

champ de vecteurs ξ : Ω → R
3 satisfaisant le problème variationnel bidimensionnel ;

problème ”PM(ω)” d’un coque " membranaire" linéairement élastique :





ξ0 ∈ K(ω) := {η ∈ V(ω)/η3 ≤ d sur Γ+}
∫
ω
aαβστγαβ(ξ

0)γαβ(η)
√
ady =

∫
ω
pi,0ηi

√
ady + 〈√aGi,0, ηi〉

pour tout η = (ηi) ∈ V(ω)
〈√

aG3,0, η3 − ξ03

〉
≥ 0 ∀η ∈ K(ω)

〈√
aGα,0, ηα − ξ0α

〉
+ 〈√aν|G3,0|, |ητ | − |ξ0τ |〉 ≥ 0 ∀η ∈ V(ω)

(3.51)

Preuve. La preuve de cette proposition est divisée en trois étapes.

Etape 1 :

L’équation du problème (P−2) .

∀ υ ∈ V (Ω) : ∫

Ω

Aijkl(0)e−1k‖Le
−1
i‖j(v)

√
adx =

∫

Γ+

Gi,−2vi
√
a dΓ

Pour tout υ ∈ V (Ω) est indépendant de x3 ; et d’après (3.15) l’équatition précédente

se réduit à :
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∫

Γ+

Gi,−2vi
√
adΓ = 0 alors Gi,−2 = 0 p.p

En utilisant les expressions des fonctions Aijkl(0) et e−1k‖l on trouve :
∫
Ω
Aijkl(0)e−1k‖le

−1
i‖j(υ)

√
adx

=
∫
Ω
{4µAα3σ3(0)e−1σ‖3e

−1
α‖3(υ) + A3333(0)e−13‖3e

−1
3‖3(υ)}

√
adx

=
∫
Ω
{µaασ∂3u0σ∂3υa + (λ+ 2µ)∂3u

0
3∂3υ3}

√
adx = 0 , ∀υ ∈ V (Ω)

D’après le théorème (3.4) on obtient : ∂3u0i = 0 dans Ω alors le terme principal

u0 ∈ V (Ω) est indépendant de x3 et peut être identifié avec un champ de vecteurs

ξ0 ∈ H1(ω) satisfaisant ξ0 = 0 sur γ0 .

D’après l’identification des coefficients de ε−2 on obtient les relations

ξ0 ∈ V (ω) = {η = (ηi) ∈ H1(ω); η = 0 on γ0}

e−1i‖j = 0 dans Ω

Etape 2 :

L’équation du problème (P−1) : ( D’après l’étape 1 , e−1i‖j = 0)

∫

Ω

Aijkl(0)e0k‖le
−1
i‖j(υ)

√
adx =

∫

Γ+

Gi,−1υi
√
adΓ ∀υ ∈ V (Ω)

Pour tout υ ∈ V (Ω) indépendant de x3 ; et d’après (3.4) l’equation précédente se

réduit à : ∫

Γ+

Gi,−1υi
√
adΓ = 0 alors Gi,−1 = 0, p.p.

En utilisant les expressions des fonctions Aijkl(0) et e0k‖l on trouve
∫
Ω
Aijkl(0)e0k‖le

−1
i‖j(υ)

√
adx =

∫
Ω
4Aα3σ3(0)e0α‖3e

−1
σ‖3(υ)

√
adx

+
∫
Ω
(Aαβ33(0)e0α‖β + A3333(0)e03‖3)e

−1
3‖3(υ)}

√
adx =

∫
Ω

{
2µaασe0α‖3∂3υσ +

(
λaαβe0α‖β + (λ+ 2µ)e03‖3

)
∂3υ3

}√
adx = 0 , ∀υ ∈ V (Ω)D’après

le théorème (3.4) on obtient les équations :

e0α‖3 = 0 et e03‖3 = −
λ

λ+ 2µ
aαβe0α‖β dans Ω

Etape 3 :

L’quation du problème (P 0) est : ( d’après l’étape 1 , e−1i‖j = 0 )
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∫
Ω
Aijkl(0){e0k‖le0i‖j(υ) + e1k‖le

−1
i‖j(υ)}dx+

∫
Ω
Bijkl,1e0k‖le

−1
i‖j(υ)

√
adx

=
∫
Ω
f i,0υi

√
adx+

∫
Γ−
hi,1υi

√
adΓ +

∫
Γ+
Gi,0υi

√
adΓ ∀υ ∈ V (Ω)

Soit v = η ∈ V (ω).i,e, v ∈ V (Ω) et v indépendant de x3

alors :
∫
Ω
Aijkl(0)e0k‖le

0
i‖j(η)

√
adx =

∫
Ω

(
Aαβστ (0)e0σ‖τ + Aαβ33(0)e03‖3

)
e0α‖β(η)

√
adx

=
∫
Ω

{
λaαβaστ + µ(aασaβτ + aατaβσ)

}
e0σ‖τe

0
α‖β(η)

√
adx +

∫
Ω
λaαβe03‖3e

0
α‖β(η)

√
adx

= 1
2

∫
Ω
aαβστe0σ‖τe

0
α‖β(η)

√
adx

=
∫
Ω
f i,0ηi

√
adx+

∫
Γ−
hi,1ηi

√
adΓ +

∫
Γ+
Gi,0ηi

√
adΓ pour tout η ∈ V (ω) ,

où

aαβστ :=
4λu

λ+ 2u
aαβaστ + 2u(aασaβτ + aατaβσ)

tels que ;

γαβ(η) :=
1

2
(∂βηα + ∂αηβ)− Γσ

αβησ − bαβη3

e0α‖β = γαβ(ξ
0)ete0α‖β(η) = γαβ(η)pourtoutη ∈ V (ω)

Alors d’après l’étape 3 le champs de vecteurs ξ0 devrait satisfaire le problème varia-

tionnel bidimensionnel ”PM(ω)”

∫

ω

aαβστγστ (ξ
0)γαβ(η)

√
ady =

∫

ω

pi,0ηi
√
ady + 〈√aGi,0, ηi〉 pour tout η ∈ V (ω)

oú pi,0 :=
∫ 1
−1
f i,0dx3 + hi,1(.,−1)

On démontre maintenant que :

〈√aG3,0, η3 − ξ
0

3〉 ≥ 0 ∀ η ∈ K(ω) (3.52)

〈√
aGα,0, ηα − ξ0α

〉
+

〈√
aν|G3,0|, |ητ | − |ξ0τ |

〉
≥ 0 ∀η ∈ V(ω) (3.53)

Par la même argumentation utilisée pour prouver (3.37), on trouve (3.52) et (3.53).
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3.3.4 Modèle formel couplé flexion-membranaire

On se propose de donner un modèle bidimensionnel obtenu par l’analyse asympto-

tique formelle à partir du modèle tridimensionnel de coques élastiques minces consti-

tuées d’un materiau isotrope et homogène.On donne également les équations formelles

vérifiées par le tenseur limite des contraintes .

On suppose qu’il existe deux fonctions f i,2 ∈ L2(Ω) et hi,3 ∈ L2(Γ−) telles que :

f i(ε)(x) = ε2f i,2(x), pour tout x ∈ Ω (3.54)

hi(ε)(x) = ε3hi,3(x), pour tout x ∈ Γ− (3.55)

Gi,ε(xε) = ε3Gi(ε)(x) pour tout x ∈ Γ+ (3.56)

et l’ensemble des déplacements inextensionnels .

V0(ω) = {η ∈ H1(ω); η = 0 on γ0, γαβ(η) = 0 dans ω} (3.57)

n’est pas réduit à {0}. On substitue (3.54), (3.55) et(3.56) dans (3.38), et on identifie

les termes du même ordre de ε on obtient à l’ordre ε−1, ε0, ε1 et ε2 respectivement :

( D’après l’étape 1 , e−1i‖j = 0

P−1
{ ∀v ∈ V (Ω)

∫
Ω
Aijkl(0)e0k‖Le

−1
i‖j(υ)

√
adx = 〈√aGi,−3, υi〉 (3.58)

P 0

{ ∀v ∈ V (Ω)
∫
Ω
Aijkl(0){e0k‖Le0i‖j(υ) + e1k‖Le

−1
i‖j(υ)}

√
adx

+
∫
Ω
Bijkl,1e0k‖Le

−1
i‖j(υ)}dx = 〈

√
aGi,−2, υi〉 (3.59)

P 1

{ ∫
Ω
Aijkl(0){e1k‖Le0i‖j(υ) + e0k‖Le

1
i‖j(υ) + e2k‖Le

−1
i‖j(υ)}

√
adx

+
∫
Ω
Bijkl,1{e1k‖Le−1i‖j(υ) + e0k‖Le

0
i‖j(υ)+}dx = 〈

√
aGi,−1, υi〉 (3.60)

P 2





∫
Ω
Aijkl(0){e1k‖Le1i‖j(υ) + e2k‖Le

0
i‖j(υ) + e0k‖Le

2
i‖j(υ) + e3k‖Le

−1
i‖j(υ)}

√
adx

+
∫
Ω
Bijkl,1{e1k‖Le0i‖j(υ) + e0k‖Le

1
i‖j(υ) + e2k‖Le

−1
i‖j(υ)}dx+

∫
Ω
Bijkl,2{e1k‖Le−1i‖j(υ) + e0k‖Le

0
i‖j(υ)}dx

=
∫
Ω
f i,2vidx+

∫
Γ−
hi,3υi

√
adΓ+〈

√
aGi,0, υi〉

(3.61)

Proposition 3.4 :
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On Suppose que l’espace V0(ω) = {η ∈ H1(ω); η = 0 on γ0, γαβ(η) = 0 dans ω}

n’est pas réduit à {0}, , et qu’il existe f i,2 ∈ L2(Ω) et hi,3 ∈ L2(Γ−) indépendantes de

ε telles que :

f i(ε) = ε2f i,2, hi(ε) = ε3hi,3, Gi,ε(xε) = ε3Gi(ε)(x)

Alors u0 : Ω → R
3 est indépendant de x3 et qui s’identifie avec un champs de

vecteurs ξ : Ω → R
3 satisfaisant le problème variationnel bidimensionnel ”PF (ω)”

d’une coque "enflexion" linéairement élastique.

ξ0 ∈ K(ω) := {η ∈ VF (ω)/η3 ≤ d sur Γ+}

VF (ω) := {η = (ηi) ∈ H1(ω)×H1(ω)×H2(ω) , ηi = ∂νη3 = 0 sur γ0, γαβ(η) = 0 dans ω}
1

3

∫

ω

aαβστρστ (ξ
0)ραβ(η)

√
ady =

∫

ω

pi,2ηi
√
ady + 〈√aGi,0, ηi〉

pour tout η = (ηi) ∈ VF (ω),

et

〈√aG3,0, η3 − ξ03〉 ≥ 0 ∀ η ∈ K(ω)

〈√
aGα,0, ηα − ξ0α

〉
+

〈√
aν|G3,0|, |ητ | − |ξ0τ |

〉
≥ 0 ∀η ∈ V(ω) (3.62)

où

γαβ(η) :=
1

2
(∂αηβ + ∂βηα)− Γσ

αβησ − bαβη3

ραβ(η) := ∂αβη3−Γσ
αβ∂ση3−bσαbσβη3+bσα(∂βησ−Γτ

βσητ )+b
τ
β(∂αητ−Γσ

ατησ)+(∂αb
τ
β+Γ

τ
ασb

σ
β−Γσ

αβb
τ
σ)ητ

aαβστ :=
4λµ

λ+ 2µ
aαβaστ + 2µ(aασaβτ + aατaβσ)

pi,2 :=

∫ +1

−1

f i,2dx3 + hi,3− et hi,3− = hi,3(.,−1)

Preuve.

(i) Si V0(ω) 6= {0} et tout η ∈ (V0(ω)− {0}) par définition du problème ”PM(ω)”
∫

ω

pi,0ηi
√
ady +

∫

Γ+

Gi,−2ηi
√
adΓ = 0 alors

∫

Γ+

Gi,−2ηi
√
a = 0
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on déduit que : Gi,−2 = 0 p.p

D’après identification des coefficients de ε−1 et ε0 (l’étape 2 et 3)

Orpi,0 = Gi,−2 = 0, prenant η = ξ0 dans le problème ”PM(ω)” on obtient :
∫

ω

aαβστγστ (ξ
0)γαβ(ξ0)dΓ = 0

alors γαβ(ξ0) = 0 et donc ξ0 ∈ V0(ω).
Comme e0α‖β = γαβ(ξ

0) = 0, les relations

e0α‖3 = 0 et (λ+ 2u)e03‖3 + λaαβe0α‖β = 0 dans Ω

établits dans l’étape (2) impliquent :

∂3u
1
3 = e03‖3 = 0

et

e0α‖3 =
1

2
(∂αu

0
3 + ∂3u

1
α) + bσαu

0
σ =

1

2
(∂αξ

0
3 + ∂3u

1
α) + bσαξ

0
σ = 0

alors :

∂3u
1
α = −(∂αξ03 + 2bσαξ

0
σ) u1 ∈ V (Ω)

Puis que chaque fonction (∂αξ
0
3 + 2bσαξ

0
σ) est indépendante de x3 il existe ξ1 = (ξ1i ) ∈

V (ω) tel que u1α = ξ1α − x3(∂αξ
0
3 + 2bσαξ

0
σ) et u13 = ξ13 .Les premières relations exigent

en plus que la fonction ξ03 soit dans l’espace H2(ω) et vérifie la condition au bord

∂νξ
0
3 = 0 sur γ0 .

(∂v ; dénote la dérivée normale extérieure le long γ ) Comme ξ0α = 0 sur γ0 d’après

l’étape (1).

De ce que précède on a bien montrer que :

e0i‖j = 0 dans Ω

ξ0 ∈ K(ω) := {η = (ηi) ∈ VF (ω)/η3 ≤ d}

u1α = ξ1α − x3(∂αξ
0
α + 2bσαξ

0
σ) et u13 = ξ13

où ξ1 = (ξ1i ) ∈ V (ω).
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(ii) Comme e0i‖j = 0; l’annulation du coefficient de ε0 en P (ε,Ω) réduit a :

∫
Aijkl(0)e1k‖le

−1
i‖j(v)

√
adx = 0 pour tout v ∈ V (ω)

Par un calcul semblable à celui dans l’étape (2), nous concluons alors

e1α‖3 = 0 et e13‖3 = −
λ

λ+ 2u
aαβe1α‖β dans Ω

Il reste le calcul des fonctions e1α‖β

bσα|β := ∂βb
σ
α + Γσ

βτb
τ
α − Γτ

αβb
σ
τ = bσβ|α

Nous obtenons après quelques manipulations

e1α‖β =
1

2
(∂βu

1
α + ∂αu

1
β)− Γσ

αβu
1
σ − bαβu

1
3 + x3{bσβ|αu0σ + bσαbσβu

0
3}

=
1

2
(∂βξ

1
α + ∂αξ

1
β)− Γσ

αβξ
1
σ − bαβξ

1
3 − x3{∂αβξ03 − Γσ

αβ∂σξ
0
3 + bσαbσβξ

0
3

+bσα(∂βξ
0
σ − Γτ

βσξ
0
τ ) + bτβ(∂αξ

0
τ − Γσ

ατξ
0
σ)− bτβ|αξ0τ}

avec

ραβ(η) = ∂αβη3 − Γσ
αβ∂ση3 − bσαbσβn3 + bσα(∂βησ − Γτ

βσητ )

+bτβ(∂αητ − Γσ
ατησ)− bτβ|αητ

ραβ(η) ∈ L2(ω) si η = (ηi) ∈ H1(ω)×H1(ω)×H2(ω)

e1α‖β = γαβ(ξ
1)− x3ραβ(ξ

0) (3.63)

(iii) L’equation du problème (P 1)( D’après l’étape (1) et(i) , e−1i‖j = e0i‖j = 0 )

∫

Ω

Aijkl(0){e1k‖le0i‖j(v) + e2k‖le
−1
i‖j(v)}

√
adx+

∫

Ω

Bijkl,1e1k‖le
−1
i‖j(v)dx

=

∫

Γ+

Gi,−1vi
√
adΓ pour tout v ∈ V (Ω)

Soit v = η ∈ V (ω) (e−1i‖j(v) = 0)

∫

Ω

Aijkl(0)e1k‖le
0
i‖j(η)

√
adx
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=
1

2

∫

Ω

aαβστe0σ‖τe
0
α‖β(η)

√
adx

=

∫

ω

aαβστγστ (ξ
1)γαβ(η)

√
adx =

∫

Γ+

Gi,−1vi
√
adΓ ∀η ∈ (ω)

pour tout η ∈ (V0(ω) − {0});
∫
Gi,−1ηi

√
a = 0 alors Gi,−1 = 0. Donc, en posant

η = ξ1 dans le problème du variationnel précédent on obtient :
∫

ω

aαβστγστ (ξ
1)γαβ(ξ

1)
√
ady = 0

d’où :γαβ(ξ1) = 0 et par conséquent ,

ξ1 ∈ V0(ω)

tout que ξ1 ∈ V (Ω)dans l’étape (i).
∫

Ω

Aijkl(0){e1k‖le0i‖j(v) + e2k‖le
−1
i‖j(v)}

√
adx+

∫

Ω

Bijkl,1e1k‖le
−1
i‖j(v) dx = 0

pour tout v ∈ V (ω).
Etant donné un élément arbitraire η dans l’espace VF (ω),

soit v(η) = (vi(n)) définie par

vα(η) := x3{2bσαησ + ∂αη3} et v3(η) := 0

Comme υ(η) ∈ V (Ω) nous pouvons laisser v = vi(η) dans les équations précédentes

cela mêne aux équations.
∫

Ω

Aijkl(0)e1k‖le
0
i‖j(v(η))

√
adx+ 4

∫

Ω

Aα3σ3(0)e2σ‖3(b
τ
αητ +

1

2
∂αη3)

√
a dx

+4

∫

Ω

Bα3σ3,1e1σ‖3(b
τ
αητ +

1

2
∂αη3)

√
adx = 0 pour tout η ∈ VF (ω)

(iv) L’équation du problème (P 2)( e−1ij = e0i‖j = 0 )

∫
Aijkl(0){e1k‖le1i‖j(v)+e2k‖le0i‖j(v)+e3k‖le−1i‖j(v)}

√
adx+

∫

Ω

Bijkl,1{e1k‖le0i‖j(v)+e2k‖le−1i‖j(v)}dx

+

∫

Ω

Bijkl,2e1k‖le
−1
i‖j(v)dx =

∫

Ω

f i,2vi
√
adx+

∫

Γ−

hi,3(vi)
√
adΓ
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+

∫

Γ+

Gi,0vi
√
adΓ pour tout v ∈ VF (Ω)

Soit v = η ∈ VF (ω), alors :

e−1ij (v) = 0

e0α‖β(v) = γαβ(η) = 0, e0α‖3(v) =
1

2
∂αη3 + bσαησ, e03‖3(v) = 0

D’autre part on a :
∫

Ω

Aijkl(0)e1k‖le
1
i‖j(η)

√
adx+4

∫

Ω

Aα3σ3(0)e2σ‖3{bταητ+
1

2
∂αη3}

√
adx+4

∫

Ω

Bα3σ3,1e1σ‖3{bταητ

+
1

2
∂αη3}

√
adx =

∫

ω

pi,2ηi
√
ady + 〈√aGi,0, ηi〉 pour tout η ∈ VF (ω)

où

pi,2 =

∫ 1

−1

f i,2dx3 + hi,3(.,−1)

En soustrayent les équations trouvées dans l’étap (iii) de ces équations nous obtenons :
∫

Ω

Aijkl(0)e1k‖l{e1i‖j(η)−e0i‖j(v(η))}
√
adx =

∫

ω

pi,2ηi
√
ady+〈√aGi,0, ηi〉 pour tout η ∈ VF (ω)

En premier les relations ( établie dans l’étape (ii) )

e1α‖3 = 0 et e133 = −
λ

λ+ 2µ
aαβe1α‖β dans Ω et e13‖3(η) = e03‖3(v(η)) = 0

Aijkl(0)e1k‖l{e1i‖j(η)− e0i‖j(v(η))} = Aαβστ (0)e1σ‖τ{e1α‖β(η)− e0α‖β(v(η))}
+ Aαβ33(0)e13‖3{e1α‖β(η)− e0α‖β(v(η))}

=
1

2
aαβστe1σ‖τ{e1α‖β(η)− e0α‖β(v(η))}

Deuxiement :

e1σ‖τ = −x3ρστ (ξ0)

e1α‖β(η)− e0α‖β(v(η)) = x3{bσβ|αησ + bσαbσβη3} − x3{∂α(bτβητ ) + ∂β(b
σ
αησ)

+∂αβη3 − Γσ
αβ∂ση3 − 2Γσ

αβb
τ
σητ}

alors :

e1α‖β(η)− e0α‖β(v(η)) = −x3ραβ(η) pour tout η ∈ VF (ω)
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Nous avons donc les équations :
∫

Ω

Aijkl(0)e1k‖l{e1i‖j(η)− e0i‖j(v(η))}
√
adx =

1

2

∫

Ω

x23a
αβστρστ (ξ

0)ραβ(η)
√
adx

=
1

3

∫

ω

aαβστρστ (ξ
0)ραβ(η)

√
ady pour tout η ∈ VF (ω)

Pour résumer, nous avons établi que quand le cas V0(ω) 6= {0} le champs de vecteurs

ξ0 (doit satisfaire )le problème variationnel PF (ω) suivant :

ξ0 ∈ K(Ω) = {η ∈ VF (ω)/η3 ≤ d}

1

3

∫

ω

aαβστρστ (ξ
0)ραβ(η)

√
ady =

∫

ω

pi,2ηi
√
ady + 〈√aGi,0, ηi〉 pour tout η ∈ VF (ω)

où

pi,2 :=

∫ 1

−1

f i,2 dx3 + hi,3(.,−1)

〈√aG3,0, η3 − ξ
0

3〉 ≥ 0 ∀ v ∈ K(Ω) (3.64)
〈√

aGα,0, ηα − ξ0α

〉
+

〈√
aν|G3,0|, |ητ | − |ξ0τ |

〉
≥ 0 ∀η ∈ V(Ω) (3.65)

Par la même argumentation utilisée pour prouver (3.37) , on trouve (3.64) et (3.65).
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Chapitre 4

Etude de la convergence des solutions

du problème variationnel mis à

l’échelle P (ε,Ω) pour une coque

elliptique membranaire.

Dans ce chapitre 1, on établit un théorème de la convergence des solutions du pro-

blème variationnel P (ε,Ω) d’une coque elliptique membranaire, i.e, sa surface moyenne

S = θ(ω̄) est elliptique qui se caractérise par la courbure Gaussienne (voir [10] ou [6,

p.121]), e.g. une partie d’un ellipsoïde. On suppose aussi qu’elle est totalement encas-

trée. On va prouver que sa limite est solutions d’un problème bidimensionnel ce qui

valide les résultats obtenus par la méthode des développements asymptotiques formels

(Chapitre 3).

On va étudier chaque fois le cas de contact sans frottement puis le cas de contact

avec frottement de Coulomb.

Nous énonçons maintenant quelques résultats qu’on aura besoin par la suite :

4.1 Le cas de contact sans frottement

Théorème 4.1 On Suppose que θ ∈ C3(ω̄,R3) , et on considère une famille de coques
membranaires, linéairement élastiques et elliptiques ; d’épaisseur 2ε qui s’approche de
zéro, dont la surface moyenne S = θ(ω̄) est la même pour toutes les coques. Soit

1. La première section de ce chapitre est l’objet d’une communication au seminaire international
TAMTAM’11, Sousse, Tunisie.
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u(ε) la solution du problème P (ε,Ω) ; si 0 < ε ≤ ε0 ; alors il existe des fonctions
uα ∈ H1(Ω) satisfaisants uα = 0 sur γ × [−1, 1], u3 ∈ L2(Ω) et G3(0) ∈ L2(Γ+) tels
que :

uα(ε)→ uα dans H1(Ω)

u3(ε)→ u3 dans L2(Ω)

G3(ε)→ G3(0) dans H−2(ω)

quand ε→ 0.
u := (ui) et indpendant de x3.

En outre la moyenne ; ū := 1
2

∫ 1
−1
udx3 satisfait le problème variationnel bidimen-

sionnel mis à l’échelle PM(ω) d’une coque elliptique membranaire linéairement élas-
tique suivant :

ū := (ūi) ∈ KM(ω) = {η = (ηi) ∈ VM(ω)/η3 ≤ d};

VM(ω) = H1
0 (ω)×H1

0 (ω)× L2(ω)
∫

ω

aαβστγστ (ū)γαβ(η)
√
ady =

∫

ω

piηi
√
ady+〈√aG3(0), η̄3〉 pour tout η = (ηi) ∈ VM(ω)

〈√aG3(0), η̄3 − ū3〉 ≥ 0 ∀ η ∈ KM(ω)

tels que

γαβ(η) :=
1

2
(∂βηα + ∂αηβ)− Γσ

αβησ − bαβη3

aαβστ :=
4λu

λ+ 2u
aαβaστ + 2u(aασaβτ + aατaβσ)

pi :=

∫ 1

−1

f idx3 + hi− et hi− = h(.,−1)

Preuve.

La preuve de ce théorème est divisée en dix parties, comptées de (i) à (x). pour

des raisons techniques la considération des forces de surface est prise en compte qu’à

partir de la partie (ix), en d’autre termes nous supposons que (u(ε), G(ε)) satisfait le

problème variationnel P (ε,Ω), dans les parties (i) à (viii).
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(i) On montre dans cette partie que les suites {uα(ε)},{u3(ε)} et {ei‖j(ε)} admettent

des sous-suites notées aussi, respectivement par {uα(ε)},{u3(ε)} et {ei‖j(ε)} vé-

rifiant les convergences faibles suivantes :

uα(ε)⇀ uα dans H1(Ω),

u3(ε)⇀ u3 dans L2(Ω),

ei‖j(ε)⇀ ei‖j dans L2(Ω).

En utilisant l’inégalité de Korn tridimensionnelle on obtient : ∃ des constantes

CM et Ce tels que :

C−2M

∑

i

|ui(ε)|20,Ω ≤ C−2M

(
∑

α

‖uα(ε)‖21,Ω + |u3(ε)|20,Ω

)

≤
∑

ij

|ei‖j(ε)|20,Ω

≤ Ceg
−1

2

0

∫

Ω

Aijkl(ε)ek‖l(ε)ei‖j(ε)
√
g(ε)dx

= Ceg
−1

2

0

(∫

Ω

f iui(ε)
√
g(ε)dx+ 〈

√
g(ε)G3(ε), u3(ε)〉

)

≤ Ceg
−1

2

0

∫

Ω

f iui(ε)
√
g(ε)dx

≤ Ceg
−1

2

0 g
1

2

1

{
∑

i

|f i|20,Ω

} 1

2
{
∑

i

|ui(ε)|20,Ω

} 1

2

D’où, il existe des constantes C1, C2 et C3 indépendantes de ε telles que :

‖uα(ε)‖1,Ω ≤ C1, |u3(ε)|0,Ω ≤ C2 et |ei‖j(ε)|0,Ω ≤ C3.

On déduit que les suites {uα(ε)}, {u3(ε)} et {ei‖j(ε)} sont bornées, respective-

ment dans H1(Ω), L2(Ω) et L2(Ω). Ce qui nous permet d’extraire des sous-suites

toujours notées respectivement par {uα(ε)}, {u3(ε)} et {ei‖j(ε)} qui admettent

des limites faibles respectivement dans H1(Ω), L2(Ω) et L2(Ω) qu’on note uα,

u3 et ei‖j respectivement.

(ii) On montre que les fonctions ui trouvées dans (i) sont indépendantes de x3.

D’aprés (i) :

∂3uα(ε) + ε∂αu3(ε) = 2ε{eα‖3(ε) + Γσ
α3(ε)uσ(ε)} → 0 dans L2(Ω);
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en effet, d’après (i) les fonctions (u3(ε)) est bornée dans L2(Ω) et uα(ε) ⇀ uα

dans H2(Ω) et Γσ
α3(ε) convergent dans C0(Ω̄) (voir [6, Thm.3.3.1]).

D’autre part, pour tout ϕ ∈ D(Ω) :
∫

Ω

∂3uαϕdx = lim
ε→0

∫

Ω

∂3uα(ε)ϕdx,

lim
ε→0

{∫

Ω

ε∂αu3(ε)ϕdx

}
= − lim

ε→0

{∫

Ω

εu3(ε)∂αϕdx

}
= 0

Donc :

0 = lim
ε→0

{∫

Ω

(∂3uα(ε) + ε∂αu3(ε))ϕdx

}
=

∫

Ω

∂3uαϕdx,

ce qui donne ∂3uα = 0 p.p. sur Ω.

La partie (i) également implique que ∂3u3(ε) = εe3‖3(ε)→ 0 dans L2(Ω).

Pour tout ϕ ∈ D(Ω), de u3(ε)⇀ u3 dans L2(Ω) on a
∫

Ω

u3∂3ϕdx = lim
ε→0

∫

Ω

u3(ε)∂3ϕdx = − lim
ε→0

∫

Ω

∂3u3(ε)ϕdx = 0

ce qui implique ∂3u3 = 0 p.p. sur Ω au sens des distributions.

(iii) Les limites ei‖j la trouvées dans (i) sont indépendantes de x3, de plus elles sont

en rapport avec la limite u := (ui) par :

eα‖β = γαβ(u) :=
1

2
(∂αuβ + ∂βuα)− Γσ

αβuσ − bαβu3, (4.1)

eα‖3 = 0, (4.2)

e3‖3 = −
λ

λ+ 2µ
aαβeα‖β. (4.3)

On rappelle que

eα‖β(ε) =
1

2
(∂αuβ(ε) + ∂βuα(ε))− Γp

αβ(ε)up(ε).

D’après (i) on a eα‖β(ε)⇀ eα‖β dans L2(Ω), uα(ε)⇀ uα dans H1(Ω), u3(ε)⇀ u3

dans L2(Ω). Et le fait que Γσ
αβ(ε) → Γσ

αβ et Γ3αβ(ε) → bαβ dans C0(Ω̄) (voir [6,

Thm. 3.3-1]) ; on trouve que

1

2
(∂αuβ(ε) + ∂βuα(ε))− Γp

αβ(ε)up(ε)⇀ γαβ(u) dans L2(Ω).
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d’où (4.1).

De la partie (ii) on déduit que les fonctions eα‖β sont indépendantes de x3 depuis

les fonctions ui sont indépendantes de x3.

Soit υ = (υi) une fonction arbitraire dans l’espace

V (Ω) = {υ = (υi) ∈ H1(Ω); υ = 0 on γ × [−1, 1]}

Les relations suivantes sont des conséquences directes des définitions des ei‖j(ε, υ) :

εeα‖β(ε, υ)→ 0 dans L2(Ω)

εeα‖3(ε, υ)→
1

2
∂3vα dans L2(Ω)

εe3‖3(ε, υ) = ∂3v3

pour tout ε > 0. Les équations du problème variationnel tri-dimensionnel mis à

l’échelle P (ε,Ω) nous donnent

∫

Ω

Aijkl(ε){εek‖l(ε)ei‖j(ε, υ)}
√
g(ε)dx

=

∫

Ω

{Aαβστ (ε)eσ‖τ (ε) + Aαβ33(ε)e3‖3(ε)}{εeα‖β(ε, υ)}
√
g(ε)dx

+

∫

Ω

{4Aα3σ3(ε)eσ‖3(ε)}{εeα‖3(ε, υ)}
√
g(ε)dx

+

∫

Ω

{A33στ (ε)eσ‖τ (ε) + A3333(ε)e3‖3(ε)}{εe3‖3(ε, υ)}
√
g(ε)dx

= ε

∫

Ω

f ivi
√
g(ε)dx+ ε〈

√
g(ε)G3(ε), v3〉. (4.4)

On choisit v3 = 0 sur le bord Γ+ dans (4.4) ; après passage à la limite, on trouve
∫

Ω

{
2µaασeσ‖3∂3vα +

(
λaστeσ‖τ + (λ+ 2µ)e3‖3

)
∂3v3

}√
adx = 0

A l’aide des fonctions tests convenables, on déduit que eσ‖3 = 0 et e3‖3 =
−λ

λ+2µ
aαβeα‖β dans L2(Ω).

(iv) On montre que G3(ε) ⇀ G3(0) dans H−2(ω) et la fonction ū := (ūi) satisfait

le problème variationnel bidimensionnel PM(ω). Soit v = (vi) ∈ V (Ω) indépen-

dant de x3 ; alors le comportement asymptotique des fonctions Γp
αβ(ε) et Γ

σ
α3(ε)
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(voir[6, Thm. 3.3-1]) ; montre que :

eα‖β(ε, υ)→ γαβ(v) :=
1

2
(∂αvβ + ∂βvα)− Γσ

αβvσ − bαβv3 dans L2(Ω)

eα‖3(ε, υ)→ {1
2
∂αv3 + bσαυσ} dans L2(Ω)

e3‖3(ε, υ) = 0

〈
√
g(ε)G3(ε), v̄3〉 =

∫

Ω

Aijkl(ε)ek‖lei‖j(ε, υ)
√
g(ε)dx−

∫

Ω

f ivi
√
g(ε)dx

=

∫

Ω

{Aαβστ (ε)eσ‖τ (ε) + Aαβ33(ε)e3‖3(ε)}{eα‖β(ε, υ)}
√
g(ε)dx

+

∫

Ω

{4Aα3σ3(ε)eσ‖3(ε)}{eα‖3(ε, υ)}
√
g(ε)dx+

∫

Ω

{A33στ (ε)eσ‖τ (ε)

+ A3333(ε)e3‖3(ε)}{e3‖3(ε, υ)}
√
g(ε)dx−

∫

Ω

f ivi
√
g(ε)dx

lim
ε→0
〈
√
g(ε)G3(ε), v̄3〉 =

∫

Ω

{
2λµ

λ+ 2µ
aαβaστ + µ(aασaβτ + aατaβσ)

}
eσ‖τγαβ(υ)

√
adx

−
∫

Ω

f iυi
√
adx.

Laquelle nous pouvons l’écrire aussi (les deux fonctions u et v sont indépendantes

de x3) :

lim
ε→0
〈
√
g(ε)G3(ε), v̄3〉 =

∫

ω

aαβστγστ (ū)γαβ(v̄)
√
ady −

∫

ω

{∫ 1

−1

f idx3

}
v̄i
√
ady

L’application : ῡ3 →
∫
ω
aαβστγστ (ū)γαβ(ῡ)

√
ady −

∫
ω

{∫ 1
−1
f idx3

}
v̄i
√
ady

est une forme linéaire sur H2
0 (ω), donc il existe ϕ ∈ H−2(ω) telle que :

∫

ω

aαβστγστ (ū)γαβ(v̄)
√
ady −

∫

ω

{∫ 1

−1

f idx3

}
v̄i
√
ady = 〈ϕ, ῡ3〉

ϕ représente la limite faible -* de
√
g(ε)G3(ε) dans H−2(ω) qu’on la note

√
aG3(0) √

g(ε)G3(ε)⇀
√
aG3(0) dans H−2(ω)faible− ∗
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et vérifie
∫

ω

aαβστγστ (ū)γαβ(v̄)
√
ady =

∫

ω

{∫ 1

−1

f idx3

}
v̄i
√
adx+ 〈√aG3(0), ῡ3〉

On prend maintenant dans (3.4), υ3 = d puis υ3 = 2u(ε) − d, on trouve

〈
√
g(ε)G3(ε), d− u3(ε)〉 = 0 puisque d ∈ H1

0 (ω) donc :

lim
ǫ→0
〈
√
g(ε)G3(ε), u3(ε)〉 = lim

ǫ→0
〈
√
g(ε)G3(ε), d〉 = 〈√aG3(0), d〉

Par ailleurs, nous avons :

〈
√
g(ε)G3(ε), v̄3 − ū3(ε)〉 ≥ 0; ∀v ∈ K(Ω)

Pour υ = η ∈ K(Ω), il vient que :

0 ≤ lim
ǫ→0
〈
√
g(ε)G3(ε), v̄3 − ū3(ε)〉

0 ≤ lim
ǫ→0
〈
√
g(ε)G3(ε), v̄3〉 − lim

ǫ→0
〈
√
g(ε)G3(ε), ū3(ε)〉

0 ≤ 〈√aG3(0), v̄3〉 − 〈
√
aG3(0), d〉

≤ 〈√aG3(0), v̄3〉 − 〈
√
aG3(0), ū3〉

= 〈√aG3(0), v̄3 − ū3〉

On remarque que la limite de la sous-suite {u(ε)} est solution d’un problème de

contact unilatéral avec conditions de Signorini.

Trouver (ū, G3(0)) ∈ KM(ω)×H−2(ω) tels que

∫

ω

aαβστγστ (ū)γαβ(v̄)
√
ady =

∫

ω

{∫ 1

−1

f idx3

}
v̄i
√
adx+ 〈√aG3(0), ῡ3〉

〈√aG3(0), v̄3 − ū3〉 ≥ 0

Ce problème est équivalent à l’inéquation variationnelle

∫

ω

aαβστγστ (ū)γαβ(v̄ − ū)
√
ady ≥

∫

ω

{∫ 1

−1

f idx3

}
(v̄i − ūi)

√
adx

pour tout v ∈ KM(ω). Les membres de cette inéquation remplissent les hypo-

thèses du théorème de Stampacchia, donc elle admet une solution unique dans
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le convexe fermé KM(ω), pour plus de details voir [6, Thm. 2.7-2, Thm. 3.3-2].

On en conclut que toute la suite u(ε) est convergente vers u.

- On va établir
√
g(ε)G3(ε)→

√
g(0)G3(0) dans H−2(ω)

On a pour tout υ = η ∈ KM(ω)

〈
√
g(ε)G3(ε), η3〉 =

∫

Ω

Aijkl(ε)ek‖l(ε)ei‖j(η)
√
g(ε)dx−

∫

Ω

f iηi
√
g(ε)dx,

〈
√
g(0)G3(0), η3〉 =

∫

Ω

Aijkl(0)ek‖lei‖j(η)
√
g(0)dx−

∫

Ω

f iηi
√
g(0)dx,

d’où :

〈
√
g(ε)G3(ε)−

√
g(0)G3(0), η3〉 =

∫

Ω

[Aijkl(ε)ek‖l(ε)
√
g(ε)−Aijkl(0)ek‖l

√
g(0)]ei‖j(η)dx

−
∫

Ω

f iηi(
√
g(ε)−

√
g(0))dx

Il vient que :

‖
√
g(ε)G3(ε)−

√
g(0)G3(0)‖−2,ω ≤ sup

η3∈L2(Ω)

〈
√
g(ε)G3(ε)−

√
g(0)G3(0), η3〉

‖η3‖0,ω

≤ C
(
‖Aijkl(ε)ek‖l(ε)

√
g(ε)− Aijkl(0)ek‖l

√
g(0)‖0,ω + ‖

√
g(ε)−

√
g(0)‖0,ω

)

D’où :
√
g(ε)G3(ε)→

√
g(0)G3(0) dans H−2(ω)

(v) On va établir que ei‖j(ε) → ei‖j dans L2(Ω). Nous prenons v = u(ε) dans les

équations du problème variationnel P (ε,Ω) nous déduisons en premier que :

C−1e g
1

2

0

∑

i,j

|ei‖j(ε)− ei‖j|20,Ω ≤ Λ(ε),

où

Λ(ε) :=

∫

Ω

Aijkl(ε)(ek‖l(ε)− ek‖l)(ei‖j(ε)− ei‖j)
√
g(ε)dx

=

∫

Ω

f iui(ε)
√
g(ε)dx+ 〈

√
g(ε)G3(ε), u3(ε)〉 −

∫

Ω

Aijkl(ε)(2ek‖l(ε)− ek‖l)ei‖j
√
g(ε)dx

Λ := lim
ǫ→0

Λ(ε) =

∫

Ω

f iui
√
adx+ 〈√aG3(0), d〉 −

∫

Ω

Aijkl(0)ek‖lei‖j
√
adx

=

∫

Ω

f iui
√
adx+ 〈√aG3(0), ū3〉 −

∫

Ω

Aijkl(0)ek‖lei‖j
√
adx
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Utilisant les expressions des fonctions Aijkl(0) (voir [6, Theorem 3.3.2]) et ei‖3 (

partie (iii) ) nous obtenons finalement
∫

Ω

Aijkl(0)ek‖lei‖j
√
adx =

∫

Ω

{
λaαβaστ + µ(aασaβτ + aατaβσ)

}
eσ‖τeα‖β

√
adx+

∫

Ω

λaαβe3‖3eα‖β
√

+

∫

Ω

4µaασeσ‖3eα‖3
√
adx+

∫

Ω

{λaστeσ‖τ + (λ+ 2µ)e3‖3}e3‖3
√
adx

=

∫

Ω

{ 2λµ

λ+ 2µ
aαβaστ+µ(aασaβτ+aατaβσ)eσ‖τeα‖β

√
adx =

∫

ω

aαβστγαβ(ū)γστ (ū)
√
adx

=

∫

Ω

f iūi
√
adx+ 〈√aG3(0), ū3〉

On déduit que Λ = 0 alors ei‖j(ε)→ ei‖j dans L2(Ω).

(vi) On va établir : ūα(ε)→ ūα dans H1(ω) et ū3(ε)→ ū3 dans L2(ω)

D’après l’inégalité de Korn sur une surface elliptique ; (voir [6, Theorem 2.7.3])

prouver que ces convergences sont fortes est équivalent à :

γαβ(ū(ε))→ γαβ(ū) = ēα‖β dans L2(Ω),

puisque γαβ(u) = eα‖β d’après (iii). Mais comme eα‖β(ε) → eα‖β dans L2(Ω) (

partie (v)) nous concluons :

1) ēα‖β(ε)→ ēα‖β dans L2(ω) (voir[6, Theorem 4.2.1,(a)]),

2) (ēα‖β(ε)− γαβ(ū(ε))→ 0 dans L2(ω) (voir[6, Theorem 4.2.1,(d)])

De 1) et 2), on déduit que ;γαβ(ū(ε)→ γαβ(ū) = ēα‖β dans L2(ω)

Alors : ūα(ε)→ ūα dans H1(ω) et ū3(ε)→ ū3 dans L2(ω).

(vii) La convergence faible u3(ε)⇀ u3 dans L2(Ω) établi dans la partie (i) est forte :

u3(ε)→ u3 dans L2(Ω).

En premier, nous avons ∂3u3(ε) = εe3‖3(ε)→ 0 dans L2(Ω); ensuite, nous avons

déjà montré dans (vi) que ū3(ε) → ū3 dans L2(ω). D’où la conclusion d’après

[6, Theorem 4.2.1,(c)] et le fait que la fonction u3 est indépendente de x3.

(viii) Il reste à montrer que les convergences faibles, uα(ε)⇀ uα dans H1(Ω) établies

en partie (i) sont fortes c-à-d, uα(ε)→ uα dans H1(Ω).
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A cette fin, nous observons que l’utilisation de l’inégalité de Korn 3D classique

en coordonnées cartésiennes montre que le problème est équivalent à prouver :

eij(ú(ε))→ eij(ú) dans L2(Ω),

où :

eij(v) :=
1

2
(∂jvi + ∂ivj) et ú(ε) := (u1(ε), u2(ε), 0), ú := (u1, u2, 0).

Puisque eα‖β = eαβ(ú(ε))− Γp
αβ(ε)up(ε), les parties (iii) et (v) impliquent que :

eα‖β(ε) → {eαβ(ú) − Γσ
αβuσ − bαβu3} = eα‖β dans L2(Ω). Le comportement

asymptotique des fonctions ΓP
αβ(ε) et les convergences fortes ui(ε) → ui dans

L2(Ω) établies dans les parties (i) et (vii) impliquent que : eαβ(ú(ε)) → eαβ(ú)

dans L2(Ω), e33(ú(ε)) = e33(ú) = 0.

On a ∂3uα(ε) = 2eα3(ú(ε))→ 0 = 2eα3(ú) dans L2(Ω) (∂3uα = 0),

Où d’une façon équivalente

∂3uα(ε)→ 0 dans H−1(Ω) et ∂i∂3uα(ε)→ 0 dans H−1(Ω)

L’équivalence entre les deux dernières relations est une conséquence du lemme

de Lions [6, Theorem 1.7.1], avec le théorème du graphe fermé, implique que :

v ∈ l2(Ω)→ (v, ∂1v, ∂2v, ∂3v) ∈ H−1(Ω)

est un isomorphisme.

Puisque

∂3uα(ε) = 2ε
(
eα‖3(ε) + Γσ

α3(ε)uσ(ε)
)
− ε∂αu3(ε), pour tout ϕ ∈ D(Ω)

∫

Ω

∂3uα(ε)ϕdx = ε

∫

Ω

{
2(eα‖3(ε) + Γσ

α3(ε)uσ(ε))ϕ+ u3(ε)∂αϕ
}
dx.

Et par conséquent, il existe d’après (i) une constante C1 indépendante de ε telle

que ‖∂3uα(ε)‖−1,Ω ≤ C1ε.

D’où

∂3uα(ε)→ 0 dans H−1(Ω).
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Par ailleurs, nous avons :

∂β∂3uα(ε) = ∂3eαβ(ú(ε)) + ∂β(εeα‖3(ε) + εΓσ
α3(ε)uσ(ε))

= ∂α(εeβ‖3(ε) + εΓτ
β3(ε)uτ (ε)) dans D

′(Ω).

Les convergences eαβ(ú(ε))→ eαβ(u) dans L2(Ω) impliquent que :

∂3eαβ(u(ε))→ ∂3eαβ(ú) = 0 dans H−1(Ω) puisque ∂3∂βuα = 0 dans D′(Ω).

Notons par 〈., .〉 la dualité entre D′(Ω) et D(Ω), pour tout ϕ ∈ D(Ω) en a :

〈∂β
(
εeα‖3(ε) + εΓσ

α3(ε)uσ(ε)
)
, ϕ〉 = −ε

∫

Ω

{
eα‖3(ε) + Γσ

α3(ε)uσ(ε))
}
∂βϕdx,

Et par conséquent, il existe C2 indépendante de ε telle que :

‖∂β
(
εeα‖3(ε) + εΓσ

α3(ε)uσ(ε)
)
‖−1,Ω ≤ C2ε; d

′prs(i).

Le dernier terme dans l’expression ∂β∂3uα(ε) est traité d’une manière analogue.

D’où

∂β∂3uα(ε)→ 0 dans H−1(Ω).

Finalement, nous avons pour tout ϕ ∈ D(Ω),

〈∂3∂3uα(ε), ϕ〉 = −
∫

Ω

∂3uα(ε)∂3ϕdx

= −2ε
∫

Ω

{
eα‖3(ε) + Γσ

α3(ε)uσ(ε))
}
∂3ϕdx+ ε2

∫

Ω

e3‖3(ε)∂αϕdx.

Et par conséquent, il existe d’après (i) une constante C3 indépendante de ε telle

que :

‖∂3∂3uα(ε)‖−1,Ω ≤ C3ε.

D’où

∂3∂3uα(ε)→ 0 dans H−1(Ω).

Ce qui achève la preuve.
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(ix) Soit X(Ω) := {v ∈ L2(Ω); ∂3v ∈ L2(Ω)} (∂3v est la dérivée au sens des distribu-

tions). Alors la trace v(., s) de toute fonction v ∈ X(Ω) est bien définie comme

une fonction dans L2(ω) pour tout s ∈ [−1, 1] et l’opérateur de trace défini

de cette façon est continu. En particulier ; il existe une constante C4 telle que

‖v‖L2(Γ+∪Γ−) ≤ C4{|v|20,Ω + |∂3v|20,Ω}
1

2 , ∀υ ∈ X(Ω).
. Par conséquent, il existe une constante C5 telle que :

‖v3‖L2(Γ+∪Γ−) ≤ C5

{
∑

i,j

|eij(ε; v)|20,Ω

} 1

2

, ∀υ ∈ X(Ω)

Soit v ∈ X(Ω), ∀ y ∈ ω, et ∀ s ∈ [−1, 1], on peut écrire,

v(y,−1) = v(y, s)−
∫ s

−1

∂3v(y, x3)dx3.

Par conséquant ;

|v(.,−1)|20,ω ≤ 2

∫

ω

|v(y, s)|2dy + 2

∫

ω

|
∫ s

−1

∂3v(y, x3)dx3|2dy

≤ 2

∫

ω

|v(y, s)|2dy + 2

∫

ω

(1 + s)

{∫ s

−1

|∂3v(y, x3)|2dx3
}
dy

≤ 2

∫

ω

|v(y, s)|2dy + 4|∂3v|20,Ω.

En intégrant la dernière inégalité par rapport à s ∈ [−1, 1] ; on obtient

‖v‖L2(Γ−) ≤
{
|v|20,Ω + 4|∂3v|20,ω

} 1

2 .

Comme ‖v‖L2(Γ+) est également borné, la première inégalité est prouvée.

Pour v = (vi) ∈ V (Ω) :

‖v3‖L2(Γ+∪Γ−) ≤ C4
{
|v3|20,Ω + |∂3v3|20,Ω|

} 1

2

≤ C4
{
|v3|20,Ω + |e3‖3(ε, v)|20,Ω

} 1

2

≤ C4(C + 1)

{
∑

i,j

|ei‖j(ε, v)|20,Ω

} 1

2

;

par l’inégalité de Korn 3D pour une coque elliptique membranaire (voir [6, Theo-

rem 4.3.1]).
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(x) Considération des forces de surface :

Nous supposons désormais que seulement des forces de surface sont appliquées

à la coque, c-à-d, le problème variationnel P (ε,Ω) prend la forme :

u(ε) ∈ K(ε) = {v = (vi) ∈ V (Ω); v3 < d}

V (Ω) = {υ = (υi) ∈ H1(Ω); υ = 0 sur γ × [−1, 1]}
∫

Ω

Aijkl(ε)ek‖l(ε)ei‖j(ε, v)
√
g(ε)dx =

∫

Γ−

hivi
√
g(ε)dΓ + 〈

√
g(ε)G3(ε), v̄3〉

pour tout v ∈ V (Ω). La réalisation d’une analyse asymptotique de u(ε) quand

ε → 0 implique les mêmes étapes (i) à (ix) que celles étudiées précédemment

pour les cas avec les forces de volumes.

Nous indiquons seulement les modifications qu’on a besoins pour manier le nou-

veau côté droit dans les équations variationnelles de P (ε,Ω).

Étape (1) C−2M

{∑
α ‖u(ε)‖21,Ω + ‖u3(ε)‖20,Ω

}
≤∑i,j |ei‖j(ε)|20,Ω

≤ Ceg
−1

2

0

(∫
Γ−
hαuα(ε)

√
g(ε)dΓ +

∫
Γ−
h3u3(ε)

√
g(ε)dΓ + 〈

√
g(ε)G3(ε), v̄3〉

)

≤ Ceg
−1

2

0

(∫
Γ−
hαuα(ε)

√
g(ε)dΓ +

∫
Γ−
h3u3(ε)

√
g(ε)dΓ

)

≤ Ceg
−1

2

0 g
1

2

1

(
‖hα‖L2(Γ−)‖uα(ε)‖L2(Γ−) + ‖h3‖L2(Γ−)‖u3(ε)‖L2(Γ−)

)

≤ Ceg
−1

2

0 g
1

2

1

(
C6
{∑

α ‖uα(ε)‖21,Ω
} 1

2 + C5‖h3‖L2(Γ−)

{∑
i,j |ei‖j(ε)|20,Ω

} 1

2

)

≤ Ceg
−1

2

0 g
1

2

1 (C6CM + C7)
{∑

i,j ‖ei‖j(ε)‖20,Ω
} 1

2

.

Étape (2) est la même.

Étape (3)
∫

Ω

Aijkl(ε)ek‖l(ε)
{
εei‖j(ε, v)

}√
g(ε)dx = ε

∫

Γ−

hivi
√
g(ε)dΓ+ε〈

√
g(ε)G3(ε), v̄3〉

(4.5)

On choisit toujours dans (4.5) v̄3 = 0

On obtient après passage à la limite
∫

Ω

{
2µaασeσ‖3∂3vα +

(
λaστeσ‖τ + (λ+ 2µ)e3‖3

)
∂3v3

}√
adx = 0.

On déduit : eσ‖3 = 0 et e3‖3 =
−λ

λ+2µ
aαβeα‖β dans L2(Ω).
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Étape (4) Soit v = (vi) ∈ V (Ω) indépendant de x3 ;

lim
ε→0

∫

Γ−

hivi
√
g(ε)dΓ = lim

ε→0

∫

Γ−

hivi
√
ady =

∫

ω

hiv̄i
√
ady

lim
ε→0
〈
√
g(ε)G3(ε), v̄3〉 =

∫

ω

aαβστγαβ(u)γστ (v)
√
ady −

∫

ω

hivi
√
ady

L’application : v3 →
∫
ω
aαβστγαβ(u)γστ (v)

√
ady−

∫
ω
hivi

√
ady est une forme

linéaire sur H2(ω), donc il existe ϕ ∈ H−2(ω) telle que :
∫

ω

aαβστγαβ(u)γστ (v)
√
ady −

∫

ω

hivi
√
ady = 〈ϕ, v̄3〉

ϕ représente la limite faible -* de
√
g(ε)G3(ε) dans H−2(ω) on l’a note

√
aG3(0),√
g(ε)G3(ε)→ √

aG3(0) dans H−2(ω) faible -* et vérifie :
∫

ω

aαβστγαβ(u)γστ (v)
√
ady =

∫

Γ−

hivi
√
ady + 〈√aG3(0), v̄3〉.

La quelle nous pouvons l’écrire aussi comme (les deux fonctions u et v sont

indépendantes de x3).
∫

ω

aαβστγαβ(ū)γστ (ῡ)
√
ady =

∫

ω

hiῡi
√
ady + 〈√aG3(0), v̄3〉.

La suite est la même.

Étape (5) nous avons maintenant ;

Λ(ε) =

∫

Γ−

hiui
√
g(ε)dΓ+〈

√
g(ε)G3(ε), u3(ε)〉−

∫

Ω

Aijkl(ε)
(
2ek‖l(ε)− ek‖l

)
ei‖j

√
g(ε)dx.

Depuis une affectation linéaire qui est continue fortement comme toute

application linéaire fortement continue est aussi continue par rapport aux

topologies faibles (voir, par exemple , Brezis [1983,p39]),

uα(ε)⇀ uα dans H1(Ω) implique uα(ε)⇀ uα dans L2(Γ+ ∪ Γ−)
Donc :

lim
ε→0

∫

Γ−

hαuα(ε)
√
g(ε)dΓ = lim

ε→0

{∫

Γ−

hαuα(ε)(
√
g(ε)−√a) +

∫

Γ−

hαuα(ε)
√
adΓ

}
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=

∫

Γ−

hαuα
√
adΓ =

∫

ω

hαūα
√
ady

d’un côté

Pour la même raison les convergences faibles u3(ε) ⇀ u3 dans L
2(Ω) et

∂3u3(ε) = εe3‖3(ε) ⇀ 0 = ∂3u3 dans L
2(Ω) (cf, (i) et (ii) ) et la première

inégalité dans (ix). Ensemble impliquent :

u3(ε)(.,±1)⇀ u3(.,±1) dans L2(Ω)

Par conséquent ;

lim
ε→0

∫

Γ−

h3u3(ε)
√
g(ε)dΓ =

∫

ω

h3ū3
√
ady

de l’autre côté. On conclut que Λ = 0.

Les étapes restantes (6), (7) et (8) restent inchangées ce qui achève la

preuve.

4.2 Le cas de contact avec frottement

Théorème 4.2 On suppose que θ ∈ C3(ω̄,R3) ; et on considère une famille des coques
membranaires linéairement élastiques elliptiques, avec épaisseur 2ε qui approche zéro ;

ayant la même surface moyenne elliptique S = θ(ω̄). Soit u(ε) la solution du problème

P (ε,Ω) si 0 < ε ≤ ε0 ; alors il existe des fonctions uα ∈ H1(Ω) satisfaisants uα = 0
sur γ × [−1, 1] et u3 ∈ L2(Ω) et G3(0) ∈ L2(Γ+)
tels que :

uα(ε)→ uα dans H1(Ω) et u3(ε)→ u3 dans 2(Ω)

u := (ui) sont indépendants de x3 .

G3(ε)→ G3(0) dans H−2(ω) et Gα(ε)→ Gα(0) dans H−1(ω)

La moyenne ū := 1
2

∫ 1
−1
udx3 satisfait le problème variationnel á deux dimensions

PM(ω) d’une coque membranaire linéairement élastique et elliptique :

ū := (ūi) ∈ VM(ω) = H1
0 (ω)×H1

0 (ω)× L2(ω)
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∫

ω

aαβστγστ (ū)γαβ(η)
√
ady =

∫

ω

P iηi
√
ady+〈√aGi(0), ηi〉 pour tout η = (ηi) ∈ VM(ω)

〈√aG3(0), η3 − ū3〉 ≥ 0 ∀ η ∈ KM(ω)

〈√aGα(0), η̄α − ūα〉+ 〈
√
a|G3(0)|, |η̄τ | − |ūτ |〉 ≥ 0

KM(ω) = {η = (ηi) ∈ VM(ω)/η3 ≤ d}

γαβ(η) :=
1

2
(∂βηα + ∂αηβ)− Γσ

αβησ − bαβη3

aαβστ :=
4λu

λ+ 2u
aαβaστ + 2u(aασaβτ + aατaβσ)

pi :=

∫ 1

−1

f idx3 + hi− et hi = h(.,−1)

Preuve. La preuve de ce théorème est divisée en dix parties, comptées de (i) à

(x). Pour des raisons techniques comme pour la démonstrations du théorème (4.1) la

considération des forces de surface est prise en compte qu’à partir de la partie (ix).

En d’autre termes nous supposons que (u(ε), G(ε)) satisfait le problème variationnel

P (ε,Ω) dans les partées (i) à (viii).

i) On a démontré : uα(ε)⇀ uα dans H1(Ω), u3(ε)⇀ u3 dans L
2(Ω), ei‖j(ε)⇀ ei‖j

dans L2(Ω).

C−2M

∑

i

|ui(ε)|20,Ω ≤ C−2M

(
∑

α

‖uα(ε)‖21,Ω + |u3(ε)|20,Ω

)
≤

∑

ij

|ei‖j(ε)|20,Ω

≤ Ceg
−1

2

0

∫

Ω

Aijkl(ε)ek‖l(ε)ei‖j(ε)
√
g(ε)dx

= Ceg
−1

2

0

(∫

Ω

f iui(ε)
√
g(ε)dx+ 〈

√
g(ε)Gi(ε), ui(ε)〉

)
≤ Ceg

−1

2

0

∫

Ω

f iui(ε)
√
g(ε)dx

≤ Ceg
−1

2

0 g
1

2

1

{
∑

i

|f i|20,Ω

} 1

2
{
∑

i

|ui(ε)|20,Ω

} 1

2

D’où, il existe des constantes C1 et C2 et C3 indépendantes de ε telles que :

‖uα(ε)‖1,Ω ≤ C1, |u3(ε)|0,Ω ≤ C2 , |ei‖j(ε)|0,Ω ≤ C3.

On déduit que les suites {uα(ε)}, {u3(ε)} et {ei‖j(ε)} sont bornées, respectivement
dans H1(Ω), L2(Ω) et L2(Ω). Ce qui nous permet d’en extraire des sous suites toujours
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notées {uα(ε)}, {u3(ε)} et {ei‖j(ε)} qui admettent des limites faibles respectivement
dans H1(Ω), L2(Ω) et L2(Ω) qu’on note uα, u3 et ei‖j respectivement.

ii) Les ui trouvées dans (i) sont indépendants de x3.

D’après (i) ;

∂3uα(ε) + ε∂αu3(ε) = 2ε{eα‖3(ε) + Γσ
α3(ε)uσ(ε)} → 0 dans L2(Ω);

car les fonctions Γσ
α3(ε) convergent dans C

0(Ω̄) (voir [6, Theorem 3.3.1]).

Comme uα(ε) ⇀ uα dans H1(Ω) et (u3(ε))ε>0 est bornée dans L
2(Ω) par (i) ; soit

ϕ ∈ D(Ω) : ∫

Ω

∂3uαϕdx = lim
ǫ→0

∫

Ω

∂3uα(ε)ϕdx,

lim
ǫ→0

{∫
ε∂αu3(ε)ϕdx

}
= − lim

ǫ→0

{∫
εu3(ε)∂αϕdx

}
= 0

Donc :

0 = lim
ǫ→0

{∫

Ω

(∂3uα(ε) + ε∂αu3(ε))ϕdx

}
=

∫

Ω

∂3uαϕdx,

d’où ∂3uα = 0 dans L2(Ω).

La partie (i) également implique que ∂3u3(ε) = εe3‖3(ε)→ 0 dans L2(Ω)

Soit ϕ ∈ D(Ω), de u3(ε)⇀ u3 dans L
2(Ω) par (i) on a

∫

Ω

u3∂3ϕdx = lim
ǫ→0

∫

Ω

u3(ε)∂3ϕdx = − lim
ǫ→0

∫

Ω

∂3u3(ε)ϕdx = 0

Ce qui implique ∂3u3 = 0 au sens des distributions.

iii) Les limites des ei‖j trouvées dans (i) sont indépendantes de x3 et sont de plus en

rapport avec la limite u := (ui) par :

eαβ = γαβ(u) :=
1
2
(∂αuβ + ∂βuα)− Γσ

αβuσ − bαβu3, eα‖3 = 0, e3‖3 = − λ
λ+2µ

aαβeα‖β.

Les convergences :

eα‖β(ε)⇀ eα‖β dans L2(Ω), uα(ε)⇀ uα dans H1(Ω), u3(ε)⇀ u3 dans L
2(Ω)(partie (i)).

Γσ
αβ(ε)→ Γσ

αβ et Γ3αβ(ε)→ bαβ dans C0(Ω̄) (voir[6, Theorem3.3.1]) ;

ensemble impliquent :

eα‖β(ε) =
1

2
(∂αuβ(ε) + ∂βuα(ε))− Γp

αβ(ε)up(ε)⇀ γαβ(u) = eα‖β dans L2(Ω).
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En plus les fonctions eα‖β sont indépendantes de x3 car les fonctions ui sont indépen-

dantes de x3 (partie (ii)).

Soit υ = (υi) une fonction arbitraire dans l’espace V (Ω) = {υ = (υi) ∈ H1(Ω); υ = 0

on γ × [−1, 1] }. Les relations suivantes sont conséquences immédiates des définitions
des ei‖j(ε, υ) :

εeα‖β(ε, υ)→ 0 dans L2(Ω)

εeα‖3(ε, υ)→
1

2
∂3vα dans L2(Ω)

εe3‖3(ε, υ) = ∂3v3 pour tout ε > 0

En utilisant les équations dans le problème variationnel à trois dimensions P (ε,Ω),

nous obtenons :
∫

Ω

Aijkl(ε){εek‖l(ε)ei‖j(ε, υ)}
√
g(ε)dx =

∫

Ω

{Aαβστ (ε)eσ‖τ (ε)

+Aαβ33(ε)e3‖3(ε)}{εeα‖β(ε, υ)}
√
g(ε)dx+

∫

Ω

{4Aα3σ3(ε)eσ‖3(ε)}{εeα‖3(ε, υ)}
√
g(ε)dx

+

∫

Ω

{A33στ (ε)eσ‖τ (ε) + A3333(ε)e3‖3(ε)}{εe3‖3(ε, υ)}
√
g(ε)dx

= ε

∫

Ω

f ivi
√
g(ε)dx+ ε〈

√
g(ε)Gi(ε), vi〉. (4.6)

On choisit dans (4.6) vi = 0 au sens trace sur Γ+.

On obtient après passage à la limite
∫

Ω

{
2µaασeσ‖3∂3vα +

(
λaστeσ‖τ + (λ+ 2µ)e3‖3

)
∂3v3

}√
adx = 0

On déduit que eσ‖3 = 0 et e3‖3 =
−λ

λ+2µ
aαβeα‖β dans L2(Ω).

iv) - On va établir que
√
g(ε)G3(ε)⇀

√
aG3(0) dansH−2(ω),

√
g(ε)Gα(ε)⇀

√
aGα(0)

dans H−1(ω) et la fonction ū := (ūi) satisfait le problème variationnel à deux dimen-

sions PM(ω).

Soit v = (vi) ∈ V (Ω) indépendants de x3 ; alors le comportement asymptotique

des fonctions Γp
αβ(ε) et Γ

σ
α3(ε) ( voir [6, Theorem 3.3.1]) ; montre que :

eα‖β(ε, υ)→ γαβ(v) :=
1

2
(∂αvβ + ∂βvα)− Γσ

αβvσ − bαβv3 dans L2(Ω)
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eα‖3(ε, υ)→ {1
2
∂αv3 + bσαυσ} dans L2(Ω)

e3‖3(ε, υ) = 0

〈
√
g(ε)Gα(ε), v̄α〉 =

∫

Ω

Aijkl(ε)ek‖lei‖j(ε, υ)
√
g(ε)dx−

∫

Ω

f ivi
√
g(ε)dx−〈

√
g(ε)G3(ε), v̄3〉

=

∫

Ω

{Aαβστ (ε)eσ‖τ (ε) + Aαβ33(ε)e3‖3(ε)}{eα‖β(ε, υ)}
√
g(ε)dx

+

∫

Ω

{4Aα3σ3(ε)eσ‖3(ε)}{eα‖3(ε, υ)}
√
g(ε)dx+

∫

Ω

{A33στ (ε)eσ‖τ (ε)

+A3333(ε)e3‖3(ε)}{e3‖3(ε, υ)}
√
g(ε)dx−

∫

Ω

f ivi
√
g(ε)dx− 〈

√
g(ε)G3(ε), v̄3〉

On prend maintenant v̄3 = 0, par passage à la limite, on trouve :

lim
ǫ→0
〈
√
g(ε)Gα(ε), v̄α〉 =

∫

Ω

{
2λµ

λ+ 2µ
aαβaστ + µ(aασaβτ + aατaβσ)

}
eσ‖τγαβ(υ)

√
adx−

∫

Ω

f iυi
√
adx.

lim
ε→0
〈
√
g(ε)Gα(ε), v̄α〉 =

∫

ω

aαβστγστ (ū)γαβ(v̄)
√
ady −

∫

ω

{∫ 1

−1

f idx3

}
v̄i
√
ady

L’application : v̄α →
∫
ω
aαβστγστ (ū)γαβ(v̄)

√
ady −

∫
ω

{∫ 1
−1
f idx3

}
v̄i
√
ady

est une forme linéaire sur H1
0 (ω), donc il existe ϕ ∈ H−1(ω) telle que :

∫

ω

aαβστγστ (ū)γαβ(v̄)
√
ady −

∫

ω

{∫ 1

−1

f idx3

}
v̄i
√
ady = 〈ϕ, ῡα〉

ϕ représente la limite faible -* de
√
g(ε)Gα(ε) dans H1(ω) on l’a note

√
aGα(0)

√
g(ε)Gα(ε)⇀

√
aGα(0) dans H−1(ω)faible− ∗

et vérifie
∫

ω

aαβστγστ (ū)γαβ(v̄)
√
ady =

∫

ω

{∫ 1

−1

f idx3

}
v̄i
√
adx+ 〈√aGα(0), ῡα〉

〈
√
g(ε)G3(ε), v̄3〉 =

∫

Ω

Aijkl(ε)ek‖lei‖j(ε, υ)
√
g(ε)dx−

∫

Ω

f ivi
√
g(ε)dx−〈

√
g(ε)Gα(ε), v̄α〉

lim
ε→0
〈
√
g(ε)G3(ε), v̄3〉 =

∫

ω

aαβστγστ (u)γαβ(v)
√
ady−

∫

ω

{∫ 1

−1

f idx3

}
vi
√
ady−〈√aGα(0), ῡα〉
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L’application : v3 →
∫
ω
aαβστγστ (ū)γαβ(v̄)

√
ady−

∫
ω

{∫ 1
−1
f idx3

}
v̄i
√
ady−〈√aGα(0), ῡα〉

est une forme linéaire sur H2
0 (ω), donc il existe ϕ ∈ H−2(ω) telle que :

∫

ω

aαβστγστ (u)γαβ(υ)
√
ady −

∫

ω

{∫ 1

−1

f idx3

}
υi
√
ady − 〈√aGα(0), ῡα〉 = 〈ϕ, ῡ3〉

ϕ représente la limite faible -* de
√
g(ε)G3(ε) dans H2(ω) on l’a note

√
aG3(0)

√
g(ε)G3(ε)⇀

√
aG3(0) dans H−2(ω)faible− ∗

et vérifie
∫

ω

aαβστγστ (ū)γαβ(v̄)
√
ady =

∫

ω

{∫ 1

−1

f idx3

}
v̄i
√
adx+ 〈√aGi(0), ῡi〉

Laquelle nous pouvons l’écrire aussi (les deux fonctions u et v sont indépendantes de

x3) sous la forme
∫

ω

aαβστγστ (ū)γαβ(ῡ)
√
ady =

∫

ω

{∫ 1

−1

f idx3

}
ῡi
√
adx+ 〈√aGi(0), ῡi〉.

On postule : a0∗(u, υ) =∈ω a
αβστγστ (ū)γαβ(ῡ)

√
ady. On prend maintenant dans (3.4),

υ3 = d puis υ3 = 2u(ε)− d on trouve

〈
√
g(ε)G3(ε), d− u3(ε)〉 = 0

puisque d ∈ H1
0 (ω) donc :

lim
ǫ→0
〈
√
g(ε)G3(ε), u3(ε)〉 = lim

ǫ→0
〈
√
g(ε)G3(ε), d〉 = 〈√aG3(0), d〉.

Par ailleurs, nous avons :

〈
√
g(ε)G3(ε), v̄3 − ū3(ε)〉 ≥ 0; ∀v ∈ K(Ω)

Pour υ = η ∈ K(Ω), il vient que :

0 ≤ lim
ǫ→0
〈
√
g(ε)G3(ε), v̄3 − ū3(ε)〉

0 ≤ lim
ǫ→0
〈
√
g(ε)G3(ε), v̄3〉 − lim

ǫ→0
〈
√
g(ε)G3(ε), ū3(ε)〉

0 ≤ 〈√aG3(0), v̄3〉 − 〈
√
aG3(0), d〉

≤ 〈√aG3(0), v̄3〉 − 〈
√
aG3(0), ū3〉

= 〈√aG3(0), v̄3 − ū3〉
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Par la même argumentation utilisée pour prouver :

〈√aG(0), η̄α − ūα〉+ 〈ν|G3(0)|, |ῡτ | − |ūτ |〉 ≥ 0

On remarque que la limite de la sous suite {u(ε)} est solution d’un problème de

contact unilatéral avec conditions de Signorini avec frottement. On sait que ce type

de problème n’admet pas de solutions uniques en général, par conséquent on peut

pas dire que toute la suite u(ε) tend vers u. Donc, la convergence forte qu’on établira

par la suite est uniquement pour la sous suite considérée auparavant pour simplifier

l’écriture, on garde la même notation.

- On va établir
√
g(ε)Gi(ε)→

√
g(0)Gi(0) dans H−2(ω).

On a pour tout υ = η ∈ KM(ω)

〈
√
g(ε)Gi(ε), ηi〉 =

∫

Ω

Aijkl(ε)ek‖l(ε)ei‖j(η)
√
g(ε)dx−

∫

Ω

f iυi
√
g(ε)dx

〈
√
g(0)Gi(o), ηi〉 =

∫

Ω

Aijkl(0)ek‖lei‖j(η)
√
g(0)dx−

∫

Ω

f iηi
√
g(0)dx

d’où :

〈
√
g(ε)Gi(ε)−

√
g(0)Gi(0), η3〉 =

∫

Ω

[Aijkl(ε)ek‖l(ε)
√
g(ε)−Aijkl(0)ek‖l

√
g(0)]ei‖j(η)dx

−
∫

Ω

f iηi(
√
g(ε)−

√
g(0))dx

Il vient que :

‖
√
g(ε)Gi(ε)−

√
g(0)Gi(0)‖−2,ω ≤ sup

ηi∈L2(Ω)

〈
√
g(ε)Gi(ε)−

√
g(0)Gi(0), ηi〉

‖ηi‖0,ω

≤ C
(
‖Aijkl(ε)ek‖l(ε)

√
g(ε)− Aijkl(0)ek‖l

√
g(0)‖0,ω + ‖

√
g(ε)−

√
g(0)‖0,ω

)

D’où :
√
g(ε)Gi(ε)→

√
g(0)Gi(0) dans H−2(ω)

v) On va établir que ei‖j(ε)→ ei‖j dans L
2(Ω).

Nous prenons v = u(ε) dans les équations du problème variationnel P (ε,Ω) nous

déduisons en premier lieu que :

C−1e g
1

2

0

∑

i,j

|ei‖j(ε)− ei‖j|20,Ω ≤ Λ(ε),
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où

Λ(ε) :=

∫

Ω

Aijkl(ε)(ek‖l(ε)− ek‖l)(ei‖j(ε)− ei‖j)
√
g(ε)dx

=

∫

Ω

f iui(ε)
√
g(ε)dx+ 〈

√
g(ε)Gi(ε), ui(ε)〉 −

∫

Ω

Aijkl(ε)(2ek‖l(ε)− ek‖l)ei‖j
√
g(ε)dx

Λ := lim
ǫ→0

Λ(ε) =

∫

Ω

f iui
√
adx+ 〈√aG3(0), d〉 −

∫

Ω

Aijkl(0)ek‖lei‖j
√
adx

=

∫

Ω

f iui
√
adx+ 〈√aG3(0), ū3〉 −

∫

Ω

Aijkl(0)ek‖lei‖j
√
adx

Utilisant les expressions des fonctions Aijkl(0) (voir [6, Theorem 3.3.2]) et ei‖3 (partie

iii ) nous obtenons finalement

∫

Ω

Aijkl(0)ek‖lei‖j
√
adx =

∫

Ω

{
λaαβaστ + µ(aασaβτ + aατaβσ)

}
eσ‖τeα‖β

√
adx+

∫

Ω

λaαβe3‖3eα‖β
√
adx

+

∫

Ω

4µaασeσ‖3eα‖3
√
adx+

∫

Ω

{λaστeσ‖τ + (λ+ 2µ)e3‖3}e3‖3
√
adx

=

∫

Ω

{ 2λµ

λ+ 2µ
aαβaστ + µ(aασaβτ + aατaβσ)eσ‖τeα‖β

√
adx =

∫

ω

aαβστγαβ(ū)γστ (ū)
√
adx

=

∫

Ω

f iūi
√
adx+ 〈√aGi(0), ūi〉

On déduit que Λ = 0 alors ei‖j(ε)→ ei‖j dans L
2(Ω).

vi) On va établir que : ūα(ε) → ūα dans H1(ω) et ū3(ε) → ū3 dans L
2(ω). D’après

l’inégalité de Korn sur une surface elliptique ; (voir [6, Theorem 2.7.3]) prouver que

ces convergences sont fortes est équivalent à :

γαβ(ū(ε))→ γαβ(ū) = ¯eα‖β dans L2(Ω),

Puisque γαβ(u) = eα‖β d’après (iii). Mais comme eα‖β(ε) → eα‖β dans L2(Ω) (partie

(v)) nous concluons :

1. ¯eα‖β(ε)→ ¯eα‖β dans L2(ω) (voir [6, Theorem 4.2.1, (a)]).

2. ( ¯eα‖β(ε)− γαβ(ū(ε))→ 0 dans L2(ω) (voir[6, Theorem 4.2.1, (d)]).
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De (1) et (2), on déduit que ; γαβ(ū(ε)→ γαβ(ū) = ¯eα‖β dans L2(ω)

Alors : ūα(ε)→ ūα dans H1(ω) et ū3(ε)→ ū3 dans L
2(ω)

vii) La convergence faible u3(ε)⇀ u3 dans L
2(Ω) établie dans la partie (i) est forte :

u3(ε)→ u3 dans L
2(Ω).

En premier, nous avons ∂3u3(ε) = εe3‖3(ε) → 0 dans L2(Ω); ensuite, nous avons

déjà montré dans (vi) que ū3(ε) → ū3 dans L2(ω). D’où la conclusion d’après [6,

Theorem 4.2.1,(c)] et le fait que la fonction u3 est indépendante de x3.

viii) Il reste à montrer que les convergences faibles, uα(ε)⇀ uα dans H1(Ω) établies

en partie (i) sont fortes, c-à-d, uα(ε)→ uα dans H1(Ω).

A cette fin, nous observons que l’utilisation de l’inégalité de Korn 3D classique en

coordonnées cartésiennes montre que le problème est équivalent à prouver :

eij(ú(ε))→ eij(ú) dans L2(Ω),

Où :

eij(v) :=
1

2
(∂jvi + ∂ivj) et ú(ε) := (u1(ε), u2(ε), 0), ú := (u1, u2, 0).

Puisque : eα‖β = eαβ(ú(ε)) − ΓP
αβ(ε)uP (ε) les partiès (iii) et (v) impliquent que :

eα‖β(ε)→ {eαβ(ú)− Γσ
αβuσ − bαβu3} = eα‖β dans L2(Ω). Le comportement asymp-

totique des fonctions ΓP
αβ(ε) et les convergences fortes ui(ε) → ui dans L2(Ω)

établies dans les parties (i) et (vii) impliquent que : eαβ(ú(ε))→ eαβ(ú) dans L
2(Ω),

e33(ú(ε)) = e33(ú) = 0

On a ∂3uα(ε) = 2eα3(ú(ε))→ 0 = 2eα3(ú) dans L2(Ω)

(∂3uα = 0)

Où d’une façon équivalente

∂3uα(ε)→ 0 dans H−1(Ω) et ∂i∂3uα(ε)→ 0 dans H−1(Ω)

L’équivalence entre les deux dernières relations est une conséquence du lemme de

Lions [6, Theorem 1.7.1], avec le théorème du graphe fermé, implique que :

v ∈ l2(Ω)→ (v, ∂1v, ∂2v, ∂3v) ∈ H−1(Ω)
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est un isomorphisme.

Puisque

∂3uα(ε) = 2ε
(
eα‖3(ε) + Γσ

α3(ε)uσ(ε)
)
− ε∂αu3(ε), pour tout ϕ ∈ D(Ω)

∫

Ω

∂3uα(ε)ϕdx = ε

∫

Ω

{
2(eα‖3(ε) + Γσ

α3(ε)uσ(ε))ϕ+ u3(ε)∂αϕ
}
dx.

Et par conséquent, il existe d’après (i) une constante indépendante de ε telle que

‖∂3uα(ε)‖−1,Ω ≤ C1ε

D’où ∂3uα(ε)→ 0 dans H−1(Ω).

Par ailleurs, nous avons :

∂β∂3uα(ε) = ∂3eαβ(ú(ε)) + ∂β(εeα‖3(ε) + εΓσ
α3(ε)uσ(ε))

= ∂α(εeβ‖3(ε) + εΓτ
β3(ε)uτ (ε)) dans D

′(Ω).

Les convergences eαβ(ú(ε))→ eαβ(u) dans L2(Ω) impliquent que :

∂3eαβ(ú(ε))→ ∂3eαβ(ú) = 0 dans H−1(Ω).

Puisque ∂3∂βuα = 0 dans D′(Ω). Notons par 〈., .〉 la dualité entre D′(Ω) et D(Ω), pour

tout ϕ ∈ D(Ω) on a :

〈∂β
(
εeα‖3(ε) + εΓσ

α3(ε)uσ(ε)
)
, ϕ〉 = −ε

∫

Ω

{
eα‖3(ε) + Γσ

α3(ε)uσ(ε))
}
∂βϕdx,

Et par conséquent, il existe C2 indépendant de ε telle que :

‖∂β
(
εeα‖3(ε) + εΓσ

α3(ε)uσ(ε)
)
‖−1,Ω ≤ C2ε; d’après (i).

Le dernier terme dans l’expression ∂β∂3uα(ε) est traité d’une manière analogue.

D’où

∂β∂3uα(ε)→ 0 dans H−1(Ω).

Finalement, nous avons pour tout ϕ ∈ D(Ω),

〈∂3∂3uα(ε), ϕ〉 = −
∫

Ω

∂3uα(ε)∂3ϕdx

= −2ε
∫

Ω

{
eα‖3(ε) + Γσ

α3(ε)uσ(ε))
}
∂3ϕdx+ ε2

∫

Ω

e3‖3(ε)∂αϕdx.
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Et par conséquent, il existe d’après (i) une constante C3 indépendante de ε telle que :

‖∂3∂3uα(ε)‖−1,Ω ≤ C3ε.

D’où

∂3∂3uα(ε)→ 0 dans H−1(Ω).

ce qui achève la preuve.

ix)

Soit X(Ω) := {v ∈ L2(Ω); ∂3v ∈ L2(Ω)} (∂3v est la dérivée au sens des distributions).

Alors la trace v(., s) de toute fonction v ∈ X(Ω) est bien définie comme une fonction

dans L2(ω) pour tout s ∈ [−1, 1] et l’opérateur de trace défini de cette façon est

continu.En particulier il existe une constante C4 tel que ‖v‖L2(Γ+∪Γ−) ≤ C4{|v|20,Ω +
|∂3v|20,Ω}

1

2 .

Par conséquent, il existe une constante C5 tel que :

‖v3‖L2(Γ+∪Γ−) ≤ C5

{
∑

i,j

|eij(ε; v)|20,Ω

} 1

2

, ∀ v ∈ X(Ω)

Soit v ∈ X(Ω), ∀y ∈ ω, et∀s ∈ [−1, 1], on peut écrire

v(y,−1) = v(y, s)−
∫ s

−1

∂3v(y, x3)dx3.

Par conséquent ;

|v(.,−1)|20,ω ≤ 2

∫

ω

|v(y, s)|2dy + 2

∫

ω

|
∫ s

−1

∂3v(y, x3)dx3|2dy

≤ 2

∫

ω

|v(y, s)|2dy + 2

∫

ω

(1 + s)

{∫ s

−1

|∂3v(y, x3)|2dx3
}
dy

≤ 2

∫

ω

|v(y, s)|2dy + 4|∂3v|20,Ω.

En intégrant la dernière inégalité par rapport à s ∈ [−1, 1] on obtient :

‖v‖L2(Γ−) ≤
{
|v|20,Ω + 4|∂3v|20,ω

} 1

2 .
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Comme ‖v‖L2(Γ+) est également borné, la première inégalité est prouvée.

Pour v = (vi) ∈ V (Ω) :

‖v3‖L2(Γ+∪Γ−) ≤ C4
{
|v3|20,Ω + |∂3v3|20,Ω|

} 1

2

≤ C4
{
|v3|20,Ω + |e3‖3(ε, v)|20,Ω

} 1

2

≤ C4(C + 1)

{
∑

i,j

|ei‖j(ε, v)|20,Ω

} 1

2

;

par l’inégalité de Korn 3D une coque elliptique menbranaire (voir[6, Theorem 4.3.1])

x) Considération des forces de surface :

Nous supposons désormais que seulement des forces de surface sont appliquées à

la coque c-à-d, le problème variationnel P (ε,Ω) prend la forme :

u(ε) ∈ K(ε) = {v = (vi) ∈ V (Ω); v3 < d}

V (Ω) = {υ = (υi) ∈ H1(Ω); υ = 0 sur γ × [−1, 1]}
∫

Ω

Aijkl(ε)ek‖l(ε)ei‖j(ε, v)
√
g(ε)dx =

∫

Γ−

hivi
√
g(ε)dΓ + 〈

√
g(ε)Gi(ε), v̄i〉

pour tout v ∈ V (Ω). La réalisation d’une analyse asymptotique de u(ε) quand ε→ 0

implique les mêmes étapes (i) à (ix) que celles étudièes précedemment pour le cas avec

forces de volumes. Nous indiquons seulement les modifications qu’on a besoin pour

manier le nouveau côté droit dans les équations variationnelles de P (ε,Ω).

Étape (i) :

C−2M

{∑
α ‖u(ε)‖21,Ω + ‖u3(ε)‖20,Ω

}
≤∑

i,j |ei‖j(ε)|20,Ω
≤ Ceg

−1

2

0

(∫
Γ−
hαuα(ε)

√
g(ε)dΓ +

∫
Γ−
h3u3(ε)

√
g(ε)dΓ + 〈

√
g(ε)Gi(ε), v̄i〉

)

≤ Ceg
−1

2

0

(∫
Γ−
hαuα(ε)

√
g(ε)dΓ +

∫
Γ−
h3u3(ε)

√
g(ε)dΓ

)

≤ Ceg
−1

2

0 g
1

2

1

(
‖hα‖L2(Γ−)‖uα(ε)‖L2(Γ−) + ‖h3‖L2(Γ−)‖u3(ε)‖L2(Γ−)

)

≤ Ceg
−1

2

0 g
1

2

1

(
C6

{∑
α ‖uα(ε)‖21,Ω

} 1

2 + C5‖h3‖L2(Γ−)

{∑
i,j |ei‖j(ε)|20,Ω

} 1

2

)

≤ Ceg
−1

2

0 g
1

2

1 (C6CM + C7)
{∑

i,j ‖ei‖j(ε)‖20,Ω
} 1

2
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Étape (ii) : est la même.

Étape (iii) :
∫

Ω

Aijkl(ε)ek‖l(ε)
{
εei‖j(ε, v)

}√
g(ε)dx = ε

∫

Γ−

hivi
√
g(ε)dΓ + ε〈

√
g(ε)Gi(ε), v̄i〉

(4.7)

On choisit toujours dans (4.7) v̄i = 0. On obtient après passage à la limite

∫

Ω

{
2µaασeσ‖3∂3vα +

(
λaστeσ‖τ + (λ+ 2µ)e3‖3

)
∂3v3

}√
adx = 0.

On déduit eσ‖3 = 0 et e3‖3 =
−λ

λ+2µ
aαβeα‖β dans L2(Ω).

Étape (iv) :

v = (vi) ∈ V (Ω) indépendant de x3;

lim
ε→0

∫

Γ−

hivi
√
g(ε)dΓ = lim

ε→0

∫

Γ−

hivi
√
ady =

∫

ω

hiv̄i
√
ady

〈
√
g(ε)Gα(ε), v̄α〉 =

∫

Ω

Aijkl(ε)ek‖lei‖j(ε, υ)
√
g(ε)dx−

∫

Ω

hivi
√
g(ε)dΓ−〈

√
g(ε)G3(ε), v̄3〉

=

∫

Ω

{Aαβστ (ε)eσ‖τ (ε) + Aαβ33(ε)e3‖3(ε)}{eα‖β(ε, υ)}
√
g(ε)dx

+

∫

Ω

{4Aα3σ3(ε)eσ‖3(ε)}{eα‖3(ε, υ)}
√
g(ε)dx+

∫

Ω

{A33στ (ε)eσ‖τ (ε)

+A3333(ε)e3‖3(ε)}{e3‖3(ε, υ)}
√
g(ε)dx−

∫

Ω

hivi
√
g(ε)dΓ− 〈

√
g(ε)G3(ε), v̄3〉

On prend maintenant v̄3 = 0. Par passage à la limite, on trouve :

lim
ǫ→0
〈
√
g(ε)Gα(ε), v̄α〉 =

∫

Ω

{
2λµ

λ+ 2µ
aαβaστ + µ(aασaβτ + aατaβσ)

}
eσ‖τγαβ(υ)

√
adx−

∫

ω

hiῡi
√
ady.

lim
ǫ→0
〈
√
g(ε)Gα(ε), v̄α〉 =

∫

ω

aαβστγστ (u)γαβ(v)
√
ady −

∫

ω

hiῡi
√
ady

L’application : vα →
∫
ω
aαβστγστ (u)γαβ(υ)

√
ady −

∫
ω
hiῡi

√
ady

est une forme linéaire sur H1
0 (ω), donc il existe ϕ ∈ H−1(ω) telle que :

∫

ω

aαβστγστ (u)γαβ(υ)
√
ady −

∫

ω

hiῡi
√
ady = 〈ϕ, ῡα〉
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ϕ représente la limite faible -* de
√
g(ε)Gα(ε) dans H1(ω) on lá note

√
aGα(0)

√
g(ε)Gα(ε)⇀

√
aGα(0) dans H−1(ω)faible− ∗,

et vérifie
∫

ω

aαβστγστ (u)γαβ(υ)
√
ady =

∫

ω

hiῡi
√
ady + 〈√aGα(0), ῡα〉

〈
√
g(ε)G3(ε), v̄3〉 =

∫

Ω

Aijkl(ε)ek‖lei‖j(ε, υ)
√
g(ε)dx−

∫

Ω

hivi
√
g(ε)dΓ−〈

√
g(ε)Gα(ε), v̄α〉

lim
ε→0
〈
√
g(ε)G3(ε), v̄3〉 =

∫

ω

aαβστγστ (u)γαβ(v)
√
ady −

∫

ω

hiῡi
√
ady − 〈√aGα(0), ῡα〉

L’application : v3 →
∫
ω
aαβστγστ (u)γαβ(υ)

√
ady −

∫
ω
hiῡi

√
ady − 〈√aGα(0), ῡα〉

est une forme linéaire sur H2
0 (ω), donc il existe ϕ ∈ H−2(ω) telle que :

∫

ω

aαβστγστ (u)γαβ(υ)
√
ady −

∫

ω

hiῡi
√
ady − 〈√aGα(0), ῡα〉 = 〈ϕ, ῡ3〉

ϕ représente la limite faible -* de
√
g(ε)G3(ε) dans H2(ω) on l’a note

√
aG3(0)

√
g(ε)G3(ε)⇀

√
aG3(0) dans H−2(ω)faible− ∗,

et vérifie ∫

ω

aαβστγστ (u)γαβ(υ)
√
ady =

∫

ω

hiῡi
√
adx+ 〈√aGi(0), ῡi〉

Laquelle nous pouvons l’écrire aussi (les deux fonctions u et v sont indépendantes de

x3) ∫

ω

aαβστγαβ(ū)γστ (ῡ)
√
ady =

∫

ω

hiῡi
√
ady + 〈√aGi(0), v̄i〉.

La suite est la même.

Étape (v) : nous avons maintenant ;

Λ(ε) =

∫

Γ−

hiui
√
g(ε)dΓ+〈

√
g(ε)Gi(ε), ui(ε)〉−

∫

Ω

Aijkl(ε)
(
2ek‖l(ε)− ek‖l

)
ei‖j

√
g(ε)dx.

Comme toute application linéaire fortement continue est aussi continue par rapport

aux topologies faibles (voir, par exemple, Brezis [1983,p39]),
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uα(ε)⇀ uα dans H 1̄(Ω) implique uα(ε)⇀ uα dans L2(Γ+ ∪ Γ−)
Donc :

lim
ε→0

∫

Γ−

hαuα(ε)
√
g(ε)dΓ = lim

ε→0

{∫

Γ−

hαuα(ε)(
√
g(ε)−√a) +

∫

Γ−

hαuα(ε)
√
adΓ

}

=

∫

Γ−

hαuα
√
adΓ =

∫

ω

hα−ūα
√
ady

d’un côté.

Pour la même raison les convergences faibles u3(ε) ⇀ u3 dans L
2(Ω) et ∂3u3(ε) =

εe3‖3(ε) ⇀ 0 = ∂3u3 dans L
2(Ω) (cf, (i) et (ii) ) et la première inégalité dans (ix).

Ensemble impliquent :

u3(ε)(.,±1)⇀ u3(.,±1) dans L2(Ω)

Par conséquent ;

lim
ε→0

∫

Γ−

h3u3(ε)
√
g(ε)dΓ =

∫

ω

h3ū3
√
ady

de l’autre côté.

On conclut que Λ = 0.

Les étapés (vi), (vii) et (viii) restent inchangées ce qui achève la démonstration.
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Conclusion

On conclut de ce travail, dans le cas des coques minces, en utilisant la méthode des

développements asymptotiques formelles que dans le cas sans frottement, on trouve un

problème bidimensionnel de Signorini sans frottement et dans le cas avec frottement

de Coulomb, on trouve un problème bidimensionnel de Signorini avec frottement.

Donc, dans chaque cas, on dérive un problème bidimensionnel de même type. Et ceci

en utilisant l’étude asymptotique formelle. Ce qui n’est pas le cas pour les plaques et

les coques peu-profondes (shellow shells) où on perd les forces de frottements dans le

problème bidimensionnel, ce qui répond à la question de Paumier [18]. Ensuite dans

le chapitre 4, on a validé ce résultat à l’aide de la méthode de convergence et ceci

pour le cas particulier : une coque membranaire elliptique totalement encastrée et

uniquement dans le cas sans frottement. Pour le cas avec frottement, on a pas pu

avoir un résultat de convergence pour toute la suite u(ε) parce qu’on dispose pas d’un

résultat d’unicité pour le problème limite en général. La question qui se pose, qu’est

ce qui se passe pour les autres modèles de coques, membrane généralisée, flexion,

membrane-flexion, modèle de Naghdi et modèle de Koiter. La question se pose aussi

pour les modèles non linéarisés et pour les modèles dynamiques.
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Annexe A

Élasticité tridimensionnelle

A.1 Les équations d’équilibre

Soit Ω un ouvert borné connexe de R3 de frontière Γ = ∂Ω suffisamment réguliére

et soit Ω l’adhérence de Ω dans R
3. Dans tout la suite, l’ensemble Ω représentra le

volume occupé par un solide "non déformé" et sera appelé configuration de référence.

Nous noterons x un point courant de l’ensemble Ω, de composantes xi dans la base

canonique {ei} de R3, et ∂i =
∂
∂xi

la dérivée partielle par rapport à la variable xi.

La structure est encastrée sur une partie de sa frontière Γ0 ⊂ Γ de ∂Ω- mesure

non nulle et est soumise à une disribution surfacique de force h sur Γ− de telle sorte

que Γ0 ∩ Γ− = ∅, et de densité de force volumique f .

Les aspects mécaniques du probléme sont de deux sortes ; les équations d’équilibre

sont déduites de principes mécaniques généraux ne faisant pas intervenir la nature du

matériau,les lois de comportement dépendent du matériau considéré et traduisent les

relations "contraintes-déformations"

Nous appellerons déformation de la configuration de référence une application

ϕ : Ω −→ R
3 suffisamment réguliére, injective, et préservant l’orientation, c’est à dire

vérifiant (voir Ciarlet P.G.[8]) :

det∇ϕ(x) > 0, ∀x ∈ Ω. (A.1)

A tout déformation ϕ, nous associons un déplacementu, qui est le champ de vec-
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teurs u : Ω −→ R
3 défini par la relation :

ϕ = Id + u. (A.2)

L’ensemble Ω
ϕ
= ϕ(Ω) est appelé configuration déformé, sa frontière Γϕ = ϕ(Γ),

et notons F : Ω −→M+
3 le gradient de la déformation ϕ, F = ∇ϕ = I3 +∇u.

Si ϕ est une déformation dérivable au point x ∈ Ω, le tenseur des déformations de
Cauchy-Green à droite C = ∇ϕT∇ϕ, apparaît en formant la quantité :

|ϕ(x+ δx)− ϕ(x)|2 = δxT∇ϕT (x)∇ϕ(x)δ(x) + o(|δx|2), x, x+ δx ∈ Ω, (A.3)

il joue un rôle fondamental en théorie de l’élasticité.

On dit que ϕ est une déformation rigide, si ∇ϕ(x) = Q, ∀x ∈ Ω, telle que Q est

une matrice orthogonale et detQ > 0, on a alors C = I3 dans Ω(voir théorème 1.1.2,

ciarlet P.G.[8]).

Lemme Soit V ⊂ Ω un ouvert, de frontiére ∂V suffisamment réguliére, et soitA ⊂ ∂V ,

alors :

pourV ϕ = ϕ(V ), ∫

V ϕ

dxϕ =

∫

V

|det∇ϕ(x)|dx, (A.4)

élément de volume,

et pourAϕ = ϕ(A), ∫

Aϕ

daϕ =

∫

A

|Cof∇ϕ(x)n(x)|da, (A.5)

oú :

n : le vecteur normal extérieur unitaire le long de ∂V .

Preuve. . voir([10],Théoréme 1.3-1).

Théorème A.1 Soit Tϕ : Ω
ϕ →M

3 champ de tenseurs, et soit T ((x) = Tϕ(xϕ)Cof∇ϕ(x)
la transformée de Piola, alors :

divT (x) = det∇ϕ(x)divϕTϕ(xϕ), (A.6)

avec :

divϕ =
∑ ∂

∂xϕi
,
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et donc :

∫

∂V

T.nda =

∫

V

divTdx =

∫

V ϕ

divϕTϕdxϕ =

∫

∂V ϕ

Tϕ.nϕdaϕ. (A.7)

Preuve. . voir ([11],Théoréme 1.7-1).

Introduisons enfin le tenseur des déformations de Green-Saint-Venant E (voir

ciarlet P.G. et Rabier P. [11])

E(u) =
1

2
(C − I3) =

1

2
(∇u+∇uT ) +∇u.∇uT , (A.8)

mésurant l’écart entre une déformation donnée et une déformation rigide. Le tenseur

E est symétrique Eij = Eji.

Dans le tenseur des déformations apparait une patie linéair (parrapport au

déplacementu) et une partie non linéaire. La partie linéaire :

eij(u) =
1

2
(∂iuj + ∂jui), (A.9)

est appelée tenseur linéarisé des déformations et intervient dans la théorie linéaire

de l’élasticité ( dans le cadre des petites déformations).

Nous supposons que le corps occupant une configuration déformée Ω
ϕ
est soumis

à deux types de forces appliquées, forces appliquées de volume, correspondant à un

champ de vecteurs fϕ : Ωϕ −→ R
3 et forces appliquée de surfaces définies sur une

portion Γϕ
− = ϕ(Γ−) de la frontière Γϕ, correspondant à un champ de vecteurs hϕ :

Γϕ
− −→ R

3.

Remarque 1 Pour des questions de compatibilité avec le point de vue mécanique, il

est nécessaire que ϕ soit un difféomorphisme global de Ω sur ϕ(Ω) et que ϕ préserve

l’orientation, une condition à imposer est donc que :

det∇ϕ(x) > 0 Pour tout x ∈ Ω. (A.10)

Réciproquement, la condition det∇ϕ(x) > 0 entraîne que localement, ϕ est un

difféomorphisme qui préserve l’orientation, mais cette seule hypothése est insuffisante

pour obtenir un résultat d’inversibilité global ( voir [11] théorème 1.2-2).
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D’après le théorème de Cauchy qui est lui-même une conséquence de l’axiome

connu sous le nom de principe des contraintes d’Euler-Cauchy, l’état d’équilibre sta-

tique de la configuration déformée est traduite par, il existe :

tϕ : Ω
ϕ × S2 −→ R

3, (A.11)

tel que :

Pour tout Aϕ ⊂ Ωϕ,
∫

Aϕ

fϕdxϕ +

∫

∂Aϕ

tϕ(xϕ, nϕ(xϕ))daϕ = 0, (A.12)

∫

Aϕ

xϕ ∧ fϕdxϕ +

∫

∂Aϕ

xϕ ∧ tϕ(xϕ, nϕ(xϕ))daϕ = 0, (A.13)

tϕ(xϕ, nϕ(xϕ)) = hϕ(xϕ), (A.14)

pour ∂Ωϕ - presque partout xϕ ∈ ∂Aϕ ∩ Γϕ
−, où :

nϕ(xϕ) est le vecteur normal extérieur unitaire le long de ∂Aϕ en xϕ, (nϕ(xϕ) existe

dxϕ -presque partout xϕ ∈ ∂Aϕ),

S2 = {υ ∈ R
3; |υ| = 1}.

Théorème A.2 Si tϕ(., nϕ) : Ω
ϕ −→ R

3 est de classe C1 pour tout nϕ ∈ S2,
tϕ(xϕ, .) : S2 −→ R

3est continue pour tout xϕ ∈ Ωϕ
, et fϕ : Ω

ϕ −→ R
3 est continue.

Alors :

tϕ : Ω
ϕ × S2 −→ R

3 est linéaire pour la duxiéme variable.

Preuve. (voir [11] .,théorème 2.3-1).

Autrement dit,il existe Tϕ : Ω
ϕ −→M

3 de classe C1 tel que :

tϕ(xϕ, nϕ) = Tϕ(xϕ)nϕ, (A.15)

pour tout xϕ ∈ Ωϕ
et pour tout nϕ ∈ S2,

Tϕ est appelé tenseur des contraintes de Cauchy.

Les équations d’équilibre dans la configuration déformée Ω
ϕ
doivent être satis-

faites :
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Théorème A.3

− divTϕ(xϕ) = fϕ(xϕ) pour tout xϕ ∈ Ωϕ, (A.16)

Tϕ(xϕ)nϕ(xϕ) = hϕ(xϕ) pour tout xϕ ∈ Γϕ
−, (A.17)

Tϕ(xϕ) ∈ S
3 pour tout xϕ ∈ Ωϕ (A.18)

Preuve. voir [11].,théorème 2.4-1]).

Pour passer à la variable x ∈ Ω (xϕ = ϕ(x))tout en préservant autant que pos-

sible la forme "de divergence" des équations, on introduit la transformée de Piola du

champ de tenseurs Tϕ : c’est le champ de tenseurs T = (tij) : Ω −→M
3.

On a :

dxϕ = |det∇ϕ(x)|dx, (A.19)

nϕdaϕ = Cof∇ϕ(x)n(x)da, (A.20)

et on définie f : Ω −→ R
3 et h : Γ− −→ R

3, par :

fϕ(xϕ)dxϕ = f(x)dx, (A.21)

hϕ(xϕ)daϕ = h(x)da. (A.22)

On fera désormais l’hypothése que les forces appliquèes sont "mortes", dans le sens

que les champs fϕ, hϕ, f, h sont indépendants de la déformation ϕ.

En supposant que ϕ suffisamment régulière et utilisant le changement de variables

dans (2.15), on déduit que :

pour tout A ⊂ Ω,
∫

A

f(x)dx+

∫

∂A

Tϕ(ϕ(x))Cof∇ϕ(x)n(x)da = 0. (A.23)

On définie T par :

T (x) = Tϕ(ϕ(x))Cof∇ϕ(x) pour tout x ∈ Ω, (A.24)
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est appelé en élasticité le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff.

Donc : ∫

A

f(x)dx+

∫

∂A

T (x)n(x)da = 0. (A.25)

Alors, T vérifie les équations d’équilibre dans la configuration de réfèrence Ω :

− divT (x) = f(x) pour tout x ∈ Ω, (A.26)

T (x)n(x) = h(x) pour tout x ∈ Γ−. (A.27)

∇ϕ(x)−1T (x) ∈ S
3 pour tout x ∈ Ω (A.28)

où :

Γ− ⊂ ∂Ω et Γϕ
− = ϕ(Γ−). (A.29)

Un inconvénient du premier tenseur de Piola-Kirchhoff est son absence de symétrie,

alors que le tenseur de Cauchy est symétrique. On peut "récupérer " cette symétrie

en intoduisant le champ de tenseur Σ = (σij) :Ω→ S
3 définis par :

Σ(x) = ∇ϕ(x)−1T (x) pour tout x ∈ Ω. (A.30)

Le tenseur Σ, appelé en élasticité le second tenseur des contraintes de Piola-

Kirchhoff, est évidemment symétrique ; on déduit en efft immédiatement de (2.29)−
(2.31)les équations suivantes, qui représentent l’autre forme des équatios d’équilibre

dans la configuration de référence Ω :

− div(∇ϕ(x)Σ(x)) = f(x) pour tout x ∈ Ω, (A.31)

(∇ϕ(x)Σ(x))n(x) = h(x) pour x ∈ Γ−, (A.32)

Σ ∈ S
3 pour tout x ∈ Ω, (A.33)

Ce qui équivaut :

− ∂j(σij) = fi dans Ω, (A.34)

(σij)nj = hi sur Γ−, (A.35)

en utilisant les relations :

∂jϕi = δij + ∂jui. (A.36)
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A.2 Les lois de comportement

Les lois de comportement expriment les relations qui existent entre le second

tenseur de Piola-Kirchhoff σ et le tenseur des déformations de Green Saint-Venant e,

ces relations dépendent de la nature du matériau.

On suppose dans toute la suite que l’ensemble Ω dans la configuration de réfé-

rence est occupé par un matériau élastique.

Définition 1 : On dit qu’un matériau occupant l’ensemble Ω dans la configu-

ration initiale est élastique s’il existe une fonction T̂ :Ω×M
3
+ →M

3, tel que :

T (x) = T̂ (x,∇ϕ(x)) pour tout x ∈ Ω, (A.37)

T̂ : est dite loi de comportement du premier tenseur de P iola−Kirchhoff .

Ce qui équivaut, il existe une fonction Σ̂ : Ω×M
3
+ → S

3, tel que :

Σ(x) = Σ̂(x,∇ϕ(x)) pour tout x ∈ Ω, (A.38)

Σ̂ : est dite loi de comportement du second tenseur de Piola -Kirchhoff.

Remarque 1 : Les identités (2.40) et (2.41) sont les équations constitutives du

matériau qu’elles décrivent.

Théorème A.4 : Un matériau élastique satisfait le principe de l’indifférence maté-
rielle si et seulement si :

T̂ (x,QF ) = QT̂ (x, F ) (A.39)

pour tout x ∈ Ω, Q ∈ O
3
+ et F ∈M

3
+

Ce qui équivaut :
Σ̂(x,QF ) = Σ̂(x, F ), (A.40)

pour tout x ∈ Ω, Q ∈ O
3
+ et F ∈M

3
+.

Preuve. (voir [11] ,Thèorème 3.3.1)
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De (2.43),on déduit que :

Σ̂ dépend de F uniquement par la matrice U = (F TF )
1

2 ∈ S
3
>.

D’oú en déduire que :

Σ̂(x, F ) = Σ̂(x, U), (A.41)

pour tout x ∈ Ω et F = RU ∈M
3
+.

Cela implique que, le second tenseur des contraintes de Piola - Kirchhoff Σ

dèpond de ϕ uniquement par le tenseur métrique C = ∇ϕT∇ϕ.
Donc :

Σ(x) = Σ̃(x, C(x)) pour tout x ∈ Ω, (A.42)

où :

Σ̃ : Ω× S3> → S3 est d éfinit par :

Σ̃(x, C) = Σ̂(x, C
1

2 ), (A.43)

pour tout x ∈ Ω et C ∈ S
3
>.

Définition 2 : Un matériau est isotrope en x ∈ Ω si les propriétés du matériau

"sont les mêmes dans toutes les directions" ; il s’agit donc d’une caractéristique d’un

matériau donné, mais vaisiblement"raisonnable" pour certains matériaux, c’est une

propriété de symétrie matérielle.

Remarque 2 Un matériau occupant la configuration de référence Ω est isotrope s’il

est isotrope en tout les points de Ω.

Théorème A.5 : Un matériau élastique occupant la configuration de référence Ω est
isotrope si et seulement si :

T̂ (x, FQ) = T̂ (x, F )Q, (A.44)

pour tout x ∈ Ω, Q ∈ O
3
+ et F ∈M

3
+.

Ce qui équivaut :
Σ̂(x, FQ) = QT Σ̂(x, F )Q, (A.45)

pour tout x ∈ Ω, Q ∈ O
3
+ et F ∈M

3
+.
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Preuve. . voir [11], théorème 3.4-1]).

Définition 3 : Un matériau élastique occupant la configuration de référence Ω

est hmogéne si sa loi de comportement est indépendante du pointx ∈ Ω cosidéré.

Ce équivaut :

ils existent ; T̂ :M3
+ →M

3 etΣ̂ :M3
+ →M

3 et Σ̂ :M3
+ → S

3,tel que :

T̂ (x, F ) = T̂ (F ), (A.46)

et

Σ̂(x, F ) = Σ̂(F ), (A.47)

pour tout x ∈ Ω et F ∈M
3
+.

La configuration de référenceΩ est un état naturel (les contraintes sont libres), si

T̂ (x, I) = 0 pour tout x ∈ Ω. (A.48)

Ce qui équivaut :

Σ̂(x, I) = 0 pour tout x ∈ Ω. (A.49)

Théorème A.6 Si un matériau est isotrope et satisfait le principe de l’indifférence
matérielle, alor il existe des fonctions γ♯i : Ω× R

3 −→ R, telle que :

∑
(x) = γ0(x)I + γ1(x)C(x) + γ2(x)C

2(x) pour tout x ∈ Ω. (A.50)

Où :
γi(x) = γ♯i (x, trC, tr(CofC), detC)

Preuve. . voir [11], théorème 3.7-1]).
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