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0.1 Introduction Générale

L’utilisation de plus en plus fréquente de structures de faible épaisseur en com-
paraison avec les deux autres dimensions, telles que les toitures futuristes, les carrosseries
d’automobile, les fuselages d’avion, nécessite une étude approfondie de leur comportement
mécanique. Le cotit important des essais, comme les crash test pour les automobiles, con-
duit les concepteurs a utiliser des outils de simulation. La faible épaisseur de ces structures
est prise en compte par une modélisation bidimensionnelle qui simplifie de maniére impor-
tante les équations. Signalons que des simulations numériques menées directement sur des
modeéles tridimensionnels conduisent & des phénomeénes de verrouillage numérique.

Les méthodes numériques utilisées pour résoudre des problémes de corps élastiques
“tridimensionnels” minces (c’est a dire dont I’épaisseur est “petite” par rapport a ses autres
longueurs caractéristiques) peuvent échouer, par exemple, en raison d’'un phénomeéne de
verrouillage numérique qui apparait lorsque l'on traite des structures de faible épaisseur.
C’est donc de fagon naturelle que des modéles bidimensionnels posés sur la surface moyenne
du corps ont été développés. Ces modeles présentent par ailleurs 'avantage de diminuer le
temps de calcul de 'ordinateur, puisque au lieu de modéliser un corps tridimensionnel on
modélise un corps en deux dimensions, mais ’ordre des problémes est plus élevé. Nous nous
intéressons ici plus particuliérement aux coques constituées de matériaux non linéairement
élastiques non homogeénes et anisotropes.

Une autre fagon de modéliser est d’utiliser une procédure asymptotique. Une coque,
aussi mince soit-elle, est un corps tridimensionnel. On peut cependant chercher & obtenir

ar une procédure asymptotique un probléme posé sur une surface, lorsque 1’épaisseur tend
b



vers z€ro.

Dans ce travail, on effectue 'analyse asymptotique d’un modéle tridimensionnel de
coques non linéairement élastiques, constituées d’un matériau non homogéne et anisotrope.
On choisit le couple composé du champ de déplacement et le tenseur des contraintes de
la coque comme inconnues du probléme, et on applique la méthode des développements
asymptotiques formels, avec ’épaisseur de la coque comme petit paramétre. En faisant
des hypotheéses sur les forces appliquées et selon les propriétés de la variété associée des dé-
placements inextensionnels admissibles, on obtient les modéles bidimensionnels non linéaires
membranaires et couplé flexion-membrane et la loi de comportement limite. D’une autre
fagon, on choisit la déformation de la coque comme inconnue du probléme de minimisation
de la fonctionnelle de I’énergie, et on applique la méthode des développements asymptotiques
formels, avec I’épaisseur de la coque comme petit paramétre et en faisant des hypothéses
sur les forces appliquées, on obtient le modéle bidimensionnel non linéaire de coques mem-
branaires.

Le travail présenté dans ce mémoire est divisé en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on se propose des rappels de 1’élasticité tridimension-
nelle, 'objet de ce chapitre est I’étude des propriétés géométriques des déformations de R3,
et 'établissement des équations d’équilibre (Ciarlet P. G. [5]), on pose ces équations sur la
configuration de référence en terme de la variable de Lagrange, les inconnues de ces équa-
tions sont neuf, elles ne peuvent étre déterminées & partir des trois équations, d’apres les
lois de comportement d’un matériau élastique, le probléme devient un probléme bien posé

(Ciarlet P. G. & Rabier P. [10]). C’est un systéme de trois équations aux dérivées partielles



“fortement non linéaire” posées sur un ouvert de R?, associées a des conditions aux limites.
On donne aussi la formulation variationnelle mixte de Heillinger-Reissner de ce probléme
et des résultats d’existence du probléme variationnel non linéaire dans un cas particulier.

On considére un corps élastique de petite épaisseur 2¢ dont la forme, dans son
état naturel (état non déformé), est proche d’une surface S, s’appelle coque élastique mince
constituée d’un matériau non homogeéne et anisotrope, encastré sur une partie de sa frontiére
et soumise a des forces de volume et de surface, et S s’appelle la surface moyenne de la
coque, on définie la base covariante et la base contravariante associée, le tenseur métrique et
le tenseur de courbure et les symbole de Christoffel sur la surface moyenne et sur la coque.
Le probléme variationnel mixte de Heillinger-Reissner donné sur cette coque (I'inconnue
du probléme est le champ de déplacement et le tenseur des contraintes) en coordonnées
cartésiennes, étant mal adapté a I’étude des coques, alors en réécrit le probléme variationnel
en coordonnées curvilignes qui suivent de fagon plus naturelle la “géométrie” de la coque.

Le deuxiéme chapitre est consacré a ’obtention par ’analyse asymptotique des
modeles bidimensionnels “membranaire” et “couplé flexion-membrane” pour des coques
élastiques minces.

On considére une coque élastique mince d’épaisseur 2¢ (& est un parameétre assez
petit comparé aux autres longueurs caractéristiques de la coque), de surface moyenne S
(S =0 (W), w est un ouvert de R?, § € C3 (w, R3)), constituée d’un matériau élastique non
homogeéne et anisotrope, la coque soumise & des forces de volume et de surface. Le probléme
variationnel donné sur cette coque en coordonnées curvilignes posé sur un ouvert dépendant

de €.



L’objectif de I'analyse asymptotique est de connaitre le comportement de la so-
lution lorsque ¢ tend vers zéro. Pour cela, il est important de poser le probléme sur un
domaine indépendant de €, on associe & toute fonction, une fonction “mise a I’échelle” sur
le domaine fixe. On suppose ensuite que le champ de déplacement “mis a 1’échelle” et le
tenseur des contraintes “mis & I’échelle” admettent des développements asymptotiques qui
commencent par 'ordre zéro, et on donne les développements asymptotiques des données
liées a la géométrie autour de la surface moyenne de la coque.

Pour passer au modéle limite, on a besoin des données liées a la géométrie de la
surface moyenne de la coque, on démontre toujours que le premier terme d’ordre zéro du
développement asymptotique du champ de déplacement “mis a I’échelle” est indépendant
de la troisiéme composante. Pour des coques membranaires , les forces appliquées de volume
sont d’ordre zéro, les forces appliquées de surface sont d’ordre 1 et I’ensemble de déplace-
ments inextensionnels est réduit & {0}, on obtient que le premier terme du développement
asymptotique du champ de déplacement vérifie le probléme variationnel membranaire et
la loi de comportement limite (proposition 14). Si le matériau est homogene et isotrope,
on obtient le méme probléme membranaire et la loi de comportement limite que Miara B.
[13]. On donne ensuite un autre modeéle membranaire (proposition 15), si le matériau est
homogene et isotrope on obtient le méme résultat donné par Christophe C. [4].

Lorsque I’ensemble des déplacements inextensionnels n’est pas réduit a {0}, que
les forces appliquées de volume sont d’ordre 2 et que les forces appliquées de surface sont
d’ordre 3, on montre que le couple composé du premier terme et le deuxiéme terme du

développement asymptotique du champ de déplacement vérifie le probléme variationnel



couplé flexion-membrane (proposition 20) et donne la loi de comportement limite. Si le
matériau est homogene et isotrope Lods V. & Miara B. [12] ont montrés que le couple
composé du premier terme et le deuxiéme terme du développement asymptotique du champ
de déplacement vérifie le probléme variationnel en flexion, et Christophe C. [4] a donné la
loi de comportement limite du probléme en flexion et. Ciarlet P. G. & Daniel C. [7] ont
montrés existence de la solution du probléme en flexion.

En linéarisant les modeéles précédents, on retrouve les modéles bidimensionnels de
I’élasticité linéarisée, les modeéles bidimensionnels membranaires et couplé flexion-membrane
linéaires et les lois de comportements limites et les résultats de convergence qui se trouvent
dans Patrick G. [15]. Si le matériau est homogene et isotrope on donne aussi les modéles
bidimensionnels membranaires et en flexion linéaires et les lois de comportements limites.

Le troisiéme chapitre est consacré a l'obtention par ’analyse asymptotique de
I’énergie bidimensionnelle d'une coque membranaire.

On donne la formulation du probléme tridimensionnel sur une coque élastique
mince, constituée d’un matériau non homogene et anisotrope, soumise a des forces mortes
volumiques et & des forces mortes surfaciques sur ses faces supérieure et inférieure. A chaque
déformation de la coque, on associe la fonctionnelle d’énergie, elle est la différence entre 1’én-
ergie interne et le travail des forces extérieures, le travail des forces extérieures s’exprime
également sous une forme intégrale sur la configuration de référence.Un état d’équilibre est
alors décrit comme un minimiseur sur un espace de déformations admissibles de la fonc-
tionnelle d’énergie. Le probléme est donné en coordonnées cartésiennes, il est mal adapté

a l’étude des coques, alors on réécrit le probléme variationnel en coordonnées curvilignes.



On applique la méthode des développements asymptotiques formels, avec I’épaisseur de la
coque comme petit parameétre, cette méthode a été utilisée dans Pantz O. [14] pour les
plaques élastiques minces. On pose le probléeme sur un domaine indépendant de 1 épaisseur,
on associe a toute fonction, une fonction “mise a 1’échelle” sur le domaine fixe. On suppose
ensuite que les données liées a la géométrie admettent un développement limité autour de la
surface moyenne de la coque, et que la déformation “mise a ’échelle” admet un développe-
ment asymptotique qui commence par 1'ordre zéro.On trouve le modéle bidimensionnel de

coques membranaires.



0.2 Principales notations et définitions

On utilise les conventions de notations suivantes : les indices ou exposants latins
prennent leurs valeurs dans l'ensemble {1,2,3} tandis que les indices grecs prennent, a
Pexception de e, leurs valeurs dans l'ensemble {1,2}. La convention de sommation par
rapport aux indices et exposants répétés est adaptée.

: le produit tensoriel

D (Q) : 'espace des fonctions tests

A : le produit vectoriel dans R3.

. : le produit scalaire dans R3.

o : composition de deux fonctions.

I3 : la matrice unitaire d’ordre 3.

1 : Vapplication identité.

lsii=j
dij : le symbole de Kroneker d;; =

Osii#j
||| : 1a norme euclidientte de R3.
N : ’ensemble des nombres naturels.
M; : ensemble des matrices d’ordre trois de déterminant strictement positif.
Q) : domaine (ouvert borné connexe de frontiére Lipschitzienne) de R3.
(O, e1, e9,e3) : repére orthonormé direct de R3.
(21,2, x3) : coordonnées cartésiennes d'un point x de .

o : second tenseur (d’ordre 2) des contraintes de Piola-Kirchhoff.

E : tenseur des déformations de Green-Lagrange E (u) = % (Vu + Vul + Vu.VuT).



FT F~T detF, cof F : transposé, I'inverse de transposé, déterminant de F, ma-
trice des cofacteurs.

A = (Aijri), S = (Siji) : tenseur d’ordre 4 de rigidité, de souplesse.

w : domaine (ouvert borné connexe de frontiére Lipschitzienne) de R2.

S : la surface moyenne de €.

(a1,a2,a3) : (resp. (a',a? a®))base covariante (resp. contravariante) associée a la
surface moyenne S.

(91,92, 93) : (resp. (g%, 9% g*))base covariante (resp. contravariante) associée a Q.

anp,bap : composantes covariantes du tenseur métrique et du tenseur de courbure
associées a S.

gij : (resp. gij ) composantes covariantes (resp. contravariante) du tenseur métrique
associées a €.

F/;:B : symboles de Christoffel bidimensionnels.

Ffj : symboles de Christoffel tridimensionnels.

vyl = Ojvi — Ffjvk : dérivée covariante de v.

div : opérateur de divergence.

V : opérateur de gradient.

Jn : la dérivée normale extérieure, (O = V.N).

C. () : fonctions continues a support compact dans €.

C* () : fonctions k fois continfiment différentiables sur Q.

CFQ)=C*(QNC.(Q).

O (Q) = Ny, 50C* (92).



LP(Q) = {f : Q0 — R; f mésurable et telle que (g, |f ()P da:)% < oo} (pe[l,o0]).
L>*(Q)={f: Q2 — R; f mésurable et telle que 3C > 0 tel que |f (z)| < C p.p. sur Q}.
WP (Q) ={u € LP () ; tel que DY € LP (Q),Y|a| <m} (p € [1,o0]).

|lm,p,0 : la norme dans I'espace WP (), m > 1, p € [0,00] .

WP () : la fermeture de C* (2) dans W™ (Q), 1 < p < oc.

H™ (Q) = W2 (Q), H* (@) = W2 (2)
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Chapitre 1

ELASTICITE NON LINEAIRE

SUR UNE COQUE MINCE

1.1 Introduction

Ce chapitre comprend trois sections. La premiére section contient des rappels de
I’élasticité tridimensionnelle, 'objet de cette section est I’établissement du modéle mathéma-
tique de I’élasticité tridimensionnelle (les équations d’équilibres, Ciarlet P. G. [5]), d’apres
les lois de comportement d’un matériau élastique, le probléme devient un probléme bien
posé (voir Ciarlet P. G. & Rabier P. [10]). C’est un systéme de trois équations aux dérivées
partielles “fortement non linéaire” posées sur un ouvert de R®, associées & des conditions
aux limites et dans la deuxiéme section on trouve le probléme variationnel de ce systéme.

Dans la troisiéme section, on considére un corps élastique de petite épaisseur 2¢

dont la forme, dans son état naturel (état non déformé), est proche d’une surface S, s’ap-
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pelle coque élastique mince, encastré sur une partie de sa frontiére et soumise & des forces
de volume et de surface. Le probléme variationnel de 1’élasticité tridimensionnelle donné
sur cette coque (I'inconnue du probléme est le champ de déplacement et le tenseur des
contraintes), en coordonnées cartésiennes, étant mal adapté a I’étude des coques, alors on

réécrit le probléme variationnel en coordonnées curvilignes.

1.2 Elasticité tridimensionnelle

Soit € un ouvert borné connexe de R? de frontiére I' = 92 suffisamment réguliére
et soit  adhérence de © dans R3. Dans toute la suite, 'ensemble Q représentera le volume
occupé par un solide “non déformé” et sera appelé configuration de référence. Nous noterons
x un point courant de I'ensemble 2, de composantes x; dans la base canonique {e;} de R3,
et 0; = % la dérivée partielle par rapport a la variable x;.

La structure est encastrée sur une partie de sa frontiére I'g C I' de df) -mesure
non nulle et est soumise & une distribution surfacique de force h sur I'1 de telle sorte que
IoNTy =0, et de densité de force volumique f.

Nous appellerons déformation de la configuration de référence une application ¢ :
Q — R? suffisamment réguliére, injective, et préservant l'orientation, c’est a dire vérifiant
(voir Ciarlet P. G. [5]) :

det Vi (x) >0, Vz € Q. (1.1)

A toute déformation ¢, nous associons un déplacement u, qui est le champ de

vecteurs u : Q — R3 défini par la relation :

o =14+ u. (1.2)
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L’ensemble Q% = ¢ (ﬁ) est appelé configuration déformé, sa frontiere I'Y = ¢ (I'),
et notons F : Q — M3+ le gradient de la déformation ¢, F' =V = I3 + Vu.
Si ¢ est une déformation dérivable au point 2 € Q, le tenseur des déformations de

Cauchy-Green & droite C = V! .V, apparait en formant la quantité :
lp(z + 0z) — p(x)* = 02T VT (2)Ve(z)dx + o(|6z]?), x, z + bz € Q, (1.3)

il joue un roéle fondamental en théorie de 1’élasticité.

On dit que ¢ est une déformation rigide, si Vo (z) = Q, Yz € €, telle que Q est
une matrice orthogonale et det Q > 0, on a alors C = I3 dans Q (théorémel.1.2, Ciarlet P.
G. [5]) .

Introduisons enfin le tenseur des déformations de Green- Saint-Venant E (voir

Ciarlet P. G. & Rabier P. [10])
1 1 T T
E(u) = 5(0 —I3) = 3 (Vu+ Vu' +Vu.Vu'), (1.4)

mésurant ’écart entre une déformation donnée et une déformation rigide. Le tenseur E est
Symétrique Eij = E]Z
Remarque 1 : Dans le tenseur des déformations apparait une partie linéaire (par

rapport au déplacement u) et une partie non linéaire. La partie linéaire :
1
€ij (u) = 5 (&uj + @ul) , (1.5)

est appelée tenseur linéarisé des déformations et intervient dans la théorie linéaire
de Délasticité (dans le cadre des petites déformations).
Nous supposons que le corps occupant une configuration déformée (2% est soumis a

deux types de forces appliquées, forces appliquées de volume, correspondant & un champ de
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vecteurs f¥ : Q¥ — R3 et forces appliquées de surfaces définies sur une portion Y =p ()
de la frontiere I'? | correspondant a un champ de vecteurs h¥ : I'f — IR3.

L’axiome de ’équilibre statique qui dit que la configuration ¢ (£2) étant une config-
uration d’équilibre pour le solide, assure I'existence d’un tenseur des contraintes symétrique
o¥ appelé le tenseur de Cauchy (théoréme 1.2.1, Ciarlet P. G. [5]) vérifiant a I’équilibre le

systéme d’équations aux dérivées partielles suivant (voir Ciarlet P. G. [5]) :

—diw¥o?¥ = f? dans Q¥

(09)T = 0% dans Q¥ 5 (1.6)

o?.n? = h? sur I'Y

n? désigne la normale unitaire extérieure a I'}.

Les relations précédentes, établies sur la configuration déformée (2% en terme de la
variable d’Euler z¥, ne sont pas utilisables pour le calcul de la déformation ¢ . (Ciarlet P.
G. [5]). Pour remédier a cela, il est d’usage de transporter ces relations sur la configuration
de référence en terme de la variable de Lagrange z, le systéme (1.6) devient (théoréme 1.2.3,

Ciarlet P. G. [5]) :

;

—div (O’.FT) = f dans

o=ocl sur Q ) (1.7)

o FTn=hsur Iy

lorsque n désigne la normale unitaire extérieure & I'y , tel que : I'1 =T — Ty .
Le tenseur o, symétrique, défini par la relation o = det F.F~1o?F~T est appelé

le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, et f dax = f¥ dx¥ et h da = h¥ da?,
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ol : dz¥ représente 1'élément de volume au point ¥ = ¢ (x) est donnée par :
dz¥ = det F (x) dx (1.8)

tels que, dx est I’élément de volume au point z de la configuration de référence et da,
da¥ désignent les éléments d’aire aux points z € I' et z¥ = ¢ (x) € I'?, de normales
extérieures unitaires respectives n et n¥. On obtient alors f = det F. f% et h = det F. h¥
|F~T.n||, f et h dépendent a priori de la déformation ¢, I'inconnue du probléme, alors
la résolution mathématique des équations d’équilibre dans la configuration de référence
peut étre compliquées. C’est donc dans un but de simplification que nous introduisons
les définitions suivantes : une force appliquée de volume est une force morte si la densité
f: Q — R3 associée de volume de la configuration de référence est indépendante de la
déformation considérée (voir Ciarlet P. G. [5]). C'est le cas par exemple du champ de

gravité pour lequel :
f(x)=—p(z) ges,z e,

p (x) est la masse volumique au point z. De la méme maniére, une force appliquée de surface
est une force morte si la densité h associée de surface de la configuration de référence est
indépendante de la déformation ¢ considérée.

Remarque 2 : Les équations d’équilibre sont déduites des principes mécaniques
généraux ne faisant pas intervenir la nature du matériau.

Les équations d’équilibre dans la configuration de référence €2 constituent un prob-
léme aux limites dont les inconnues sont les six composantes du tenseur symétrique des
contraintes o et les trois composantes du déplacement u, neuf inconnues ne peuvent étre

déterminées a partir de trois équations.
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Afin que le probléme mathématique soit correctement posé, il faut fournir aux

équations d’équilibre six relations supplémentaires. C’est I'objet des lois de comportement.

1.2.1 Lois de comportement des matériaux élastiques

Les lois de comportement expriment les relations qui existent entre le second
tenseur de Piola-Kirchhoff o et le tenseur des déformations de Green Saint-Venant E, ces
relations dépendent de la nature du matériau.

On suppose dans toute la suite que ’ensemble Q dans la configuration de référence
est occupé par un matériau élastique.

Définition 3 : On dit qu'un matériau est élastique si en tout point € Q , le
second tenseur de Piola-Kirchhoff o est une fonction de x et du tenseur des déformations
de Green Saint-Venant E.

En premiére approximation, on peut chercher des lois de comportement dans

lesquelles la relation entre o et F est linéaire (voir Ciarlet P. G. & Rabier P. [10]) :
o(z)=A(x): E(u),Vz €, (1.9)

ou A désigne le tenseur d’ordre 4 de rigidité du matériau. Son inverse est le tenseur de
souplesse S. Pour les matériaux homogenes et isotropes le tenseur A indépendant de x , ses

composantes sont :

Agjrt = X 0ij0r + - (0051 + 050k (1.10)

les constantes \ et pu, caractéristiques du matériau sont les coefficients de Lamé, A > 0,

> 0,telles que :

EFv E

A T o a-20 “T 30t 0)

(1.11)
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ou les constantes £ (module de Young) et v (coefficient de Poisson) vérifient les inégalités :

1
E >0, O<v<§.

La relation (1.9) s’écrit alors sous la forme :
oij = 2p Eij (u) + X Epp (u) 04,
si on inverse les relations (1.13), on obtient :
1+v v
Eij (u) = <T> 0ij — 7o)
Nous adapterons la notation :

c=A"'E(); E(u) = Ao,

ou A représente I'opérateur linéaire (sur les tenseurs symétriques) :

14w v
(AX)ij:( B )Xi'_Epr dig

et A~1 son inverse :

(ATYY),, = 20 Yy (u) + AV, () 655,

ij

X et Y étant des tenseurs symétriques.

1.3 Probléme variationnel en coordonnées cartésiennes

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

Soit © un domaine de R3, de frontiere Lipschitzienne I'. On considére un corps

élastique, encastré sur une partie de sa frontiere I'g C I', dont la configuration de référence
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est Q. Il est soumis & des forces de volume f = (fi) : Q — R3 et a des forces de surface

h = (h;) : T1 — R3,Ty = I'\I'g, qui engendrent un champ de déplacement
u=(u;): Q — R3.
Le champ de déformation associée est alors défini par
o (u) =Ig+ u.

En notant o le second tenseur de Piola-Kirchhoff et F le tenseur des déformations de Green

Saint-Venant. Alors les équations d’équilibre s’écrivent (voir Ciarlet P. G. & Rabier P. [10]) :

(

—8j (O'i]‘ + O'kjakui) = f; dans €2

S:0),; = E;j(u) dans Q
(S:0);;=Eij(u) d | 117

(Uz‘j + O'kjakuz') n; = h; sur I'y

u =0 sur I'y
\
oll n est la normale unitaire extérieure a la surface I'.
Dans la suite, on suppose que le corps élastique est constitué d’un matériau non

homogeéne anisotrope, c’est & dire que le second tenseur de Piola-Kirchhoff est relié au

tenseur des déformations de Green Saint-Venant par les lois de comportement
oc=A(x): E(u),Vz € Q,
que l'on peut également écrire composante par composante :
0ij = Aiji () B (u) , Vo € Q, (1.18)

ot A = (Ajjk) est le tenseur du 4¢me ordre de rigidité du matériau, son inverse est le tenseur

S de souplesse.
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Lemme 4 : La formulation mixte de Heillinger-Reissner du probléme (1.17) s’écrit

alors :

Trouver (o,u) € ¥ xV

fQ Sijklaleijdl' = fQ Eij (u) Tijdx, VreXy ) (1'19)

\ Jo (03 4+ 0kjOpus) Ojvide = [, fivida + fm hivida,Yv € V
les espaces X et V' étant définie par :

9
Y= {T = (1i5) € (L2 ()" ;735 = 7']‘7;}

V= {v = (v;) € (Wt (Q))3 ;v =0 sur Po}

(1.20)

Preuve : Il est immédiat que la premiére équation du probléme (1.19) est équivaut
alarelation (2) du probléme (1.17). Apres une simple intégration par partie de la relation (1)
et l'utilisation des relations (3) et (4) du probléme (1.17), on obtient la deuxiéme équation

du probléme (1.19). B

Nous allons donner des résultats d’existence pour le probléme non linéaire tridi-
mensionnel précédent dans un cas particulier.

Théoréme 5 : On suppose que I'g =T" (et que T' est “assez réguliére que néces-
saire”), auquel cas l'espace V' est l'espace <W01’4 (Q))3 Pour p > 3, il existe un voisinage F
de 0 dans (LP (2))* et il existe un voisinage U de 0 dans (WQ’p Q)N WOl’p (Q))3 tels que
pour tout f = (fi)?zl € F, il existe une et une seule solution du probléme (o,u) € ¥ x U.

Preuve : Nous allons nous ramener & un probléme dont le seul inconnu est le
déplacement u, c’est -a-dire procéder d’abord a I’élimination des inconnues o = (o;;). Pour
cela, nous utiliserons la relation (1.13) liant les tenseurs o et F (u) en conservant toutefois

Pécriture primitive (1.9) ici plus pratique, soit :

045 = (A_IE (u))w = Aijkl Ey (u) , (1.21)
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ot A~1 est défini par (1.16) ; les coefficients A;ji sont alors des constantes qui ne dépendent
que des coefficients de Lamé X et p. En les reportant dans la deuxiéme équation de (1.19),

nous obtenons pour tout v € V :

fQ (Aijkl €kl (u) + %Aijkl Ok UmO) Um )8]- v; dx
(1.22)
—}-fQ (Aljkp erp (w) O u; + %Aljk‘p Ok Um Op Um0y ul) 0; v; do = fQ fividax.
A ce stade, il nous faut remarquer que I’équation (1.22) a bien une signification au sens des
distributions, en effet, 'espace WP () est une algebre de Banach pour m p > n (lorsque
2 est un ouvert de R™ ) (voir Ciarlet P. G. & Rabier P. [10]); ici, n = 3, m = 1 et 'espace

WP (Q) est donc une algébre de Banach dés que p > 3, ce que I'on a supposé & cette fin.

L’identité (1.22) s’exprime donc par :

—aj(Aijkl ekl (u) + %Aijkl Ok Um0 Up, + Aljk‘p Ekp (u) o u;+
(1.23)
+%Aljkp 8k Um 8]) U Oy uz) = fia

ce que l'on écrira sous la forme condensée :

B(u) = f.

Examinons les propriétés de 'opérateur B. Pour u € (WQ’p (Q))3 , les dérivées par-
tielles O;u; appartiennent a l'espace WP () dont les propriétés d’algébricité déja signalées
entrainent par (1.23) :

B(u) € (LP (Q))3.

D’autre part, il est claire de (1.23) que B est une somme d’applications linéaire, bilinéaire
et trilinéaire continues. Donc, c’est une application de classe C*° de l'espace (WQ”’ (Q))3,

on a :
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ce qui prouve que B’(0) n’est autre que 'opérateur du systéme linéaire de I’élasticité. Pour
appliquer le Théoréme d’inversion locale, placons-nous dans le sous espace (W?2P (Q) N
W,P (Q))3. Ainsi :

B (W (@) nwy” (Q))3 (1P (), (1.24)
B'(0) : (WQ»P () N WP (Q))3 — (LP (), (1.25)

et montrons que sur cet espace, lopérateur B(0) est un isomorphisme avec espace (L? ().
Gréace au Théoréme de Banach, il suffit de prouver que B’(0) est une bijection continue,
la continuité ne crée aucune difficulté; la preuve de la bijectivité est un résultat d’unic-
ité (injectivité) et de régularité (surjectivité) pour le probléme linéaire de 1'élasticité. Plus
précisement, grace a l'inégalité de Korn, on peut conclure que pour tout f &€ (L2 (Q))g,

I’équation :

1 3
u € (Hy () (1.26)

B'(0)u=f,

posséde une solution unique, ce qui prouve que lopérateur B’(0) (1.25) est injectif. Pour
prouver qu'il est surjectif, il faut montrer que la solution (unique) de I’équation (1.26)
appartient a l’espace <W2’p (Q)n VVO1 P (Q)>3 dés que la donnée [ appartient a l’espace
(LP (Q))® . Ce résultat est vrai pour p = 2 et d’aprés Geymonat (voir Ciarlet P. G. &
Rabier P. [10]), I'application B’(0) (1.26) a un indice indépendant de p € |1, 4+o00[. Puisque
le noyau ker B'(0) est réduit & {0} dans 'espace (W?2P (Q) N WP (Q))3 d’apres le résultat

d’injectivité précédent, et puisque 'indice est nul pour p = 2 (donc pour tout p € |1, +o0]) :
dim coker B'(0) = 0

3
dans lespace (Wz,p Q) NW,”? (Q)) , ce qui entraine la surjectivité. H
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Théoréme 6 : Sous les mémes conditions qu’au théoréme précédent (I'p =T)
et en supposant de plus que I' est conneze, lapplication ¢ (1.2) est un difféomorphisme
global de Q sur ¢ () qui préserve lorientation dés que les forces |f}-|07p7Q sont assez petites
(p>3).

Preuve : Pour prouver notre assertion, il suffit de montrer que ¢ est a la fois un
difféomorphisme local préservant I'orientation et une injection.

Si J, (x) désigne le jacobien de ¢ au point z, on a :
Jo () = det (9i¢p; () = det (I + (dyu; (x))) .

Or, si [fily,q est petit, il en va de méme de [[ully, . Grace a I'injection (voir Brezis H.
U WU

2]) :

W@ - C @) (p>3),

on conclut que pour 1 < ¢,j < 3, d;u; est arbitrairement petit dans L* () et donc que
Jy(z) >0 VzeQ.

Ceci prouve que ¢ est un diffeomorphisme local préservant I'orientation mais ne
suffit pas & montrer que ¢ est une injection. Pour cela, on utilisera un résultat (voir Ciarlet
P. G. & Rabier P. [10]) exprimant que si O est un ouvert de R” | K est un compact de O

a bord K connexe et si ¢ : O — R" est de C! vérifiant :
Jo (x) >0,

pour tout = € K, la restriction ¢ |gx étant injective, alors ¢ |k est injective.

Dans notre probléme, on a ¢ € (WP (O))3 ot O est un ouvert de R3 contenant
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(), notre assertion est prouvée en prenant K = () puisque

g0|p = Id.

A chaque déformation ¢, on associe I'énergie J (¢) différence entre ’énergie interne

I(p) et le travail [ () des forces extérieures.

J(p)=1(p) —1(p). (1.27)

Pour un matériau élastique non homogeéne et anisotrope, 'énergie interne I (¢) s’exprime
comme l'intégrale sur € d’une densité d’énergie W (z, V) dépendant de la variable d’espace

et du gradient de la déformation.

I(p) :/QW(m,ch) dx.

L’expression de W dépendent du type de matériau qui constitue 2. Si on considére un
matériau non homogene et anisotrope et tel que la configuration de référence est naturelle,
la densité d’énergie W est de la forme

W(x,F)== A(z): E(F).E(F),
tel que E est le tenseur de déformation

E(F)=<(FI.F-1I),

N[ =

et A est le tenseur de rigidité du matériau d’ordre 4.
Si la coque est soumise & des forces mortes volumiques f et a des forces mortes

surfaciques h sur la partie I'y du bord, le travail des forces extérieures s’exprime également
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sous une forme intégrale sur la configuration de référence.

l(go):/ﬂf.goda:—i-/rlh.gpda.

Un état d’équilibre est alors décrit comme un minimiseur ¢ sur un espace de déformations

admissibles de la fonctionnelle J (V).
J(¢) = iI‘Ilij(\I/) .

L’existence de solutions de ce probléme de minimisation est établie, si W vérifie certaines
conditions de croissance, de coercivité et de quasi-convexité. La polyconvexité implique la
quasi-convexité. Dans ce cadre, Ball J. M. [1] a prouvé 'existence de solutions pour un

solide hyperélastique homogeéne, telque

W (F) = 3 (trE (F)? 4 tr (B(F)) +0 (|B(F)P).

et les coefficients A et p sont les coefficients de Lamé du matériau, et de choisir

W (F) — +oosi det(F)—07.

W (F) = +oosi det(F)<O0.

Par la suite, on s’intéresse plus particulierement a des solides élastiques de type
non homogénes et anisotropes, pour lesquels la densité d’énergie W n’est pas quasi-convexe
(voir Pantz O. [14]) et les problémes d’existence ou de non existence sont encore largement
ouverts.

Le but du paragraphe suivant est de poser le probléme de 1’élasticité non linéaire
sur un ouvert de l'espace R? qui a la particularité d’avoir une de ses dimensions beaucoup

plus petite que les autres.
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D’une fagon intuitive, une coque mince est en fait une surface de I'espace qui est
“épaissie”. Physiquement, le probléme posé est celui de trouver le déplacement et le tenseur
des contraintes d’'une coque remplie d’un matériau, soumise & des forces volumiques et des
conditions aux limites sur son bord. Une fois défini le modeéle que ’on prend comme point
de départ, qui est ici celui de I’élasticité tridimensionnelle non linéaire pour un matériau
non homogeéne et anisotrope, on profite alors de la structure de la coque pour se placer dans
un systéme de coordonnées curvilinéaires (paragraphe 1.4.1) plus adapté pour étudier le
comportement asymptotique du déplacement u° et le second tenseur de Piola-Kirchhoff o,

quand I’épaisseur de la coque tend vers 0.

1.4 Modélisation d’une coque élastique mince

Nous commengons par définir une surface réguliére et les formes fondamentales
associées a cette surface, pour plus de détails on renvoie & Sanchez-Hubert J. & Sanchez-
Palencia E. [17].

Soit w un ouvert borné connexe de R?, de frontiére Lipschitzienne v. On note
un point z = (z,) de @. Soit § € C3 (w, R3) une application injective telle que les deux
vecteurs a, = 0,0 soient linéairement indépendants en tout point de @W. Les vecteurs aq
forment la base covariante du plan tangent a la surface S = 0 (@). On définit le vecteur
normal unitaire en tout point de la surface moyenne S par ag = %, les trois vecteurs
de la base (an) sont linéairements indépendants, alors det (aqg) > 0. On définit la base
contravariante associée (afB ) par a®.aq = dqp et on les compléte par le vecteur a® défini par

a® = as. De plus, en tout point de S, la premiére forme fondamentale (le tenseur métrique)
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de composantes covariantes a,g ou de composantes contravariantes a®? 1a seconde forme
fondamentale (tenseur de courbure) de composantes covariantes b,s ou de composantes

mixtes bg et les symboles de Christoffel bidimensionnels Fg*ﬁ sont donnés par :

o = Ga-05,a"" = a®.a” (1.28)
bag = — (Onas3) .aﬂ,bg = P byy, (1.29)
FZTB = ng = a’.0nap (1.30)

L’¢lément d’aire de S est \/adz, on
a=det(ang), a>0 (1.31)

La surface S étant définie, précisons maintenant 1’idée intuitive qu’une coque est

une surface a laquelle on a ajouté de ’épaisseur. Pour tout € > 0, on définit les ensembles
O =wx|—g,+e[,TS =wx {+e},TC =w x {—}, I =7 x [—¢,+¢], (1.32)

et une application injective (c’est le cas lorsque ¢ est petit, Ciarlet P. G. [6]) ©° : QF — R3

par :
Vot = (z1,72,75) € QF, 0° (2°) = 0 (x1, 12) + w5as (v1,12) € = (Q9). (1.33)

Pour ¢ suffisamment petit, les trois vecteurs définis par g; = 0 ©° sont linéairement
indépendants et définissent une base covariante en tout point de Q¢ (voir Ciarlet P. G. [6]).
La base contravariante associée (gi’s) est définie par gf.g7¢ = ;5. On définit alors les
composantes covariantes g;; = g;.g; et contravariantes e = ¢g"¢.¢g7¢ du tenseur métrique,

les trois vecteurs de la base (g5) sont linéairements indépendants, alors det (gfj) >0.0n



26

définit I'élément de volume \/gFda® et I'élément de surface det (VO9) || (VO) ™! n||dSe on
¢ = det (gfj), ainsi que les symboles de Christoffel tridimensionnels I'}¥" = ¢»*.0%¢g7 =
res L. Pour I'application ©° définie précédemment, Fa3 =I5 =0

Dans toute la suite, on utilise la convention de notation suivante : les notations
comportant un chapeau sont exprimées dans un systéme de coordonnées cartésiennes, celles
sans chapeau étant exprimées dans un systéme de coordonnées curvilignes.

La coque, dont la configuration de référence est § = 0O° (W), est encastrée sur
la partie f% = ©° (I'§) ou I'§ = vg x [—¢,+¢], 79 C 7y de longueur non nulle, de sa surface
latérale T = ©F (T'¢). Sur ses faces supérieure 1:‘3\r = ©° (I'9), et inférieure re =or (<),
elle est soumise a des forces de surface notées he € <L2 (f‘i U f{))g et a des forces de
volume F € <L2 <S/2\5))3 Sous l'action de ces forces, la coque subit un déplacement noté
U § — R3. Le champ de déformation associée est 4,/0? = I5+ u*. En notant ¢ le second
tenseur des contraintes de Piola -Kirchhoff et E¢ le tenseur des déformations de Green
Saint-Venant.

La formulation variationnelle mixte d’équations d’équilibre de I’élasticité non linéaire,

s’écrit alors en coordonnées cartésiennes (voir Ciarlet P. G. & Rabier P. [10]) :

/

Trouver (55,1;5) € YE x Ve
P (@) S Sopo s di = [ BE, (@) 75,4 7 € £ :

fﬁ\s (O‘ +U 85 )/E’L)Afdxa er = deg +f1"5UA hE EdSa VoE € Ve
\
(1.34)

telle que :

A;kl () B, (wF) ,Va* € O, (1.35)
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et :

o~ 1 ~ PN P
PAGEE (805 + Byu; + Doy ) (1.36)

9 —_~ —~
> 3 Tij :Tji}
— —~\\ 3 —~
Ve = {a: (@) e (W (@) 55 =0 sur rg}

Af = <sz];> est le tenseur de rigidité du matériau vérifiant :

% e L*>® <@>

As, = A

?jkl = ikl T (1.37)

/E\ /E\
Aklij = Akl i ’

o~~~ —

Ae 5 e E e €
\ de = O,Aijleleij >créT VTij =7

(VRSN Jt

S¢ = (Sfjkl> est le tenseur de souplesse associé.

1.4.1 Le probléme variationnel sur ’ensemble ()°

On transforme le probléme précédent écrit en coordonnées cartésiennes 26 = (z°
p p i

en un probléme écrit en coordonnées curvilignes xf = (z5

) mieux adaptées a l'étude des

coques.
On pose :
zF = ©° (2°),Va® € OF, (1.38)
f2(2F) = f* (¢%) = FF 0 ©° (a%) = € (2) g (2%) ,¥a© € O, (1.39)
he (2°) = he (2F) = he 0 ©F (a°) = W' () gf (2°),¥a® € 5 UTE, (1.40)
u® (2°) = uF (2°) = uf 0 ©° (2°) = uf (2°) g"* (2),Va® € O, (1.41)

0° (2F) = 0F (1‘5) — ¥ 0 OF (2°) = of (2°) gi,e (z°),Va® € O,

7 (2%) = re (3:5) — 1t 00° (x%) = T (%) g5 (z°) gj- (%) ,Vz® € Q°,

i
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A% (a°) = A° (¢7) = A% 0 ©° (a7) = AVM (a7) gF (2%) g5 (a%) g, (¢7) g (2°) ,Va® € O,
(1.42)
S (aF) = §° (2F) = 57 0 ©° (2%) = S (%) g°F (2°) g7° (2°) gP° (2°) g (a°) , Vo< € O,
(1.43)
Le probléeme pe (f/lz ) s’écrit alors en coordonnées curvilignes (voir Annexe, lemme
32) :
Trouver (uf,0%) € V& x ¥¢; tel que :
er \/QE(TE)S%M (z°) ohheriie (z°) da® =
Pe(€F) = st g (:EE)E;U (uf) 79 (2°) dx®, V7 € ¢ ) (1.44)
Joe Waij’aFf||j (uf,v%) dzf = [o. \/g° (2°) fofvidas+
+ Jre ure VOF (@)h0FdSE, ot € VE

ou :
EE g\ __ 1 15 g ms,e, € > 1 45
i (W) = 5 (i + Wy + 9™ unygy; ) (1.45)
sont les composantes covariantes du tenseur des déformations de Green Saint-Venant ,
les 07¢ sont les composantes contravariantes du second tenseur des contraintes de Piola
-Kirchhoff.

(“?Hz‘ + g+ 9" (%) Ufn”ivinj) : (1.46)

1
FfH] (us’va) = 5

— T ~ o~ _ =

sont les composantes covariantes de <F 5) .Vev® ou F& = V®p# (voir Christophe C. [4]).
Avec :

vy = O5v; — Fffvi (dérivée covariante de v°), (1.47)

¥ = {7’5 = (1) e (L? (Qe))g T = sz‘,e}’ (1.48)

Ve = {’Ua € (vf) e (Wht (QE))B,UZS =0 sur FS} . (1.49)
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Chapitre 2

L’ANALYSE ASYMPTOTIQUE
FORMELLE DES COQUES NON
LINEAIREMENT ELASTIQUES

MINCES

2.1 Introduction

Ce deuxiéme chapitre est consacré a l'obtention par l’analyse asymptotique des
modeles bidimensionnels “membranaire” et “couplé flexion-membranne” pour des coques
élastiques minces.

On considére une coque élastique mince d’épaisseur 2¢ est petite par rapport a ses

autres longueurs, encastrée sur une partie de sa frontiére. Sous l'action de forces de volume
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et de forces de surface, il subit un champ de déplacement. Ce champ de déplacement et
le tenseur des contraintes sont solution d’un probléme variationnel P¢ () en coordonnées
curvilignes qui suivent de fagon plus naturelle la géométrie de la coque. On écrit le probléme
variationnel sur un domaine indépendant de ’épaisseur (paragraphe 2.2). Le développement
asymptotique permet d’obtenir formellement des modeéles limites bidimensionnelles posés
sur la surface moyenne de la coque (paragraphe 2.3), par linéarisation, on obtient les modéles
bidimensionnels de 1'élasticité linéarisé (paragraphe 2.4).

On considére une coque QF = ©F (Q°) de frontiere I, (QF = w x ]—¢g,+¢[ de
frontiére I'?), tel que w est un ouvert borné connexe de R2, de frontiére « Lipschitzienne,
d’épaisseur 2¢ (¢ est petit) de surface moyenne S = 6 (@), telle que 6 € C3 (w, R3), constituée

d’un matériau élastique non homogene et anisotrope son tenseur de rigidité A° = (Aijklﬁ)

vérifie :
Aijkl,s (.%'6) € [® (QE)
Aidkle — pjdikle _ Aklije — pkljie . (2.1)
| 1C > O,Aijkl’aTikal > C 14jTij, V7145 = Tji
La coque est soumise & des forces volumiques dans OF et & des forces surfaciques
sur I/’i U f?_, (ffjc = @5( L =wX {:ta})), les densités de ces forces sont respective-

ment données par leurs composantes contravariantes : f¢ = (ff) € (L? (QE))3 et h® =
(hi) € (L2 (FEr UFE_))3. De plus, la coque est encastrée sur la partie ©° (), (I =
Yo X [—€,+¢€], 79 C ) de sa frontiere latérale, alors u® = 0 sur I'j.

Le déplacement u® et le second tenseur de Piola-Kirchhoff ¢¢ vérifient le probléme

Pe (QF) (1.44), (chapitre 1) en coordonnées curvilignes.
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2.2  Position du probléme variationnel sur un domaine in-

dépendant de I’épaisseur

L’objectif de I’analyse asymptotique est de connaitre le comportement de la solu-
tion (uf,0¢) du probléeme P (QF) lorsque ¢ tend vers zéro. Pour cela il est important que
le domaine sur lequel est posé le probléeme ne dépend pas de €. On définit les ensembles
suivants : Q = wx |—1,4+1[ ainsi que I' = yx [—1,4+1], g = vy x [-1,+1] et 'y = wx {£1}.

On note = = (z;) un point de Q et on pose 9; = 321,-

On construit application 7€ bijective de © dans Qf de la facon suivante :

i = (x1,29,23) € Q — 7° (z) = 2° = (21, 22,e23) € QF, (2.2)

d'ou : 05, = 0y et 05 = %83.
A toute fonction k° définie sur €2¢, on associe la fonction “mise & I’échelle” définie
sur €2 par

K (2%) = k () (z) ,2° € O,z € Q, (2.3)
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on définit ainsi les fonctions

ui(e) (x) = uf(2°), f (e) (x) = [ («°),

AT (&) (x) = ATHE(2%), Sijua (e) () = SE (),
g(e)(x) = ¢°(a°),9'(e) (v) = g™ (27),
gi(e) (x) = gi(a%),0% (e) (x) = 0V (a°),

By (e) (ule)) = B (w), Fa () (ule),v) = Ff; (w5, v),

k -
(e (z) = Fijs (z°),Vz® € Q° et z € Q,
hi(e)(x) = h" (2°) pour a® € IS UT etz € Ty UT_.

On peut alors reécrire le probléme variationnel P¢ (Q2°) sur l'ouvert fixe €2 :

Trouver (u(e),0 (£)) € V x X tels que ;
e Jo V9 (©)Siji (€) o* (e) TV dx =
P (e, Q) = ¢ [ \/9(E)Ey; () (u(e)) rdx, V1 € B , o (29)
& Joy VI @Y (&) F iy (6) (u(e) ,v)de = [y /9@ f () vida+
+ Jo ur. V9 @) () vidS, Yo € V

tels que :
By (e) (u(e)) = % (wigj (&) + ujypi (€) + g (€) Ui (€) ugy; (€)) (2.5)

(01 (&) + vy (&) + 9™ (€) (@) um)i (€) vy (€) + 9™ (€) (%) wny)j (€) v (€))

NN

Fiyj(e) (u(e),v) =
(2.6)

vi|p (£) = 9pvi — Tiz () v, (2.7)
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v (€) = 2050~ T () (2.8)
Y= {7‘ = (Tij) € (L2 (Q))9 T = Tj’} , (2.9)
V= {v = (v;) € (Wh* (Q))3 ,v =0 sur FO} . (2.10)

2.3 Identification d’un probléme variationnel bidimentionnel

Nous commencgons maintenant l'analyse asymptotique du probléme variationnel
P (,9). On suppose que la solution de ce probléeme admet un développement asymptotique
formel d’ordre zéro.

(u(e),o(e)) = (uo, O'O) +e (ul, 01) +.. . (2.11)

Nous énoncons maintenant quelques résultats qu’on aura besoin par la suite.

Théoréme 7 : Soit w un ouvert borné connexe de R? de frontiére ~ Lipschi-
tizienne, soit 6 € C3 (w, ]R3) une application injective telle que les deux vecteurs aq, = 0,0
soient linéairement indépendants en tout point de @ et soit €9 > 0 (toujours existe, tel que
Uapplication © : Qo — R? définie par © (y,x3) = 0 (y) + x3a3 (y) pour tout (y,z3) € Qo,
ot Qo = w X |—¢g, 0| est Ct—difféomorphisme de Qg dans © (Q_g) et det (g1, 92,93) > 0
dans Qo, g; = 0;0,( voir théoréme 3.1.1, Ciarlet P. G. [6]). Les fonctions g (e), Ffj (€),
bags bg,FgE sont définies dans la section 1.4 (chapitre 1), les dérivées covariantes bgla sont
définies par :

G0 = O3 + TIA0; — T30,

et les fonctions bag, bg,l“z;g s b €t a (a = det (aqp)) sont identifiées a des fonctions de
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o (ﬁ) . Alors :

Tk () (2) = T5 + exsls + 0 (7)

D79 = T, T35 = bag, T = —bd, T = T4 = 0,17 = —b) 5, T25 = —bZbos,
T3 = —0%by, T3 =Tk = 0.

83P(k):¢ﬁ(€) :O(E)) g(g) :CL-|—O(€),
pour tout 0 < & < gg, ou O (eg), O (52) sont définis par rapport & la norme usuelle de
L>*(Q) .
Finallement, il existe des constantes ag, go et g1 telles que :
0 < ap<a(y) pour tout y € w,
0 < go<gl(e)(x) <g1, pour tout z € Qet 0 < e < g.
he 4 sont définis

Preuve : Les vecteurs a;, a*, ¢f et les scalaires a e
5 s Yio afBs Yijo

dans la section 1.4.

Par définition :
9o (€) = aq + €x300a3 = aq — ex3basa’,

tel que : Oqa3 = —baea® d’aprés la formule de Weingarten (théoreme 2.3.1, Ciarlet P. G.
[6])-

9ap (€) = anp + 59639&5 +0 (82) ) giﬁ = —2bag
et gi3 (€) = 63, g3 (e) = as.

La matrice (g;; (¢)) est de la forme :

(9ij (€)) =G +eH+0 (%),
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son inverse satisfait :
(95 (€)' = 9V () =G —eGHHG T + 0 (&%),
la derniére égalité donne :
%% () = 0 + x3g®®! + O (€2), g°PL = 20
et g% (e) = 0i3, g% () = g (€) gi (€) = a® + ex3g™! + O (52) , gt = b2a,.
Par définition : I'y; (¢) (z) = ¢7 () .0ag; (€) ; alors
75 (€) = (a7 + exzbla” + O (%)) - (Oatp + €73003a3) , (Oap = Oa (0p))
75 (e) = (a7 +exzbZa” + O (%)) .Oaas.

D’apres les formules de Gaub et Weingarten (théoréme 2.3.1, Ciarlet P. G. [6]), on obtient :
Daap = sza% + bopas et Dpaz = —bla,,
et d’apres la définition de bg,|a, on obtient alors :

of (e) = FZE — 5x3bg|a + 0 (52) ,

05(e) = —b% —exsblbl + O (£%).

23() = ¢°(c).0ags (e) = a®. (Daap + cx304303)

= bag — €x3b3bsp.
Les relations

Tos (€) (x) = g" (€) .Os9a (€) = " (€) - (Opaa + x30apas3) ,
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donnent :

03T 5 () = 0397 (€) .03a0 + O (e).

Soit :

Wl com = Wl oo + D 10:W llg o 5
%

Les fonctions

9ag (€) = (o + €x300a3) . (ag + ex30za3) ,

se composent des dérivées d’ordre un et deux de 6 , sachant que € C3 (w, R3) , on déduit

qu’il existe une constante c; telle que :
9op (€) = Gap + Egclyﬁa avec HggyﬁHLoo,ﬁ <.
Alors : g(e) —a= 0 (e) , et il existe une constante cz telle que :
g’ (e) = a®? + eg™P avec ||go‘ﬂ’1||1,oo,§ < ca.
Les relations 831“](% () = O () existent d’apres les données suivantes :
9% () = 9" (c) gp(e) et g°(e) = a®.

Tant que les vecteurs a,, sont linéairement indépendants pour tout point de @ , il existe des

constantes ag et a; telles que :
0<ap<a(y) <a,Vyew.

Le comportement asymptotique de la fonction g () donne, si g9 > 0 (est choisi dans le

théoréme 3.1.1, Ciarlet P. G. [6]), il existe deux constantes gg et g1 telles que :

0 < go<g(e) < g1 pour tout = € Q et tout 0 < e < &.
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Finallement, il est claire que les relations I'3; (¢) = I'4; (¢) = 0 sont conséquences
immédiates des relations Fig = Flgg,f =0 (section 1.4). H

D’apreés (2.11) et le théoréme précédent, on obtient le développement asymptotique
de Eyy; (2) (u(2)) et F a3 (2) (u (<) v).

1

B (2) ((6)) = By + 2

-1 0 1

Esja (¢) (u(€)) = Eqy3 (¢) (u () = %Eg,’”la + By + B + o
Ea||,8 (8) (’LL (8)) = Egﬂﬁ + eEéHﬁ + cens

Fata (€) (w(),0) = 5P 3 (0) + 2 55(0) + F(0) + e dja0) + -

Fato () () 0) = Faja (€) (0(6),0) = 2/ 53 (0) + F31a0) + e §a(0) +

Fap(€) (u(e),v) = Fg||5(v) + €Fi||5(v) +. .

Finalement, nous énongons un résultat utilisé plusieurs fois dans ’analyse asymp-
totique de P (g, ).

Théoréme 8 : Soit u € L (Q) tel que : Jo u-03v dx =0, pour tout
vey(Q)={ve (v e Wt (Q),v =0 sur Iy} alors u=0.
Preuve : On considére en particulier v € D (2) C ¢ (2). On a alors
- /Q Osu.vdz = 0 pour tout v € D (),

donc d3u = 0 dans 2. On considére maintenant des fonctions tests de la forme v = z3€ avec
£ € D(w);ainsi [u. dz =0 : pour tout £ € D (w). On en conclut que u = 0 dans w, ce

qui est équivaut a v = 0 dans 2. B
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Hypothése sur le tenseur de rigidité -Nous supposons que le tenseur de rigidité
défini sur w x |—1,+1[, A(e) est indépendant de €, c’est a dire qu'il existe un tenseur A

indépendant de ¢ tel que :
Ve > 0,Vx € Q, A (z1,72,673) = A (). (2.12)

Dans le cas isotrope, en notant \E (:UAE) et TLE (:cAs) les constantes de Lamé au point ¢ de 0= ,

nous avons :
A5 (2%) = N (22) 83301 + 1 (28) (Oindju + udjn) (2.13)
I’hypothese (2.12) implique qu’il existe deux applications A et u de © dans R telles que (voir

Patrick G. [15]) :
Vo € Q, Ay () = A(x) 656k + 11 () (5:x0 51 + Sadin) - (2.14)

Lorsque le matériau est homogene, ’hypothese (2.12) implique qu’il existe un tenseur A du

quatriéme ordre tel que :
Ve > 0,Vx € Q, A(e) (z1,x2,e23) = A.
Nous notons AY* (z) les composantes du tenseur A (z) sur la base
9i (€) .95 (€) gk (€) .91 (€) -

Quand A (z) vérifie la condition (2.12), nous avons :

AURL (1) € L (Q)

Aigkl (z) = Adikl (z) = AKlij (z) = Akl (z) . (2.15)

3C = 0,Vz € Q, A (z) Tiy7i; > C 745735, ¥ Tij = Tji
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Nous allons identifier, lors de I'analyse asymptotique, une loi de comportement
limite.

Pour tout = = (y,x3) € Q, nous pouvons décomposer A (x) sur la base

a; (y) -a; (y) -ax (y) -ar (y) -
Autrement dit, A (z) s’écrit
Az) = AT(0) (2) ai (y).a; () .ar () @ (y), (2.16)
dans le cas particulier d’un matériau isotrope, les coefficients A% (0) sont donnés par :
ATEL(0) () = A (x) a” (y) a™ (y) + p () <a““ (y) @' (y) +a” (y) o (y)) :
telle que A () et u(z) sont les constantes de Lamé et :
AY0(0) () = A (2) a® (y) @ (y) + p () <a"” (y)a™ (y) +a* (y) ™ (y)> :
AT (0) (2) = A () a®? (y) , A% (0) (2) = p () a7 (), A% (0) (2) = A (2) + 20 (),
AP (0) (z) = A%333 (0) () = 0.

On sait que pour un matériau homogeéne et isotrope de constantes de Lamé X et p, la loi de

comportement tridimensionnelle est donnée par
ATEL(0) (@) = Aa¥ () (1) + i (™ () o () + " (9) @™ (), (217)

fournit la loi de comportement limite (voir Miara B. [13])

Daﬁ'yé _ 2)‘,“

=1 QMCLOCB(ZMS +p (ao"yaﬂ‘S + aa(sam) . (2.18)

Lemme 9 : Pour tout z € €, la matrice (4”73 (0)) () est inversible.
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Preuve : Pour tout = = (y, z3), la forme bilinéaire définie sur R® par
(u,v) — A3 (2) uv;
est, d’aprés ’hypothese (2.15), symétrique et coercitive et vérifie :
Yo € R?, A% (2) vjv; > Coww

la forme bilinéaire est donc définie positive. la matrice (A%7® (0)) () est la matrice représen-
tant cette forme bilinéaire dans la base (ai (v) .a; (y) .ax (y) .ai (y)). Elle est donc inversible.
|

Nous notons d (z) = (d;; (x)) son inverse, c’est une matrice symétrique. Nous

définissons, pour = = (y,z3) € €, un tenseur D (x) par

D (z) = D*" (2) an (y).ap (y) .ay (y) -as (y),

telle que I'application D () : S? — S2, ot S? est I'espace des tenseurs symétriques d’ordre
2, définie par (D (z) X)* = D (2) X,5,VX = (Xo5) € S, est inversible. Son inverse

Papplication D1 (z) : §2 — 52, (D71 (2)Y) _, = Sapys (0) (z) Y°VY € S2, (Sijm (0) (2)

aB

sont les composantes du tenseur S (¢) (z) dans la base (a’ (y) . (y) .a* (y) .a’ (y)), on obtient

(voir Chacha D. A. [3])
D (z) = A (0) (x) — A% (0) (x) dij () A7° (0) (2), (2.19)

on pose
Sijki (€) (x) = Sijr (0) (z) + Ex35iljkl (x) + €2w§S§jkl () + ...,

Les propriétés de symétrie de A et de d impliquent que

D () = D7 (a) = D (),
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par conséquent, D (z) est un tenseur symétrique.
Lemme 10 : Le champ de tenseur D est uniformément coercif, c’est a dire, il

existe C' > 0 telle que :
Va € Q, D (1) X5 X0p > C Xop-Xap, Xag = Xsa- (2.20)

Preuve : voir Patrick G. [15]. B
Lemme 11 : Dans le cas o le matériau est isotrope, les coefficients D57 ()

ont ’expression usuelle

Do ) = T 0% ()0 () ) () ¥ () 0% (1) () (220

ou A (x), u(x) sont les deux constantes de Lamé au point z.
Preuve : Nous ne tenons pas compte du point = dans cette démonstration afin
d’alléger les écritures.

Dans le cas isotrope
Ak (0) = At gkl 4 y (aikajl i az’lajk)

pal'  pal? 0

La matrice (Ai3j3 (0)) (z) est donc pa®t  pa?? 0

0 0 AX+2u

Un simple calcul montre que

ptan plais 0
d=| play pta 0
0 0 (A2t

Nous avons aussi

AaBi3 (0) = )\aaﬂai3,Aj3’y6 (0) = Aa0a73.
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Ainsi

2
a®Ba.

AB3 i'AjBMS _
(0)d5 47 0) = 5

En reportant dans la définition (2.21) du tenseur D, nous obtenons le résultat. B

Nous commencons par un lemme décrivant le comportement des composantes du
tenseur élastique lorsque € tend vers zéro. Nous notons | f||,, la norme habituelle d’une
fonction f € L™ (Q).

Lemme 12 :

HA%‘W (€) — AlH (O)HOO < Che (2.22)

Preuve : Nous avons, pour tout x = (y,x3) € Q,

9o (€) (x) = aa(y) +ex30aas (y),
g3(e) (@) = ¢°(e) (@) =as(y),

g* () (x) = a®(y) +0(e),

AR (&) () = A2) ¢ () (2) .47 () (2) 9" (&) () .6 (&) (a).

on a donc
3C >0, AV (e) () — A () d (y)./ (y).a" (y) . (y)| < Ce ppx.
Nous obtenons donc bien le résultat annoncé. B

Remarque 13 : Tout au long de 'analyse asymptotique ; on supposera & chaque

fois que 'ordre des forces qui convient est connu.
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2.3.1 Modéles formels de coques membranaires

On se propose de donner quelques modeéles bidimensionnels de coques membranaires
obtenus par I'analyse asymptotique formelle & partir du modéle tridimensionnel de coques
élastiques minces constituées d’un matériau anisotrope et non homogeéne. On donne égale-
ment les équations formelles vérifiées par le tenseur limite des contraintes.

On suppose qu'il existe deux fonctions fO € (L? (Q))3 et k' € (L? (M4 U F_))3
telles que :

f(e) (z) =€"f° () pour tout z € Q, (2.23)
h(e) (z) = e'h! (x) pour tout 2 € T UT_. (2.24)

et
Vi (w) = {ne (W )" 50 =0sur g, B (n) =0} = {0},

On substitue (2.23), (2.24) dans (2.4), et on identifie les termes du méme ordre de

1

¢, on obtient & ordre €71, €0 et ¢! respectivement :

T : a 2T de =
(P_l) VreX: [o/ (y)E3”3 dr =0 | (225

YoeV(Q): [ova (y)00’33F?:”23 (v)dx =0

(PO) VreX: [ [ a(y) {Eg_”13733 + ZE?)_lﬁlTSO‘} + 3 (\/g)l (x) E?)_H%T?’?’} dx =0

Vo e V()¢ fo [Va@) {o%TF g 0) + oM BE R )} 425 (V) (2) 0B (v)] de = 0

(2.26)

)
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VT €S o v/ay)Sijr (0) (z) oM riide =
= Jo [VaWEY, ™ + 23 (v5)' (@) Bir? + a3 (v5)° () B3r®] da,
(P wev@: fo |VaW) {7, @) + 0 E ) () + 0% 5 (o) }] drt
+ Jo [23 (V) @) {9 5L (@) + o P12 ()} + 0 (V5)? (2) 0053 5 (0)] do =

= JoVa(y) fPvide + Jr.ur. Va (y)hivdy,

(2.27)

tels que :

VI(©) @) = Valy) +eas (VB) (0) + 203 (VG)? (@) + Vo € Q. (2:28)

Nous introduisons dans la proposition suivante le probléme limite. Posons

+1 +1
5
A (y) = /1 DY (y, x3) daz, ASST (y) :/1 x5 D (y,z3) das

+1
afBvé afBvo afByo o
ASPB () = AP (), AW () = / DOy 24) das

Nous remarquons que lorsque le matériau est homogene, comme D (y, x3) est indépendant

de 3, on a
afyé « afvyé afyé afvyd 2 o
AT () = 2D°00 (), 4570 (y) = AT (1) = 0 et 457" (y) = 2D (y).

Proposition 14 : On suppose qu’il existe deux fonctions f € (L? (Q))3 etht € (L* (T U I‘,))3
telles que :

f(e)(z) =€"f° () pour tout z € Q,
h(e) (z) = e*h! (z) pour tout z € T, UT_.

et I’ensemble de déplacements inextensionnels

Y (w) = {77 e (W (w)* s n = 0sur v, B4 (n) = 0} :
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est réduit a {0} .
Alors le premier terme u’ du développement asymptotique de u () est solution

d’un probléme bi-dimensionnel P (w) indépendant de z3 tel que :

Trouver u® € V (w) telle que pour tout n € V (w) :
(P (w)) . (2.29)

S VaWAT () By (u°) F 05 (u°m) dy = [, Va)p* (v) midy

Le développement asymptotique de o®? (¢) commence par un terme d’ordre 0 et
celui de %3 (¢) par un terme d’ordre 1. Plus précisement, on obtient la loi de comportement
limite

o%B = DB () EgtHﬁ’ (uo) Vo e Q (2.30)

tels que

V(w) = {v € (vy) € (W1’4 (w))3 ,v =0 sur ’70} ,
. +1 ) 1 1
P ) = ([P ) R )+ ) v e
—1
EO (0)_}04_0 +pq0 0
allg () = 5 (Yalp T Uglla T @ Upllatq|s ) »
0 0 _ 1 pq,,0 Pq 0
Fas (03m) = 5 (M0 + Ml + @ ttgjang|s + @ gatip)s )

0
Ny = 08Mg — Laagy-

La preuve de cette proposition est divisé en trois étapes.
Preuve : Etape 1:

La premiére équation du probléme (P_l) est :

VreX: /Q va(y) Eg—”23 (uo ) 3de =0 (2.31)
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telle que :
o

1
3 (00) =3 (33Ug O3ug +a®’ (y) Osug, asug) : (2.32)

On pose 733 = a3 (y) 723, V7% € L? (Q), (a3 (y) € C* (w))

dans ’équation (2.31) on obtient :

Vi e L2 (Q) / Va (y)as (y) d3ud dzul 7°3dx = 0,
Q

alors : 83u8 =0 sur Q.
On pose maintenant 733 = aqq (y) 750,750 € L?(Q), (aaa (y) € C? (w)) dans

I’équation (2.31) on obtient :

Vi3 e L2 (Q) / va(y) (agug)z??’gda: =0,
Q

alors O3ul = 0 sur 2. Par conséquence d3u’ = 0 sur .
Etape 2 :

D’aprés 'étape précédente,
F s (u®,0) = aP (y) Bsup Bzv, = 0,0 €V, (2.33)
F s (u,ul,v) = Ogvs (1 + ugu:s) +a" (y) u)30508, Y0 €V,
F;\\lg (u’,v) = F;HI7 (u®,v) = % (33117 +d” (y) u%”,yagvg + ugllvﬁgv;})) v eV,

F s (u%v) =0,
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avec :

uys = Opuf — Taguf,
ugﬂg = Osul — Fl}?ug,
ufs = Opuf — I3,
ugH3 = Osul.

Et By (u°) = By, (u°) = By (u®) =0

La deuxiéme équation du probléme (PO) est :

Yo eV (Q): / Va(y) {00’33F3_”13 (uo, ul,v) + 00,304’(??”10[ (uo,ul, U) + JO’O‘3F;”13 (uo,ul,v)} dz =0,
Q

(2.34)
on a alors :
Yo eV (Q): /g va(y) [(‘70’33 (1 + ugn?,) + ooﬁgug\w) 531)3} dx+
+ [ Va) ("% s + 0" () uby, + o) Ogsda =0, (235)
d’aprés le théoréme 6 ; on obtient :
(coefficient de d3v3 )
o3 (1 4+ ) + 0”7y =0, (2.36)
(coefficient de dsvs )
O_O,SSG’Y(S (y) ugHS + 0.0,73a06 (y) ugH'y + 0_0,36 —0. (2'37)
On obtient le systéme d’équations
50:33 (1 0 ) o0y =,
3(13 3|1y (2.38)

5033078 (y)) ugH?) + 097307 () ugHv 4035 =,



48

ce systéme d’équations linéaires admet une premiére solution triviale
o0 =% =0, " =0. (2.39)

Maintenant, on considére seulement cette solution, elle a été construite de fagon a retrouver
par linéarisation le modeéle limite, le modeéle linéaire de coques membranaires.
Dans le cas contraire, on trouve une deuxiéme solution
1+ ugHB =0,

0 _ 0,3y _
Unyiz 0, o 0

ce qui correspond a un autre modele de coque membranaire (cf. Paragraphe suivant).
Etape 3 :

La premicére équation du probléme (P!) (d’apres (2.39)) est :

VreX: /Q Va (y)Sijrs (0) (2) 0% 78 dz = /Q Va (y)EzQHj (u°,u') 7 da, (2.40)
telle que :

1

on prend dans (2.40) 73% = 73 = 733 = (0, on obtient :

v (%) e (@) /Q Va ) Sapms (0) (2) 707 do = /Q Va)Eys (u) 70de, 727 = 77,
(2.42)
donc :

0B (x) — DoByo (x) E2||6 (uo) WV € Q. (2'43)

La deuxiéme équation du probleme (P') (d’apreés (2.39)) est :

Yo € V(Q): /Q Va(y) <UO’Q6F3H5 (uo,v) + al’ijF;H} (uo,ul,v)> de = (2.44)

= /Q\/a(y) fOda + Va (y)hvdsS. (2.45)

ryur—
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Pour les fonctions testsv =n € V (w) = {7} e (Wt (w))3 ,n =0 sur 70} indépen-

dantes de x3, le probléme variationnel (2.45) se réduit a (F??Hla (UO, ul, 77) =0, F;”13 (uo’ ul, 77) = 0) :

Trouver u° tel que, ¥ € V (w) :

P (w) .
fQ V a(y) o a’BFOW ( uo’ 77) dx = fQ Vv a (y)fo’imdlﬂ + fF+Ur_ Vv a (y)hl’inids
(2.46)
On pose
hi'(y) = hM(y,+1),Vyew
WY (y) = BNy, -1), Yy ew
) +1 1 1
P = ([ ) R @) ) e
On a
Trouver u® € V (w) telle que pour tout n € V (w) :
P (w) . (2.47)
o (5 5
o Vaw)A y) EDys () Foys (u¥sm) dy = [, v/a (y)p™ (y) midy
telle que :
1
0 0y _ 0 0 0 .0
s () = 5 (b5 + o + aPudjouls) (2.48)
1
0 0.\ 0 0
Fopp (W)m) =5 (Wana + 7o) + a8 + apqnqlla“p\\ﬁ) : (2.49)
Nqllg = 8,877q - Fggnr' (250)
|

Si le matériau qui constitue la coque est isotrope et homogéne avec l’ensemble
des déplacements inextensionnels Yz (w) = {77 e (wha (w))3 ; m =0 sur 7, Egllﬁ (n) = 0}

est réduit a {0}, les forces appliquées de volume sont d’ordre 0 (f? (¢) = f4°, on f40 est
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indépendant de ¢) et les forces appliquées de surface sont d’ordre 1 (A (g) = & h*!, ou h!
est indépendant de €) , on obtient le premier terme u® du développement asymptotique de

u (g), qui est indépendant de z3 et solution du probléme membranaire :

Trouver u° tel que pour tout n € V (w)
P (w) , (2.51)

2 Ju Va )b (y) BYy5 (u) F oy (wm) dy = [, +/a@)p™ (y) mdy

tel que :

1 () = (52 ) )+ (6 )0 ) +0% ) o™ () ) o €

(2.52)
Ce résultat est obtenu dans Miara B. [13].
Christophe C. [4] a montré que, si Yz (w) = {0} et si les composantes contravari-

antes des forces appliquées sont

F1e) (@) =" (x) 1 () (v) = A" (),

ot f40 et h¥! sont indépendants de ¢, le développement asymptotique de 0®? () commence
par un terme d’ordre 0 et celui de o™ (¢) par un terme d’ordre 1. Plus précisement, on

obtient la loi de comportement limite
o0 (y) = b7 (y) ESy5 (u),Vy € w,
ainsi que les composantes des o3 (¢)
ol = (I+24F)7' [(I+AUT)T" + 1331 Az]
ol = 9 [d (uo) 7331 _ T cof (I + UTA) Tl] ,

avec

d(u’) =det (I+U"A),
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et
g 1
(1 - %aaﬁEgHB) [(d(ut)))2 42T cof (I+UTA) AcofT (I+UTA) 2|
ou
11 12 0 0 0 0
U oo | e oo | Fie e
21 22 0 0 0 0
a a Uglr U212 E2||1 E2||2
0 13,1
U T
VA = 3H1 N Tl = s
ugH2 T23,1
tel que

3 1 +1
T3 = _hlvl—/l f(y:t) dt+% {h1’1+h1’1+/1 f(y:1) dt}-

Autre modéle formel de coques membranaires

Une deuxiéme solution

L+, = 0 | (2.53)
w3 = 0,077 =0
du systéme
7% (L4 ) + 00 Puy, =0 (2.54)

0,33,,v6 0 0,v3,,068 0 0,36 _
a”??a? (y) Uz + 07" a (y) Uy 020 =0
donne un nouveau modéle limite.

Proposition 15 : Une deuxiéme solution du systéme (2.54) est donnée par

0 _
1+u3H3—0

0 _ 0,43 _
ul., =0, V7 =
Y13 0, 0
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alors, le probléme variationnel limite qui lui est associé s’écrit :

Trouver u® € V (w) telque pour tout n € V (w),

—— (2.55)
fw a (y> (fj—ll 007a/6 (ya :1:3) d.’lfg) FS‘”B (’LLO, 77) dy — fw /a (y)p(),z <y) mdy
et 0993 = g03« = 0 5033 5928 gont solutions du systéme
Ss333 (0) 0933 + S3345 (0) 0% = -1
: (2.56)

Sys33 (0) 0% + 8,505 (0) 09 = EY ().

Preuve : u? est indépendant de x5 d’apres I'étape 1 de la preuve de la proposition

précédente.

D’apres (2.53) on obtient
0 (,0 .1
Egjs (v'u') = —3

Eg”a (UO,Ul) = 0

Alors I’équation 1 de (Pl) devient :

vr o€ % / Va @) {Siss (0) (@) 0% + 5505 (0) () 07 } 77 =
Q
- /Q Va(y) {—%7‘33 + EngS (uo) 7'76} dz,

alors
1
S3333 (0) o033 4 533043 (0) gVl — —5
S,533 (0) o3 + Sysap (0) of = E2|I6 (UO) 5

dans I’équation 2 de (Pl) on prend v =1 € V (w) indépendant de z3, on trouve :

Jova(w) [Uo’aﬁngnﬁ (um) + 0% g (“07“17“2777)} dz =

= JoVaW) ¥ mdr + [r o a(y)htndS,



93

tel que
Fg||3 (uo’ u', u?, U) = Vg3t (93u§ Oszvs +a’? (u?YH?, (—Fi’ka) + u;”383v5> ,
whyy = Osul — Taup — ol
donc
ang (0, ut,u2, ) =0, (77 €V (w) et UQ/IB = 0) ,
on a

/Q Va(y) o™ (u,n) do = /Q Va(y) f@nde + /F Va(y)htinds,

U

alors le probléme limite est :

Trouver v’ € V (w) telque
1 .
fw V a (y) (fj_]_ 0’0,046 (y7373) d$3) FS&”B (UO, 77) dy = fw Ja (y) PO,znidy
tel que %98 et 6933 sont solutions du systéme
S3333 (0) o033 S5308 (0) o008 — _%

Sa633 (0) %% + 85505 (0) 00 = B 5(u)

Dans le cas d’'un matériau homogene et isotrope, si la solution du systéme (2.54)

est donnée par

0 _
1—|—u3H3—0

0 _ 073 _
Unyi3 0, o 0

alors le probléme limite qui lui est associé est :

Trouver u® € V (w) telque pourtout n € V (w),

Jos Va)APPEY o (u®) FY 5 () dy = [, \/a(y)p™ (y)n; dy

(2.57)
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ou

1 A

Fjs (u®on) = Fjys (u’,n).

Ce résultat est obtenu par Christophe C. [4]
Lorsque la solution formelle u” de (2.57) existe elle est un point stationnaire sur

V (w) de la fonctionnelle
1 ~ ~ .
J(n) =3 / Va (g APPES o (u0) FOs (u0,m) dy — / a(y)p™ (y)n; dy.

2.3.2 Modéele formel couplé flexion-membrane

On se propose de donner un modeéle bidimensionnel obtenu par ’analyse asymp-
totique formelle & partir du modéle tridimensionnel de coques élastiques minces constituées
d’un matériau anisotrope et non homogeéne. On donne également les équations formelles
vérifiees par le tenseur limite des contraintes.

On suppose qu'il existe deux fonctions f? € (L2 (Q))3 et B* € (L?(Ix U I‘_))3
telles que :

f(e) (z) = €2f? (z) pour tout z € €, (2.58)

h(e) (z) = &3h3 (x) pour tout z € T, UT_, (2.59)

et I’ensemble des déplacements inextensionnels

Yr (w) = {77 e (wht (W))S ; m =0 sur v, Egug (n) = 0}7

n’est pas réduit a {0} .
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On substitue (2.58), (2.59) et (2.11) dans (P (&,12)), et on identifie les termes du

10 el 2 et €3 respectivement :

VreX: [oy/a (y)E;||23T33da: =0

YoeV(Q): [oa (y)00733F3_”23 (v)dz =0

(P , (2.60)

VreX: [ [ a(y) {Eg_”13733 + 2E3_H1a7'30‘} + 3 (\/g)l (x) E:,’_H%’ng} dx =0

Yo eV (Q): [q [\/a (v) {Uo’ijF;H} (v) + 01’33F;”23 (v)} +x3 (\/g)l (x) 00’33F3TH23 (v)} dr =0
(2.61)

VT €S [ v/a(y)Sijr (0) (z) cOMriidy =
- [ fa B, + x5 (v5)' (2) Bl + 23 (5)” (2) E5||23733] dz,
YoeVvi(Q): [\/@ {GO»UF;?” @)+ NI (o) + 022 (U)H do+

+ /o [m3 (\/ﬁ)1 (x) {ao*ijF;H;. (v) + 01’33F;”23 (v)} + 23 (\/5)2 (x) 00’33F§”23 (v)} dr =0
(2.62)

Ve S fo [Va) {Sum (0) oM + 23Sk, (2) oM} + 25 ()" (2) Sigut (0) 0OH] rifde =
— o [P @) B+ Bl e+ (V8) (@) B 03 (5)° ) B
Yo € V(Q): fo [VaW) {o™F g (0) + 0™ 9r 1) (0) + 0 1 (0) + 00 (0)}] de
+ 1, [m (va)' (2) {02733@“23 (0) + oM 5 (0) + 0% (U)H dr+

i [xg (\/5)2 (2) {01,33F§H23 (v) + aovijF;”; (U)} +ad (\/5)3 () 00,33F§H23 (y)] dx =0

(2.63)
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v e S fo [Va®) { S (0) 0 + zgSLy, (2) oW + 2353, (@) o®F L] riidat
+ Jo [75 (VA)' (@) { Syt (0) 4+ w3 SLy () 0041} + 23 (\/g)2 (2) Sijna (0) *H | 7o =
= Jo |74 (V)" (0) B5fyr®® + o} (v8)° (0) Ejr + a5 (V9)' (@) Blyr + /W)Y | do,
VeV (Q): fo [Vaw) {o4 B ) + e IF @) + a2 IFY (o) }] ot
+ Jo [VaW) {®TF2 (0) + o FY; () }] dat

+ Jo |23 (V) @ {0*BF 3R ) + 02U 3} (0) + U F Y (0) + 09 (v) }] dat

+Jo |73 (V8)* @) 0% F Y, () + 23 (v5)” (@) 0% F 1 () + 23 ()" (@) a*%3F 32 (v)| do =
= [ Va () f2vde + Jo,ur. Va (y)h3ivdsS.

(2.64)

Nous énongons maintenant quelques lemmes qu’on aura besoin dans la preuve de la propo-
sition suivante.

Lemme 16 : Le premier terme ug du développement asymptotique de u (g) est
indépendant de z3.

Preuve : Voir I'étape 1 de la preuve de la proposition 14. B

Lemme 17 : [ ;; (u,v) est la dérivée de Gateaux du tenseur des déformations
de Green- Saint-Venant au point u dans la direction v.

Preuve : La dérivée de Gateaux de Ej|; (u) au point u dans la direction v est

. E; i (ut6v)—E; ) (u
hm9~>0 zH]( 9) zH]( ) —

= limg—0 55 (Bvi; + 00515 + 09" (Um)jiVs |5 + U Vs]i) + 029"V 04)1s)

3 (g1 +vig5 + 975 (@) (Uil + Uy Vs))) = Fajs (w,0) -

Lemme 18 : E%. =0, 0% = 0, 013 = ¢b% = (0 et ob*F = DoBo ()

illg

E;”C; (uo,ul) .



Preuve : La deuxiéme équation du probléme (PO) est :

Yo eV (Q): / Va (y)oo’ijF;H; (uo,ul,v) dr =0,
Q

(puisque F 3_H23 (u®,v) =0, u° est indépendant de z3), alors :

0,33 0 0,73,,0
o 1+u o7%y =
( + 3“3) + 3|y 0

I

0'0’33(1,76 (y) %1 to ,73 ad (y) + O'O 35 _ =0

Yoy
admet la solution triviale :

G033 — 0 o003 — 5037 — g,

La premicre équation du probléme (P1) (d’apres (2.65)) est :

Vrex: /\/ Y)Sijrs (0) (z) 0270 ”da:—/\/ y) By (u®,ut) rda,

donc :

0% () = D*° () EY) 5 (u°) ,Va € Q.

La deuxi¢me équation du probléme (P') (d’aprés (2.65)) est :

Yo eV (Q): /Q va(y) {UQO‘BFgﬂﬁ (uo,v) + Ul’ijF;H} (uo,ul,uz,v)}dx =0,

on prend dans (2.68) v=n€V (w), (FZHJ (u, ut,u?,n) = 0) on obtient :

Vn eV (w /\/ )oteB 0 HB( ,n)da:fO

on substitue I'expression de ¢%*# dans (2.69), on obtient :

Vn eV (w / Va (y) DY ( H5 (uO) FgHB (uo,n) dx =0,

o7

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)
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r gH P (uo, 77) est la dérivée de Gateaux de E’(Y)H 5 (uo) au point u° dans la direction 1 (lemme
17), alors la solution u’ de I'’équation variationnelle (2.70) est le point stationnaire de la

fonctionnelle positive

neV(w / VaW) AT (y ) ES)5 () Egy 5 (n) dy,

si nous considérons que u est le minimum de la fonctionnelle précédente, alors ESH 5 (uo) =
0, donc u est un champ de déplacement inextentionnel. D’aprés (2.67) et (2.65) %% = 0
et d’apres (2.66) E ” (u’,ut) =0.

On substitue (6%% = 0 et 3_”23 (uo, v) = 0) dans la deuxiéme équation du probléme

(Pl) , on obtient :

Yo eV (Q): / Va(y)oh¥ F’L_H; (u°,u',v) dz =0, (2.71)
Q
d’apres le théoréme 6, on obtient :

1,33 0 173,0 _
o (1 +u3H3) +o U 0

6 0 _
01’33617 (y) H +o ’73 o (y) O,H,Y +U 3 =0
ce systéme admet la solution triviale suivante :
o133 =0, o113 =13 = 0. (2.72)

D’apres les résultats précédents, la premiére équation du probléme (P2) devient

VreXx: /Q Va (y)Sijys (0) (x) o dg = /Q Va (y)EilHj (uo, ul, uz) T de, (2.73)

on déduit alors :

ob % = D (z) B 5 (u,u') Ve € Q. (2.74)
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Lemme 19 : Le systéme d’équations non linéaires :

,
0 _op0 _ .0 0 aB, 0 .0 0,0 _
2EY)j3 = 2B5)) = uj)z + gy + g g3 + g g3 =0

0 _ om0 _ .0 0 aB, 0 .0 0,0 _
2Ey)j3 = 2B3)5 = Uz + gy + ™y gty 3 + Uiz atizys =0

0 _9,0 aB, 0 .0 0,0 _
2 B3 = 2 ug3 + a%uq)3up)z + g atzyz = 0

admet deux solutions, on s’intérésse & la solution suivante (on retourne dans le cas linéaire)

.
0 _ _ a2,,0 0 2,0 ,0
Uy)j3 = (1 +a ua”2) Ug)y +a U1 U325

0 _ al,0 ,0 al, 0 0
Ugz = @7 Ug otz <1+“ “a||1) Us)j2>

1
0 _ _ aB,0 .0 |2 4 _
Ug)z = {1 a u3Hau3HB] 1=

— 00,0 al (52 0 o _,0 0
@ Uy g T 00 (“anlumu “anz“aul)'

Preuve : Soit Z est un vecteur et A, M sont des matrices définies par

1+ a®tu? a®?u?
Z(uo) =7Z= (ugHa) , A= (aaﬁ> , M (uO) =M = elit

al, 0 a2,,0
a® g 14+ a*u
Si on annule le champ de déplacement u°, la matrice M se réduit a la matrice d’unité.
Par conséquence, on suppose que, au moins «? dans un voisinage compatible de 0,

la matrice M est inversible.

Les relations E3|3 (uo, ul) = 0 s’écrivent comme :
0 _ 0 -1
(wys) == (1+ u§5) M7,
2
(14 ugy) 1+ Z27"MTAMLZ) = 1.

On démontre maintenant que :

1+ Z2"MTAM 17 =
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Puisque u° appartient a 'espace de déplacements inextensionnels,
1
0 0y _ 0 0 5,0 .0 0 .0 ) _
B () = 5 (udys + o + a7yl s + udoufys) = 0,

alors :

U+ U +UTAU + 22" =0 avec U = <u3||5> :

En plus :
M =1+U"TA.
MAT'MT = A"+ U+UT+UTAU =A™ - 227
= (I-zz"4)A™,
MA'MTAZ =7 -7 (Z2"AZ) = (1-2TAZ) Z,
AZ=(1-z"AZYM TAM'Z,
ZTAZ 1

Ve T TAM Ty =242 1
+ 1 _ZTAz "' T 1 zTaz

d* (u®) = det (MMT) = det (A)det (MA™'MT)
= det(A)det ((I —ZZTA)A™)

= det (I —ZZ"A) =1—tr (ZZ"A) +det (2Z"A) .
det (Z ZTA) = 0, puisque la matrice ZZ7 est singuliére et :
d? (uo) =1—tr (ZZTA) =1-7T4AZ=1- ao‘ﬁuguauguﬁ.
Alors, on obtient le résultat suivant :

2 2
0 2 0 0 1 _p2 0 0 0 0
(1 + u3||3> =d* (u’) = (1 +a%ug s + a*'a” (%ulumu - “aH2“ﬁII1)) :
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Les deux solutions dans le cas non linéaire s’obtiennent si :

Mais, dans le cas linéaire on obtient la solution unique “3”3 1in = 0. Mais par le retour au

cas linéaire dans le modéle non linéaire, on garde seulement la solution :

L uyy =d (), (udys) = —d (u®) M2,

On note qu’on peut aussi écrire expréssion de u? ar la forme équivalente :
HE

af g2({,0 .0 .0 ,0
ugys = a®ugy s +a™a” (g ugy, — ugpudy, ) -

Proposition 20 : Si l'espace Yr (w) des déplacements inextensionnels n’est pas
réduit a {0}, on suppose qu’il existe f? € (L? (Q))3 et b3 e (L* (P4 U F_))3 indépendant
de € telles que :

fe)=¢€f2 h(e) =07,

Alors u° est indépendant de x3 et le couple (uo, ¢ 1) satisfait le probléme variationnel limite

de dimension deux posé sur w :

Trouver (u?,¢') € (Vi (w),V (w)) tel que pour tout (,v) € (Z (u°) (w),V (w))

L \/_{Aaﬂ’75 ) EM g (u0,¢1) FMS(¢hm) + AT (y) ELL g (u0,¢1) F125 (u®,m) }dy+
LVl A () Bl (u) Ejls (¢1n) + 4557 () By (%) Effy (u.) f dy =
:];vﬁﬁﬁ{fiﬁﬂ2¢@+4ﬁ?+hT}ni@h
S Vo) {45 () F (u0,¢) ES (u0) + AR () Bl (1) Flyy (u0,0) }dy = 0.

(2.75)
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Tels que :

N = {ne (W w)’

LEQ5 () = 0, swrw; =9y n=0sur v},
Z (UO) (w) = {77 € (W2’4 (w>)3;F2HB (uo,n) =0, sur w; n =0y n =0 sur 70} ,
Vi = {ne (@) n=0suq},
Eyg (uu') = Eijg (u%.¢") + 23BN, (o),
Ejis () = Fjis () + 23 F5f5 (),

R (y) = B (y,—1), b3 (y) = h®(y,+1), Yy € w,

ul = Cl —|—x31/J1.

Preuve : On divise cette preuve en deux étapes.

Etapel : L’existence des expréssions de u!, Eolzll s et Fvl\l 5

D’apres le lemme 19, le terme u! dans le développement asymptotique (2.11) est

de la forme
1 1 1
U :C —l—l'g?[) ;
ou ¢!, 4! sont indépendants de z3, tel que
1 _ 1_,0 o, 0 1 _ 1_ .0
Yo = a3uoz = Uqy)3 — boug, 3 = 83U3 = Ug|3>
plus précisement
1 _ o, 0 a2, 0 0 a2, 0 0
Y1 = —blu, — (1 +a Ua||2) Ug)p + @ Uy U325
1 o, 0 al, 0 0 al, 0 0
Yy = —byu, +a™ugpuz)y — (1 +a uaHl) U3l

1 _  _aB,0 al B2(,0 0 0 .0
vy = aTuggtata (“anl“mu “all2“ﬁlll>’
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et la condition ¢! € V (w) implique :

3
u’ €V (w) = {77 € (W2’4 (w)) ;EEYHB (n) =0, sur w; n=0nN n=0sur 'yo}.
On démontre que
1 0,1\ _ g1l (,0 =12
Eapp (0", u) = Eqls (u, ) + w3 Bl (u°)

ou

Nal\ﬁ( °.¢Y) = Fa0||5(u07C1),

_ L 1 .
12 0y _ 1 0 0 k1) 0 1,0 0
B () = Fop (") = Thjud = Sa7 (TNl + udpo I ) uf + 5971l

1 3 g
101y L 1 ij (1.0 0 1 1,0 0
By () = 5 (ubys + by + a7 (ulyoudys +udulys ) + gl udys )
avec
1 k0 1 ka1 0
= Oqu; — I';2 uy, — 23l uy,

Uil
comme u!' = ¢! 4 231!, on obtient
-1 k,0
Ua = Cla+23%ijar (o = 0ali — Tia Chs
-1 ko1 k,0
sz)i”oc = wz”a F uk’ wz”a = oﬂ/’z F ¢k7
et
1 0,1y _ 70 0 1 =12 (0
Eas (0 u') = Foyg (v, &) + a3 Egjg (u)
tel que Eiﬁ 5 (uo) est indépendant de x3 et
~ 1 1
12 (,0y _ 120 0,1 k1 k1 0 0 1kl 0 1,0 .0
Eqjip (u7) = Foyp (u”,9") — (Faﬂ +t3 (Fm Ujig + Uijals )) uj, + 5977 Ug o r | g-

Les quantités ¢! | Ffj?l se trouvent dans le développement de g% (¢) , Ffj (€) respectivement

(théoreme 7).
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Pour v € W4 (Q) ,

Fats () (@) = 5 (vas + vsin + 97 (&) (i (€) 5 + gtz (4)))

ol
vj|8 = Vj||8 5:(;3I‘jﬁ Vg = ey Vjjig = 0pv; F]ﬂvk.
Pour
1 _ 41 21 A1 Fk 1 0
Ui = Cila + 23%ijar Vija = Vija — 0
on obtient

Fi”,@ (v) = ﬁalﬁg (Cl, v) + xgﬁollﬁﬁ (uo,v) ,
ou Flﬂg (¢hv), F, allﬁ (u’,v) sont données par :

~ 1 .
1 _ 1 0 0 1
Fils (¢ho) = 507 (ChatBis + 0jalhis)

Faflg (u0) = ~Tggun + %aij @z‘lna”?\w + Vil @A/’;Hﬁ — ugjo L35 0r — Tig v “2\%) +
%9”’1 (“%a”ﬁ\ﬁ + ugl\ﬁvglla> :
En plus ¢! vérifie équation
o e V(W) [, Valy) { AT W) FYs (60, C1) FOy (u0,0) +
A ) B

aits (W0) Fys (w2, U)} dy =0,

(d’apres la deuxiéme équation du probléme (PQ) , v est indépendant de x3 ).

(2.76)

Etape 2 : I'obtention du modéle limite.

La deuxiéme équation du probléme (P3) est :

Yo € V(w): /Q [ a(y) { 2”FZH]( )—i—ol’ijF}Hj (v)} +z3v/9' (z)o ”FZH] (v )] dr =
/ Va @) foPvide + / NZIO
Q ryur—
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on prend v =17 € Z (u°) (w) tel que :

Z (u%) (w) = {77 e (W24 (w))3;F2”5 (u®,m) =0, sur w; n =09y n =0 sur 70},

on obtient

vn e Z (u /\/ 1”F 15 (1 d:z:—/ Va (y) fo*ndx + Va (y)h>n,ds.

Iy ur—

Alors, d’apreés la deuxiéme équation du probléme (P3) et le lemme 18, (2.76), on obtient le

probléme suivant

;

Trouver (u®,¢') € (Vi (w),V (w)) tel que pour tout (n,v) € (Z (u°) (w),V (w))

S V) {4377 () Bl (0,61 By (L) + AR ELL (0,61 By (0,m) }dy+
o Va ) {4577 () BI2, (u°) Flfy (M) + AS5° () B () 325 () } dy =
= [ \/_{ [ Fi2dmg + 1P + hi;?’}nz- dy,

S Vo) {4577 () By (00, ¢1) By (a0, 0) + AT () B3 (u0) By (u9,0) } ey =0,

Lods V. & Miara B. [12] ont montrés que, le premier terme u° du développement
asymptotique de u (g) est solution d’un probléme bidimensionnel qui dépend des hypothéses
sur les forces et de la géométrie de la coque ©° (w), constituée d’un matériau homogeéne et
isotrope (matériau de Saint Venant Kirchhoff). Plus précisement, lorsque ’ensemble des
déplacements inextensionnels Yz (w) n’est pas réduit a {0}, les foces appliquées de volume
sont d’ordre 2 (f (¢) = €22, f? est indépendant de ¢) et les foces appliquées de surface sont

d’ordre 3 (h (g) = £3h3, h? est indépendant de ¢) , alors u® vérifie le probléme en flexion :

Trouver u’ € Vy (w), pour tout n € Zy (u®) (w) tel que

2 AW () By (u0) FLy (u0m) dy = [, v/a ) { [} f2das + b + h2 Ly,

(2.77)
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ou
3
Viw) = {ne (W2 )" B ) =0, surw; n =0y n=0sur 7},
3
Zr (0) @) = {ne (W2 )" FOs (um) =0, surw; 1=y n=0sur v},
1 0 0 0 1 k,1 1 ka1 0 0 k,1 0 1 1,0 0
Egpp (0') = —Foys (w97 + (Faﬁ + 5 (Tl +uj T3 )) up — 597 g5,

sont les composantes covariantes du tenseur bidimensionnel de changement de courbure

dont les dérivées de Gateaux au point u° dans la direction 1 sont données par :
~ 1 .. /~1 ~1
1 0 _ 1kl 0 0 0 1kl k.1 0 0 0
Fo (u',n) = Lopnetza? <¢iua77j”5 + Mijla YiIs — Yijal s M — Lid Mk UjH,B) +Eys (u”, 7 ()
ou ¢! = 93 ul avec

0o _ a2, 0 0 a2, 0 0
Uj3 = (1 ta %nz) Ug)p T a7 Uy Uz 25

0 _ .al,0 ,0 _ al, 0 0
U3 = @ Ug2U3)1 (1+a “a||1> Us)j2

0 _ 0 1,82 0 0 0 0
| uSjs = aPugy s+ ala” (“am“mu - “am“mu) )
ou
~1 k1 ~
¢iHa = ¢1 - Fia ug et v (77) =T + 23T (77) eV (Q) )

il

sont les vecteurs tels que

Fy; wm) = Fy; (), n€ Zs (u?) (),

et ou 7 et 7(n) sont les éléments de V (w), les 7(n) étant définis de fagon unique par les

relations
20 \.0 20 ).,0 2(0 .0 0 .0
—71(n) = —b7n, — (1 +a® Ua||2) N1 — (1 +a® 77a||2) ugy + a® (Ua||1"73||2 + 77a||1’“3||2) ;

1,0 0 1,0 0 1 0 0 0 0
2 () = b, — (1+a® ) np — (1 + ™y ) +at (udpnyy )
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0 1 _p2 0 0 0 0 0 0 0 0
73 (1) = a1y 5+ a'a” (“anl”ﬁnz +la1g2 ~ Yaj2g)1 — ”anz“ﬁul) :

Plus précisement Christophe C. [4] a obtenu la loi de comportement limite

o0t = OB 5 (u°) = —aab* OB 5 (u)

ainsi que les premiéres composantes des o (¢) :
o0 = T2 4 a®uy T™? = (I+ AUT) T? + T2 AZ
||y )

0% = d (u°) 732 — ZT cof (I + AUT) T?,

ou

2
1 . . ~ ~
T’Y3,2 _ _3332 {aUT'ycr,l + T’yo,ll—wg; + T'yo,ll—wz:; _ TSU,le} ,
2
221 (. ~ ~ -
T33’2 - _ 32 {8UT30',1 + T30',11-\g>; + Tfyo,lbwg} ,

Frol — _ {baﬁW + b“ﬁ"pa‘”ugnp} Ejs (u°),

=351 _  1aB6p, 0 1 0
T8 = =b"Pugy Eop (u”)

11 12 0 0
a a Uy Uy
A pr— 5 U pr— 5
21 22 0 0
a a Uy Uy
ung ) T13,2
z = , T = ,
0 23,2
Ui T

d(u’) =det (I+UTA).
Ciarlet P. G. & Daniel C. [7] ont montrés 'existence de la solution du probléme

bidimensionnel en flexion si § € W2 (w,R?) (p > 2).
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Remarque 21 : Roquefort A. [16] a proposé, dans cet article, d’étudier ’analyse
asymptotique des coques isotrope et homogéne non linéaires, en considérant le champ de
déformation plutdt que le champ de déplacement qui a été utilisé par Miara B. [13] dans le

méme cadre, ce qui a pour effet de simplifier I’analyse asymptotique.

2.4 Linéarisation des modéles limites

En linéarisant les modeéles précédents, on retrouve les modéles bidimensionnels de
Iélasticité linéarisée (Patrick G. [15]).

Lorsque ’ensemble des déplacements inextensionnels linéarisés
Yflm (w)={ne H (w) x H (w) x L* (w); Yap (1) =0 dans w et n, =0 sur v},

est réduit a {0}, les forces appliquées de volume sont d’ordre 0 et les forces appliquées de
surfaces sont d’ordre 1, alors u° est indépendant de x5 et vérifie le probléme bidimensionnel

membranaire linéaire :

Trouver u’ € V,, (w), tel que pour tout n € V, (w),

1A @) Yap (1) ver (1) Va(y)dy = [,/a(y) [fff Fi0das + b5t + hﬁl] n:dy,

ou

Vm(w)z{neﬂl(w)XHl(w)xL2(w); na:0sur’yﬂ},

Lo 0
Yap (M) = B (7704\5 + 775”&) ;

0 k,0



69

Si le matériau est homogene et isotrope, alors u° est indépendant de x5 et vérifie le probleme

bidimensionnel membranaire linéaire :

Trouver u® € V,,, (w), tel que pour tout n € V,,, (w),

2 [ 6997y 5 (u0) v4r (0) Vady = [, \/a(y) [fff fi0dws + bt + hﬁl] n;dy.

Si la coque est encastrée le long de son bord latéral et la force appliquée de volume f (¢),

(2.78)

(f(e) (z) = %% (x), fO € (L? (Q))S), Ciarlet P. G. & Lods V. [8] ont montrés que u (¢)
converge vers la limite u lorsque ¢ — 0 dans l'espace (H' (w) x H! (w) x L? (w)), avec u

est indépendant de x3 et la fonction

appartient a l'espace

Vi (w) = Hg (w) x Hp (w) x L? (w)

et satisfait le probléme bidimensionnel membranaire linéaire suivant :

/w %7705 (C ) Vor (1) Vady = /w Va(y) { / :1 fi’odrcz] midy,

pour tout n € Vs (w).

Christophe C. [4] a montré
o (e) — 0?0 = bo‘ﬁ‘”q/aﬁ ( uO) lorsque € — 0 dans L? (w),
0% (g) — 0 lorsque £ — 0 dans L? (w).
Ciarlet P. G. & Sanchez P. [11] ont montrés 'existence et 'unicité de la solution du

probléme bidimensionnel membranaire d’'une coque linéairement élastique encastrée, dont

la surface moyenne est uniformément elliptique.
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Patrick G. [15] montre que, lorsque ’ensemble des déplacements inextensionnels
linéarisés Y}in (w) n’est pas réduit & {0}, les forces appliquées de volume sont d’ordre 2.

Soit u (¢) € V (€2) I'unique solution du probléme tridimensionnel

Trouver u (¢) dans V (Q) tel que: Yv € V (Q)

Jo Vg () ATE (e) exy (€) (u(€)) ey (2) (v) dx = [ /g (e)e® f+? vid,

(2.79)

1
cal|s (€) (v) = 5 (Davs + Jpva) — Ty () vpy

1 1
cots (6(6) = 3 (uta + 20000 ) = T2 €)on

1
eq3 (€) (v) = Z0sus,

V(Q) = {UE (Hl (Q))B,U:OSur Fo},

alors il existe u" indépendant de x3, tel que u® € Vg (w) et il existe ' € V] (w) tel que en

notant ' (¢) la composante de Lu () sur V4 (w) dans la décomposition
Viw) =V (w) oW w),

u (g) — u® lorsque & — 0 dans H' (),

u* () — @' lorsque € — 0 dans V; (w),

ou (u’, u') satisfont le probléme variationnel pour tout (1, x) € Vp (w) x Vi (w) :

Jo VA { (457 @) 7,6 (@) = A7 () s (1°)) vas (0
~ (4577 @) 1m0 (@) = 4557 () s () ) pas ()} dy = [, Ja o) | [} 2| midy,

et

g 3,1 = 07 0'1’&6 = .Daﬁ’y(S (x) e,]i/H(;,
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tel que %eiH ; (€) converge fortement vers egﬂj dans L2 (9) .

Ve (w) = {n=(m)€H () x H (w) x H* (w),n; =13 =0
SUr Y0, Vg (1) = 0 sur w},
VW) ={n=m) e H @)*in=0suw1},
Vo (w)={n eV (w);vas(n) =0surw},
V(@)= Vo (@) @V (),
@ : est la somme directe.

Lorsque ’ensemble des déplacements inextensionnels linéarisés Y;m (w) n’est pas
réduit a {0}, les forces appliquées de volume sont d’ordre 2, les forces appliquées de surfaces
sont d’ordre 3 et la coque est constituée d’un matériau homogeéne et isotrope, alors u® est

indépendant de x3 et vérifie le probléme bidimensionnel en flexion linéaire :

Trouver u’ € V (w), tel que pour tout n € V,, (w),

2 [ b8p,5 (u0) por () Vady = [, \/a(y) [fff fi2das + b+ hi_’?’] nidy,

(2.80)

ol
Pap (1) = Oz — T0506m3 + bF (Dany — Toen,) + 05 (8/3770- - ngm) +
+ (85173 =+ F%j’ ; - F;Ebg) No — 004/37737

sont les composantes covariantes du tenseur bidimensionnel linéarisé de changement de
courbure et ot (¢,3) sont les composantes covariantes de la troisieme forme fondamentale

de la surface S définies par cog = bibyg. Dans ce cas Ciarlet P. G. Lods V. & Miara B. [9]



72

ont montrés que le déplacement u (g) converge dans (H* (w))3 vers u lorsque ¢ tend vers 0

et la fonction
1 [t
(= —/ u drsg,

appartient & l'espace
Vr(w) = {n=()eH" (w)x H" (w) x H* () ,n; = On13 =0
SUr Y, Yo (1) = 0 sur w},

et satisfait le probléme bidimensionnel en flexion linéaire suivant :
1 5 e
g/bo‘ﬁ” Pap () por (1) \/Edyz/\/a(y) [/1 /o dws] ;Y
w w -
ou

Pap (M) = Oapnz — 050013 + b (Jan, — Tlon,) +07 (85770 - FZZ%) +
+ (003 + T37b0 — TGB67) 115 — Capnls,

pour tout n € Vg (w).

Christophe C. [4] a montré que lorsque € — 0

1 ~
gaaﬁ () — 0Pt = g35P! = —xgbo‘ﬁ'y‘spw; (uo) dans L% (),
2 _
i(70‘3 £) - o2 = 18 L 055 Pt 4 GodApBr L GAGITax| qang g (—1,1, H ! (w)),
c2 2 B 58 da
L 33

2
-1
—03 (e) — ¢3?% = _w32 boégo'o‘ﬂ’1 dans H* (-1, 1,H ! (w)) -

Par linéarisation, le probléme variationnel (2.57), on obtient (voir Christophe C.
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Trouver u’ € V; (w), telque pour tout n € V; (w), telque
S A58 () e (m) Vady = § [, X a7 (a7l 005+ Sy nd)5 ) /a (y)dy =
= fw aa/BwVaﬂ ( UO) Yor (1) Vady — % fw A a”‘sug\hng”g Va (y)dy =

=35 oA, (n)Valy)dy + [, p"° niv/a(y)dy,

tel que

Vi(w) = {17 = (n;) € (H (w))*,n; = Onng = 0 sur 7, Yo (1) = 0 sur w} ,

ou

AP0 = \g®Pa0 + (,u — %) (a‘”aﬁ(s + ao‘(sam) ,

et on ne retrouve pas donc le modele linéaire (2.78) de coque membranaire.

Remarque 22 : La matrice a reste définie positive pour des matériaux tels
que lacier (A = 10.10°Kg/cm? et p = 8,2.105Kg/cm?), le fer (A = 9,9.10°Kg/cm? et
p = 7,8.10°Kg/cm?), le bronz (A = 6,2.10°Kg/cm? et u = 3,8.10°Kg/cm?), le verre
(A = 2,2.10°Kg/cm? et p = 2,2.10°Kg/cm?), le nickel (A = 1,3.10°Kg/cm? et p =

0,85.10° K g/cm?).
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Chapitre 3

LA JUSTIFICATION D’UN
MODELE DE COQUES MINCES
NON LINEAIREMENT
ELASTIQUES MEMBRANAIRES
PAR DEVELOPPEMENT

ASYMPTOTIQUE DE
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L’ENERGIE

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on effectue ’analyse asymptotique d’un modéle tridimensionnel
de coques non linéairement élastiques minces membranaires, constituées d’un matériau non
homogéne et anisotrope. On choisit la déformation de la coque comme inconnue du prob-
léme de minimisation de I’énergie, et on applique la méthode des développements asymp-
totiques formels, avec ’épaisseur de la coque comme petit parameétre. On trouve le modéle
bi-dimensionnel de coque membranaire.

On considére une coque F = ©° (©°) de surface moyenne S = 6 (w), (w est un
ouvert borné connexe de R? de frontiére v, § € C3 (w, R3)) et d’épaisseur 2 > 0 (g est
petit), constituée d’un matériau élastique non homogeéne et anisotrope.

On applique aux coques la méthode utilisée par Pantz O. [14] pour les plaques,
Poriginalité de ce travail étant d’obtenir I’énergie formellement en considérant la déformation

comme inconnue du probléme membranaire non linéaire.

3.2 Formulation du probléme tridimensionnel

On prend les mémes notations de la section 1.4 (chapitre 1) tels que la coque est
soumise & des forces mortes volumique F et & des forces mortes surfacique he sur les faces

supérieure et inférieure fi\r et TS et encastrée sur la partie f‘% (I/% =70 X [-1,4+1] 79 C ),
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aussi la coque subit un champ de déplacement noté par ¢, le champ de déformation associée
est

O = I+ . (3.1)

En notant E° le tenseur des déformations de Green- Saint-Venant . L’espace des déforma-

tions admissibles est (voir Ball J. M. [1]) :

—

—_ —~ 3 —~ —_ —_~
Ay <Q€> = {\115 € <W1’4 (Qe)) , W est injective sur ¢, det (Va \I/5> >0

dans QF, W& = I, sur 1/“%} . (3.2)
On peut associer a toute déformation e I’énergie
7 (%) = 7 (%) - F (¥). 3)
La forme linéaire [¢ est le travail des forces extérieures

E (W)= [ e+ /A GRS, (3.4)
Qe I‘iUFi

tandis que I <\f/\5) est ’énergie interne
I (@) - /A we <£€VA€\17€) dz. (3.5)

Pour un matériau élastique non homogéne et anisotrope, la densité d’énergie interne W¢

est de la forme

WE (7, F) = 5 Ay () B

. < (F) Ej; (F) pour F matrice 3 x 3, (3.6)

ou

—

B (F) = % [FT.F - I5], (3.7)
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A = <%> est le tenseur de rigidité, il vérifie

A € L™ (@)

—
1>

Afjkz = A;ikl = Aklij = Ailﬂ ’ (3.8)

o~~~ —

de T F S5 vle c
\ de >~ O’Aijleleij > cré.T VTU» =7t

(VRSN Jt

Plus précisement, on a

— o~~~ 1 e~ — —_—\ —— [
we (xav v€\116> = 5 Af]k:l (xs) E’fj (\IIE) E/il <\I]€> )
ou
— 1 [ /e NT e~
Ee <\1:s> = [<v€m6> . (veme) - 13] . (3.9)
L’état d’équilibre de la coque d’épaisseur 2¢ est décrit comme étant la solution du
probléme

Trouver g/o\s € Ay <§/ZE) , tel que

T (%) =infge a7 (%)

Dans le cas général, il n’existe pas de solution ¢ au probléme variationnel présenté. Ceci

Pe <s?) (3.10)

tient entre autre au fait que la fonctionnelle énergie J mest pas semi continue inférieure
faible pour la topologie W14 ((ZE ;]R3) .

Le probléme précédent donné sur cette coque en coordonnées cartésiennes, étant
mal adapté a I’étude des coques, alors on réécrit le probléme en coordonnées curvilinéaires.
Les vecteurs de bases covariantes et contravariantes et les symboles de Christoffel associés,
le tenseur métrique et le tenseur de courbure de la coque O et de la surface moyenne S sont

données dans la section 1.4 (chapitre 1), le probléme précédent est donné en coordonnées
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curvilinéaires par

Trouver ¢ € Ay () , tel que
P () (3.11)

JE (%) = infye ¢ Aq(0e) J° (v9),

ou
JE(WE) = I° (UF) — 17 (¥F), (3.12)
1 g
I¢ (\IJE) — 5 /E R /gs (IEE) Az]kl,a (:136) Ei5||j (\PE) Eli||l (\IIE) d:EE, (3'13)
€ (\115) — / \ /gz-: (l's)fi’s\l/;:dxs + / /gg ($€)hi’€\lffdse, (3‘14)
: S ure
1 ms
i; (¥) =5 (9 U Sy gfj) (3.15)
g = 05v7 — Fffv,i, (dérivée covariante de v°), (3.16)

Ag () = {\IIE e (wht (QE))S, U est injective sur Q°, det (V® ¥¢) >0

dans QF, ¥° = 0©° =0+ a5a3 sur I'g}. (3.17)
det (V/\E flf) > 0 = det (V° T°) > 0,

(puisque det (?‘5 @) = ﬁ det (V& 0¢), g¢ = det (gfj)>0).
Tels que

~

xf = 0° (2°) = 0 + x5as3, Va© € Q°, (3.18)

Ve (z°) = e (1/‘\5) = Ve o0 ©° (x°) = WS (2°) g"° (2°) ,Va© € O, (3.19)

K3

f€, h® et A® sont définies dans (1.39), (1.40) et (1.42) tels que A° = (AYKe) vérifie les

conditions (2.1).
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3.3 Mise a I’échelle

Les solutions ¢° du probléme tridimensionnel sont définies sur un ouvert £2° dépen-
dant de . Afin de réaliser une analyse asymptotique, on utilise la méme procédure et les
notations employées au paragraphe 2 du chapitre 2.

On pose

Ey; (@) (p(e) = Ej;(¥),
J(e)(¥(e)) = J°(¥9),
I(e)(¥(e) = I°(¥9),

L(e) (W (e) = (),

Le probleme P (Q°) est équivalent au probléme consistant a trouver ¢ (¢) telle

que

rouver Ag(Q) , tel que
oo Trouver  (2) € 44(9) | tel q a0

J(€) (¢ (e)) = infy(e) € ay) J(€) (¥ (€)),

ol ’espace des déformations admissibles est

Ag(Q) = {\I/ (e) € (W1’4 (Q))3, U () est injective sur 2, det (V(g) ¥ (g)) >0

dans Q, ¥ (e) =0+ ¢ xgas sur ['p}. (3.21)

J(e) (U (e)) =1(e) (Y (e)) —L(e) (¥(e)), (3.22)
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I(e) (¥ (e)) =€§/Q\/9(6) () AT (e) (2) By (e) (¥ (2)) Biyu(e) (¥ (e)) dar,  (3.23)
L(e) (¥ (6))26/9\/9(6) (@) f" (e) ¥; () da + . V9 (e) (@)h' () Ui (e)dS.  (3.24)

Nous supposons que le tenseur de rigidité défini sur w x |—1,+1[, A (¢) est indépendant de

g, c’est & dire qu’il existe un tenseur A indépendant de € tel que :
Ve > 0,z € Q, A°(11,20,6x3) = A(2). (3.25)

Nous notons AY* (z) les composantes du tenseur A (z) sur la base (g; (¢) .g; () .gx (€) .q1 (€)).
Quand A (¢) vérifie la condition (3.25), nous avons les AY* () vérifient les propriétés (2.15).
Nous allons lors de I'analyse asymptotique identifier une loi de comportement
limite.
Pour tout z = (y, x3) € €, nous pouvons décomposer A (x) sur la base

ai (y) -.aj (y) -ax (y) a1 (y) .

Autrement dit, A (z) s’écrit

Az) = ATR(0) (2) a; (y) a5 () -ax (y) a1 () , (3.26)

Nous définissons, pour = = (y,z3) € §2, un tenseur D (z) par

D (z) = D (2) aq (y) a5 (y) -ay (y) a5 () .

est l'inverse de la matrice (Sagys (%)), ot S = (Sijp (¢)) est le tenseur de souplesse associé,

alors

D (z) = A% (0) (x) — AP (0) (2) dyj (2) A7 (0) (), (3.27)

(voir Chacha D. A. [3]), ot d (z) = (d;; (z)) est la matrice inverse de la matrice (A%73 (0) (z)) .



81

3.4 Procédure du développement asymptotique

On note P (¢) () le probléme consistant & déterminer ¢ (¢) telle que

0() € Aa(Q) et T (@) ()= inf T () (¥(6)).

ol 'espace des déformations admissibles est
Ag(Q) = {\I/ (e) € (Wht (Q))g, U (g) est injective sur €2, det (V(g) ¥ (e)) >0
dans Q, ¥ (e) =60+ ¢ xgaz sur I'p}.

Les données du probleme P () (2) liées a la géométrie de la coque admettent les développe-
ments en puissances de € annoncées dans le théoréme 7, chapitre 2.

On pose
V@) (@) =Vay+) 25(/9) () &, Ve e
i=1
Hypothése 1 Les solutions ¢ () peuvent étre développées en puissances de ¢ par
0(e) =+ et + 2% + ... (3.28)

Proposition 23 : La fonctionnelle J (¢) admet un développement asymptotique

en puissances de €.

J(e) (1) = i J"(T) en. (3.29)

n=-—3

On repousse la démonstration de cette proposition a la section suivante. On peut
alors reformuler la suite des problémes P () comme une suite de problémes “simples”.
Proposition 24 : La solution ¢ (¢) = ¢ +ep! +2p? +... de la suite de problémes

P (g) est telle que
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ou
Adnir = {\I/ € Agp:J" (V)= inf J" (xfz)} ,
\I/EAdyn

et

Ag_3= {qf e (WH (R Y wnen e A, (Q)} .

n

On désigne par P, le probléme consistant & déterminer I’ensemble des minimiseurs
de J" sur Ag,. Cette proposition signifie simplement que ¢ (¢) est solution de la suite
récursive des problémes variationnels P,.

Preuve : La démonstration s’effectue par récurrence. On note P, la proposition

n
RS rw Aip::Ain
p=-—3

D’aprés I’hypothése 1, P_3 est vraie. Il suffit donc de montrer que
P, 1= P,.
Pour tout ¥ € Ag,,, d’aprés la proposition 23,

n—1 [e'e)
J(E) (W)= > JP(U) e 4" [ JM (W) +e)y JTHP (W) P | (3.30)
p=-3 p=0

De plus, pour tout p < n, comme ¥ € Ay, 1,

JP(T) = inf J? (\T:) (3.31)
\I’EAdJ,
On pose
n—1 _
M" (e) = _inf JP (W) P
p_Z_3 \IJEAd,p ( )

D’apres (3.30) et (3.31), pour tout ¥ € Ay,

J(e) (T) = M™ (¢) + &" J”(\I/)+a§:ﬂ+l+p(q/) er | . (3.32)
p=0
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On rappelle que ¢ est défini par ’hypothése 1. Supposons que P, soit vraie. Dans ce cas,
pour tout € > 0,

J(e)(p)=_if J()(T).

\I/GAdm
De (3.32), on déduit que pour tout € > 0,
" ntltp P = inf [J"(¥ JAP () eP | . 3.33
@) e T () & = it (T (8) e 30T () ¢ (3.33)

p=0 p=0

Pour tout o > 0, il existe ¥, € Ay, tel que

n < s n .
J (\I/"‘)—\pé%ﬁ,n‘] (V) + «

D’aprés (3.33) on a donc pour tout €

() +ed TP (p) 8 < [T (W) +e )y SR (T,) €

p=0 p=0
(o]
< inf n(\J n+1+p I P
< \Dérflxd,n'] (U)+a+e pz::OJ (T,) € |,

et faisant tendre ¢ vers 0, il vient

n < : n
J (w)f@éggm J" (V) +a,

et

J" (p) < @glf{d’ncf (¥),

c’est-a-dire, comme ¢ € Ay,

2SS Ad,n+1>

et P, est vraic. B
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3.4.1 Calcul des termes du développement asymptotique de I’énergie

On rappelle que E€ est le tenseur de déformation, et F (¢) est défini par :
E () (¥ (¢)) = E° (¥F)

et que

E(e) (¥ () =E(e) (P04 +..).

Lemme 25 : F (¢) admet un développement asymptotique en puissances de €

E(e) (¥) = f: E" () & (3.34)

n=-—2

De plus, les composantes £ . sont de la forme

illj
_ 1
E3|\23 (V) = 5 (33\113 D33+ a® (y) 937, (93\115) , (3.35)
_ 1 o .
g (¥) = 3 {a‘”‘ﬂ <—83\IfaF§’g U, — 03Wpls, \1/,,) + 2397 ag%agxlfﬁ} , (3.36)
1
Bys(¥) = 3 {39771 (~03WaTEW, — WL, ) + 0 TEW, TE0W

+a°‘/5 (—83‘1’a$3]:‘§g\11p — 83‘1{3%31—@5\1//)) + «T%ga’g’Q 83\Ifa83\115 . 1}37'37)

) 1
gt (9) = 5 (W), 005+ a2® () 99,0005, (3.38)
1

E{?Ha (‘Ij) = 5 {—83\1’3$3F§’al‘1fp + l‘ggyé’l\pg“aag\lf(;—l—

a7 (W0, D500, + sl wy ) | (3.39)
|
0 0 0 é 0 0
Eqs (¥) = 3 (‘I’sua U35 +a (y) oo W5 — aaﬁ) : (3.40)
1 n

W (@) =5 | Do g™t v T el | > 1 (3.41)

k=—2
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= 03Vs, 3H3—OSlk7§—1 ! H =0sil< -2, (3.42)

\IJSH?) 1Ha -

0 kO kl

z||a

g
(3.43)

gk, g5 et Ffj?l se trouvent dans les développements asymptotique de gV (), gi; (¢) et Ffj ()
respectivement.
Lemme 26 : I (¢) admet un développement asymptotique en puissances de €

= i I" () &", (3.44)

n=-—3

= 4 Jo Val) 3=t (4T (0) Bl () Bl (W) do
+ o X5 (# (VI@) " Sk (49 0) Bl (0) B'W)) de

Preuve : D’aprés I’équation (3.23),

(3.45)

1)) =5 [ VB A™ (0) (@) By () (¥) By (9)(¥) do

11 suffit alors de remplacer E (¢) par son développement asymptotique en puissances de &,
puis d’effectuer le changement de variable 7¢ (2.2) afin d’obtenir I'expression annoncée. Bl

Lemme 27 : [(g) admet un développement asymptotique en puissances de €

. iln (W) &, (3.46)
n=0
" (¥) = [oa(y) [0 de+ fmur, Va(y)h™". vdS+

+loxiah (Vo) (i) det foor S ab (Va@) (v as.
(3.47)

Tel que



86
fle)=> fre,
n=0
he) = i " ™.
n=0

Preuve : On a

1) (W) = ¢ /Q VIO @ () Lada + VI@ @h (¢) wids,

| U
il suffit d’effectuer le changement de variable 7¢ et de remplacer ¢ (¢), f (€) et h (¢) par leurs

développements asymptotiques et de rassembler les termes de méme degré. B

Proposition 28 : La fonctionnelle J (¢) admet un développement asymptotique

en puissances de ¢

J () (T) = i J" (1) en. (3.48)

n=-—3

Preuve : Comme
J(e)=1(e)—1(e),

la conclusion découle des lemmes 26 et 27. De plus,

Jt=T1"-1"

3.5 Résolution des premiers problémes variationnels

Dans cette section, on résout les problémes P,, pour n négatif. Les problémes P_3 &

P_; sont indépendants des forces appliquées. On montre que les solutions de ces problémes
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sont les éléments ¢ tels que

By = 0. (3.49)

Le probléme P, est le premier ou des termes de forces extérieures interviennent.

Sa résolution impose la condition
hS (y) + 2 (y) = 0,Vy € w
ou

RO (y,+1), Vy € w

>
+o
S

Il

h[l (y) = hO (y7_1)7vy€w
Hypothése 2

hY =h =0.

3.5.1 Problémes sans forces extérieures

Proposition 29 :

J3() = % /Q Va(y) A3333(0) E:;”‘g (T) E;lé (V) da. (3.50)

Preuve : D’apreés la section précédente,

W) =5 [ Val) AT 0) B (8 B (9) da,

d’apres le lemme 25, seuls les termes E3_H23 sont non nuls

. 1 i
E3|\23 (¥) = B} (83‘1’3 DUy + a® (y) 9300 83@%) .
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On a donc
T () = 5 [ Val) A 0) B (0 B (¥) o

d’ou la conclusion.

Les éléments ¥ de Ay _o qui minimisent J —3 sont donc les éléments ¥ tels que
030§ 930G + a” (y) 030, 035 =0, (3.51)

alors

a® (y) 83\I/g 83\I/g =0= 83\Ifg =0 sur €,

d’aprés (3.51) 9390 = 0, alors

0390 =0 (3.52)
appartenant a
Ag_3= {\11 e WH(R?)": Y wnen € 4, (Q)} :
C’est a dire

Aga={we (W (QRY))": 007 =0, (¥ =0, n > 1et 90 =0, ' = a3z sur Tp) }
(3.53)

On vérifie aisément que pour tout ¥ € Ay _o,

Ey 5 (0) = By () = By (V) = 0.

D’aprés les expressions de J 2 et J~! | ceci implique

J2=0etJ ! =0sur Ag—o.
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Tout les éléments de Ay _o sont des minimiseurs de J~2 sur Ag_o. En d’autre termes,

Ag—1=A4_o de méme, Agg = Ag_1 (d’apres la définition)

Ago=Aq-1=Aq_2.

3.5.2 Résolution du probléme F,
De nouveau, pour tout ¥ € Ay,
I° (D) = 0.
Ainsi,
JO(0) = —1°(0) = — . Va (y)h?. w0ds = —/ Valy) (B +hY) . ¥0dy.
LUl w

Comme annoncé, J° admet des minimiseurs sur Agp si et seulement si
0 0 _
hy +h” =0.
Cette condition vérifiée, le probleme Py est alors trivial

Ag1 = Aqp.

3.6 Modéle membranaire non linéaire

On suppose qu'il existe deux fonctions f0 € (L? (Q))3 et ht € (L* (I U I‘_))3
telles que :

f(e)(z) =<0 () pour tout z € €, (3.54)

h(e) (z) = e'h! (z) pour tout z € T, UT_, (3.55)
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et la variété des déformations inextensionnelles admissibles

3

W w)={ve (W)’ BYs@) =0, v=0 sur 7o}

est réduite a la carte 6 définissant la surface moyenne non déformée.

On substitue (3.54) et (3.55) dans (J (¢)), on obtient a I'ordre £!

JH(U) = %/Q\/a(y) AUKL () E?”j (¥) ng (0 dz —
_/ va(y) fo-‘I"O dr — \/@hl.\pods,
& I ur-
- %/Q\/@AQM (0) Bgys (0°) ERys (¥°) da+
%/Q v a(y){ AP (0) Egy 5 (T°) Efjs (2°,01) +

+AT0(0) B (00, 01) ES5 (W0) + A% (0) Ef5 (90, 01) B (\IIO,\Ifl)}d:z—

—/ﬂx/a(y) fO.00 dx — Va (y)ht.v0%s.

D, ur_
O

ES, (00, 01) = % (qz3|‘a33\113 + a0, 050k + @ \IIWHQ\II&B) : (3.56)
By (9°,01) = % (aimﬂ’}aﬂ} S S S 1) : (3.57)
W0 g = —T50wY, (3.58)
Woys = 05V — Tog ¥y, (3.59)

on a
JHW) = I3 (90) + Ji (90,01, (3.60)

J[) \IJO /,/ Aaﬁwd gHﬁ (\IIO) E’?HfS (‘1,0) de, (3.61)
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A = 5 [ Val {47 0) By (3°) Bl (90.9) +
+AT(0) g (W0, 01) EY 5 (9°) +

+ AP (0) By (00, 00) B9, (9°,97) | da. (3.62)
Théoréme 30 : Si (gpo, ot ) est solution du probléeme Py, le premier terme °

du développement asymptotique de la déformation minimise l'énergie J! définie par

/\/ ) AYP (y ) Egyp (¥) EJ5 (W) dy —
_/ \/@( / £ (y,x3) dus + hL + h1_> Wdy (3.63)
o 1

sur l’ensemble des déformations

Aj(w) = {\Il e w4 (w;]R3) , U injective sur w, det V¥ >0, ¥ =0 sur FO}

1
Eqs (¢°) = 3 (¢[3)||a¢[3)|\5 +a" (y) 65,995 — aaﬂ) ; (3.64)
5 +1
A?lm (v) :/1 DB (y, 3) das,

tel que DB données dans (3.27).
Proposition 31 : Le minimum de Jl1 (\IIO, ) a WY fixé est atteint pour une

fonction ¢! vérifiant :

A (0) Eg g (9°) + AT (0) Efy (99, 91) = 0. (3.65)

cpl = x3ag sur Iy

Preuve : Le minimum de Jll (\I/O, ) a WO fixé, alors ! vérifie :
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(Jll (\Ilo,gol))(w =0 (la dérivée de Ji (\IIO, \Ifl) au point W),

O = g [ Va7 0) By (40) (Bl (80, 9),, ¢
A (0) (B (2, ‘I’l))/m Erjo (¥°) +
+ AP (0) (Bl (9, Wl));l Ejjs (27, 97) +

+AZ3]3 (O) EzQH?) (\110’ \Ill) (E;-)”3 (\PO, \111))\1,1 } dm, (3.66)

alors ’équation suivante
(71 (2°,0")) g =0,

admet une premiére solution ¢! vérifie

Alors
Eg (U°,0") = —dij (z) A5 (0) EQ)5 (V) . (3.67)
|
D’apreés la proposition précédente, on démontre le théoréme 29.
Preuve : On substitue (3.67) dans J{ (9%, ¢'), on obtient
: 0 0
mf{(xpO,\Ifl,..):(;zﬁ,\yl,..)e Aga} {71 (70, )} = J1 (6% ¢") = (3.68)
=3 JoVa(y) (=AY (0)dij (v) A77°(0) ) Q)5 (6°) B35 (¢") da,
alors

T =3 [ VAl (4777 0) = AP 0) iy () 45700 0) ) By (6) s () et ().

(3.69)
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Si
o € Ag(w {‘I/ e wht (w RS) U injective sur w, det V¥ >0, ¥ = 0 sur Fo.} .
Alors
J1 0 i Aaﬁvé Eo 0y go 0\ dy —
(¢%) 5 () Eqs (0°) E5 (") dy
+
—/ va(y) ( 1 1O (y,x3)des + hi + h1_> Ady. (3.70)

Ou

1
Egllﬁ (¢0) -9 (¢§||a¢§”,3 +a” (y) ¢3||a¢g||5 - aaﬂ) )

W' (y) = B (y,41), Yy ew

i (y) = hMi(y,~1),Vycw

tel que A‘f‘lﬁms (y) et D% (z) sont données dans (3.26) et (3.27) respectivement.

On prend ¢ petit, on obtient ° injective sur w, det Ve > 0 et ¥ = 0 sur I'y. B
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Conclusion Générale

Dans ce travail, on effectue I’analyse asymptotique d’'un modéle tridimensionnel de
coques non linéairement élastiques, constituées d’un matériau non homogéne et anisotrope.
On choisit le couple composé du champ de déplacement et le tenseur des contraintes de
la coque comme inconnues du probléme, et on applique la méthode des développements
asymptotiques formels, avec I’épaisseur de la coque comme petit paramétre. On obtient :

1- Dans le cas des coques inhibé, c’est-a-dire I'espace de déplacements inexten-
sionnels est réduit a {O}et si les forces appliquées de volume sont d’ordre zéro, les forces
appliquées de surface sont d’ordre 1, on obtient deux modéles formels membranaires et la
loi de comportement limite.

2- Dans le cas des coques non inhibé, c’est-a-dire I’espace de déplacements inex-
tensionnels n’est pas réduit a {O}et si les forces appliquées de volume sont d’ordre 2 et
que les forces appliquées de surface sont d’ordre 3, d’aprés la méthode des développements
asymptotiques formels, on obtient un probléme limite couple les deux effets de membrane
et de flexion et la loi de comportement limite.

D’une autre fagon, on choisit la déformation de la coque comme inconnue du
probléme de minimisation de la fonctionnelle de ’énergie, et on applique la méthode des
développements asymptotiques formels, avec ’épaisseur de la coque comme petit parameétre
et en faisant des hypothéses sur les forces appliquées, on obtient le modéle bidimensionnel

non linéaire de coques membranaires.
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Annexe A

Equations d’équilibre et loi de
comportement en coordonnées

curvilignes

On considére un corps élastique d’épaisseur quelconque, défini sur 'ouvert Q et
encastré sur la partie( Tg = © (T'o)) de sa frontiere. Soumis a des forces de volume f et de
surface E, il subit un champ de déplacement % et un tenseur des contraintes &, solution du

probléme variationnel (1.19). On réécrit ce probléme en coordonnées curvilignes.
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Lemme 32 : La formulation variationnelle (1.19) s’écrit en coordonnées curvilignes :

Trouver (u,o0) € V x X;tel que :
Jo V9 (@) Sijni () oM (2) do =
= Jo Vg @)Ey; (w) 7 (2) da, V7 € % , (A1)
Jo \/g(_x)gij'rillj (u,v)dz = [ V9 (@) floida+

+ J, V9 ()hivi\/gPi (z ng (x)dS,Yv e V

\

Y= {T = (tY) e (L? (Q))Q,Tij = Tji}a
V= {v € (v;) € (W (Q))S,v =0 sur Fo},
(

1
u) = 5 (i + g + 9" Umitia) ) 5

(vii + i)y + 9™ (@) (UnfiVs]j + UnnVsi))

Do =

= 0jv; — I

Yil5 ka

Preuve : QO =0(Q), Tg=0Ty) et Ty =0(Ty),4d =0sur Ly, 7 =0 (z),
0 c C? (ﬁ, ?R3), gi = 0;0 sont linéairement indépendants en tout point de Q, la base
contravariante associée constituée de { qt, g, g3} est définie par les relations g;.¢7 = di5. On
peut alors définir les composantes covariantes g;; = g;.g; et contravariantes g7 = g'.¢’ du
tenseur métrique. On définit également I’élément de volume dx = \/de et ’élément de
surface dS = det (VO)||[VOTn||dS = V9 (2)\/gnin;dS, ou g = det (g;;) et nig’ est la

normale unitaire extérieure a la surface f, ainsi que les symboles de Christoffel I‘fj = gP.0;9;.

On pose Vz € Q :
0 (3) =ui(2)g' (2),f (@) = f (2) g: (), h (@) = ' (x) g (2), T(E) =vi(x) g ().

On calcule maintenant les dérivées covariantes d’un vecteur.
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D’apres la relation

on déduit que

Omv(x) = 0;(vp(z)g”(x))
= 9 (vp(2)g" (2)) (¢ (1)),
= (9vp (2) ¢ (x) +vp (z) Djg” (2)) (gj (x))m

De plus, en utilisant la définition des symboles de Christoffel

Il () = ¢" () .050i (x) = ~0;9" () .gi (2),

on obtient
(@ = (9 (@) 0" (@)~ T () vy (1) ' (0)) (& (@),
vigg () g (@) (¢ ()),,,

— .. k
vi||j = Ojv; — L7k,

et par conséquence

—

OmUn (T) = vy () (¢ (2)),, (¢ (2)),, - (A.2)

On calcule les composantes covariantes du tenseur des déformations de Green-

Saint-Venant

d’apres (A.2), on obtient

1 ms
Eiyj (w) = 5 (i + w5 + 9" tmpitis)j) (A.3)
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alors les composantes contravariantes du tenseur des contraintes
ol = AT (2) By (u) ,z € Q. (A.4)

AR sont les composantes contravariantes du tenseur de rigidité.

De méme, on obtient aussi

1 ms
5 (Vi + iy + 9™ (@) (wm)ivs)j + tm)04)1)) - (A.5)

FZHJ (uv U) =
Sijkl sont les composantes covariantes du tenseur de souplesse.
D’apres (A.3), (A.4) et (A.5), on obtient alors le probléme en coordonnées curvilignes
(A.1). m

Si Q est la coque qui est donnée dans le paragraphe 1.4 du chapitre 1, les conditions

de bord se déduisent de I’expression de la normale unitaire & I'f UI'_, la normale & la surface

0 0
I'y étant donnée par | ( | et celleaI'_ par 0 , alors
1 -1

\/gpq (z)np (2)ng () = 1,Yz € DL UT_,
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Résumé

Dans ce travail, on effectue I'analyse asymptotique d'un mode¢le tridimensionnel de
coques non linéairement €lastiques, constituées d'un matériau non homogene et anisotrope.
On choisit le couple composé du champ de déplacement et le tenseur des contraintes de la
coque comme inconnue du probléme, et on applique la méthode des développements
asymptotiques formels, avec I'épaisseur de la coque comme petit parametre. En faisant des
hypotheses sur les forces appliquées et selon les propriétés de la variété associée des
déplacements inextensionnels admissibles, on retrouve les modeles bidimensionnels non
linéaires membranaire et couplé flexion-membrane et la loi de comportement limite. D'une
autre fagon, on choisit la déformation de la coque comme inconnue du probléme de
minimisation de la fonctionnelle de 'énergie, et on applique la méthode des développements
asymptotiques formels, avec I'épaisseur de la coque comme petit parametre et en faisant des
hypotheses sur les forces appliquées, on obtient le modele bidimensionnel non linéaire de
coques membranaires.
Mots-clefs: Analyse asymptotique, Modele de coque, Elasticité non linéaire.
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Abstract

In this work, we consider the asymptotic analysis of a three-dimensional model of
nonlinearly elastic shells, constituted by a non homogeneous and anisotropic material. We
choose the couple composed of the field of displacement and the tensor of the constraints of
the shell as the unknown of the problem, and we apply the method of the formal asymptotic
expansions, with the thickness of the shell as small parameter. Making appropriate
assumptions on the applied forces and on the properties of the associated manifold of
admissible inextensionnels displacements; we find again the nonlinear bi-dimensional models
membrane and coupled flexural-membrane and the law of limits behavior. In other way, we
choose the deformation of the shell as unknown of the problem of minimization of the
functional of energy, and we apply the method of the formal asymptotic expansions, with the
thickness of the shell as small parameter and making appropriate assumptions on the applied
forces, we find the nonlinear bi-dimensional model of the membranes shells.
Key-words Asymptotic analysis, shell model, nonlinear elasticity.
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Abstract
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