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Introduction

Introduction

1. Historique et intérét :

Les problemes d’interaction fluide structure setgmseés trés tot aux ingénieurs
en particulier avec le développement de l'aéronaeti C'est sous l'aspect
aéroélasticité que ces travaux ont été menés. Wtds de calcul de I'époque ne
permettaient qu'une modélisation simplifiée ou kfforts du fluide sur la
structure étaient modélisés au préalable de I'étledia vibration de la structure.
C’est avec le développement des outils de calcoiénigue en parallele avec
I'augmentation de la puissance de calcul des otelima que des algorithmes de
couplage entre I'écoulement du fluide et le mouvenuke la structure se sont
développés dans les années 70. Ces algorithmestaidutaires de I'efficacité
des schémas de résolution des équations de lastgutune part et de ceux du
fluide d’'autre part, qui n'ont cessé de connaites dméliorations et qui sont
pour une grande partie encore du domaine de laerend, en particulier en ce
qgui concerne les grandes déformations pour lestames et les écoulements
turbulents pour les fluides. L'usage des algorithme couplage fluide/structure
dans lindustrie est récent, elle a fait naitrenkcessité de développement
d’algorithmes efficaces et rapides. Cela nécesdde développements de
méthodes sur plusieurs niveaux : le bon formalipmgr écrire d’'une maniéere
compatible les équations de la structure et dddluia description de l'interface
entre les deux milieux continus, les algorithme<algplage entre le fluide et la
structure (transmissions des conditions cinématiae des efforts), les
techniques de maillage et de « remaillage ».

Depuis quelques temps on peut voir émerger unigertanbre de problemes en
Mécanique des structures, qui se démarquent astesment des simulations
habituelles ou le chargement de la structure dfiuade est approché par des
modeles empiriques. Dans ces nouvelles simulatieniyide intervient par la
résolution des équations hydrodynamiques, équatidas Navier-Stokes,
permettant de déterminer le chargement sur lataneic
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Actuellement de multiples problemes d’interactidnide structure nouveaux
sont posés par :

* I'environnement :

- transport des produits toxiques flgide
- ballottement, écoulement autour désspd’éoliennes l'industrie

* automobile :

- dynamique de gonflement des Airbags
- Ballottement de fluide dans les réesesy

* I'industrie aéronautique :

- problemes d’'impact d’oiseaux
- impact d’hélicoptere dans I'eau

* I'industrie maritime :

- problémes d’'impact de bateau, ‘Slamming
- ballottement dans les cuves de méthane

* |'industrie nucléaire:

- rupture de tubes Générateurs dewmpar vibration induite par les
écoulements biphasiques eau vapeur

- accidents séveres : dépressurisatepmnses aux seismes (flambage de
bidons de stockage)

- modes de vibration de coeurs de réaste

* et la recherche en biomécanique :

- déformations des vaisseaux sarsg@n liaison avec le battement

cardiaque
- Ecoulement dans les faisceaux sanguins

Bien sdr, diverses sous disciplines sont aussidatesr depuis longtemps, citons
par exemple, dans le domaine aéronautique, le ph&m® du flottement des
avions qui est un couplage fluide-structure exteneprésence d'écoulement.
Plus récemment, les études de réduction de bmitexemple a l'intérieur des
véhicules (automobiles, trains, avions, hélicoéeretc.), ont suscité les
analyses vibroacoustiques et ont engendré des robese spécifiques sur le
comportement a moyennes et hautes fréquenceseatassuctures.
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2. Revue bibliographique :

Les coques sont des structures tres performardegenhent utilisées depuis
longtemps. Les publications concernant aussi l@en tomportement statique
gue dynamique sont abondantes.

Aron, en 1874 a été le premier a présenter uneulation d’'une théorie des
cogues minces, en partant des équations génélalslasticité. Il a été suivi
par Love 1888, et sa théorie est communément appekipproximation de
Love ».

Depuis ce temps et jusqu’a nos jours, les chersh@ont pas cessé d’examiner
et de réexaminer la théorie élastique des coquesasi

Un nombre important de problemes d’engineering eore les structures
renfermant un fluide. La présence de ce derniérealle comportement de la
structure en mouvement et les déformations delatsre sont a I'origine de la
modification des charges transmises par le fluldans ce cas, on parle de
systéme couplét ce type de probléme est appetéraction fluide-structure.

Le probléme de linteraction dynamique entre ladduen mouvement et les
déformations élastiques des parois des réservsirg’en intérét fondamental
dans un nombre important d’applications (aérosleatiadustrie pétroliere et
installation nucléaire, génie civil ...etc).

Une des anciennes études des effets dynamiquésssdcipients a porté sur la
réponse sismique des réservoirs encastrés auestiaail a été realisé dans les
années 40 et 50 par Jacobson [1] et Jacobson et fBjr Dans ces
investigations le réservoir a été considéré rigitida réponse dynamique du
fluide a été observée. Un traitement mathématiqgmureux de ce probleme a
été développé pour le cas des petits déplacementigjulde. 1l s'agissait de
trouver une expression du potentiel de vitesseadqlide satisfaisant I'équation
de Laplace et les conditions aux limites approgrigééa surface du liquide et a
I'interface fluide-coque.

Baron et Skalak [3] présentent une étude mathéoetig probleme en étudiant
des réservoirs simplement supportés sur une exé@niibre a l'autre. Le mode

de déformation de la coque vide a été utilisé cornamdonnée généralisée du
systeme coque-fluide. Cette méthode est puremethématique est d'une

application tres difficile pour des conditions aldixnites beaucoup plus

complexes.
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Pour analyser les structures, il est de coutumdralailler avec un systeme
mécanique équivalent avec un degré de liberté. mougl,5] a développé en
1963 un modéle simplifié largement utilisé dansdpplications du génie civil
pour la prédiction des effets sismiques des régsivaectangulaires et
cylindrigues, de stockage des liquides. La preskigirodynamique est divisée
en deux composantes :

- Une pression impulsive due a la partie liquide @mtact avec la coque,

- Une pression convective due a la partie du liquete oscillation
(mouvement de vagues, balottement) dans le réservoi

Ainsi, le modéle de Housner consiste en deux masisas ressort attaché au
réservoir rigide. Les valeurs des parametres daamele mécanique dépendent
des dimensions du réservoir et de la densitéteugeur du liquide.

Le séisme d’Alaska de 1964 a causé des dégatgnpmptants aux réservoirs de
conception moderne. Ceci est a l'origine de I'aéadion des recherches dans
ce domaine en vue de mieux appréhender leur coemerit. L'effet de la
flexibilité des parois sur la réponse sismique des résergogte introduit.
D’autre part le développement de la micro inforopadi, et la mise au point de
nouveaux algorithmes de résolution des probléemesngiheering par les
méthodes numériques a permis aux chercheurs etigwgé intéressés par le
sujet de proposer d'autres approches et contrisitioour I'analyse de ces
structures en utilisant notamment la méthode damets finis.

L’'une des premieres études dans ce sens, estdmlledwards en 1969 [6]
utilisant la méthode des élément finis. Il a cadclks contraintes et les
déplacements induits par les séismes dans levo@secylindriques remplis de
liquides dont le rapport de la hauteur au rayorindgtieur a 1.

Une approche similaire a été développée par Hseing/eingarten [7] pour

analyser le comportement des coques cylindriqueseasj a symétrie axiale, en
vibration libre, partiellement remplies de liquidee liquide est discrétisé en
éléments annulaires a section rectangulaire. Damplifications ont été

introduites, la premiére suppose que la masse deecest négligeable et la
seconde suppose que les mouvements de la sutfeesdint sans effet.

Shabane et Nash [8] utilisent la méme démarche gbowdier la réponse
sismique des réservoirs cylindriques par la méthsdeéléments finis.

Une généralisation de cette méthode a été étahtidalendra et Nash [9] en
incluant un déme au sommet du réservoir. L’effetodliottement a été négligé
et en conséquence le probleme se réduit a celnird'servoir cylindrique vide
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avec une matrice masse augmentée d’une masseeajepr@sentant I'effet du
liquide contenu dans le réservaoir.

Une approche différente pour la solution du prolgéta I'effet de flexibilité des
parois a été développée par Veletsos [10]. Ellsgui& une simple procédure
pour I'évaluation des forces hydrodynamiques irghiitdans les réservoirs a
liquide. Les hypothéses considérées dans ce medete

- Le réservoir se comporte comme un oscillateur sewh degré de liberte,
- Les vibrations s’effectuent dans un mode donné, et
- Les sections circulaires restent circulaires dulartbration.

Le moment de renversement, I'effort tranchant ddae, la magnitude et la
distribution des forces hydrodynamique ont été ded pour différents modes
de vibration. Par la suite Veletsos et Yang [11lisent la théorie des coques de
FlGgee pour lI'analyse des réservoirs. Les compesatié déplacement en un
point arbitraire de la cogue ont été expriméeseemeé du mode de vibration

naturelle d’une poutre cantilever avec rigiditéxibmnelle, et de cisaillement.

L’effet du liquide contenu est considéré en suppbga’une partie de la masse
de ce liguide est attachée a la coque. Il a ététatitnque, pour les réservoirs
avec rigidités réelles, les forces impulsives smmtsidérablement plus grandes
gue celles trouvées pour les réservoirs rigides.méme observation a été
confirmée par Kana et Dodge [12].

Une autre approche d’analyse des réservoirs ematiobra été développée par
Wu. Mouzakis, Nash et Colonell [13]. Une solutiamalytique du probleme a
été obtenue par une procédure itérative. Cepenitigpbthése prise dans cette
analyse suppose que les formes de vibration desvads sont difficiles a

justifier notamment dans le cas des réservoirs domussi, les fréquences
naturelles et les formes modales des modes €ogfnt été évaluées en
négligeant I'effet de la précontrainte di a la pi@s hydrostatique.

Les recherches dans ce domaine se sont pours[iivieX)] et ont conduit a une
meilleure connaissance du comportement de ce wypeableme.

3. Objectif de la présente étude :

L'objet de la présente étude est la simulation mgné de la dynamique des
réservoirs (rigides ou élastiques) contenant degled (compressibles ou
incompressibles) et présentant des surfaces libren. Notre étude concerne le
cas des petits déplacements dit encore vibratiamadniques a I'état plan.
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La discrétisation des équations régissant le phénersera réalisée en se basant
sur la méthode des éléments finis de Galerkin. phoeédure itérative devra
étre mis en ceuvre afin de résoudre le problemelel@s milieux fluide et solide
couplés par le biais des conditions aux frontieres.

Le cas test qu’on projette d’étudier et celui di@servoir élastique de forme
rectangulaire contenant un fluide compressible.

En fin, I'établissement d’'un code pour la simulatioumérique du cas test
projeté, et obtention des premiers résultats.

4. Plan de I'étude :

La présente étude est divisée en 4 chapitres,rntregluction et une conclusion
et perspectives.

Dans lintroduction une revue bibliographique desavaux et recherches
effectués dans ce domaine est présentée.

Le chapitre 1 est consacré a la théorie de baselgpowndélisation mécanique et
numeérique efficace des vibrations linéaires dectines élastiques couplées a
des fluides internes.

La méthode de résolution du probléme de lintecactiluide-structure étant

numérique, on trouve dans le chapitre 2 un dévelmamt de la méthode

utilisée.

Le chapitre 3 établit les équations finales disséés développe les méthodes

d’'intégration numérique, le maillage ainsi que d@ithme de calcul et
résolution du systeme final.

Les premiers résultats du cas appligué a savdast@-acoustique sont présentés
et discutés au niveau du chapitre 4.

Enfin, Les conclusions et perspectives généraleetle étude sont dégagées.
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Chapitre 1

Formulation mathématique
des interactions Fluides-structures

Il s’agit de décrire les méthodes permettant unalétation mécanique et

numeérique efficace des vibrations linéaires dectines élastiques couplées a
des fluides internes — vibrations libres, réponsiessollicitations extérieures —
effectivement mises en ceuvre dans le domaine adralsmpu autres. Ces

problemes concernent par exemple :

» Les vibrations hydroélastiques des lanceurs a pgofs liquides et de
ballottement dans les lanceurs et les satellispvienant dans les études
de stabilité (contrble d'attitude, ...) et les étudd®nvironnement
vibratoire des charges utiles (satellites, plarfyorersonique en phase de
lancement).

« Les vibrations élastoacoustiques intervenant dandtude de
I'environnement acoustique des satellites et dasges vibratoires sur les
équipements provenant du bruit des moteurs.

1.1. Vibrations des structures élastiques :

Nous nous intéressons ici aux oscillations de Ridaamplitude » autour d’'une
position « moyenne ». En pratique, comme positi@myanne, on considere en
général soit :

* une position d’équilibre, ou encore

* une «configuration de référence ». Par exemplg, vierations d’un
lanceur sont envisagées par rapport au mouvemeygnrau lanceur sur
sa trajectoire.

Cette partie est consacrée a des rappels sur lglisettbn des vibrations de
structures élastiques, en termes de déplacemendins un cadre variationnel
propice a l'application de la méthode des éléménis et a l'utilisation de
techniques de projection modale.
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FN i

Figure 1.1 Configuration géométrique

1.1.1. Equations de I'élastodynamique :

On désigne pa® le domaine borné occupé par la structure a I'dareilet par n,
la normale unitaire extérieure a la surface enyeafe 0Q deQ (Fig. 1.1).

On désigne pan(M, t) le déplacement , a l'instaftd’'une particule située en
M O Q a I'équilibre. On désigne pai, X,, X3 les coordonnées cartésiennes de
M, et paru;, U, Uz les composantes de On utilisera en outre la notation
A,;=0A/0x;, ainsi que la convention d’Einstein pour les somons sur les
indices répétés.

rrrrr

Les contraintes dans l'état d’équilibre sont néggigy et les déplacemenis
supposeés infinitésimaux. Dans ces conditions, hesder des contraintes de
Cauchyo; est relié au tenseur des déformations linéarisggmr la loi de
comportement :

O = Qjp € (1'1)
gij est relié au par :
1
En = E(u knh T UL ) (1.2)
Donc :
1
0, (U) =y, 4 (U) = Eaijkh (u kh T Uh,k) (1.3)

Dans ces conditions, vérifie 'équation de I'élastodynamique :

0%u
ot?

o, (Uy-p—+-=0 dansQ (1.4)
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ou p désigne la masse volumique a I'équilibre. Dangde de déplacements
us(M, t) donnés sur une pariedeoQ, on a la condition aux limites :

u=us surz (1.5)

Dans le cas d’'une densité superficielle de foFg@s, t) donnée suroQ/X, on a
la condition aux limites :

o;(u)n; =F, suroQ/x (1.6)

Enfin, les équations précédentes doivent étre otudgd par les conditions
ouM, t) dansQ .
ot

t=0

initiales de Cauchy qui consistent a se donier, 0) et

1.1.2. Formulation variationnelle de la réponse aak forces données :

On considere une structuek fixée sur une partig de sa frontiere, et soumise a
des forces de densité superficiehéM, t) sur 0Q/X. Dans ces conditiongy
vérifie le probléme aux limites :

d°u,
g, ,(u)-p atli' =0 dansQ (a)
o;(un, =F suraQ/x (b) (1.7)
u =0 sur 2 (c)

+ conditions initiales

1.1.2.1.Formulation variationnelle :

On procede formellement par la méthode des forstiests. On considere une
solution de (1.7).

1. Dans un premier temps, on introduit I'espaCedes fonctionsv(M),
MO Q . « suffisamment » régulieres.

En multipliant (1.7a) par une fonction-test quelgoa v OC
indépendante du temps, puis en intégrant sur leatl@g, et enfin en
appliquant la formule de Green suivante :

[Loyvidx=] o,nvdo-| ov dx (1.8)

ij,j i ijvij
do représente une surface élémentaire.

On obtient :

0°u,
ot?

J'm o, (u)n,v,do - J'Q g; (u)vi,jdx—jQ Yo, v,dx =0 (1.9)
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2. Dans un deuxieme temps, on utilise la condition lamxes (1.2), ainsi
que la symeétrie deg; qui permet de remplacer o Vi; par
Gij(1/2)(Vi,j+vj,i)=0ij8i,j(V), ce qui conduit a :

d°u, _
e v, dx = LQ/Z Fv.do+ jz o;n,vido  (1.10)

[Loy e, dx+] p

3. On introduit enfin 'espace® O C des vO€ nuls suix :
c? :{VDC|V:O sur X} (1.12)

Pour des fonctions-testa] C°, la propriété variationnelle (1.10) devient :

2
atl:i vidx:LQ/ZFivida ubdc®,ovoc? (1.12)

Jo oy (W, (ax+ | p=

La formulation variationnelle de (1.7) s’énonceralo

TrouverudC® tel que la propriété (1.12) soit vérifieed C°.

*-Cas d’'une structure libre E=0)-

Les équations et la formulation variationnelle giémnt :

d°%u.
aij Vi (U) - P atlil =0 dansQ (a) (113)

o;(wn, =F  suroQ/x (b)

0%u
ot?

'[Q g; (u)g; (v)dx + '[Q 0 —- vdx = LQ Fvdo uOC,0OvOC (1.14)

1.2. Equations linéarisées des petits mouvements fliedes parfaits

Cette partie est consacrée au rappel des égquéiéasisées décrivant les petits
mouvements d’un fluide parfait.

Aprés une introduction des fluctuations eulériepret lagrangienng, utilisées
dans la dérivation des conditions de surface liboeis établirons les équations

générales en fonction de et du potentiel des déplacemegtslans les deux cas
suivants :
* Fluide incompressible pesant,

* Fluide compressible en I'absence d’effets de geavit

10
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1.2.1.Equations dynamiques linéarisées :

Notations Configuration équilibre Instartt
Position de la particule M M’
Domaine fluide Q¢ Q%
Surface libre r I
Surface de contact avec laparai > =0Q¢/ T Y=0Q%/ I’
Masse volumique D Pt
Pression Po (M) P(M,t)

1.2.1.1.Equations d’Euler
On a d’aprés I'équation de conservation de la diéadé mouvement :

dv oP 0T,
= ——+p g +t— 115
P g o o9 o (1)

avec r; : tenseur des contraintes visqueuses (pour pluste, §&4])
Le fluide idéal est par définition dénué de vistiosit le tenseur des contraintes

visqueuses disparait.
dv oP

On a dans ce cas : ="+ 0. g @)1
pfdt ox P+ 0 ()
. v .

Donc, la dynamique d'un fluide parfait (ou idéaBt eéégie par I'équation
d’Euler :
OP=p¢(g-y') ,dansQ (1.18)

Ou y' (M't) est l'accélération instantanée éw L] Q; , et g=-g i, est
I'accélération de la pesanteuy yecteur unitaire vertical, gtsupposé constant).
A I'équilibre, la pression hydrostatique, est solution de I'équation classique :

UPo=-pt0 I, dans(); (119)
1.2.1.2Linéarisation

La linéarisation consiste a déduire des équatitbriB) et (1.19)les équations
satisfaites, dans le domaine d’équilidRg par les variations des différentes
grandeurs par rapport a leur valeur déquilibre.nde cas présent, on
s’intéresse au champ de déplacement et aux vausadie pression.

Hypothése de linéarisation - On envisage des mouvements de faible
amplitude autour d’'un état d’équilibre, dans urerepgaliléen. L’hypothese des
petits mouvements consiste a considérer le dépkmert les variations de
pression — ainsi que leurs dérivées en espace deraps — comme des
infiniment petits équivalents.

11
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vV (M,1)
g| v /
|\/|
P

' Z

(M)

Po(M), P (M,t)

Figure 1.2. Configuration géométrique

1.2.1.3.Champ de déplacement du fluide

On désigne pas (M,t) le déplacement de la particule situééveau repos.
siM' Ll Q' désigne sa position instantanée, on a donc {Eg). :

M=M+u;Mt), o0 ML Q (1.20)

1.2.1.4.Fluctuations eulérienn@ et lagrangiennep, de pression

Si P (M',t) désigne la pression instantanéeMn, on conviendra d’appeler
fluctuation eulérienne de pressipriM,t) et fluctuation lagrangienne de pression
p (M,t) , les quantités définies, respectivement, en pmimt M du domaine
d’équilibre Qs par :

pMt) =PM)- Py (M) (1.21)
p(Mt) =P (M t)- Po(M)ou M =M+ us (M) (1.22)
Remarques

*p (M,t), dont la définition fait intervenir la valeunstantanée de la
pression en un point du domaine d’équiliflg n’est défini en toute
rigueur, que pourM L1 Q¢ N Q';. Toutefois, puisqual” est supposé
infinitésimal, on peut considérer que (1.21) défimien tout point
intérieur aQ);.

* En revanchep, (M,t) est défini en tout poinM du domaine
d’équilibre (pour des mouvements d’amplitude quetpee).

12
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1.2.1.5.Relation entrep, etp

On peut comparep, et p qui sont définis dans le méme domafde En
effectuant le développement limité de la difféeremcare (1.22) et (1.21), on
obtient, au second ordre prés gn

p—p= pou’ , OMOQ, (1.23)

1.2.1.6.Equations d’Euler Linéarisées
Dans les deux situations suivantes :

1. Fluide incompressible, homogene, en pigsde gravité,
2. Fluide compressible, homogene, en 'abs&le gravité.

p etu’ vérifient I'équation d’Euler linéarisée :

ou’

(Démonstration au niveau livre interaction fluidsgracture, [31])

1.2.1.7.Condition d'incompressibilité linéarisée

On rappelle que 'incompressibilité se traduit slggement par la condition

div v/ (M",t) = 0 en tout point deQ; . En appliquant cette condition en tout
point M L1 Qs n Q' , et en utilisant (1.20) on obtient la conditionéarisée
(démonstration au niveau livre Candal, [34]) :

di = 0 dansQ. (1.25)

1.2.1.8.Loi de comportement d’un fluide compressiklnon pesant

On définit pour commencer la fluctuation lagrangiep, de masse volumique,
d’'une maniére analogue a (1.22) selon :

o (M) = p' s (M',1) - ps aved’ =M + us (M,t) (1.26)
La loi de comportement relie algosetp, selon :
p=¢ p (1.27)

D’autre part, I'équation de conservation de la regssut s’'écrirg’s J = p; ouJ
est le jacobien de la transformatith— M’ . Pouru’ infinitésimal, on rappelle
queJ=1 +divu', ce qui permet d'écrire d’aprés (1.26) :

p = -p; divu dansQy. (1.28)
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En reportant (1.28) dans (1.27) on obtient alotsilde comportement reliapt
etu . En se rappelant que, lorsque les effets detgraoint négligégy =p, on a
donc:

= -p; & divd (1.29)

1.2.1.9.Condition de glissement a la paroi
Elle est donnée par :

u.n=un sury (1.30)
Cas patrticulier d’'une paroi fixe — Dans ce cass{Ldevient :

uUn=0 sur (1)31

1.2.1.10.Condition de surface libre

On considere le cas d’'un fluide pesant présentaatsurface libre en contact
avec un milieu a pression (atmosphérique) consptdFig. 1.3). On néglige
les effets de tension superficielle.

On peut donc écrir@(M’,t) = Py, sur la surface libre instantanég ce qui
d’'apres (1.22) s’écrit :

p(Mt) =0 OM OT (1.32)
Compte tenu de la relation (1.23), (1.32) condaiaa :
P=pigu, sur T (1.33)

Figure 1.3. Condition de surface libre

1.2.2. Potentiel des déplacemenis :

On considere ici des petits mouvements harmonigpesy lesquelles les
différentes grandeurs étudiées varient sinusoidaleérautour de leur valeur
d’équilibre. On a donc :

u'(M,t) =u'(M) cosa t , p(M,t) =p (M) cosc t (1.34)
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L’équation d’Euler linéarisée (1.24) devient :
Op-p,w?u’ =0 33)

1.2.2.1.Définition deg

Pour « #0, on voit d'aprés (1.35) ques’ =0( P

pi o

¢:p'i)2 est un potentiel de déplacement particulier défitune maniere
f

unique par : p=p w¢ (1.36)

), autrement dit que

L’équation (1.35) se réduisant alors a :
u'=0¢ (1.37)

1.2.3. Equations générales emp ()
Condition d’incompressibilité
En remplacanti par O¢ dans (1.25) on trouve que vérifie I'équation de
Laplace :

Agp =0 dand);. (1.38)
1.2.3.1. Loi de comportement d’un fluide compresslb non pesant

En remplacant’ par 0 ¢ dans (1.29) on obtient :
p=-p,.C°A¢ dan<);. (1.39)

1.2.3.2. Condition de glissement a la paroi

En remplacant’ par 0 ¢ dans (1.30) on obtient :

9 _ s
3 - U sury. (1.40)

Cas patrticulier d’'une paroi fixe

99 _

n sury (1.41)

1.2.3.3. Condition de surface libre

En remplacant’ par0 ¢ dans (1.33) on obtient :

)
p=pfg£ sur I’ 42)
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1.3. Modes de ballottement :

Dans cette partie nous nous intéressons aux \ohsahiarmoniques d’un liquide
parfait incompressible contenu dans un réservoiisgntant une surface libfe
en présence de gravité et en I'absence de tengparfgielle.

Citons, a titre d’exemple d’application, I'étude dallottement de liquides dans
les lanceurs sollicités par des vents et des sfalans les cuves de réacteurs
nucléaires, et dans des citernes de transportdieldis cryogéniques. Ainsi que
d’autres problemes généraux de ballottement renedntlans le domaine
aérospatial.

1.3.1. Réponse harmonique a un déplacement de pargi:

On envisage de calculer la réponse harmonique tiiute parfait homogene
incompressible contenu dans une cavité occupantdamaine bornéQy,
présentant une surface libfe et soumis a un déplacement de pardimposé
surx, de composante normal&n = uy, et de pulsatiom (Fig.1.4 (a)).

Equations em, ¢ :

Op=p,w’0¢ dan<€) (@)

Ap =0 dan@r (b)

%: ) SuL =90, () (1.43)
p=pgSl  surr (@)

1(¢) =0 avet(l) # 0 (e)

ou I (¢) est une relation linéaire arbitraire permettanssiaier l'unicité de .

-(1.43a) traduit I'équation d’Euler I|emésée pour des déplacements
dérivant d’'un potentiel.

-(1.43b) traduit 'incompressibilité du fluide

-(1.43c) est la condition de glissement (oa@oséu’.n = uy ).

-(1.43d) est la condition de surface libre.

1o(Un)

w#0 w=0
(a) (b)

Figure 1.4 Liquide soumis a un déplacement de paroi
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*-Solution pourw =0

Pour o = 0, etuy donné, (3.1a) s’écritip = 0, qui conduit a une valeur
constantgy, de p qu'on peut calculer en fonction dr. Auparavant montrons
gu’il existe une relation entygetuy ( indépendante de ). En intégrant (1.43b)
dans();, et en tenant compte de (1.43c) et (1.43d), dierten effet :

J'r de:—pfgLuNda (1.44)
Cette relation permet de déterminer la valeupgde
P9
= - 1.4
Po Aire(r)LuNdJ (1.45)

1.3.1.1.Probléme aux limites ep :

L'objectif est ici d’'une part d’éliminep, et d’autre part de parvenir a une
formulation conduisant a un probleme limite bies@@ourw = 0. On sait que
les équations (1.43) équivalent — conformémenteideuxieme définition de
—a:

p=pw'¢+nm (a)

l(p) =0 avecl@)#0 (b) (1.46)
ou n est une constante éfp) une relation linéaire arbitraire.

*-Relation entrep, ¢ etuy :

En reportant (1.46a) dans (1 44), on trouve :

_ P9
Alre (I')j pdo ~ Aire (r)

d’ou I'expression suivante geen fonction dey etuy :

J' u,do (1.47)

p=p w (- P12 [ u.do (1.48)

Aire (r)jr¢ )7 Aire ()
On note que& etgp+constante donnent une méme valeup.de

Dans ce qui suit on choisit :
1(¢) = [ ¢do (1.49)

En reportant (1.48) dans (1.43a), on obtient |dlgme aux limites suivant en
Q-

Ag =0 ddds  (a)

99 _

50 = Un SHr (b)

0p _ w? , 1

02" g e (I_)J'zuNda sur I (c) (1.50)
[ ¢do=0 (d)
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Sachant que d’aprés (1.48), (1.50d), (1.p®st donnée par :

PO [ undo (=p @+ p°) (151)

= 0)2 e —
p=p @ Aire ()

1.3.2. Formulation variationnelle engp des modes de ballottement :

Figure 1.5. Mode de ballottement

1.3.2.1. Probleme spectral aux limites :

On appelle mode de ballottement, les solutions rdblpme spectral déduit de
(1.50) pouruy = 0 (condition de paroi fixe). En posant :

A= “é (1.52)
Le probleme spectral aux limites s’écrit (Fig.1.5)
trouver/ etg # 0 tels que :

Agp =0 danSr (@)
09 _
£ - surL (b)
‘Z_f Y surl”  (c) 53)
et
[ ¢do=0 (d)

1.3.3. Analyse modale de la réponse vibratoire diguide :
1.3.3.1.Formulation variationnelle de la réponse an déplacement uy
imposé

On envisage la réponse harmonique du liquide aauvement de paroi donné,
d’amplitude normalel surX, et de pulsation.

On part des équations (1.50), et on introduit Begpadmissibl€ des fonctions
régulieéres définies darf3g, et C “le sous-espace de constitué des fonctions a
moyenne nulle sur :
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={p0c|| gdo = 0] (1.54)

En multipliant (1.50a) par une fonction tégt0 C ”, en intégrant danQg, puis
en appliguant la formule de Green (1 55),
j A¢5¢dx_j —6¢d0 j O ¢ [ o dx (1.55)

30 ¢

et en tenant compte de (1.50b) et (1.500), on wbtia formulation
variationnelle du probleme :

Pourw etuy donnés, trouvep O C ° tel que :

IQFD¢D]5¢dx—%zjr¢5¢da=jzuN5¢da Dogp OC” (1.56)

1.4. Vibrations hydroélastiques en présence de gri :

On s’intéresse ici au cas des vibrations coupléasedstructure élastique
contenant un liquide incompressible en tenant cerdps effets de gravité.

Citons a titre d’exemple d’application, dans le dime aérospatial, le controle
d’attitude des lanceurs qui nécessite la prise empte simultané des
ballottements d’ergols et des vibrations de flexdes lanceurs.

Notons que la gravité intervient en tant que fodeerappel agissant sur la

surface libre et ce par l'effet des précontrainteduit a I'équilibre dans la
structure.

1.4.1. Structure soumise a un champ de pressionata gravité :

Les notations sont celles de la Fig.1.6

Py 2

Figure 1.6 Configuration d’équilibre et configuration déformée
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Configuration equilibre Instarit

Position de la particule solide (resp. liquide) Ms (resp.Mg) M’s (resp.M’g)
Domaine structure (resp. fluide) Qs (resp.QF) Q’s (resp.Q’r)
Surface libre du liquide r I
Surface de contact structure-liquide Y=0Qe IT Y=0Q/l’
Normale extérieure a la structure n n
Elément d’aire (matériel) o do’
Masse volumique structure Ps p's
Tenseur des contraintes de Cauchy i 0ij
Action de pression du liquide Po do P do’
Forces extérieures Fo do F do’

Pour linéariser les équations, on procede de laar@suivante:

On écrit, sous forme de principe de puissancesueligs, les équations
dynamiques dans I'état actuef dainsi que les équations d’équilibre ddhs

On effectue ensuite un «transport lagrangien paages réciproques » du
principe des puissances virtuelles délis, afin de ramener a une formulation
du probléme dans le domaine d’équiliXe

On établit enfin les équations des petits mouveseat linéarisation,[31].

1.4.1.1.Principe des puissances virtuelles :

*-Etat actuel: Pour tout «champ de vitesses virtuelles cini&uament
admissible s>w(M’) défini dansQ’s on a:

jgéqu,idx+j9,sp;ymdx = —jE(Pn'da') H/—J'Qépggvzdx+LQ,S/Z,(FdJ') v (1.57)
ouy’ est le vecteur d’accélération dans I'état actugk v . i, est la composante

verticale dev, et ouF désigne la densité superficielle des forces estéss
données suy ¢ =0 Q's/>.

*-Etat d’équilibre: Pour toutvy (M) cinématiquement admissible défini ddhs
ona:

ij g

IQS g V0 dx = —J;( Rndo) v - J'QS PgVdx+ LQS +(Fdo) v (1.58)

ou Py est la pression exercée par le fluide Sur(qui vérifie I'équation
0Py =-p;gi, (1.19)dans le domaine fluidey; =v°[, la composante verticale

de v, et Fy la densité superficielle des forces extérieuress (dorces
« équilibrent » les forces de gravité sur la strreeiet de pression du liquide sur

24=0Qs/3).

20



Chapitre 1 Folation mathématigue des interactions fluides-stmest

Figure 1.7 Transport lagrangien

Avec ces notations, chaque terme de (1.57) seftorams de la maniere

suivante :
1- Le premier terme devient

J.QgOTj\ﬁ,jdx = IQSHVD.dx (1.59)

(!
ow; est le tenseur des contraintes de Piola-Kirchefbiemiére espéce
(tenseur non symétrique de Boussinesfipidar :

6, = 3072 (1.60)
0x;
Ce résultat s’obtient en utilisank'ftil= Jdx et en notant d’autre part
oV~ X,
ue(v )7 =——-x,
q ( I,J) an ax,j
2- Le deuxieme terme devient
, 0°u®
jQ,S 0's y'NdX = jQS s [/dx (1.61)
Ce résultat découle d’'une part de I'égdlits dx')* = ps dx (qui traduit la
2,,S
conservation de la masse), et d’autrequag "= W.

3- Le premier terme du second membre de (1.57) s’écrit

jZ,(Pv)Dun'da') = jz PY” [{ndo)" (1.62)
ou P(Mg,t) = P(Mg,t) est la pression instantanée vue par Hicpke
solide située avis a I'équilibre.
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P"(M,,t) est donc I'image réciproque (sLiyde la trace sut’ de P(Mg,t).
4- Le deuxieme terme du second membre s’écrit

Ieg Psgv,dx = IQS 0sgv,dx (1.63)

Ce résultat découle du fait gwes @IX)* = psdx (conservation de la
masse), et en notant d’autre partgyast constant.

5- Le dernier terme du second membre s'écrit

LQ'S /2'(Fdal) v= LQS,Z(FdU)DWD (164)

On peut maintenant comparer les équations dynamicpraenées dar3s aux
équations d’équilibre (1.58) s’écrivent respectieait
J' v dx+ J' ,0S BFdx— J'PE\/DEQnda) —J' ,osgdex+J' (Fdo)"nv" (a)

j o v’ dx = J; RV’ EQndJ)—J'Q ,osg\/fdx+J'z (Rdo)” (b) (1.65)

i

1.4.1.2.Linéarisation :
On commence par faire la différence des équatiarébg) et (1.65b), ce qui
conduit a I'équation (1.66) suivante :
S
jgs(eg,. WV dx+ j Os tuz mFdx=—jZ[PD(nda)D—Fg(ndo—)]mﬁ jzd[(Fda)D—(Foda)] V4

(1.66)
On note que les termes de volume dus a la grawuit&rviennent plus.

On introduit la densité superficielle de foraesur 3, définie par :
Fdo = (Fdo)" - (F,do) (1.67)

ou F représente la variation des forces appliqupas rapport a [Iétat
d’équilibre, supposée donnée (infinitésimale).

Dans ces conditions, la linéarisation de (1.66cdra :

0°u’®
Lzs aijkhgkh(us)gij (VD)dX"'I Ur?, |ShVD dX+j Sps at? Grdx
S 0 [
+jz Pn, (u®) E/‘3d0'+jZ pSv” [hdo = jzlj Vdo

(1.68)

Remarques :
- Le premier terme coincide avec le termeaildeur mécanique.

- Le deuxieme terme provient de la presecompte, dans la structure, des
précontraintes a I'équilibre.
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*-Expression de° en fonction de et deu® :

Dans (1.68),]'Z pSv’[hdo traduit les actions de pression du liquideXur

Les équations de base du liquide faisant intervienfiuctuation eulérienng
(éq.(1.21)),p° s’exprime en fonction de et deu® par :

p° = p-p0i,°  Surz (1.69)

Figure 1.8 Contact liquide-structure

1.4.1.3.Formulation variationnelle :

En portant (1.69) dans (1.68), et en remplag®npar sa valeur, =-p.gz, (z

désignant la cote de! [l T par rapport & un point origine situé $uj, on
obtient la propriété variationnelle suivante refiendéplacemeni® & la pression
p du liquide :
J. Bjn € (U°) & (V) dx + J. TUipVijdx + I psa—uz [ dx
Qg Qg Y Qs ot
ke Ko (1.70)
- ngIz[zn, (uS) V" +i, WS h]do = jzﬁ O/rdo - jz pv’ thdo

ks

1.4.1.4.0Opérateur symetrique d’élastograviteé :

Le premier membre de (1.70) fait intervenir, oléréerme d’inertie, I'opérateur
d’élastogravité kus,v’) défini comme la somme des trois contributions
suivantes :

1. ke est la forme bilinéaire symétrique de raideurtéjas usuelle,
2. ks est la forme bilinéaire symétrique dite de « ritgidyéomeétrique », qui

met en jeu les précontrainte:irsijFJ provenant, d'une part des termes de
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gravité, et d'autres part de la pressurisation rimgeéventuelle des
réservoirs,

3. ks est une forme bilinéaire fonction des déplacemsnts, dont nous
allons établir la symétrie.

Dans le cas d'une structure élancées (poutre,uptagcoques), il suffit de
remplacer la forme bilinéairde: et kg par les expressions variationnelles
correspondantes.

On peut écrirds sous la forme symétrique explicite suivante :
1
ks (V) == p, g{[z[zn (W +uyvldo+ | [zn(v) W+ vzuN]da} (1.72)

1.4.1.5.Formulation variationnelle dans le cas haronique :

On se place dans le cas harmonique en poS@xtt) = u (M) cosot.
En désignant paC, I'espace dess admissible, et en utilisant les notations
précédentes, la formulation variationnelle (1.7@x$t en régime harmonique,
pouru Ll c,et0ou0 g, (on a remplacg par la notationdu ) :

. c o=

k(u, ) — o st s [Budx- jz pduh"do = jzf [Budo (1.72)

oun® (= -n) est la normale unitaire extérieure au domalaeet ol on a poseé :

k= (ke +kg +Ky) (1.73)

1.4.2. Formulation dissymétrique en () :
On obtient la formulation variationnelle du probEgouplé, en récapitulant :

1. la propriété variationnelle (1.56) de la réponse ldwide «a une
déformation de paroi »,

2. et la propriété variationnelle (1.72) de la répoteda structure « soumise
a la pressionp du liquide » - en remplacari par son expression

P9 F A
_ mj-zu (hFdo (éq. (1.51)).

La formulation variationnelle du probléme couplécsit donc : Pouw et F
donnés, trouvefu,p)d C, X C¢D tels que :0 (du,dp ) O C, x C ', on ait :

p= pfa)2¢

K°(u, u) - o st U Budx— o’ jz PP do = ff [Budo  (a)

o (1.74)
Jo, PeD9 Mapax—c? [ £=popio [ pruliiopdo =0 (b)

oll on a posé : k® =k (u, &) + k3 (u, &) (1.75)
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. 0 _ P9 F
avec : Kp(U,dU) = Aire(r) umh dO’XIZdJ DhFda) (1.76)

1.5. Vibrations élasto-acoustiques

Nous examinons ici le probleme intérieur des vibret harmoniques d’une
structure élastiqgue contenant un fluide compressiloin pesant, avec ou sans
surface libre. A titre d’'exemple d’application,ans :

» les probléemes d’environnement vibroacoustique qgroncernent aussi

bien les charges utiles de lanceurs, que les passatjavions ou de
veéhicules automobile,

o I'étude de l'influence de la compressibilité deguldes sur les vibrations

hydroélastiques (par exemple, dans le cas desvoéserd’hydrogene
liquide des lanceurs).

1.5.1. Formulation variationnelle dissymétrique er{u, p) :

Nous négligeons dans cette partie les effets dla pesanteur. Dans ces
conditions, la pression et la masse volumique diddl a I'équilibre sont

constantes (le milieu fluide est supposé homogdne)plus, les fluctuations
lagrangienne et eulérienne de pression et de mags®aique coincident.

Nous commencons par rappeler une formulation cjassidu probléeme de

réponse du systeme couplé élasto-acoustique aodessfappliquées sur la
structure.

Le probléme aux limites correspondant s'écrit, esamt A = w”

og;,(uU)+w’psu, =0 dans Q (a)
o, (u)n} = F° dans 4Q ¢ /Y (b)
o, (u)n? = pn, sur Y, (c) (1.77)
a—p=a)2,0FuEh sur Y, (d)
on
a)Z
Ap+c—2p=0 dans Q . (e)

e (1.77a) est I'équation de I'élastodynamique (éql3a), on néglige les
termes de précontraintes dus a la pressurisation).

* (1.77Db) est la condition aux limites traduisantiémsité superficielle des
forcesF,¢ appliquées sur la structure.

* (1.77c) traduit I'action de forces de pressionrege par le fluide sur la
structure o;n? = -pn® = pn;, n désignant la normale extérieure au
fluide.
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 (1.77d) et (1.77e) sont respectivement la contitie glissement du
fluide sur2,, et I'équation classique d’Helmholtz de I'acousgdinéaire.

On applique la méthode des fonctions—tests. Orcedi® en deux étapes, en
traitant successivement les équations relativéa structure (« soumis aux
actions de pression de fluide »), puis les équatielatives au fluide (« soumise
a un déplacement de la papob) (Fig. 1.9).

Dans un premier temps, on introduit I'espaCg des fonctions réguliéres
définies dan€2s. En multipliant I'équation (1.77a) par une fonatiéud C

guelconque, puis en appliguant la formule de Grgen(1.55)), et enfin en
tenant compte de (1.77bc), on parvient, paucyetouC,,a:

J'QS o; (u)g; (du)dx - w? J'QS Psu [Budx — J-z puBudo = J'aglfs‘;zﬂijda (1.78)

Figure 1. 9. Structure élastique contenant un gaz

qui s’interpréte comme la formulation variationeetlu probleme de réponse
harmonique de la structure aux actions de preskidtuide.

Dans une deuxiéme étape, on considere I'esBacdesp réguliers dan2:. On
multiplie I'équation (1.77e) padp puis on integre suflr; en appliquant la
formule de Green (1.55) et en tenant compte derd}.7on parvient (apres
division parpg) a la proprieté suivante ded C , vérifieceOdp O C, :

1 W’
— | UOpIdpdx - dx - w® h"dpdo =0 1.79
o IQF p [0 dpdx s IQF pdpdx - w jzu dpdo ( )

et qui s’interprete comme la formulation variatietl@ du probléme de réponse
harmonique de fluide & un mouvement de paroi.

La formulation variationnelle du probléme consigpeure et F* donnés, a
trouver, (, p) O C, x C veérifiant (1.78) et (1.79).
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Chapitre 2 Méthode des éléments finis

Chapitre 2

Méthode des élements finis

2-1-Introduction a la méthode des éléments finis

2.1.1. Généralités :

L’évolution actuelle de technologie amene l'ingémia realiser des projets de plus
en plus complexes, colteux, et soumis a des cotgsaile sécurité de plus en plus
séveres. Nous pensons bien sdr aux projets spat&@uenautiques et nucléaires
dans lesquels la sécurité est vitale. D’autressyeeprojets d’envergure sont liés a
notre environnement : contrdle de la pollution thigue, acoustique ou chimique,
aménagement des cours d’eau, gestion des nappderrames, prévision
météorologique. Pour dominer ces projets, I'ingéni besoin de modéles qui lui
permettent de simuler le comportement de systergsiques complexes. Il peut
ainsi prévoir I'influence de ces décisions au monaenla conception du systeme.

Les sciences de l'ingénieur (mécanique des sokdedes fluides, thermique...)
permettent de décrire le comportement de systemesques grace a des équations
aux dérivees partielles. La méthode des élémemits dist 'une des méthodes les
plus utilisées aujourd’hui pour résoudre effectieatnces équations. Elle nécessite
I'utilisation intensive de l'ordinateur. C’est unméthode tres générale qui
s’appligue a la majorité des problemes rencontig@ss da pratique : problemes
stationnaires ou non stationnaires, linéaires oo hioéaires, définis dans un
domaine géométrique quelconque a une, deux ou dimensions. De plus elle
s’adapte tres bien aux milieux hétérogenes sowestontrés dans la pratique par
I'ingénieur.

27



Chapitre 2 Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis consiste a utiliser approximation simple des
variables inconnues pour transformer les équatauns dérivées partielles en
équations algébriques. Elle fait appel aux troisaimes suivants :

-Sciences de I'ingénieur pour construire lgsations aux dérivées partielles.
-Méthodes numeériques pour construire et résoles équations algébriques.

-Programmation et informatique pour exécuefficacement les calculs sur
I'ordinateur.

2.1.2. Evolutions de la méthode :

Depuis une cinquantaine d’années la mécaniquetdeguses permet I'analyse des
assemblages de barres et poutres. Le comportermeatiadue élément de barre ou
de poutre est représenté par une matrice de Bgithimentaire construite grace aux
hypotheses de la résistance des matériaux. A pi@gimatrices élémentaires, nous
construisons un systeme d’équations algébriquesitiisant des conditions de
continuité des déplacements et d’équilibre dese®raux points de jonction des
eléments ou nceuds. La résolution du systeme diégsatorrespondant a des
sollicitations données conduit aux déplacement®ds les noeuds de la structure.
L’apparition des ordinateurs et les besoins dellisirie aéronautique ont provoqué
un développement rapide de la mécanique des stescientre 1950 et 1960.
Turner, Clough, Martin et Topp introduisent en 1$&@&oncept d’eélément fini : ils
représentent un milieu continu élastigue a deuxedsions par un assemblage de
panneaux triangulaires sur lesquels les déplacemsnnt supposés varier
linéairement. Le comportement de chague panneacaesttérisé par une matrice
de rigidité élémentaire. A partir de ces matrickstechnique classique de la
mécanique des structures conduit a la solutiost-aelire aux déplacements en
tout point du milieu continu.

Soulignons également le travail de Argyris et Kglgai systématise I'utilisation de
la notion d’énergie dans I'analyse des structuigsfait les idées de base de la
méthode des éléments finis apparaissent déja damgadd, Hrennicoff et
McHenry.

Dés 1960 la méthode des éléments finis subit ureldppement rapide dans
plusieurs directions :

-La méthode est formulée, a pade considérations énergétiques et
variationnelles, sous la forme générads desidus pondéreés.
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-De nombreux auteurs créent des élémerhaule précision et des éléments a
cotés curvilignes ou isoparametriques.

-La méthode des éléments finis esbmaue comme un outil général de
résolution d'équations aux dérivéestipides. Elle est donc utilisée pour
résoudre des problemes non linéairesrestaiionnaires dans le domaine des
structures ainsi que dans d’autres domainmecanique des sols et des roches,
mécanique des fluides, thermique, etc.

-Une base mathématique de la méthode deg#gtsrfinis est construite a partir
de l'analyse fonctionnelle.

A partir de 1967, de nombreux livres sont publiés, langue anglaise, sur la
méthode des éléments finis. Signalons en particuks trois éditions tres

répandues du livre de Zienkiewicz. A I'heure admieleules sont disponibles en
francais des traductions des ouvrages de Zienkiewseconde édition, de

Gallagher, de Rockey et al., ainsi que les ouvralged\bsi et d'Imbert. D’autres

part plusieurs revues sont consacrées principalemda méthode des éléments
finis.

2.1.3. Etat actuel :

La méthode des éléments finis est maintenant égsndue dans les industries, en
particulier en construction aéronautique, aéroafgmtnavale et nucléaire. Elle se
développe en ce moment dans les applications getanique des fluides : étude
de la marée, des transports de sédiments, étudeldsomenes de pollution
thermique ou chimiqgue, des interactions fluidedtite. De nombreux
programmes généraux de calcul sont disponibles pdiliser industriellement la
méthode des éléments finis, principalement dardoieaine de la mécanique des
solides. Par contre, ils sont tres rares dans headte de la mécanique des fluides
et surtout dans l'interaction fluide-structure.

Pour que la méthode des éléments finis soit eficdans les applications
industrielles, il faut utiliser des programmes diagance a la préparation des
données et a linterprétation des résultats. Ces @t post-processeurs se
développent rapidement en ce moment; ils utilisées techniques de
I'informatique graphique et interactive.
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2.2. Approximation par élements finis :

2.2.1. La méthode d’approximation nodale :

Commencons tout d’abord par la méthode d’approxanatodale.

Elle consiste a chercher une fonction approchae: d€x)=u(x, as,...,a, ) donnant
une erreur assez petite(x)=u(X)-Uex (X) (Uex(X) €tant la valeur exacte d

u(x) est le plus souvent linéaire aret s’écrit sous la forme :

a

u(x) = (R(X)..5, (X))
U

a,

ou P;(x) sont des fonctions connues linéairement indéperda

eta, sont les parameétres de I'approximation.

Ce sont au fait (leg)) les valeurs exactes dg, aux n points appelés noeuds de
coordonnées;, ..., X, tel que u(X )= Uex (X )= U;

(Dans ce cas c’est une approximation non nodale).

et alors, si on utilise lag on peut écrire queu(x)=<N > {u; }

1 si iz
tel que :N.(x,) =
a (%) {O Si KN

(Dans ce cas c’est une approximation nodale).

Précisons ici quelques termes :
-4, sont les parametres généraux de I'approximation.
; sont les parametres nodaux ou variables nodalkspeoximation.
Pi(x) sont les fonctions de base de I'approximation.
Ni(X) sont les fonctions d’interpolation de I'approxitmoa.

2.2.2. De I'approximation nodale a I'approximationpar éléments finis :
La construction d’'une fonction approchd®) est difficile lorsque le nombre n de
nceuds et donc de parametigsdevient important. Le probleme se complique

encore si le domain€ a une forme complexe et si la fonctiofx) doit satisfaire
des conditions aux limites sur la frontiere\de
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La méthode d’approximation nodale par sous-domasimaglifie la construction de
u(x) et s’adapte tres bien au calcul sur ordinateur.

Elle consiste a :

-identifier un ensemble de sous-domaifedu domainé/ ;

-définir une fonction approchégXx) différente sur chaque sous-domaiigar

la méthode d’approximation nodale. Chadomctionu®(x) peut dépendre des
variables nodales d’autres sous-domaines.

Définitions :
-Les sous-domain&s sont appelés des éléments.
-Les points en lesquels la fonction aphéeu(x) coincide avec la fonction
exactel(x) sont les nceuds d'interpolation ou points nodaux.

-Les coordonnéesde ces nceuds sont les coordonnées nodales.
-Les valeursi; = U%(X;) = Ue,(X) sont les variables nodales.

L’approximation par éléments finis présente deyeats distincts :

-Il faut tout d’abord définir analytiguemeatgéometrie de tous les éléments, ce
gui est plus ou moins compliqué selon learmes.

-Il faut ensuite construire les fonctiod$nterpolation N;(x) correspondant a
chaque élément.

2.2.3.Exemple d’approximation linéaire a deux dimesions par éléments finis :

A
u,u
ex Uex(X) Us

U1 4
) /"' Ua
T UA(X
U \/}\ Uex(X)
//I
1
S 6%
> X=<Xy>
Xa
y
1
X1 V X3
1
X
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Définition de la géométrie des éléments

Noeuds : 1, 2, 3, 4.
Coordonnées nodalesy, Xz, X3, Xg.
Domaine compled : quadrilatére 1 — 2 — 3 — 4.
Eléments V!:triangle1-2 -4
VZ: triangle 2 — 3 — 4.

Construction des fonctions approché@&s) :

Variables nodalesu;, up, Uz, Us.
Fonctions approchéed(x) linéaires erx sur chaque élément.

élément 1 (domaine) :

U (X) = Ny(X) Uy + No(X) Uy + Na(X) Us

u'(x) est une fonction linéaire enety qui prend les valeuns,, U, u, aux points
X1, X, X4. Cette fonction est nulle en dehors du domafhe

élément 2 (domaine®) :

UP(X) = Ny(X) U + Na(X) Us + N3(X) Us.

2.2.4. Définition de la géométrie des éléments :
2.2.4.1. Nceuds géomeétriques :

Nous choisissons un ensemble de n points, sumhaithe@V, qui servira a définir la
géométrie des éléments. Ces points, appelés noe@oiméegiques, peuvent
éventuellement coincider avec les nceuds d’intetipalaPuis nous remplacons le
domaineV par un ensemble d’éléments de forme relativement simples. Chaque
élémentV°® doit étre défini analytiquement de maniére unigue fonction des
coordonnées des nceuds géomeétriques qui appartieimmmen elément, c’est-a-dire
qui sont situés sWw® et sur sa frontiére.

2.2.4.2. Forme d’éléments classiques :

Il existe plusieurs formes d’éléments classiquesespondant a des domaines a
une, deux ou trois dimensions.

Chaque élément est identifié par un nom précisafrene ainsi que par le type de
courbe ou de surface qui en forme la frontiere.
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A partir de maintenant nous nous limiterons a Hi#ét utilisé dans notre étude. Il
s’agit du cas de deux dimensions et a I'élémeandnilaire linéaire a trois noeuds
définis ci-dessous :

linéaire (3 nceuds)

Notre cas : Triangulaire linéaire a trois noeuds

2.2.4.3. Eléments de référence :

De maniere a simplifier la définition analytiquesddéments de forme complexe,
introduisons la notion d’éléments de référence élément de référendd est un
elément de forme tres simple, repéré dans un espaceéférence, qui peut étre
transformé en chaque élément ré€lpar une transformation géométrigife Par
exemple dans le cas d'un triangle :

Xk

xv

0,0 1,0 ¢

E=<¢& n> X=<x y>
Elément de référen Elémenirée
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La transformation® définit les coordonnées de chaque point de I'élément réel a
partir des coordonnéésu point correspondant de I'élément de référence

1 E- X =x5(E). 12.

La transformation® dépend de la forme et de la position de I'élénréat, donc
des coordonnées des nceuds géométriques qui lesdéfin

Il y a donc une transformatiafidifférente pour chaque élément réel :
1 E X =X (EX Xy Xk )- (2.2)

ou X, Xj, Xk, ... sont les coordonnées des nceuds geometriqueppartiennent a
I'élemente.

Soulignons gu’un méme élément de référeNtdpar exemple un triangle a 3
noeuds) se transforme en tous les éléments Yéale méme type (triangles a 3
noeuds) par des transformatiafdifférentes :

Y a X2

X1

| 7
Xsg
X4
0,0 10 ¢ X
Espace & n) Espace réelX vy)
Elément de référen Elémentrée

Elément 17 : & — X (&, X1 X3, X2)
Elément 277 : & — X% (&, Xy X3, X2)
Elément 32%: & — X3 (&, X1 X3, Xo)

A partir de maintenant, pour simplifier la notatiofiindice supérieur e,
caractéristique d’'un élément, sera supprimeé. Ndilisarons une transformation
linéaire par rapport aux coordonnéeg}{des nceuds géométriques de I'élément
réelVe:

71 & X (E) = [N(&)]{x} (2.3)

34



Chapitre 2 Méthode des éléments finis

De plus les fonctions de transformation sont cleisdentiques pour les trois
coordonnées :

(&) {xa}
(&) {yn
(&) {z}

Z1Z1Z|

¢)=I
y( ) = |
z() =1
Grace a la transformation géométriquaous remplacons la définition analytique
de chaque élémeif dans I'espace despar la définition analytique, plus simple,
de son élément de référendedans I'espace des Par la suite nous travaillerons
systématiquement dans lI'espace dest nous utiliserons des fonction&) a la
place des fonctiong(x), la relation entrg etx étant définie par la relation (2.3). les
fonctions u($) etu(x) sont differentes, mais prennent la méme valeudesnpoints

gui se correspondent dans la transformation. Neossa: u(x) = u(x(¢)), ce que
nous noterons par simplicitgéx) = u(é).

2.2.4.4. Formes d’éléments de référence classiques

Nous présentons ci-dessous la forme et la défimidinalytique de I'élément de
référence correspondant aux éléments de notre cas :

A

0,1

0,C 1,C ¢

Elément de référence F+p<l
Triangulaire vV E>0

linéaire (3 noeuds) n>0
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2.2.5. Approximation sur un élément de référence :

2.2.5.1. Expression de la fonction approchée(x) :

Nous choisissons sur le domaileun ensemble de n nceuds d’interpolation de
coordonnéesx;, confondus ou non avec les noeuds géométriques.cliaque
élémentv® nous utilisons une approximation nodale de latfioneexacteuey (X) :

U
u,

Usx X)) =U(X) =<N; (X) No(X) ...Npe(X)>3 +t =<NX)>{un} (2.4)

U
u

n

ou :x appartient &/°,
U, U, ..., UneSONt les valeurs de, auxne nceuds d’interpolation de I'élément,
ou variables nodales,
N (X) sont les fonctions d’interpolation sur I'élemeéel.

Remplagons I'approximation sur I'élément réel papproximation correspondante
sur I'élément de référence :

Uex (€) = U () =<N(¢) > { Un} (2.5)
v &= x(§) = [N(&)]{x}

ou: {u,} sontles variables nodales de I'élément,
<N (¢) > sont les fonctions d’interpolation sur I'élemele référence.

avec (2.3) :

2.2.6. Construction des fonctiondl(¢) et ﬁ(é)

Les fonctions de transformation géométrighé ¢ ) et les fonctions d’interpolation
sur I'élément de réferendg ( £ ) ont les mémes propriétés. Elles peuvent parfois
étre construites directement a partir de polynds®svent classiques de type
Lagrange ou Hermite; cependant il n’existe pas tdehnique manuelle
systématique pour les construire. Seule I'expédencpermis de trouver les
fonctionsN (&) correspondant a un certain nombre d’élémentsigass.

Nous proposerons dans les paragraphes suivanthémede numérique générale
valable pour tous les types d’éléments.
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2.2.6.1. Méthode générale de construction :

2.2.6.1.a) Choix de la base polynomiale :

Exprimonsu ( ¢ ) sur I'élément de référence sous la forme d’uomlbnaison
linéaire de fonctions connues indépendamgeéé ), P, ( £),..., qui sont le plus
souvent des monémes indépendants. Le choix desidos®, ( £ ) est 'une des
opérations de base de la méthode des éléments finis

8
&

U@ =<Pi(@) P2 ... > =<P()>{a} (2.6)
0
&

L’ensemble des fonctiorB (&) constitue la base polynomiale de I'approximation.
Son nombre de termes doit étre égal au nombre rigbies nodales ou nombre de
degrés de libertéyrde I'élément.

Pour construire les fonctions de transformationnggoiqueN, choisissons de la
méme maniere des expressionxdke la forme :

X&) = <P(d>{a}
y(© = <P(©)>{a} 2.7
2@ = <P >{a)

Le nombre de fonction® (&) etde coefficients &}, { a,} et { a,} est égal au
nombre fide nceuds géométriques de I'élément.

Définitions :

-Les coefficients §} sont appelés variables généralisées’@éntent par
opposition aux variables nodales,{.

-La relationu (&) = <P (&) >{ a} définit I'approximation généralisée par
opposition a I'approximation nodaléé) = <N (¢) > { u, }.

-Les coefficients &}, {a}, {a} sont appeles parfois coordonnees
généralisées de I'élément par oppositionaotdonnées nodales«{}, { y» },
{ z,} des nceuds géomeétriques.
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2.2.6.1.b) Relations entre variables généraliséesvariables nodales :

Exprimons qu’en chaque nceud d’interpolation de @monées {& }, la fonction
u(é) prend la valeur nodale; = uey (&) :

ul

0, [(RE) P(&) - Py(&)
(R(E) BE) - P&

el A0

0 (R(&) P&, - P

U,

{u}=[rfa} (2.8)

soit en inversant la matrice nodalR][d’ordre ny

{a} =[r]u} 2.9)

Pour passer de (2.8) a (2.9) il ne faut pas dig qoit singuliere. Si ] est
singuliére, cela implique qu’il n’est pas possitllexprimer d’'une maniere unique
les parametresa} de la relation (2.6) en fonction des variableslaes {,}. Ceci
dépend du choix de la base polynomiale et des ooogks §} des nceuds de
I'élément de référence. Puisqu®][est indépendante de la geométrie de I'élément
réel, la propriété de singularité dB,] est une caractéristique de I'élément de
référence et non de I'élément réel.

De la méme maniére, nous écrivons les relation$ &ix noeuds géométriques :

x§= [ Po]{ &}
yid=[P]{a&} (2.10)
zf=[Pal{ &}

soit aprés inversion d@] :
af}= [Pa]™ {%
af}= [Pal™ {yn} (2.11)
af}= [Pl {z}
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2.2.6.1.c) Expressions des fonctiomsetN :
Reportons (2.9) dans (2.6) :

U@ = <P@©>Pl™{ u}
soit : u(@ = <N@©>{u,} (2.12)
d'our ; N(@©>=<P@>[P]"

Nous obtenons de la méme maniére dans le cas mi®fts N :

X (&)= <N(&) > {x}

y(©& = <N(© > {y} 3)
z() = <N(©) > {z}
ou : N@>=<P@>[P]"

2.2.6.1.d) Dérivation de la fonctioru(¢) :

Par dérivation de (2.12), nous obtenons :

Us (Pe) (Ng
u, =[Py [RIut=| (N, fut=[Befu) (2.14)
u, (Py) (N>

2.2.6.1.e) Résumé des opérations de construction<dbl > :

-Choix de la base polynomial®)>

-Evaluation de la matric®{|=[P; (&)] : 1,j = 1,2,..., y
-Inversion de la matrice nodak ]

-Calcul de €N > aux points désirés :

N >= <P (@) >[P”

Il est important de noter que ces opérations neetiviétre effectuées qu’une seule
fois pour I'ensemble des éléments réels qui posdete méme élément de
référence.
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2.2.6.2. Construction des fonctiondN (§) d'un élément triangulaire
linéaire a 3 nceuds :

n A YA

Us

Uz

Uy

v
v

é‘ =< f n>
Elément de référen

Elément rée

Les nceuds géométriques et les nceuds d’interpolstiainconfondus :

R>=<1 ¢ 5 > (2.15)
0 0
{&1=41t {n}=+0 (2.16)
0 1
(P(&) 1 00
RI=|PE&)]  [RI*=]-1 1 0 (2.17)
(P(&) -1 01

Expression de & > :

(N)=(N, N, Np=(P)[P]*

(Ny=(1-E-n & ) (2.18)
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L’élément est isoparamétrique :

(N) =(N)

X@€m)=(N; N, N; )

et (2.19)
Y1
Y,

y(&m) =(N; N, N, >y

2.2.7. Transformation des opérateurs de dérivation

2.2.7.1. Généralités :

Les équations du probleme physique étudié sonteécsur le domaine réel, donc
sur les éléments réels ; elles font intervenir fdextions inconnuesi,, et leurs

%,% etc. Comme l'approximation (2.4) sur I'élémentlrést

ox oy
souvent compliguée nous utilisons systématiquentiapproximation (2.5) sur
I'élement de référence :

dérivées erx :

Uex () = U () =<N (&) > { t} (2.20)

Associée a la transformation (2.3) :
T &= x=x(&)=[N(EN{xn}

X=(XYy 2 (2.2)
c=(n O
La transformation étant bijective :
Tt X E=E(X) 2.22)

Bien quer’ existe toujours, elle n’est facile & construir@lEitement que st est
linéaire. Déja pour I'élément triangulaire quadyag a 6 nceuds, la construction de
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1 est compliquée. Si nous disposons explicitemant(2120) pour obtenir

I'approximation sur I'élément réel :
U (€(x)) =<N (£(x)) > { un }=< N (X) > { U }= u (x).

En fait cette expression n’est pas utilisée posiéléments compliqués, car nous
travaillons sur I'élément de référence. Toutesbgzressions qui impliquent des
derivées deienx, y, z sont transformees en dérivees‘en, { grace a la matrice de
transformation dite matrice jacobienné]f

2.2.7.2. Dérivées premieres :

Utilisons la dérivation en chaine pour calculer désivées erf d’'une fonction a
partir de ses dérivées &n

0| |0x 09y 0z|[9

| | & 9F 9f ||ox
0 axgaza

Ll 22 Rl ) 2
on on don zn ||dy (293
Q| |ox oy 0z)0
0{] |0{ 0¢ 04 |loz
Ce que nous noterons :
{o.4=[3fo.} (2.23b)

ou [J] est la matrice jacobienne de la transformatioonggrique. Les termes][]
s’obtiennent aisément par dérivation de (2.21).ldméme maniere, les dérivées
enx d’'une fonction s’obtiennent a partir des dérivées :

0] [ac an oc][2

X ax oax ox || 9¢
0| _|o¢ on oc ||

oy |oy dy zy||on (24
9| |9 on oc| o
0z) |0z 0z 0z]|0¢
soit
{o.4=lilo} (2.24Db)
En portant (2.24b) dans (2.23b) nous obtenons :
jI=131° (2.2
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C’est la matrice | ] qui est utilisée en pratique puisque nous dewxpsimer les
dérivées deu enx,y, za partir des dérivées deené, », {. Comme les termes de
[ j ] sont des dérivées de la relation (2.22) quitp@s connue explicitement, nous
utilisons donc I'expression (2.25) pour calculgr][a partir des termes deJ[].
Nous avons supposé la transformatidrijective, par conseéquent I'inverse dé |
existe en tout point de I'élément de référence.

2.2.7.2.a) Expression dej[] =[J]*

Nous présentons les formes explicites de l'invetse J | a une, deux et trois
dimensions :

e Une dimension :

pl=3q [l=br=+ (2.26)

e Deux dimensions :

D= = =l

22

o —Jdp
dew)[ } (2.27)

det@) = J,,J,, = 3,5,
e Trois dimensions :

'Jll ‘]12 'J13

[3]=

21 'J22 ‘]23

[

31 ‘]32 'J33

1 ‘] ‘] J32J23 J13J32 - ‘]12‘]33 'J12'J23 - ‘]13‘]22

-1 _

[‘J] d et@d) ‘]31‘]23 'J21J33 J11‘]33 - ‘]13‘]31 J21J13 - ‘]23‘]11 (228)
‘] ‘] 'J31'J22 J12J31 - ‘]32‘]11 J11J22 - ‘]12‘]21

det@) = J11(J22J33 - J32J23) + J12(J31‘]23 - J21‘]33) + J13(‘]21J32 - J31‘]22)

2.2.7.2.b) Calcul des termes deJ[] :

Les termes de J ] sont obtenus d’apres (2.23a) par dérivationrppport & de la
relation (2.3) que nous réécrivons sous la forme :

x y 2=(NEx} {v} {z] (2.29)
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{x} { o} { z,} étant les coordonnéesy etz des nceuds géomeétriques de I'élément.
La matrice jacobienne s’écrit :

0
% (N
Pl=1—rx vy 2= [N ) (v} {2) (2.30)
/7 _
9 (N,
o7

@xn%)  ("°x3)

Elle est donc le produit de deux matrices, 'unatenant les dérivées ehdes
fonctions de transformation géométrique, et I'aldi® coordonnées des nceuds
géomeétriques de I'élément.

2.2.7.2.c) Transformation d’'une intégrale :

Le changement de variables (2.21) permet de pdsséntégration d’une fonction
f sur 'élément réeV® a une intégration plus simple sur I'élément déngiceV' :

jve f (x)dxdydz= jvr f(x(&))det@)dédndd (2.31)

detQ) étant le déterminant de la matrice jacobiendie En effet I'élément de
volume d/ est le produit mixte :

dvV =(dk x dy).d (2)32

En repere cartésien orthonorme :
X =dxi; dy=dy.j; d=dzk (2.33)
Ui

oui,].k sontles vecteurs unitaire portés par les axessAl

dv=dx dy dz (2.34)

Dans le repére curviligné,(y, ) :
dv = (dé x dif).dd (2.35)

Les composantes de ces vecteurs dans un repegsiearsont :

d¢ = (I +3p] + Iok)dE
dij = (30 + 35,0 +IK)d7 (2.36)
4 = (3ud + Jpa] + IoK)AC
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Le produit mixte s’écrit donc :
dV = det@d)dédndd 2.37)

2.2.7.3. Dérivées secondes :

Cherchons maintenant a exprimer les dérivées sesogik a partir des dérivées
premieres et secondes &nEn dérivant la relation (2.24a) par rapport,anous
obtenons la relation suivante entre les dérivéesmnskes ex et ené :

02 0%

ax? 0¢?

9° 92

ay? 5 an’

9 & 0°

SO (A TR S (2.382)
7 9

Xy 0 agon

02 ¢ 92

0yoz 0ndd

9° 92

002 FY-Ye

que nous noterons :
{2} =[mfo .} +[mKo%} .38b)

2.2.7.3.a) Calcul deT] :

La matrice T,] fait intervenir des dérivées e des termes dgj][ définis par
(2.24a). T{] s’'annule si J] est constante, c’est-a-dire si les fonctiang)sont

linéaires. Comme nous ne disposons pas en génared dxpression explicite de
[j], nous proposons une méthode pour évaltgrspns utiliser de dérivées dg [

En dérivant (2.23) par rapporgaous obtenons :

foz}=[co} +[c.Fox} @8
ou en utilisant (2.24b) (puisqye } =[3}a,}) :
o>} = [c]lifo.t+[c.Jo%} (2089
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Reportons (2.39b) dans (2.38Db) :

04 =[]+ [Llclibo  + [rlc.foxd

D’ou les deux relations :
[.lc.]=[1] donc [r]=[c,]" (2.409)
[L]+[T.]c.]i]=0 donc [r]=-T,]c.]i] (2.40b)

Les matricesT,] et [C,] sont données explicitement par (2.41) et (2.42cd ] est
la matrice unité.

2.2.7.3.b) Calcul deT;] et [C{] :

La matrice T,] définie par (2.38b) s’exprime directement en twrtdes termes de
[j] données par (2.25) et (2.30) :

R A F I P 2l 2wl
i i iz 2] 1l 2502 2] 5300
[Tz] - i i% s 2] 31l ]3] . 2] 33)a1 - [Cz]_l (2.41)

j11j21 j12j22 j13j23 j11j22+j12j21 j12j23+ j13j22 Jllj23+ j13j21

j21j31 j22j32 j23j33 j21j23+ j22j31 j22j33+ j23j32 j21j33+ j23j31

_j31j11 j32j12 j33j13 j31j12 + j32j11 j32j13 + j33j12 j31j13 + j33j11 _

La matrice C,] définie par (2.39a) s’écrit :

P .
W<J11 ‘]12 ‘]13>
0
W<‘321 ‘J22 ‘Jz3>
s (2.42)
v<‘]31 J32 ‘]33>
[Cl]: 1 0 ?
?(W<J11 ‘le ‘J13>+W<‘J21 ‘Jzz ‘st>)
1,0 0
?(F<le ‘]22 J23>+W<J31 J32 J33>)
1, 0 0
?(F<‘J3l ‘J32 Jsa>+v<‘3n ‘J12 ‘J13>)

Précisons que I'expression de,] est identique a celle d&j si nous remplacons
dans ;] les termes dg] par les termes correspondants dle [
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A deux dimensions nous obtenons :

in o 2J11ho
[Tz] =1 ix 2 251)2 (2.43a)

j11j21 j12j22 j11j22 + j12j21

0
<J11 J12>

o (2.43b)
[C1]= W<‘]21 ‘]22>
1,9 0
?(W<‘]11 312>+F<Ju J )

2.2.7.3.c) FonctionsN (&) etd N /0 & d’'un élément triangulaire
linéaire a 3 nceuds :

(Ny=QA-¢-n & m
(N/3&)y=(-1 1 0) (2.44)
(ON/dn)y=(-1 0 1
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Chapitre 3

Discrétisation et intégration numérique

3.1. Vibrations des structures élastiques :
3.1.1. Cas de la structure libreX=09):

Les équations et la formulation variationnelle giént (d’aprés (1.13) et
(1.14)) :

o, (u)- 0%y, _ 0 dansQ (a)
i ] Po = (3.1)
o;(wn, =F  suroQ/x (b)
(U)e, (v)dx + OU \4x=[ Fud 0c,OvOC (3.2)
.[Qaij WeE .[Qp ot _.[GQ o ’ )

* Discrétisation : méthodes de Ritz-Galerkin et degléments finis:

On utilise la méthode de Ritz-Galerkin, qui coresiatrechercher une solution
approchée de (1.14) dans un sous-espacde dimension fini&\ deC.

Si ¢ (j=1,...,N) désigne une base de ce sous-espace vectorielgléorent
génériqual” 0 C" peut s'écrire sous la forme" = > L ey,

La satisfaction d’'une propriété variationnelle &t intervenir des formes
bilinéaires et linéaires dans ce sous espace, toathrs a des équations
matricielles.

Dans le cas particulier de la méthode des éléntfariss on rappelle que;
coincide avec la valeur dg" au noeuds d’un maillage (dans le cas d'une
interpolation de Lagrange)u” étant défini par interpolation & partir des vaseur
nodaledJ; appelées degrés de liberte.
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*-Matrices de masse et de raideur, vecteur force

Dans la suitéJ (resp.V) déesigne le vecteur de" de composantds; (resp.V;)
et V' le transposé d¥. Les expressions discrétisées des formes biliesait
linéaires intervenant dans la formulation variatieite (3.2) conduisent aux
matrices de mass® (symeétrique, inversible), de raidelt (symétrique,
singuliere), et vecteur forde, définis respectivement par :

jQ pu Vdx - V'MU (a)
jQ o, (U, (Vdx = vV TKU (b) (3.3)
LQ Fvdo = V'F (c)
La forme discrétisée (3.2) s’écrit donc :
VIMU+VTKU = V'F 0OV (a)
! (3.4)
MU +KU = F (b)

On est donc ramené a la solution d’'un systéeme dtmps différentielles couplé
de grande taille.

3.1.2. Cas d’'une structure fixée SUk :
Les équations et la formulation variationnelle giént (d’apres (1.12)) :

d°%u
ot?

“vdx=[ Fvdo u0C’0vOC’ (3.5)
a9/y

[y (e dx+[ p

Les composantes dé¢et deV correspondant aux nceuds du maillage situés sur
sont nulles.

Les matrice«K etM de la structure fixée sy, se déduisent donc de celles de la
structure libre par suppression des lignes et désnoes correspondant aux
nceuds de liberté fixés (dans ce ¢asst inversible).

3.1.3. Réponse harmonique a des forces :

On supposé&(M,t)= F(M) cosot et on envisage les solution@M,t)= u(M)cosot
de (3.1) (ou (3.2), (3.4)).

Le probleme aux limites, la formulation variatiolleg et les équations
matricielles, s’écrivent alors, pouretF donnés :

o, (u)+pw?u, =0 dansQ
o;(u)n; =F  surdQ

(3.6)
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IQ o; (u)g; (v)dx - a)zjQ pu dx = Lg'f vdo uOC,0OvOC (3.7)

KU - w?MU =F (3.8)

» En pratique, il s’agit de résoudre (3.8) pauetF donnés, ce qui suppose
gue la valeur dev ne soit « pas trop élevée » (la finesse du maillag
utilisé doit permettre de rendre compte de [|'é&hedipatiale des
phénomeénes étudiés, pour la valeutdsonsidérée).

3.2. Discrétisation pour I'analyse modale de la ré@mse vibratoire du
liquide :

I'équation (1.56) est la formulation variationnellde la réponse a un
déplacemently imposé (pour envisager la réponse harmoniquegiidi a un
mouvement de paroi donné, d’amplitude normgleurX, et de pulsatiom) est
donnée par :

Pourm etuy donnés, trouvep O C © tel que :

jQFD¢D]5¢dx—%2J'F¢J¢dJ=J'ZuN5¢dJ Oop OC" (3.9)

Si U désigne le vecteur des valeurs nodalesudé¢3.9) s’écrit sous forme
discrétisée :
2
Fo-Y so=c™u aec L'®=0 (3.10)
g

ou o "C'U discrétise jzuN Mpdo, et ou L"d = 0discrétise la liaison
jr ¢do =0.

3.3. Discrétisation des vibrations hydroélastiquereprésence de gravite :
3.3.1. Formulation dissymeétrique eny,¢) :

D’aprés I'équation (1.74) la formulation variatiaie du probleme couplé
s’écrit donc :

Pourw et F donnés, trouver(p)d C, X C, tels que :
O(du,d0p )0 C, xC,,onait:
KO (u, ) — & L:S Pu [Budx— o’ jz p.pAh do = ff [udo  (a)

5 (3.11)
Jo, 0P8 Mapox—o [ £=popdo - [ pruiopda =0 (b)
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ou on a poseé :

k® = Kk (u,du) + k3 (u, &) (3.12)
avec
0 - P9 F
k3 (u,du) —ﬁ(r)(&uﬁh dJX[ZdJ lthda) (3.13)

Structure matricielle du probleme discrétisé :

On désigne pad le vecteur debl, valeurs nodales de et par® le vecteur des
N, valeurs nodales de. Les matrices correspondant aux diverses formes
bilinéaires et linéaires intervenant dans (3.1dnt sléfinies par :

o 2 €1 ()£, 0 (u)dx =  OUTK_.U (a)
o, @0u 00, dx = UK (b)
ks (u,du) = oU TK U (c)
3.14
_Ped uEhFdo—X[duEhFdo—) = J0U'KJU (d) ( )
Aire (') Vz z
IQ 0 U Dudx = pUTMU (e)
IZIEDJudJ - OSTF (f)
avec en outre
[,proumfdo= oUTCo UzpF5¢uEhFdJ: S6TCTU  (3.15)
Enfin la discrétisation de (3.11b) introduit lestriees suivantes :
jﬂ p.0¢ MMpdx = OOTFO (a)
L (3.16)
[ gF ¢opdo = ODTSO (b)
Par conséquent, la matris8 discrétisank’ défini en (3.12) s’écrit :
K°®=Kg +Kg + Ky +Kp (3.17)

Sous forme discrétisée, la formulation variatioten€3.11) s’écrit :

SR e

ou® est soumis a la Iiaisoqupda =0 discrétisée.
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3.4. Discrétisation des vibrations élasto-acousti@s :
3.4.1. Formulation dissymétrique eny,p) :

Nous rappelons que le probléme aux limites cormedgat aux vibrations élasto-
acoustiques exprimé en,) (voir chapitre 1 partie 1.5.1, éq.(1.77)) estm®dn
par,en posamt=q? :

o, ;(U)+w?psu, =0 dans Q (a)
o; (u)n? = F° dans 0Q ¢ /% (b)
o, (u)n? = pn, sur X, (c) (3.19)
a—pza)z,oFuEh sur Y. (d)
on
w2
Ap+c—2p=0 dans Q - (e)

La formulation variationnelle dissymétrique en,pj du probleme consiste,
poure et F donnés, & trouveru(p) OC,xC, vérifiant (1.78) et (1.79)
suivantes :

Lsaij (u)&; (Au)dx - a)ZJ'QS OsU [dudx - jz puBudo = J'Mli‘;zﬂijda (3.20)

1 w’
— | UOpIdpdx - dx - w* h"dpdo =0 3.21
o IQF p [0 dpdx s IQF pdpdx — w jzu dpdo ( )

Discrétisation par éléments finis :

Les matrices correspondant aux diverses formeséhilies ou linéaires
intervenant dans la formulatiorvariationnelle ((3.20), (3.21)) sont définies
par :

jgsa” (u)&; I (u)dx -  JUTKU (a)
jQS U Dudx = dU"MU (b)
iJ'Q Op M dpdx = op' Fp (c)
P 7 . (3.22)
5 Ja, POPOX = M'K,p (d)
[, pdutndo = U TCp (e)
LQW F¢ Budo - SUTF¢ (f)

Les équations variationnelles (8.2) et (8.3) st@mt sous forme discrétisée :
K -CJu M 0Jul |F¢
{0 F}{p}w{@ KPL}[O} 529
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3.5. Application - vibrations élasto-acoustiques -

Probleme étudié :

Solide }
(Ee, v, p) .
Fluide
ﬁ (B, pr)
%
«—

u(M,t)= u(M)cosot

3.5.1. Modélisation mathématique :

Nous supposons que toutes les variables sont aesidios harmoniques en
fonction du temps, ce qui raméne le probleme awutalles amplitudes
seulement.

3.5.1.a. Domaine fluide :

Dans le domaine fluide, on suppose que I'écoulerashtirrotationnel, ce qui
nous permet l'introduction du potentiel de déplaeati¢”

v =9
<X

o4 3)2
v, = —
oy

avec v, et v, sontlescomposantes du vecteur déplacement.

Dans ce cas [I'équation régissant |'écoulement d'fimide considéré
compressible s’écrit :

0 WP +E NP =0 (3.25)
aveck; est le module d'élasticité du fluide donné par :

E, = p,c’ (3.26)
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Démonstration de I'équation (3.25) :

D’aprés les équations (1.35), 1.37) et (1.39) oespectivement :

Op-p,w?u’ =0 3.47)
u'=0¢ (3.28)
p=-p;c’ag  dandy. (3.29)

de (3.28) et (3.27) on aura :
Op-p,w?0¢ =0 =
p-pw°¢ =0 (3.30)
de (3.29) et (3.30) on aura :
-piC’Ap - p,w*P =0 =
O o +ENp=0 (3.31)
avec E, =p.c

3.5.1.b. Domaine solide :

Dans le domaine solide, on utilise I'équation devilia pour I'état plan de
contrainte (en deux dimensions), donnée par :

- pw'U +1E—52(U,X+VV,y) +ﬁ(uy+vx)y:0
-V , X v ' LA
£ £ (3.32)
- N +—_V +wW ) +—— (U +V. ] =0
Ps 1_V2(,y ,x),y 2(1+V)( 8% ,x),x
Sachant que :
£ 1 v 0 ||g
g =—=|v 1 0 [g (3.33)
1-v 1-v
0 0 = =¥
et:
9 0
&, ox U
el=lo 2 (3.34)
oy ||V
SN
| 0y OX |

ou U, V sont les composantes du déplacement dans lesiah®eg, y.
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Chapitre 3

3.5.1.c. Les conditions a I'interface :
* A l'interface les déplacements doivent étre cons :

. U
D¢Eﬂﬁ—{v}[iﬁ=0 (3.35)
i est le vecteur normal a la frontiere.

* La pression dans le domaine fluide est donnédgedon I'équation (3.30))
(3.36)

p:pfw2¢

* Les forces a l'interface (équilibre) :
[c]m + p,w?p i = 0 (3.37)

3.5.2. Probleme étudié :

| 0,1 m ‘
|
4-Al
0,001 m 4-B T
<
0,1 m ”"
1-B 3 B
1A e | 3-A
v /
ZAT
+—>
u(M,t)= u(M)cosot
Données :
= 10 [N/ nf]
= 1 [kg/m]
Es = 1,518 [N/ nf]
ps = 3000 [kg /i
v = 0,3.
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Maillage :

Y

On choisisant un pas = 1x3M, on aura :

Domaine fluide :

le nombre total d’éléments domaine fluide est X000 x 2
Le nombre total de nceuds domaine fluide est

20 000 éléments

101 x 101 10 201 noeuds
Domaine structure :
- le nombre d’éléments par segment est 101 x 2 = 202 éléments
- le nombre total de nceuds par segment est 102 x 2 = 204 noeuds
- le nombre total d’élément domaine structure est 202 x 4 = 808 éléments
- le nombre total de nceuds domaine structure est 204 x 4 = 816 noeuds
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3.6. Méthodes numérique :

La mise en ceuvre effective de la méthode des élsmims nécessite
l'utilisation de méthodes numériques variées poomsttuire les matrices
élémentaires et résoudre les systéemes d'équatgeizigues qui en résultent.

Parmi ces méthodes on utilise les méthodes d'atiégr numérique dont en
detaillera, par la suite, la méthode d'intégratierGauss.
3.6.1. Intégration numeérique :

Dans la méthode des éléments finis, la matrice éidaire K] et le vecteur des
sollicitations élémentairesd{ s'exprime sous forme d'intégrales a une, deux ou
trois dimensions, définies sur I'élément réei

[k]=],.[B,]"[D][B]av

{r}= [ AN}ryav + [ {N}rods (3.38a)

Sur I'élément de référence, ces intégrales devignne
[k]= [, [B; ()] [D(&)][B(£)]det (3 (£ )av -
{t}= ] AN}, det( (v + [ {N (e, ras G0

Ou: V' estle volume de I'élément de référence.
S; est la partie de la frontiere de I'élément dére¥fce sur laguelle est
appliquée la sollicitatidgn
&s représente les coordonnéesur le contouss.,
dB=J,ds ds,
] est la matrice jacobienne de la transformaticonggtrique.

Soit encore :
[k]= .. [k Jav
{t}= [ {rdov e+ [ {1 }as (5-99)

[ 1= [B, )] [0 (&)]B(¢)]det (3 (£))
{t;}={N ()}, det(3(¢))
{re}={N(E ) 1e

Ou:
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Les termes dekf], {f*,} et {f*} sont des polyndbmes ou des fractions
rationnelles compliqués. Leur intégration explicitest facile que s'ils sont
constitués de termes polynémiaux.

Il est en général préférable d'utiliser une intégnade (3.39) de la forme :

[]= > w [k ()]
r (3.40)

{t}=3 w{t )

Ou ¢& sont les coordonnées des r points d'intégration.
w; sont les coefficients de pondération (ou poidsjespondants.

H

3.6.1.1. Intégration numérique a une dimension paa méthode de Gauss :

La méthode de Gauss est une méthode d'intégratimenque tres utilisée dans
laquelle lesr coefficientsw; et lesr abscisses; sont déterminés de maniere a
intégrer exactement des polynémes d'ordre 2r-1.

Remplacons lintégral d'une fonction polynomial&)ypar une combinaison
linéaire de ses valeurs aux points d'intégrafion

[ y(E)de = woy(E, )+ woy(E,)+ -+ wy(E)+ -+ w, y(£,)
fﬂ@hf=§Wd@J (3.41)

Déterminons les 12 coefficients de maniere a ce que (3.41) soit Mé&if
exactement pour le polynéme suivant :

y({): a, + azf oo+ a-zrfzr_1

Portant cette expression dans (3.41) :

alj_lldf + azj_llfdf +.o.+ aZFJ‘_llngr—ldf = al(wl +W, et W, )+
a,(W, & + W&, + + W, E )+t (3.42)

+a2r(w1 12r1+W2 22r1+ +W<zzr1
Pour que (3.42) soit identiquement vérifiée pout 8y, &, ..... , &, il faut que :
lf"’dfz , a =024, 2r-2
L +1 Zl (3.43)
j_llff’dfz Z a =135, 2r -1
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Soit :

......

— 2r-1 2r-1 2r-1
O_(Wl 1 +W2‘§(2 +"'+Wr§( )

r

Ce systeme der2quations est linéaire awn et non linéaire eq; ; il détermine
les & parameétres de (3.41) sous les conditions :

w;, >0|.

=12, ,r
-1< ¢, <1

3.6.1.2. Intégration numérique a deux dimensions :

Elle consistent a utiliser dans chaque directi@is une intégration numérique
a une dimension. Si nous utilisonspoints dans le sensetr, points dans le
sensy, la méthode de Gauss intégre exactement le prdauitpolynéme e
d'ordre 2;-1 et d'un polynéme end'ordre 2,-1.
a) La méthode "produit " utilise=r- r, points; elle integre tous les monémes

&y tels que &i<2r;-1

Kj<2ry-1

b) Méthodes directes :

Il est possible également d'étendre directenr@entleux dimensions les
méthodes du paragraphe 3.6.1.1 :

I, v nlagan = 3 wy(E.n.) (3.44)

Nous pouvons en particulier construire des méthadiestype Gauss qui
integrent exactement tous les mondémes d'ardre

&y telsquei +j <m

De telles méthodes utilisent souvent moins de pajoe les méthodes "produit”.
Elles sont présentées en détail par Stroud.

Pour les éléments de reférences carrés, les métHpdeduit” sont les plus
souvent utilisées, alors que pour les élémentsgulaires les méthodes directes
sont plus courantes.
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3.6.1.3. Méthode directe de Gauss pour lintégtion numérique sur
I" élément de référence trianguladr :

Plusieurs formes d'ordre m =1,2,....,6 sont dispeniqli integrent exactement
des mondmes? ' pour lesquelsi +j < m. Ces formules sont souvent dites
formules de "Hammer".

[ ylen)dnde =Y wy(&.n)
i=1
Méthode directe :

Ordre| Nombre Coordonnées Poids
m |depointsn § i W,
A
n
1/2 1/2
2 3 0 1/2 1/6
2 1 1/2 0
3 >
¢

3.6.2. Formulation par la méthode des résidus pondés :

Nous savons que le fait d'introduire dans une éouaifférentielle la fonction
d'interpolation revient a construire une solutigprachée par la recherche de
parametres indéterminés ou sous une autre fornaalders nodales inconnues.

Ce probleme peut étre, entre autres, résolu par méthode des résidus
pondérés. Le principe de base de cette méthodest®rss introduire dans le
résidu :

R(u) =0O(u) - f (3.45)

une fonction d'interpolation susceptible de vérifes conditions aux limites et
de choisir autant de criteres gu'il y a d'inconnaedéterminer. Ces critéres
consistent a annuler une expression de la forme :

jD WR (u)dD =0 (3.46)

ouw est une pondération dont la forme varie en foncties diverses variantes
de la méthode. Les principales sont :

* Collocation par points

* Collocation par sous-domaines
» Galerkine

» Moindres carrés
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3.6.3. Formulation par la méthode de Galerkine :

La méthode de Galerkine est une méthode de régidndérés consistant a
choisir comme pondération, les fonctions de baseoquservi a construire la
fonction d'interpolation.

A patrtir de la forme générale (3.46) jD WR (u)dD =0

on choisit :w = {N}
ceci permet d'écrire la méthode de Galerkine sownsd :
w = [ {N}R(u)dD =0 (3.47)

Les fonctions de pondératidd sont introduites dans la forme intégrale sous
forme d' un vecteur colonne pour respecter lesdoiproduit matriciel et ainsi
obtenir autant d'équations qu'il y a de fonctioaddse.

Notons toutefois, que la méthode de Galerkine esvent présentée dans la
littérature sous forme variationnelle, c'est-a-éingposant :

W= du 48)
ou Ju est la premiére variation de La variation est ensuite exprimée par
interpolation nodale soit :
ou = (NY{ou, }=(ou N} (3.49)
la forme (3.47) devient :
W = jD<5un>{N}R(u)dD =0 (3.50)

enfin puisque les &u,> ne sont pas fonctions du domaine géométriqudsD, i
peuvent étre extraits de l'intégration, on retroaiees la forme (3.47) :

W = (u,)[ {N}R(u)dD =0 (3.51)

ou simplement
w = [ {N}R(u)dD =0 (3.52)

Le vecteur {\} représente ici les fonctions de base de I'appnation nodale de
facon globale, c'est-a-dire valide sur I'ensembileldmaineD. Cependant nous
savons que les fonctiord sont définies seulement sur des sous domaines
elémentaires donc il est évident que la relati@t@idente ne peut étre écrite en
pratique. Nous utilisons donc la propriété dedgnale qui consiste a formuler
I'intégrale d'un tout comme la somme des intégraéssparties connexes; ainsi
I'expression précédente devient :

w =3 [{NIR(N){uhdD =0 (3.53)

ou les fonctionsN sont alors associées spécifiguement a un élémesdsa
inconnues, mais expriment aussi le fait que leseauhconnues ne participent
pas a l'approximation. Ici W est un résidu parieisqu’il n’est applicable que
sur I'élément e correspondant.
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Le résidu global s’exprime comme la somme des wésidartiels, ce qui
constitue un processus d’assemblage :

w= 3w, (3.54)

3.6.4. Systéme d’équation final :

Finalement, en utilisant dans (3.51) les expressi¢m® = (N){u,} et
ou® = (N)Y{ou, }=(ou y{N}) et des expressions analogues ée° et
d(du®) , nous obtenons I'expression matricielle suiva@&\l discrétisée, qui
est la base de la méthode des éléments finis, [32].

w e = (ou,)([kKu,}-{fh (3.55)
ou:[k] estlanatrice élémentaire
{t} estlevecteur élémentaire des sollicitations
{u,} estlevecteur élémentaire des variables nodales
{ou,} estlevecteur élémentaire des variations des variables dales

La forme intégrale globale (3.54) se construit @adition des formes
elémentaires (3.55) :

w=>we=> u)([kKu,}-{th =0 (3.56)
Cette somme est ensuite organisée sous la formeieiéd
w =(ou )([kKu,}-{Fh=0 (3.57)

ou:[K] estlanatrice globale
{F} estlevecteur global des sollicitations
{u .} estlevecteur globalde toutes lesariables nodalesdu probléme
{ou .} estlevecteur global des variations des variables nodales

Le passage de (3.56) a (3.57) constitasdemblage des élémentsl permet de
construire les termes d& | et {F } a partir des termes de ] et{ f } de chaque
elément, [32].

CommeW doit étre nul pour toutou ) , nous obtenons le systeme d’équations
en{u . }:

[ u.}={F} (3.58)
Nous définissons Iegsidu élémentairepar :
{r}={r}-[xKu.} (3.59)
Le résidu global est obtenu par assemblage des résidus élémentaires
{R}=2 {r}={F}-[xKu.} (3.60)

Ce résidu est nul §U , } est la solution de (3.58).
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3.6.5. Résolution du systéeme d’équations linéaires

La résolution du systéme d’équatiohs U ,} = {F} est une étape importante
de la méthode des éléments finis. Ce systéme e lorsque[K | ne
dépend pas dfy . }.

Le nombren d’inconnuesU, est proportionnel au nombre total de noeuds
d’interpolation et au nombre de degrés de libearenmeud.

Les méthodes de résolution de systemes linéairggepeétre classées en deux
catégories :

a) les méthodes directes qui conduisent a la soluganun nombre
d’opérations connu a priori.

b) Les méthodes itératives qui conduisent a la salubiar une succession
d’améliorations d’'une solution approchée, le nomhtétérations
nécessaire étant difficile a prévoir et dépendamtlal structure de la
matrice K].

Dans notre cas on utilise une méthode directe sfuiaeméthode d’élimination
de Gauss, car elle nécessite en général beaucouns iiopérations que les
méthodes itératives.

3.6.6. Organisation du calcul des matrices @hentaire par intégration
numerique :

Les étapes de calcul des matrices élémentairesesostivantes :

a) Opérations communes a tous les éléments de mémddypnt le méme
elément de référence) :

- Calcul des coordonnééset des poidsy, correspondant aux points
d’intégration ;

- Calcul des fonctionsN et de leurs dérivées efi aux points
d’intégration.

b) Calcul de la matricek] de chaque élément :

- Initialiser [K] a zéro ;
- Pour chaque point d’intégratidp:

* calculer la matrice jacobiennd fa partir des dérivées eh des
fonctions N et des coordonnées des nceuds de I'élément, aiasi q
son déterminant.

* calculer les dérivées des fonctiohs enx a partir des dérivées en
é.

* construire les matrice$] et [D];

* accumuler dang{] le produit : B]" [D] [B] det Q) w..
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c) Calcul de la matricenf] :

- initialiser [m] a zéro ;

- Pour chaque point d’intégratidp:
* calculer la matrice jacobienne et son détaant ;
* accumuler dangn] le produit : {N}<N> det () w.

d) Calcul du vecteur sollicitationgf{correspondant § constant :

- initialiser {f} a zéro ;

- Pour chaque point d’intégratidp:
* calculer la matrice jacobienne et son détaant ;
* accumuler dand] le produit : {\} f, det J) w..

e) Calcul du résidur} a partir de la solutiony,} :

- initialiser le résidu £} a {f} calculé dans I'étape (d) ;
- Pour chaque point d’intégratidh:
* construire les matrice8], [D], [J] comme dans la sous-section
(b) ci-dessus ;
* accumuler dangTle produit : - B]" [D] [B] {u} w: det Q).

f) Calcul des gradientso{l} aux points d’'intégration a partir de la solution
{Un}:

- Pour chaque point d’intégratidh:
* construire la matrice] comme dans la sous-section (b) ci-
dessus ;
* calculer le gradient &4} = [B] { uy}.

g) Application des conditions aux limites

h) Assemblage des matrices élémentaires pour la cotistn du systeme
global a résoudre

3.6.7. Etapes caractéristiques du programme de cail:

Le programme de calcul est basé sur la méthodéldegents finis, donc inclut
guelques blocs fonctionnels caractéristiques :

a) lecture, vérification et organisation des donnéésridant le maillage
(nceuds et éléments), les parametres physiquestidiééas masse
volumique, ...etc), les sollicitations et conditicausx limites;

b) construction des matrices et vecteurs élémentgingis, assemblage de
ceux-ci pour former la matrice globale et le vectaglobal des
sollicitations;

c) résolution du systeme d'équations apres priseompte des conditions
aux limites;
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d) impression des résultats aprés calcul éventuebdables additionnelles
(gradients, contraintes, réactions, etc).

L'enchainement de ces différents blocs est comihe su

lecture, vérification et organisation des données
Lire et imprimer :
* |es coordonnées des nceuds
» |es connectivités des éléments
» les parametres physiques
* les sollicitations
* les conditions aux limites

A

Construction de la matrice et du vecteur globadpef {F}
Pour chaque élément :

e extraire les informations liées a cet élément

e construire la matrice

» assemblerl] et {f} dans K] et {F}

A
:
Résolution du systéme d'équatiok$ {U} = {F}
* Modifier [K] et {F} pour prendre en compte les conditions
aux limites
» TriangulariserK]
» Calculer la solution {}

A 4
Impression des résultats

e calculer les variables additionnelles
* imprimer les résultats
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Chapitre 4

Résultats et discussion

Ce chapitre fait apparaitre les résultats obtemud’gpplication de la méthode
des éléments finis pour simulation du cas d’un rk@se carré contenant un
fluide compressible.

Les résultats numériques sont organisés sous fdargraphes dont on trouve
schématisés :

- la forme du réservoir déformé pour différentes vedale la fréquence
- le potentielle de déplacement (domaine fluide)

- la valeur absolue du déplacement (domaine fluide)

- la variation du déplacement suivant x ( domaine fluide)

- la variation du déplacemeny suivant y ( domaine fluide)
D’aprés les résultats trouvés on peut tirer lestada suivants :

- La déformation des facettes latérales intéeguest identique pour la
méme fréquence. C'est-a-dire que la faceti@rdle intérieure droite
déformée pour une fréquence de 5 Hz yample a la méme forme
gue celle de gauche (figure 1 et figure 6

- De méme, la déformation des facettes latéraktdrieures est identique
pour la méme fréquence. C'est-a-dire que tztfa latérale extérieure
droite déformée pour une fréquence de 5 Heyample ala méme
forme que celle de gauche (figure 1 etrigi).
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- La déformation des parois verticales reste idertiqu prend la méme
forme, et ce pour une fréguence donnée (figure 22).

- Les parois latérales prennent une forme onduléal@pénd directement
de la fréequence de vibration. Pour les basses dréms on aura des
longueurs d’'onde supérieur a ceux aux cas desdnegs élevées. Donc
de plus en plus la fréquence et grande, les onglemitaun nombre plus
élevé mais avec des longueurs réduites (figure 22)

- La paroi supérieure se comporte de la méme marmjeeeles parois
latérales mais a un degré moins. Donc elle aussidoune forme ondulée
qui se déforme de plus en pus que la fréquence enign(figure 22).

- Pour les basses fréquences on remarque que letipbtke déplacement
varie sur tout le domaine du fluide. Les valeursifpes ou négatives de
ce dernier sont au maximum, et ce pres des pagdismées (figure 23).

- Pour les hautes fréguences on remarque que letigbtea déplacement
varie légérement au milieu du réservoir, Par conkrprend des valeurs
positives ou négatives qui sont au maximum, etpres des parois
deformées (figure 23).

- Pour les basses fréquences une grande partieide fia déplace en bloc,
par contre en hautes fréquences juste la partecawle au réservoir qui
influence et participe considérablement a l'intécac fluide structure.
Donc en remarque clairement que le potentiel ddadément varie au
niveau d’'une bande adjacente aux parois. De plygusnla fréquence est
haute, de plus en plus cette bande se rétrécigdf2g et figure 24).

- Pour une méme fréquence, on remarque que la bamdeardtion du
potentiel de déplacement adjacente aux paroisceds est supérieure a
celle adjacente a la paroi supérieure, et ce dale de vibration imposé
et qui est horizontal (figure 23 et figure 25).

- Pour une méme fréquence, on remarque aussi qaadee lule variation du
potentiel de déplacement suivant la direction rettement supérieure a
celle de variation du potentiel suivant la direatip, et ce a cause du
mode de vibration imposé et qui est horizontalu{fg25 et figure 26).

- La déformation des coins du réservoir est plusgort dans le domaine
des hautes fréquences (figure 22).
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Figure 1 : La forme du réservoir déformé (fréequence 5Hz)
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Figure 2 : Déformation de la facette latérale extérieure droite (U1A), fréquence 5Hz
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Figure 3 : Déformation de la facette latérale intérieure droite (U1B), fréquence 5Hz
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Figure 4 : Déformation de la facette latérale extérieure gauche (U3A), fréquence 5Hz
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Figure 5 : Déformation de la facette latérale intérieure gauche (U3B), fréquence 5Hz
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Figure 6 : Comparaison des déformations des facettes U1A et U3A (fréequence 5Hz)
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Figure 7 : Comparaison des Déformation des facettes U1B et U3B (fréquence 5Hz)
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Figure 8 : Potentiel de déplacement ¢ (5Hz)
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Figure 9 : valeur absolue du déplacement domaine fluide (abs(u)=abs(grad ¢)), (5Hz)

Figure 10 : déplacement du fluide suivant x (ux=0¢ / ox=¢,yx ), fréquence 5 Hz
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Figure 11: déplacement du fluide suivant y (uy=0¢ / oy=¢,y ), frequence 5 Hz

Figure 12 : La forme du réservoir déformeé (fréquence 10Hz)
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Figure 13 : Potentiel de déplacement ¢ (10Hz)

Figure 14 : valeur absolue du déplacement domaine fluide (abs(u)=abs(grad ¢)), (10Hz)
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Figure 15 : déplacement du fluide suivant x (ux=0¢ / ox=g,x ), fréquencel0 Hz
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Figure 16: déplacement du fluide suivant y (u,=d¢ / dy=¢,, ), fréquence (10 Hz)
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Figure 17 : La forme du réservoir déformé (fréequence 150Hz)
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Figure 18 : Potentiel de Déplacement ¢ (150Hz)
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Figure 19 : valeur absolue du déplacement domaine fluide (abs(u)=abs(grad ¢)),
fréquence 150Hz
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Figure 20 : déplacement du fluide suivant x (ux=0¢ / ox=g,x ), fréquence 150Hz
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Figure 21 : déplacement du fluide suivant y (u,=d¢ / dy=¢,, ), fréquence 150Hz
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Figure 22 : La forme du réservoir déformé pour différentes valeurs de la fréquence
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Figure 23 : Potentiel de déplacement ¢ pour différentes valeurs de la fréquence
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Figure 24 : valeur absolue du déplacement domaine fluide (abs(u)=abs(grad ¢))
pour différentes valeurs de la fréquence
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Figure 25 : déplacement du fluide suivant x (ux=0¢ / 0x=¢,x ) pour différentes valeurs de
la fréquence
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Figure 26 : déplacement du fluide suivant 'y (u,=0¢ / dy=¢,, ) pour différentes valeurs de
la fréquence

83



Conclusion et perspectives

Conclusion et perspectives

L’application de la méthode des éléments finis tip@mee dans notre étude
montre bien son efficacité, sa puissance et sgedathamps d’applications et
surtout dans le domaine des interactions fluidecsire.

La présente étude développe les concepts poumlalagion numeérique de la
dynamique des interactions fluides-structures ileration.

L’approche intégre toute la théorie pour I'analysgmamique des interactions
fluide-structure en vibration, état plan, et canslles cas suivant :

- Réservoir rigide plein ou partiellement rempli dguide avec ou sans
surface libre.

- Réservoir élastique plein ou partiellement rerdpliiquide avec ou sans
surface libre.

- Reéservoir élastique comprenant un fluide compréssib

- Reéservoir rigide comprenant un fluide compressible

Une application a été réalisée pour le cas d'urervés élastique carré
comprenant un fluide compressible.

Les résultats obtenus ont été déterminés moyenmaprogramme numerique
exécuté sur ordinateur.

Les résultats trouvés apparaissent tres logiquedombent un apercu sur le
comportement d’'un fluide compressible a l'intérielinn réservoir élastique.
Ces résultats sont rarement trouvés dans la liéra



Conclusion et perspectives

Perspectives :

Dans le cadre des travaux futurs, en relation aetcaxe de recherche, et
compte tenu des résultats mis en évidence a I'mocae la présente recherche,
aussi modeste soit elle, il nous parait indispdaesdlapporter des réponses
claires aux questions suivantes liées au probléeeiloration des systemes
fluides-réservoirs. Ces réponses constituent arais le prolongement logique
de ce qui a été traité dans ce travalil :

- Validation des résultats trouvés par : la littératues logiciels ou les
codes spécialisés, et ou I'expérimental.

- Etude paramétrique rigoureuse pour avoir des adsudtussi fiables que
possible.

- Comparaison du comportement des réservoirs élastipar rapport a
ceux rigides.

- Comparaison de l'effet de la présence d'un fluiddir@érieur d’'un
réservoir rigide avec un autre élastique.

- Application pour le cas d’'un réservoir soumis a destraintes initiales,
par exemple contenant un gaz sous pression.

- Application pour les réservoirs partiellement reisgle liquide avec ou
sans surface libre.

- Application pour difféerentes formes de réservoiiltex{ble ou rigide),
différent niveau de remplissage.

- Etude de linfluence de la variation de la rigidies extrémités du
réservoir.

- Etude de l'influence de la forme courbée des extégsmlu réservoir.

- Etude de linfluence de la variation de I'épaissetiepaisseur variable
des parois des réservoirs.

- Etude de ballottement dans le cas d'un réservanter@nt plusieurs
fluides (vibration des colonnes de stratification).

- Extension de l'étude pour application au cas dgsars¢eurs et ou
condenseurs (interaction gaz-liquide-structure).

- Extension de I'étude pour analyser les phénomeietemhction fluide-
structure-thermique).
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Résumé: Ce travail est consacré a la simulation numériggdaddynamique des réservoirs
(rigides ou élastiques) contenant des fluides (cesgibles ou incompressibles) et présentant des
surfaces libre ou non. Notre étude concerne ledeaspetits déplacements dit encore vibrations
harmoniques a 'état plan. La discrétisation dasaéqns régissant les phénomenes physiques est
réalisée en se basant sur la méthode des élénmntdd Galerkin afin de résoudre le probléme
des deux milieux fluide et solide couplés par laidides conditions aux frontiéres. Le cas test
étudié et celui d'un réservoir élastique de formetangulaire contenant un fluide compressible
(vibration élasto-acoustique). Un programme en rRorta été dressé pour la simulation
numérique du cas test et obtention des premietdtaiés Les variables utilisés pour le domaine
solide sont les composante du champ de déplacesnersint x et suivant y, par contre ces le
potentiel de déplacement qui a caractérisé le dmmihiide. Les résultats trouvés apparaissent
tres logiques, sont trés cohérents et donnent wrcapsur le comportement d'un fluide
compressible a lintérieur d’'un réservoir élasticere vibration ainsi que la déformation de ce
dernier pour différentes valeurs de la fréquence.

Mots clés: éléments finis, méthode des résidus pondérésiaglevibration élasto-acoustique,
interaction fluide-structure

Abstract : This work is devoted to the numerical simulatiortted dynamics of the tanks (rigid
or elastic) containing of the fluids (compressibiancompressible) and having faces free or not.
Our study relates to the case of small displacesnstilt says harmonic vibrations at the plane
state. The discretization of the equations goveriine physical phenomena is carried out while
being based on the finite element method of Galarkorder to solve the problem of the two
fluid and solid environments coupled by the meafnthe conditions with the borders. The case
studied test is that of an elastic tank of rectéergiorm containing a compressible fluid (élasto-
acoustics vibration). A Fortran program was drawrfar the numerical simulation of the case
test and obtaining the first results. The variabigsd for the solid field are the component of the
field of displacement following x and following yn the other hand it is the potential of
displacement which characterized the fluid fi@lde found results appear very logical, are very
coherent and give an outline on the behavior obmpressible fluid inside an elastic tank in
vibration as well as the deformation of the tankvarious values of the frequency.



Keywords: finite elements, method of the balanced residGedefkin), élasto-acoustics
vibration, fluid-structure interaction.
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