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Introduction générale

Les problémes d’écoulements a surfaces libres se trouvent dans beaucoup d’appli-
cations de la science. Ils peuvent étre définies comme des problémes dont les formula-
tions mathématiques comportant des surfaces ( surfaces libres), qui doivent étre trouvées
comme faisant partie de la solution. Citons comme exemples de problémes & surfaces
libres : problémes qui traitent les vagues de la mer, les bulles montantes dans un liquide,
les écoulements au dessus des obstacles. Dans ces exemples la surface libre est la sur-
face de la mer, l'interface entre gaz et liquide respectivement. Dans notre mémoire, nous
restreindrons aux problémes de la mécanique des fluides. De nombreux résultats on été
obtenus pour le cas des écoulements a surfaces libres, bidimensionnels et stationnaires.
Dans le présent travail, on se propose d’étudier un écoulement a surface libre au dessus
d’un obstacle. L’écoulement est supposé potentiel, bidimensionnel et irrotationnel, le plan
des variables (z,y) de I’écoulement peut étre identifié au plan de la variable complexe
z = x +1y. En négligeant les tensions de surface et les forces de gravité, on peut trouver
la solution exacte en utilisant la transformation conforme d’hodographe da & Kirchhoff
(1869) ou la transformation Schwarz-Christoffel. Si l'effet des forces de gravité ou bien
les tensions de surface sont pris en considération, le probléme ne peut étre résolu exacte-
ment. Pour résoudre le probléme, deux approches peuvent étre utilisées. On cherche une
solution asymptotique en considérant les parameétres du probléme (le nombre du Froude
F' et le nombre du Weber « si les forces de gravité et les tensions de surface sont non
nulles) ou bien on résoud le probléme numériquement.

Notre travail est composé de quatre chapitres et annexe.

Dans le premier chapitre, on donne des notions sur les deux modes de description : la
description lagrangienne et la description eulérienne et quelques définitions préliminaires
sur la théorie des écoulements potentiels et les équations générales du mouvement des
fluides. On présente aussi dans ce chapitre, la théorie de I’analyse non dimensionnelle
qui est un outil fondamental & la modélisation des problémes de la mécanique des fluides

dont I'objectif principal est de :



1. Rendre les variables et les parametres du modele mathématique obtenu sans di-
mensions physiques.

2. Réduire le nombre des paramétres du probléme.

Dans le chapitre 2, on traite le probléme dans le cas ou la tension de surface est
négligée. Dans ce cas, la solution exacte peut étre calculée explicitement en utilisant la
transformation de Schwarz-Christoffel.

Dans le chapitre 3, on étudie le méme probléme posé dans le deuxieme chapitre, en
tenant compte de l'effet de la tension de surface, la solution exacte du probléme ne peut
étre calculée explicitement & cause du terme non linéaire figurant dans la condition au
bord (équation de Bernoulli ). Une méthode numérique est alors adoptée. La solution
est caractérisée par le nombre de Weber «. En utilisant la méthode de troncation de la
série introduite par Vanden-Broeck et Keller [15], qui consiste a discrétiser uniquement la
surface libre. Par cette méthode on a pu déterminer avec précision la nature de singularité
du vecteur vitesse aux points de contacts. On a pu déterminer la solution pour chaque
valeur du nombre de Weber o > 2.107°.

Lorsque @ — o0, la forme de la surface libre coincide avec celle trouvée paramé-
triquement dans le chapitre 2, et I'angle de séparation v est égal a 3.1415901 avec une
erreur de 2.54.107%, ce qui signifie que le fluide quitte la marche tangentiellement. Pour
les autres valeurs de a,( a # 00, a # 0) on trouve : 3.1415 < v < 6.2616.

Dans le chapitre 4, on présente une étude sur un écoulement au dessus d’un rectangle,
en tenant compte de l'effet de gravité et en négligeant les effets de la tension de surface,
I’écoulement est alors caractérisé par le nombre de Froude F. En utilisant la méthode de
troncation des séries introduite dans le chapitre 3, la solution du probléme est trouvée
numériquement pour différentes valeurs du nombre de Froude F ( cas supercritique pour
F > 1 et le cas subcritique pour F' < 1).

Dans ’annexe, on présente la méthode et 'algorithme de Newton pour la résolution
d’un systéme d’équations non linéaires, suivi par le programme écrit en fortran utilisé

pour la résolution du probléme posé dans le troisiéme chapitre.



Chapitre 1

Notions préliminaires sur la

mécanique des fluides

Résumé :
Dans ce chapitre, on présente quelques définitions et notions préliminaires concernant
les écoulements potentiels, bidimensionnels et les équations générales du mouvement des

fuides.

Contenu :

1.1 Introduction

1.2 Description lagrangienne

1.3 Description eulérienne

1.4 Définitions

1.5 Fonction de courant dans le cas d’un écoulement plan
1.6 Fonction potentielle complexe

1.7 Equations du mouvement

1.8 Analyse dimensionnelle



1.1 Introduction

Les équations qui régissent le mouvement d’un fluide sont complexes et des solutions
analytiques ne pourront étre trouvées que dans certaines situations simples. Certaines
hypothéses sur le comportement et les propriétés physiques du fluide sont faites pour
simplifier les équations de mouvement. Les équations les plus simples de 1’écoulement
sont obtenues si on considére un fluide parfait ou tout effet de viscosité et les effets

thermodynamique sont négligés.

1.2 Description lagrangienne

Cette méthode consiste a étudier les différentes quantités ( masse volumique p, tem-
pérature T, pression P... etc ) pour chaque particule individuellement, lors de son mou-
vement.

Dans la description lagrangienne, on décrit le mouvement par les trajectoires des
particules d’identités déterminées. On rappelle que la trajectoire est le lieu géométrique
des positions de la particule au cours du temps. L’identité d’une particule est donnée par
sa position initiale My (o, Yo, 20) . La description du mouvement est donc de déterminer

le vecteur position 7’ (My,t) & tout instant ¢ pour toutes les particules du fluide
? == ?(Mg,t) ou ? = ?(I‘O,QQ,ZO,t)

c’est-a-dire

T; =T (550, Yo, 20, t)



1.2.1 Vitesse et accélération

Vitesse

. . , . — 2, . 2
Pour une particule fluide donné, i.e., pour p" fixé, la vitesse est donnée par :

soit, en notation tensorielle :

(9(Ei
v; (pj,t) = En ‘pj

Accélération

. . ;. — 2 212 . 2
Pour une particule fluide donné, i.e., pour p  fixé, 'accélération est donnée par :

soit, en notation tensorielle :

a’UZ‘
7 (05 t) = 5 b,

1.3 Description eulérienne

La méthode d’Fuler consiste a décrire ’écoulement en donnant les composantes du
vecteur vitesse et autres quantités physiques en chaque point de I'espace, i.e., on fixe un
point dans l’espace et on remarque les variations des quantités liées aux particules du

fluide passant par ce point.

- A Dinstant ¢,, on détermine en M une particule P; de vitesse ¥ et d’autres carac-
téristiques physiques K.

- A Plinstant t5 = t1 4 dt, on trouve au méme point M de ’espace, une autre particule

P; de vitesse et des caractéristiques physiques différentes.



Donc, on a en M et a 'instant ¢;
7 = 7 (Pl,tl) = 7 (ZL‘,y,Z,tl)

et
K = K(Platl) = K(‘T7y727t1)

et a I'instant t5, on a en méme point M

7 = ?(Pg,tg) :?<£U,y,2,t2)

K = K(Pg,tg):K(I,y,Z,tg)

1.4 Deéfinitions

1.4.1 Fluide incompressible

Définition : on dira qu’un écoulement se comporte comme celui d’un incompressible
si le volume 07 de chaque particule fluide ne varie pas au cours du mouvement. On obtient

ainsi tout de suite :

div (7)) =0

Remarque : A priori cette relation impose seulement p = const sur chaque trajec-

toire mais pas forcément d’une trajectoire a I'autre.

1.4.2 Les trajectoires

On appelle trajectoire de la particule, 'ensemble des positions occupées par la parti-

cule au cours du temps.



1. La description de Lagrange donne directement la trajectoire, en effet :
r = (X,t)

est I’équation paramétrée par ¢ de la trajectoire de la particule identifiée par X.

2. Si le mouvement est décrit par la méthode d’Fuler la connaissance des trajectoires
revient a la description de Lagrange selon la méthode d’équivalence. Les trajectoires sont

alors solution du systéme différentiel :

dr _
dt

(%

alors :

d.Tl B dl’g . d.%’g — i

dvy  dvy  dvs

1.4.3 Lignes de courant

Définition : La description eulérienne conduit elle aussi & une représentation du
champ de vitesse, a un instant ¢, sous la forme d’une famille de lignes tangentes en
chaque point au vecteur vitesse, que I’on appelle lignes de courant. L’équation des lignes
de courant se déduit directement de cette définition en écrivant que : Un petit déplacement
dT sur la ligne de courant est colinéaire au vecteur vitesse :

T AdT =0 soit gjxvjdry = 0

En explicitant cette relation, on obtient :
Ugdl‘g — ’Ugdl'g =0

Ugdl'l — UldSL'g =0

Uldl’g - Ugdl’l =0

Les lignes de courant sont donc les intégrales du systéme différentiel :

10



dﬂfl d~fC2 dﬂ?g

U1 (E)at) a U2 (?7t) a Us (?70

Dans lequel t & la valeur fixée. Les lignes de courant ne peuvent pas se couper.

1.4.4 Ecoulement irrotationnel et potentiel de vitesse
Un écoulement est dit irrotationnel si

—

_
RotV =0

en tout point du fluide, ou R—>0ﬂ_/> représente le vecteur rotation ou vorticité.

Toute particule se déforme autour d’un déplacement élémentaire de translation. Il en
résulte que le vecteur vitesse est en tout point perpendiculaire & la surface équipotentielle
en ce point et que les lignes de courant sont orthogonales aux surfaces équipotentielles
qu’elles traversent.

Nous rappelons qu'un champ vectoriel ‘_/'> (x,y) dont le rotationnel est nul peut étre
toujours représentée par le gradient d’une fonction scalaire, c.a.d qu’il existe une fonction

¢ (z,y) telle que :

— —_—
V = grady

© représente le potentiel de vitesse.
Du a lexistence d’une fonction potentielle, les écoulements irrotationnels sont dit

écoulements potentiels.

1.4.5 FEcoulement stationnaire

On appelle écoulement stationnaire ou encore écoulement permanent, un écoulement
dont toutes les caractéristiques quantitatives sont indépendantes du temps, en particulier

pour la vitesse Ov (21, xa, x3,t) /Ot = 0. Cela signifie simplement que les lignes de courant

11



n’évoluent pas au cours du temps. Il est facile de voir que dans un écoulement stationnaire

les lignes de courant sont les mémes que les trajectoires.

1.4.6 Ecoulement uniforme

On appelle écoulement uniforme si les composantes de vitesse sont indépendantes des

coordonnés d’espace, sinon il est non-uniforme.

1.4.7 Débit volumique et débit massique

1. Soit S une surface fixe dans un domaine du fluide en mouvement. On suppose S est
orientable et n est sa normale unitaire en un point N de S. On appelle débit volumique

( ou flux du vecteur vitesse ) a travers la surface S le scalaire @), défini par :

QU:/U(N,t).nds ;s NeS
S

2. On appelle débit massique ( ou flux de la quantité du mouvement ) & travers la

surface S le scalaire @),,, défini par :

Qm:/p(N,t)v(N,t).nds ;s NeS

ou p est la masse volumique du fluide.

1.5 Fonction de courant dans le cas d’un écoulement
plan

Dans un domaine D, on appelle écoulement plan ( ou bidimensionnel ) si en tout
H
point de ce domaine, a U'instant ¢, le vecteur vitesse V' est paralléle & un plan donné (p).

Ecrivons div (') =0 :

12



ou v oo
&cl (91}2_

i —
8331 (91'2
Cela implique que la forme différentielle udzs —vdz; est, a t fixé, la différentielle totale

d’une certaine fonction 1) :

I (21, 22, t) , dp = udxy — vday

On a donc immédiatement :

_X _

U = v
81’2 ’ 8361

1 s’appelle la fonction de courant, car elle permet un calcul simple des lignes de

courant.

les lignes v (x1, x9,t) = C (t) sont les lignes de courant

1.6 Fonction potentielle complexe

Soit un écoulement plan incompressible, irrotationnel d’un fluide parfait. Les fonctions

© et ¢ sont reliées dans le domaine de I’écoulement par les relations suivantes :

_ Op Oy
T Ony Oxy
o - 99 OV

81’2 81’1

Si, en plus, ces deux quantités sont continues, ces relations sont dites de Cauchy-

Riemann.

13



Si les dérivées deuxiéme des fonctions ¢ et 1) existent et continues, on a :

Np =2~ =0

Les lignes ¢ = const et 1 = const constituent des familles orthogonales.

La vitesse complexe est donnée par :

& _op v

N dz N 81’1 Za_xz

W (z)

=u—1

1.7 Equations du mouvement

1.7.1 Loi de la conservation de la masse

La masse de fluide contenue dans D a linstant ¢ vaut :

m (t) = [[[,p (T t)dr

Si elle varie de dm entre t et ¢ 4+ dt on aura :

dm
d = —di
mn dt

= O ([fhpp (7 .1)dr)

— (fffD%(?,t) dT> dt

En autre part on a :

dm = (~$§pvNdS) di

On déduit alors :

14



[, 2ir = ~§§ovNas
= —[[[,div(p?)dr

9,
Et ainsi : [[[, (8_5 + div (p?)) dr = 0, est une relation vraie pour tout volume D

L’expression locale de la conversation de la masse est :

% + pdiv (?) =0

Si le fluide est incompressible ( i.e., : Dp/Dt = 0 ), ’équation précédente devient

alors :
dive =0
1.7.2 Equation de Navier-Stokes
Un fluide newtonien est un fluide pour lequel 'hypothése
T =2uD +ndive

est vérifiée :

1. les coefficients p ( viscosité dynamique ) et 1 ( second coefficient de viscosité )
sont appelés les coefficients de viscosité de Lamé. Ils dépendent essentiellement de la
température et dans une moindre mesure de la pression.

2. On leur adjoint généralement I’hypothese de Stokes :

2
p— —_— :0
po =1+ S H

15



i, est appelée la viscosité volumique. Alors pour un fluide newtonien on a :
0 =2Du+ [—p+ ndivy]
ol o est le tenseur des contraintes f. La fonction f est la force par unité de

volume. L’équation du mouvement est :

dv

1
+v.gradv=f+ —dive
ot p

On replace o dans ’équation ci-dessus on trouve :
v . .
P = Pf +div(2Du+ [—p+7dive])

c’est ce qu’on appelle ’équation de Nawvier-Stokes.

1.7.3 Cas particulier, équation d’Euler

Pour un écoulement d’un fluide idéal, il ya une seule force p (z,t) appelée la pression,
si S; est une surface de volume fluide, p (z,t) est la force perpendiculaire exercée sur la
surface S; en un point x € S; au temps ¢. Dans ce cas, il n’y a pas des forces tangentielles.

Les forces sur €); et sur .S; sont égales & :

—/ pnds = —/ grad pdS§,
St Qt

oll n est la normale unitaire extérieure et §2; est le volume du fluide.
Cette égalité montre que I’élément de volume du fluide est soumis & la force grad pd€,

exercée par le fluide environnant. I’équation de la balance des forces s’écrit alors :

D
p <th} +vgradv) = —gradp

Lorsque le fluide est placé dans un champ, chacun de ses éléments de volume est

16



encore soumis a la force F, I’équation précédente s’écrit sous la forme :

Dv

\Y
Dr +vgradvz—7p+F

C’est I’équation d’Fuler.

1.7.4 Equation de Bernoulli

Dans le cas présent, I’équation d’Fuler posséde une intégrale premiére qui traduit le
fait que I’énergie mécanique totale d’une particule fluide se conserve au cours du temps,

car il n’y a pas de frottements.

Py =~ grad (P + pv)
pv% = —vgrad (P + pv)
d (v? 9,
o (§> = UGy, (P + pv)
d v? d
a7 (Pg) = T (P + pd)

d’ou :

d (P v?
49+ —)=0
dt<p+ +2)

Et ainsi on a pour chaque particule fluide que ’on suit, donc sur chaque trajectoire :
P 2

v
— 4+ ¥+ — = const
p 2

Or I’écoulement étant stationnaire, cette relation est vraie sur chaque ligne de courant.

Théoréme : Dans un écoulement stationnaire, incompressible, de fluide parfait sou-

mis & des forces de masse dérivant du potentiel g, on a, sur chaque ligne de courant :

17



v? P
— + gz + — = const
2 p

On verra que cette constante est la méme sur chaque ligne de courant car I’écoulement

est irrotationnel.

1.8 Analyse dimensionnelle

Avant de résoudre un probléme, nous devons écrire I’équation qui régit le phénomeéne
en variables non dimensionnelles. Pour cela, nous introduisons quelques notions et théo-
remes pour passer d'une équation physique en variables dimensionnelles & une équation
dont les variables sont sans dimensions physiques.

Nous utilisons le théoréeme pi de Vaschy-Buckingham, qui montre comment on rend
sans dimension une équation physique. L’emploi des variables non dimensionnelles réduit
le nombre de paramétres qui détermine la solution d’un probléme. Si un phénomeéne phy-
sique dépend de NN variables dimensionnelles, on peut rendre ces variables sans dimension
en les réduisant & N — k, avec (k = 1,...4). Les quatre variables universellement connues
sont la longueur L, la masse M, la température O et le temps ¢t. Nous démontrons que
les variables non dimensionnelles peuvent étre sélectionnées de plusieurs maniéres. Elles

paraissent relativement avec peu de parameétres non dimensionnels dans chaque cas.

1.8.1 Théoréme pi de Vaschy-Buckingham

Le théoreme pi de Vaschy-Buckingham est un théoréme fondamental & 'analyse di-
mensionnelle, il a été énoncé et publié par Vaschy et Buckingham en 1914, il peut étre
énoncé comme suit : soit un phénomeéne physique comprenant n variables, dans les di-

mensions des quelles interviennent p grandeurs fondamentales, I’équation :

f (QI7q27 JQn) =0

18



qui régit le phénomeéne peut se mettre sous forme

f(my,may oy Tpp) =0

ou les my, 7o, ..., my—, sont des variables sans dimensions indépendants (nombre de

Reynold, Froude, Weber, etc...).
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Chapitre 2

Probléme d’un écoulement au dessus
d’une marche sans tension de

surface et sans effet de gravité

Résumé : Dans ce chapitre, on étudie un probléme d’écoulement po-
tentiel, bidimensionnel, d’un fluide incompressible et non visqueux, passant
au dessus d'un obstacle (marche d’escalier) de hauteur 2H et de largeur H,
en raison de la symétrie de I’écoulement par rapport a I'axe x’ox, on peut
restreindre ’étude du probléme au demi-plan supérieur, on peut étude d’un
écoulement au dessus d’'une marche carré de coté H. En négligeant 'effet
de gravité et les tensions de surface, le probléme admet une solution exacte
qu’on peut la calculer en utilisant la théorie des lignes de courant libres et la
transformation de Schwarz-Christoffel.

Contenu :

2.1 Position du probléme.

2.2 Théorie des lignes de courant libres.

2.3 Transformation de Schwarz-Christoffel.

2.4 Solution exacte.
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2.1 Position du probléme

On considére un écoulement potentiel, bidimensionnel et irrotational sur le plan ho-
rizontal d’un fluide incompressible et non visqueux, au dessus d’un obstacle ( marche
d’escalier ) de hauteur 2H et de largeur H (Figla).

On choisi B'OB sur l'axe y'oy, BC et B'C" sont paralléles a 'axe z’'ox (Figla). On
suppose que I’écoulement est uniforme lorsque |z| — oo de vitesse U, au point O la vitesse
est nulle. Nous supposons que le fluide remplit tout ’espace au dessus de 'obstacle.

Le but du probléme consiste a déterminer la fonction potentielle de vitesse ¢ (x,y)

qui satisfait I’équation de Laplace donnée par :

Ap=0 dans le domaine de I’écoulement (1)

Avec les conditions aux bords :

8—¢:O sur OA

A 2)
— =0 sur OB
Ox
et
1 ! 2
L(o¢ + - i + L = const sur la surface libre de forme inconnue. (3)
2\ Ox 2\ Ox p

ou p est la pression du fluide et p est sa densité.
En raison de la symétrie de I’écoulement par rapport a I’axe 2’ox, on peut restreindre
I'étude du probléme au demi-plan supérieur, alors la configuration de la (Figla) peut

servir a I’étude d’un écoulement au dessus d’une marche carré de coté H (Figlb).
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Figure 1(a). Schéma del'écoulement et des coordonnées. La longueur
del'obstacle est 2H et delargeur H. La surfacelibre est CD. lafigure est

un calcul effectif du profile de la surface libre pour o = 300.
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Figure 1(b). Schéma del'écoulement et des coordonnées. La longueur
del'obstacle est H et delargeur H. La surfacelibreest CD. lafigure est

un calcul effectif du profile de la surface libre pour a = 300.
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Dans ce chapitre on s’intéresse au cas ot la tension de surface et 'effet de gravité sont
négligeables. Dans ce cas, la solution du probléme peut-étre obtenue explicitement. Pour
commencer nous allons présenter une méthode de résolution introduite par Kirchhoff

(1869) qui permet de déterminer la solution exacte.

2.2 Meéthode des lignes de courant libres

La théorie des lignes de courant libres consiste a étudier les problémes d’écoulements
potentiels et bidimensionnels, partiellement bornée par les parois rigides et rectilignes
et d’autres parties par lignes de courant libres, sur lesquelles la pression est supposée
constante. Si aucune surface libre n’est présente et 'effet de la gravité n’est pas considérée
I’écoulement dans le plan physique est un polygone. Si les lignes de courant libres sont
présentes et 'effet de la gravité et la tension de surface sont négligeables le domaine de
I’écoulement dans le plan transformé par une transformation conforme appropriée est
aussi un polygone, ce qui nous permet dans deux cas de trouver la solution exacte du
probléme. Une méthode de résolution a été introduite par Kirchhoff ( 1869 ) dont l'idée

de base est I'introduction de la variable complexe €2 définie par :

0= log<ﬁ> ~log(——) = 1og<%> if (4)

ou z = x+iy, [ = p+i, % = u—iv et ¢ = v/u2 + v, avec (u, v) sont les composantes
du vecteur vitesse, 0 est 'angle que forme le vecteur vitesse avec ’horizontale.

On remarque que La fonction €2 posséde de simples propriétés suivantes :

e La partie réelle de 2 est constante sur chaque ligne de courant libre, i.e., log<%> =const.

e La partie imaginaire de () est constante sur chaque paroi rigide rectiligne, i.e.,

6 =const.
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Par conséquent, ’écoulement est représenté par une figure plane de cotés rectilignes
(polygone). C’est aussi le cas de la transformation f, qui transforme le plan physique
z en polygone. Il est évident que, si nous pouvons transformer le plan §2 vers la moitié
supérieure ( resp. inférieure ) d’un autre plan d’une certaine variable complexe A, alors
la relation entre z et f ou entre df /dz et f est parameétriquement déterminées. Pour
commencer, nous donnons la définition et quelques propriétés sur la transformation de

Schwarz-Christoffel qui nous seront utiles dans la suite de ce chapitre.

2.3 Transformation de Schwarz-Christoffel

Les transformations conformes sont trés utilisées dans la résolution des problémes
d’écoulements bidimensionnels. Leurs caractéristiques est de préserver I'angle entre deux
lignes intersectant en zq si la dérivée de la transformation est non nulle en z,. La transfor-
mation de Schwarz-Christoffel A = f (), transforme 'intérieur d’un polygone du plan
complexe 2 dans demi-plan supérieur (resp. inférieur) de la variable complexe A. Consi-
dérons un polygone dans le plan €2 de sommets Aj, As, ..., A, et pour angles intérieur
aq, g, ..., (Fig2a). Les points Ay, As, ..., A, dans le plan € se transforment aux points
A1, Ag,y ...y A, dans le plan A (Fig2b). Il existe une application conforme qui représente
I'intérieur R du polygone considéré sur le demi-plan supérieur du plan A avec la corres-
pondance des sommets Aj, As, ..., A, aux points Aq, Ag, ..., A,,. Cette transformation est

définie par :

a0

=M~ AT T =) T A= A) T (A=A (2.1)

par intégration

Q= M/ A=A T =) T =) A=A T YA+ N (2.2)
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avec M et N sont des constantes complexes qui déterminent la taille, I’orientation et
la position du polygone. L’application €2 est dite transformation de Schwarz-Christoffel.

On note que :

1- On peut choisir trois points arbitraires parmi les n points A1, Ag, ..., Ay.

2- Il commode de choisir parmi les A\j, Ao, ..., A, un point & l'infini, par exemple \,,

cas dans lequel le dernier facteur de (2.1) et (2.2) n’existe pas.
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Figure 2

Figure 2 (a) plan de la variable

Figure 2

Figure 2 (b) plan de la variable 1
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2.4 Solution exacte

Dans cette section nous allons utiliser la transformation de Schwarz-Christoffel pour
trouver la solution exacte du probléme défini comme suit. Considérons un écoulement
bidimensionnel et irrotationnel d’un fluide incompressible et non visqueux, passant au
dessus d’une marche carré de hauteur H. Nous supposons que le fluide remplit tout
I’espace au dessus du demi-plan supérieur et d’arriére I'obstacle qui forme une cavité
limitée par une ligne de courant libre qui s’étend vers l'infini ( Figlb ). On suppose
I’écoulement est uniforme & 'infini de vitesse U et la pression est constante sur la ligne
de courant libre. Nous choisissons comme repére de référence la ligne AO sur 'axe z’ox,
la ligne OB sur I'axe oy, la paroi rigide BC sur la droite d’équation y = H et la surface
libre sur la ligne de courant CD. On transforme le plan de ’écoulement réel dans le plan
complexe z au plan de 'écoulement f ou f(2) = p(z) + i(2) tels que les points A , O
, B, C et D dans plan complexe z se transforment aux points A = —00,0 = —2, B =
—1,C =0et D = +oo dans le plan f ( Fig3). Puisque I’écoulement dans le plan réel
est un polygone, la solution peut étre déterminée explicitement. Pour trouver la forme
de la surface libre CD, nous utilisons la transformation de Schwarz-Christoffel (2.1) on

trouve :

&= _
af

_ [f+1
z—M/ f+2df+N

ce qui nous donne apres intégration :

D=

M(f+2)7 (f+1)

ceci implique

z:M<1n<\/f+2—\/f—|—1>+\/(f+2)(f+1)>—|—N

Pour déterminer les constantes M et N on a :

e Lorsque f = —1 (au point B), z =iH alors: N =iH
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H
V2+In(vV2-1)

e Lorsque f =0 (au point C), z = H +iH — M =

Donc

H .
z= NN oy (ln(\/f—l—Q—\/f+1)—|—\/(f—|—2)(f—|—1)>+zH (2.3)

Puisque f = ¢ sur la ligne de courant libre CD avec 0 < ¢ < +o0 "équation (2.3)

devient alors :

z= \/§+lnlz\/§—1) (ln<\/g0+2—\/<p+1>—|—\/(<p+2)(90—|—1)>+iH

L’équation paramétrique de la surface libre CD est donnée par :

T = \/§+1nlz\/§—1) (ln(\/go—i—Q—\/go—l—l)—i—\/(90+2)(<p+1))

y==H

P >0

(2.4)

dont le graphe est donné dans la figure (4).
Ainsi la connaissance de la surface libre et f = ¢+ i1 (¢ = 0) sur la ligne de courant
AOBCD, noté par la suite I' la valeur de f a l'intérieur du domaine de I’écoulement est

donnée par :

1
_ L (1@,
21 Ft—z

f(z)

On remarque que malgré qu’on se prononce avoir trouvé la solution exacte de I’écou-

lement, 'évaluation de f (z) se fait numériquement vu la complexité de la représentation

de f(2).

30



2.0

1.5

1.0

0.5

0 X
' 3 4 5 © [ 8 9 10 M

Fig4 forme de la surface libre
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Chapitre 3

Probléme d’un écoulement au dessus
d’une marche avec tension de

surface et sans effet de gravité

Résumé : Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution numérique du
probléme considéré, en tenant compte des forces de la tension de surface et
on garde la gravité g est nulle en utilisant La technique utilisée par Vanden-
Broeck et Keller [15]. Dans ce cas, La solution exacte est difficile & trouver
explicitement et méme impossible. Comme nous le verrons, le probléme sera

caractérisé par le nombre de Weber .

Contenu :

3.1 Introduction.

3.2 Formulation générale du probléme.

3.3 Procédure numérique.

3.4 Comportement locale de la vitesse au voisinage des singularités.
3.5 Formulation de la série.

3.6 Forme de la surface libre.

3.7 Résultats et discussion.
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3.1 Introduction

Dans tout ce qui suit, les variables notées avec tilde (~) sont des variables avec leurs
dimensions physiques et les variables sans tilde (~) sont des variables sans dimensions
exemple H et H. Considérons un écoulement potentiel, bidimensionnel et irrotationnel
sur le plan horizontal d’un fluide incompressible et non visqueux, passant au dessus d’un
obstacle (une marche carré ) de coté H formant derriere la marche une cavité qui s’étend
vers I'infini. Nous supposons que la pression a I'intérieur de la cavité est constante et la
vitesse est uniforme a l'infini noté U. Nous choisissons la paroi rigide OB sur 'axe 3oy et
la paroi rigide BC sur la droite d’équation y = H parallele & Paxe z/ox (Figlb). Comme

nous allons voir, I’écoulement sera caractérisé par le nombre de Weber défini par :

a=—= (3.1)

ici T est la tension de surface et p est la densité du fluide.

3.2 Formulation générale du probléme

Soit un écoulement bidimensionnel, irrotationnel sur un plan horizontal z’ox d’un
fluide incompressible et non visqueux, passant au dessus d’un obstacle ( une marche
carré ). L’écoulement forme par la suite derriére I'obstacle une cavité qui s’étent vers
I’infini. Nous supposons que lorsque x tend vers I’'infini, la vitesse s’approche de la vitesse
uniforme U , et que la pression a l'intérieur de la cavité est constante.

Le plan 2oz, y'oy du couple (7, %) sera considéré comme de la variable complexe z =
Z+1y. Soit V= (u (z,9),v(7,y)) le champ du vecteur vitesse de ’écoulement.

Nous introduisons la fonction potentielle de vitesse @ et la fonction de courant 17} alors

les conditions de Cauchy-Riemann sont données par :
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_ 0 o

U= =< = 3=
S 0% _ 00
“ oy o7

La fonction potentielle complexe f définie par :

f:@(f)@—i—qu(f’@

La relation (3.2) implique que la fonction complexeg = u—1i v et la fonction potentielle
fsont des fonctions analytiques de variable z = = + i 7.

La condition de Bernoulli (3) sur la surface libre devient :

1 1~ D
—+ g =_U?%+ @ =const  sur CD (3.3)
2 p 2 0

ou p ,q , po désignant respectivement la pression du fluide sur la surface libre et le
module de vitesse ¢ = vu?+ 0% , py est la pression atmosphérique qui constante au
dessus de la surface libre.

La relation entre p et py est donnée par la loi de Laplace [5] :
T -

== KT (3.4)

P—DPo=

ot K est la courbure de la surface libre, R est le rayon de courbure et T dénote la

tension de surface. Par convention de signe, K est négatif si le centre de courbure est en

dehors du fluide et de signe positif dans le cas contraire. Dans notre cas K est de signe
négatif.

En substituant (3.4) dans (3.3) on trouve :

1, T~ 1~
5672 — 5K = 5U2 sur CD (3.5)
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Avant de résoudre le probléme, nous allons écrire I’équation (3.5) en variables non
dimensionnelles, pour cela, on choisi U comme unité de vitesse et H comme unité de

longueur et on pose :

L (T0) = = 50 (3.6)

D’apres la définition du nombre de Weber 1'équation (3.6) devient alors :

2
¢ "K=1 (3.7)

u v . ,
= —i= = u— 1w, comme u — v est
U

analytique dans le domaine de I’écoulement, £ peut étre écrit sous forme :

On note par : ¢ le vecteur de vitesse ot £ =

E=u—iv=e"" (3.8)

ou 6 désigne I'angle entre le vecteur de vitesse et ’horizontale. Avant d’écrire 1’équa-

tion (3.7) par les nouvelles variables 7 et #, nous montrons que :

1 do
K = — = —_—
R dy

67’

P — . P .
Désignons par 7 le vecteur de vitesse, de coordonnées (€7 cosf, e” sin6).
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En coordonnées intrinseques on a :

7 =ér|7|=|¢lér

. — . . . 2 .
ou er est le vecteur unitaire tangentiel, on déduit que :

er =cosf 1 +isinf )

On a aussi par définition :

H
ou N désigne le vecteur normal & la courbe et ds élément de longueur d’arc de la

ligne de courant CD donc :

| p|fE | _ || 1
dt ds dt |||
ie.,
1 |der
—=|—e" 3.9
R |at|° (3:9)
D’autre part
der ag . — di —
| = ‘—%smez +£C089j
di ;g
%6

36



ce qui implique

deT

En substituant 1’expression ci-dessus dans (3.9) on trouve :

1 de
R |dt

e T

comme

dae df dx  df dy
@~ dedt Tdydt
_df [dpdx de dy
T dyp {dm dt ' dy dt}
do .

= —¢

de

sur la surface libre ( CD )

car
N
dz_tM:ﬁ CZ—>+6§;] —eTcosh i + e sm@y
donc :
= -]

On a:q=|7]| = e, alors la condition de Bernoulli (3.7) en variables non dimen-
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sionnelles sur la ligne de courant libre CD s’écrit :

do

62T 2
dyp

«

e =1 (3.10)

avec les conditions

(3.11)

De plus de la relation (3.8) on tire :

0
—wzu:eTCOSQ
T

(%2 .
ay v =€ sin

Nous cherchons & (7, 60) qui vérifie I’équation (3.10) avec les conditions (3.11). Ce qui

termine la formulation du probléme.

3.3 Procédure numérique

Pour résoudre le probléme numériquement, on applique la technique de troncation de
série utilisée par Vanden-Broeck et Keller [15].

Avant d’écrire la forme de la série, on transforme le domaine occupé par le fluide dans
le plan f (Figh), en un quart de disque unité dans le premier quadrant de la variable ¢
(Fig6). Les parois rigides AO, OB et BC se transforment sur les rayons du cercle et la
surface libre CD sur la circonférence.

La surface libre dans la nouvelle variable ¢ est donnée par :
io

t=¢€" avec) <o <

bo |
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La transformation qui applique le domaine de I’écoulement du plan f dans le plan ¢

est donnée par :

2 2t

_ Zlog 2t 12
f=Zlem (3.12)

Les points A , O , B, C et D dans le plan f se transforment respectivement aux
points t = 0,t = €™ — /€2 —1,t = ¢™/2 — \/e" —1,t = 1 et t = i dans le plan ¢ (Fig6).

Les points de la surface libre dans le plan ¢ sont donnés par la relation :

t=1t|e"”. avec 0 <o < (3.13)

| N

et dans le plan f par :

=, avec 0<p<+o0o sur CD
2 2

En substituant (3.13) dans I’équation (3.12) on trouve :

2 2¢i
= o= "log—
f v=2los 5

-2
— Zloech(i
ogch (io)

sur la surface libre CD

ce qui implique

—9i
df = dp= ~% tanh (i0) do
m

2
= —tanodo
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donc

d
i = gcot o (3.14)
sur la surface libre CD.
D’autre part on a :
06 06 0
R I (3.15)
Op do dy
T ot 00
= |zcoto—
2 oo
En utilisant (3.15), la condition de Bernoulli (3.10) devient :
e — L coto|S2|em =1 sur CD (3.16)
o oo| '

(cota>0, C&I’O<O’<%>

Reste maintenant a étudier le comportement de la vitesse au voisinage des singularités.

3.4 Comportement local de la vitesse au voisinage
des singularités

les points singuliers dans le plan de 1’écoulement réel z sont : z = 0 ot la vitesse est
nulle, zgp =7 et 2z = 1+1 point de séparation entre la paroi rigide et la surface libre, qui
correspondent respectivement aux points t =t = €™ — Verm —1 ,t=1tp = e™/? — Ver —1
et t = 1 dans le plan ¢.
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3.4.1 Comportement asymptotique au voisinage de t = ¢" —

e’ — 1
La configuration de I’écoulement au voisinage de ¢t = to dans le plan ¢ est la méme

dans le plan z au point O, or I’écoulement au voisinage de z = 0 est un écoulement dans

un angle de g, dont la fonction complexe f est donnée par :

f(z) ~ gzz -2 quand z—0
ce qui donne
9 2
22~ =(f +2) lorsque f—0
a

On remplace ’équation donnée dans (3.12) dans I’expression ci-dessus

on trouve :
2 (2 2t
2 Q 2m
ZNa{—logtz 1—1—2} t—e e 1
4 2t
2 s s
~— [1 t— e — Ve —1
: am ( ST + t2) ‘ ‘
puisque

2t 2
w2 (1= (V) $0(-f) 1A

et comme (t — to)~0<t2— (em — 62”—1)2> t— e —ye?m —1

on peut écrire alors
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AN )
z~(—) <t2— (e’r— 62”—1>> t— e —vVe?m —1
am

comme £ = — = az ce qui donne :

dz

E~az z—0

ie.,

c-a-d

2
fNO(t2—<e”— 62“—1)) t— e —Ve? —1 (3.17)

3.4.2 Comportement asymptotique au voisinage de t = ¢™/? —
em —1

™

L’écoulement au voisinage de z = ¢ est un écoulement autour d’un angle v = 5

dont la fonction complexe f est donnée par :

f~—(z- z)% -1 lorsque z — i (3.18)
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alors

f=—~a(z—1i)7 quand z — i

puisque sur la surface libre ¢ = 0 donc :

2 2t

f=¢=—log

- o sur CD

de 'équation (3.18) et (3.20) on tire :

3

2
2 [2 2t
z—iN(— [—log —|—1}> quand z —
7

t24+1

En substituant (3.21) dans (3.19) on trouve :

3
4 \2 2t
~ o 1 /2
S~ (37ra> (oge t2—|—1>

puisque

o

-1
3

2t

2+1 (t = (= Ve =1))" +0((t—15)")

log e™/?

et comme (t —tg) = O <t2 — (€™ — e — 1)2>

on peut écrire alors

4

-1
E~a (—) ’ <t2 — (e“/2 —Ver — 1)2> 1 lorsque

3ma
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(3.19)

(3.20)

(3.21)

e —1

e —1
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c’est-a-dire

-1
E~0 <t2 — (e’r/2 —Ver — 1)2> lorsque  t — ™% —y/er — 1 (3.22)

3.4.3 Comportement asymptotique au voisinage de t = 1

La configuration de I’écoulement autour du point ¢ = 1 est la méme qu’au point
zc = 1+ i, comme nous l'avons vu dans le chapitre précédent lorsque la tension de
surface est négligeable (7' = 0), I’angle de séparation entre la surface libre et la paroi
rigide ( v = 7 ). Dans le cas ou (7' # 0,7 # 7) et en ce point de séparation, nous avons
un écoulement autour d’un angle v > 7 ou I’écoulement est caractérisé par la fonction
potentielle suivante :

frl (z —z¢)" lorsque 2z — z¢ (3.23)
n

T
ol zo=1+i1etn=—
v

alors

d
= é ~a(z—zo)""" lorsque z — zc (3.24)

puisque sur la surface libre ¢ = 0, alors :

2 2t
f=p=—log —— sur CD (3.25)

T 2+1
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de 'équation (3.23) et (3.25) on tire :

N 7
237 (1og 2t ) quand (3.26)
z2—zo~ | — 0g —— uand z — z .
c = g 21 q C
En substituant (3.26) dans (3.24) on trouve :
m
——1
gl K
2\ 7 2t \"
E~a <H>W(logt2+1) quand t — 1

puisque
logt2+1 ~t-1)7"+0(t-17") t—1
alors :
1—7 Y
2 T 2(1-—)
fwa[—] (t—1) quand t — 1
ay

c’est-a-dire comportement de I’écoulement au voisinage du point de séparation s’écrit :

2(1_1)

E=0@t—-1) 7 quand t — 1 (3.27)

3.5 Formulation de la série

Apreés avoir déterminé le comportement local de 1’écoulement au voisinage des sin-

gularités t = e — \/e2™ —1 ,t = ¢™/? — /e —1 et t = 1, on cherche ¢ (t) sous la
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forme :

+o0o
E=g(t)exp Z apt** (3.28)
k=0

ol g (t) contient les singularités et les zéros données en (3.17) et (3.22) et (3.27).

En utilisant les conditions aux limites (3.11) et les relations (3.17), (3.22) et (3.27),

I’équation (3.28) devient alors :

¢ = u—iv= (t2 — (o7 = Ver = 1>2> x (2= (e = Ve = 1)2)_1 x (3.29)

g oo
2(1——
(1—1) — X exp (Z akt2k>

k=0

ol les coefficients ay, et la constante v sont & déterminer, la série doit étre convergente
dans le quart de disque unité du plan ¢. Il est facile de vérifier qui les conditions u = 0

sur AO et v = 0 sur OB sont satisfaites, si on choisi tous les a; et 7 des réelles. En
substituant (3.13) dans (3.29) on obtient :

=10 = (1+(e“— 62”—1)4—2(6“— 62”—1)2(50320)5 x et ?

~
—1 2(1——)
/2 4 /2 2 7 W . 0 m
<1+(e —Ver —1)" —2(e"? — er —1) 00520) X € ><<251n§>
—+00 400
X exp {Z arcos2(k—1)o+i(—m+o0) x (1 — 1) +i Y agsin2(k — 1)0]
k=1 ™ k=1
tel que:Z = tan~! St 02 et W = tan! S 02
(e7r — Ve — 1) — cos 20 (e“/2 —yer — 1) — cos 20

En conséquence :
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—sin?
( (—m+0) x (1 — 1) — tan™! = 02
™ T _ \Je2m — 1 _ 2
0 (c) = . (e < )" —cos2o (3.30a)
1 —sin 20 .
+ tan 5 — Y agsin2(k—1)o
(72 —\/em —1)" —cos20 k=1
1
eT(0) — (1 + (" — Ve — 1)4 —2(e" — Ve — 1)2(:05 20> 2 x (3.30)
1 5
(1 + (e”/Z —Ver — 1)4 -2 (e”/2 —Ver — 1)2 oS 20)7 X (2 sin 2)2(1_;)
X 2
X exp (Z apcos?2 (k—1) O’) (3.30b)
( k=1

Pour exprimer 1’équation de Bernoulli en terme de o, on remplace 7 (o)
et 0 (o) par leurs valeurs dans I’équation (3.16) on trouve :

+o00o
(1 + (" — Ve — 1)4 —2(e™ — Ve — 1)200520) X exp Y. 2a,cos2(k—1)o
k=1

N
1 41--1)
(1+(e”/2— e”—1)4—2(e”/2— e”—1)2c0320) x(Zsin%) m _ T xcoto

a
2 (e — Ve — 1) cos 20 — 2 o
(e 64 ) oo 5 —JrzakQ(/ﬂ—l)XCOSQ(k—l)U
1—1—(6”— 62“—1) —2(@”— 62”—1) cos20 k=1
2—2(em? - e”—1)20082a (7 1)
1+ (em/2 — e”—1)4—2(e”/2— e“—1)2c082a

X

™

X <1 + (e — Ve — 1)4 —2(e" — Ve — 1)2C0820> 2 xexp (Z arcos2(k —1) a) X
k=1

gl
w/2 4 w/2 2 7 . 0 20-")
<1 + (em? —Ver — 1) —2(e™? — \/er —1)" cos 20) X (2 sin 5) ™ =1 (3.31)

Pour déterminer les coefficients a; de la série ci-dessus et ’angle v, on troncate la
série donnée dans (3.28) aprés N termes. Nous trouvons les N coefficients a; et angle

™
de séparation 7 par collocation. Ainsi, on discrétise I'intervalle [0, —} en N points, On

pose :

T 1
=—|(1—= I=12..N .32
or 2N( 2)7 3 Ly ey (33)

En satisfaisant 1’équation (3.31) en des points de collocation (3.32) on obtient un
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systéme de N équations algébriques non linéaires & (N — 1) inconnus ay, as, ........ ,AN_1

et v . Cest-a-dire
N—1
(1 + (6" — Ve = 1)4 —2 (" — /e - 1)2cos201> X exp Y. 2apcos2(k—1)o
k=1

Y
/2 4 /2 9 -1 4(1-=)
(1+(67r — e”—l) —2(67r — e”—l) cos201> (251117) T ——Xcotoy
o

2 (em — e — 1) cos 207 — 2 N-
(e - ) cos201 . SN @2 (k- 1) x cos2 (k — 1) oy
o 1+(e7r— 62“—1) —2(6”— 62”—1) cos20; k=1
2—2(@7T/2_ e7r—1)2c0820[ +(7 1)
1—1—(@”/2— e”—1)4—2(e”/2— ”—1)2005201 ™
1
><<1+(6”— 62“—1)4—2(6”— e2r — COSQO‘[>§X6XP(Z akCOSQ(k‘—l)O'[)X
—1 Y
4 2(1-—)
(1—1—(6”/2— em —1) —2(e"? —er —1 005201> (281n—> T =1(3.33)

oun I=1,2,...N
Pour calculer les coefficients a; et ’angle ~ pour différentes valeurs du nombre de

Weber «, on utilise la méthode de Newton et I'algorithme de Jordan avec pivot total

implicite ( cf annexe ).

3.6 Forme de la surface libre

Pour déterminer la forme de la surface libre, on utilise la relation suivante :

@jL 8y 1
Op ago U — v

ce qui est équivalent a :

ox

% =e Tcosl

aﬁ s (3.34)
= = in

9 e TS

avec 0—'@ = Ox &0 e @ = @8—@ sur la surface libre.

9o 0y do do Oy do
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0
En substituant (3.14), (3.30) et en utilisant (3.34) on trouve a—$, 8_y en chaque point
o’ do

de collocation oy i.e.,

( —1
0 2 -
a—x(al) = — X tano X <1+ (e™ — 62”—1)4—2( ”—\/ 2”—1)2c05201> 2 x
o T
N-1
(1—1—(6”/2— e”—1)4—2(e”/2— e”—l) cos201 2 xexp[ ay cos2 (k 1)011
k=1
—sin 2
v (—m+0)x <1—1>—tan sin Z
C o\ 2(=-1) 7r (em — Ve —1)" — cos 20
X (2 sin 7) T X COS — in% N_1
+tan™! 5 — > agsin2(k—1)o;
(em/2 —\em —1)" —cos20 k=1
—1
oy 2 - 5 4 . 5 2 BN
(90( ):;xtanax<1+(e— e”—l) —2( —\/ 7r—1) c08201> X (3.35)
N-1 1
(1—1—(6”/2— e”—1)4—2(e7r/2— e”—1)2005201 2 xexp[ Zakcos2( — 1o
Mlino :
y (—7r+0)><<1—1>—tan1 s1na2
oo\ 2A=-D m (e” — e — 1) — cos 20
X (2 sin 7) T X sin &% N_1
+tan~! 3 — > agsin2(k—1)o;
(e7/2 —\/em —1)" —cos20 k=1 |

\

oun I =12 ...,N

Ainsi, la forme de la surface libre est obtenue en intégrant numériquement les relations
(3.35) avec la condition initiale z (0) = 1 et y (0) = 1. Les résultats présentés ici sont

obtenus pour N = 50.

3.7 Résultats et discussion

3.7.1 Solution sans tension de surface

lorsque le nombre de Weber « tend vers l'infini, la tension de surface tend vers zéro,
le systeéme (3.33) se réduit a :
Y
4(1-—)
(1 + (e’r — e — 1)4 -2 (e” — Ve — 1)2(:08201) X (2sin %) T X

-1

(1—1—(6”/2— e”—1)4—2(e7r/2— e”—l)zcos201> X



N—1
exp Y 2apcos2(k—1)o; =1 (3.36)
k=1
ou I =1,2,..,N et o; sont données par la relation (3.32).
Nous utilisons les méthodes de résolutions décrites ci-dessus, on trouve a; et v. Le

tableau ci-dessous montre quelques valeurs de ay, et v de la série (3.36) pour & — oo

Y a1 a2 as Q10 Q20 @30 Q40 Q49

314159 | —6.085 | 2.575 8.16 —1.765 | 2599 | —1.21 | —3.183 | 5.319

10-5 10-5 10-10 | 10-11 10-13 | 10-11 | 10-14 | 10-12 | 10-14
Tableau.1

quelques valeurs des coefficients a; et ’angle de

séparation v pour o — o0

Nous remarquons que les coefficients a; sont presque négligeables et ’angle de sé-
paration 7 — 7 avec une erreur 2.54.107% ce qui implique qu’il n’y pas de singularité
au point de séparation C, i.e., le fluide quitte la paroi rigide tangentiellement. Lorsque

v — 7 et les valeurs de la série a; sont suffisamment petit (i.e., ay — 0 ), la relation

(3.29) devient :

E=u—1iv= (tQ— (e’r— 62“—1>2) <t2—(e”/2— e”—1)2>1 sur CD

et quand o« — oo I’équation (3.16) s’écrit par :

W+t =1 sur la surface libre

En utilisant la transformation de Schwarz-Christoffel on trouve la solution exacte.

La figure (7) présente le graphe de forme de la surface libre pour le nombre de Weber

a — OQ.
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3.7.2 Solution avec tension de surface

On utilise la méthode numérique pour résoudre le systéme non linéaire (3.31) pour
différentes valeurs du nombre de Weber a. On trouve la forme de la surface libre pour
chaque valeur «, I'angle 7 et les coefficients a; de la série (3.33), le tableau ci-dessous
présente quelques valeurs a et 1'angle 7. La figure ( Fig 8 ) représente la forme de la

surface libre pour quelques valeurs du nombre de Weber a.

Q Y a as as aig Q20 asg Q40 Q49
103 | 31446 | —1018 | -1258 | —3.192 | —1.055 | —2235 | —5.273 | —9.511 | —3.233
10—4 10-3 102 10—4 10—4 105 106 107 108
100 | 31912 | 164 —4.267 | —5.071 | —1.673 | —3.388 | —7.277 | —8.265 | 7.941
10-4 | 10-2 102 10-3 10-3 104 105 106 107
50 34814 | —1.111 | —2.307 | —3.475 | —1.141 | —2.307 | —4.991 | —5.942 | —3.921
10—4 101 10-1 10—2 102 10-3 10—4 105 106
30 44153 | —3.967 | —2.307 | —1.165 | —3.553 | —6.347 | —1.261 | —1.437 | —1.466
10—4 101 101 101 102 10-3 103 104 105
9 47 9.303 —2.636 | 5.731 —3.309 | —3.841 | —6.582 | —7.014 | 4.893
10-1 10—2 10-1 10—4 104 105 106 10-7 10-6
0.88 | 47 5.212 9.811 —7.917 | 9.049 1.099 1.89 2.016 3.44
: 10—2 101 102 10-3 104 104 105 106 10-8
0.2 474 ~0.839 | 5.179 8395 | —9.584 | 1.088 1.848 —5.645 | —1.358
: 10—2 101 101 10—2 10-3 10-3 10—4 104 104
Tableau.2

quelques valeurs des coefficients a; et ’angle de séparation v

pour quelques valeurs du nombre de Weber o

Notons que dans le tableau 2 les coefficients a; sont décroissants et que la série est
uniformément et absolument convergente pour tout nombre de Weber «.

En effet on a :

+00 400 +o0
1
2= < < — < K>1
2t S 2l ) <o K

On constate que, lorsque « est assez grand, les courbes de la surface libre se rap-
prochent de la solution exacte. Le tableau suivant montre la variation de ’angle v en

1
fonction de —, dont le graphe est représenté dans la figure (Fig 9) .
a
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3.14159 3.16 3.1912 | 3.4814 4.4153 4.638 4.69 | 4.7 | 4.74

0 5x 1073 | 1072 | 2x 1072 |3x 1072 |5x1072]0.076 | 0.16 | 5

R+

Tableau.3

1
quelques valeurs de ’angle de séparation v en fonction de —
o

On déduit que, pour chaque valeur du nombre de Weber o, o > 0, il existe un et un

seul angle de séparation +, i.e., la solution du probléme existe et elle est unique.
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2.0

1.8

1.6

1.4

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

solution exacte

l solution approchée

1.0 1.9 2.0 2.5 3.0

Fig 7 forme de la surface libre lorsque
le nombre de Weber §—1{
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1.2
1.0
0.8
06 oc;100
' o=50
a=30
a=20
a=13
0.4 s
a=2
a=0.88
0.2
0.0
-0.2
-0.4
X
1.0 1.9 2.0 2.9 3.0 3.5

Fig 8 forme de la surface libre pour quelques

valeurs du nombre de Weber o
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2 3 4 9

Fig 9 variation de I'angle de séparation y

1/a

en fonction de 1/o
56



Chapitre 4

Probléme d’un écoulement au dessus
d’un rectangle sans tension de

surface et avec effet de gravité

Résumé : Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution numérique du
probléme considéré, en tenant compte de la force de gravité et en négligeant
les effets de la tension de surface. La technique de résolution utilisée est celle
de Vanden-Broeck et Keller [15]. Ce probléme est caractérisé par le nombre

de Froude F.

Contenu :

4.1 Introduction.

4.2 Formulation générale du probléme.

4.3 Procédure numérique.

4.4 Comportement locale de la vitesse au voisinage des singularités.
4.5 Formulation de la série.

4.6 Forme de la surface libre.

4.7 Résultats et discussion.
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4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent nous avons considérés les effets de la tension de surface sur
un écoulement au dessus d’une marche. Dans ce chapitre, nous tiendrons en compte 1'effet
de la force de gravité et en négligeant les effets de la tension de surface d’un écoulement
potentiel, bidimensionnel et irrotationnel d’un fluide incompressible et non visqueux, au
dessus d’un obstacle (de forme rectangulaire) de longueur L et de largeur W (Fig 10).
Dans tout ce qui suit, les variables notées avec tilde(~) sont des variables avec leurs
dimensions physiques et les variables sans tilde(~) sont des variables sans dimensions

exemple L et L. L’écoulement sera caractérisé par le nombre de Froude F' défini par :

F=—"_ (4.1)

ici g est 'accélération de gravité, U et H sont respectivement la vitesse et la profon-
deur du fluide a l'infini.

D1 a la présence de la gravité, la solution exacte du probleme est impossible & trouver
explicitement. Pour cela, le probléme sera résolu numériquement en utilisant la procédure

de troncation de série, la solution sera déterminer pour chaque valeur du nombre de

Froude F.

4.2 Formulation générale du probléme

Nous considérons un écoulement potentiel, bidimensionnel et irrotationnel sur un plan
horizontal x’ox d’un fluide incompressible et non visqueux passant au dessus d’un obstacle
(de forme rectangulaire ) de longueur L et de largeur W. On choisi y'oy comme axe de
symétrique (Fig 10). Nous supposons que lorsque |z| — o0, la vitesse de I’écoulement
s’approche de la vitesse uniforme U et élévation du fluide est H ou H > W.

Notons par z = 7 + ¢ y le plan de la variable (7,7) , E = U — 10 ou u et v sont
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Figure 10. Plan de la variable z. la surface libre est EF pour F = 3.17

\l].ll

-0.34 -0.17 0.17 0.34

A B C D

Figure 11. Plan de lavariable f = ¢ + iy
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respectivement les composantes du vecteur vitesse et par f = @+MZ la fonction poten-
tielle complexe, ou p et 2& désignent respectivement la fonction potentielle et la fonction
de courant. Puisque I’écoulement est potentiel, les composantes du vecteur vitesse sont

alors données en fonction de ¢ et 171 par les relations :

~_00 _ W
0% 0j
~_0p_ oY
9y o7

Les relations ci-dessus montrent que la vitesse complexe E et la fonction potentielle f
sont des fonctions analytiques de la variable z = = + 7 .

On transforme le plan complexe de la variable z a une bande infinie de la variable f
tels que les points E , A, B, C, D et F dans plan complexe z se transforment aux points
fe=—00,fa=—fp,fe = —fc et fr = +00 dans le plan f Le domaine d’écoulement
dansleplanf estOS@ZS@blet —00 < ¢ < 400 ol wlzézﬁf[,@ dénote la
décharge du fluide ( Fig 11).

Le but du probléme consiste a déterminer la fonction complexe @ (Z) telle que :

Ap=0
avec les conditions aux limites
v=20 sur EA et DF
u=0 sur AB et CD

la condition de Bernoulli sur la surface libre est donnée par :

1 - 1= ~
552 + gy = §U2 + gH = const sur EF (4.2)

ou ¢ = Vu? + v2 le module du vecteur de vitesse, g est I'accélération de gravité et H est

la profondeur du fluide & I'infini.
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Avant de résoudre le probléme, nous allons écrire ’équation (4.2) en variables non
dimensionnelles, pour cela, on choisi H comme unité de longueur et U comme unité de

vitesse et on pose :

i,
u _ 4.
Yy (4.3
H
En substituant (4.3) dans (4.2) on trouve :
1/~ \2 1~y
5 (Uq) +g (yH) = §U + gH = const (4.4)

L’équation de Bernoulli ( 4.4 ) devient alors :

q2+%(y—1)=1 (4.5)

On note par £ = u — v, comme u — v est analytique, on définit la fonction 7 — 16

par la relation

E=u—iv=e""

ou # désigne ’angle entre le vecteur vitesse et 1’horizontale.

L’équation ( 4.5 ) en variables 7 et 6 sur la ligne de courant libre EF s’écrit alors :

2
eQT—i—ﬁ(y—l):l sur ¢ =1 (4.6)
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4.3 Procédure numérique

Pour résoudre le probléeme numériquement on applique la technique de troncation de
la série utilisée par Vanden-Broeck et Keller. Avant d’écrire la forme de la série, on trans-
forme le domaine occupé par le fluide dans le plan f (Figll), au demi-disque unité supé-

rieur du plan de la variable ¢ (Fig 12) par la transformation suivante :

2 1+t
=—1
/ T nl—t

(4.7)

la surface libre EF est transformé sur la circonférence du cercle (Fig 12) et les parois
rigides sur les rayons du disque. Les points de La surface libre dans le plan ¢ sont donnés
par la relation :

t = |t|exp (ic) = exp (ic) telque 0 <o <7 (4.8)

et dans le plan f par :

f=¢+i oit —oco<p<+4+00 surEF

Les points E, A, B, C, D et F dans le plan f se transforment respectivement aux

points tp = —1,tp = —tc ,t4 = —tp et tp = 1 dans le plan ¢ (Figl2).

En substituant (4.8) dans I’équation (4.7) on trouve :

14 e
1 — eio

2
f=p+i =—In sur EF
T
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-0.26 -0.13 0.13 0.26

A B C D

Figure 12. Plan dela variablet
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alors
af _de 2

do do mwsino

donc
d .
87 _ TTO Gu EF (4.9)
dy 2
d’autre part on a :
0
XN _ e "sinf
I

On dérive ’équation (4.6) par rapport a o on trouve :

d , o 2 dy
En utilisant la relation suivante :
dy  Jy dyp -2 .
= — = e "sinf

oo %00 - 7sino
L’équation (4.10) devient :

d o 401
%(62)_Wsinaﬁxe sinf =0 sur ¢ =1 (4.11)

Puisque £ (t) = e" 7" est analytique partout sauf aux points singuliers A, B, C et

D, une étude nécessaire ces points est indispensable.
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4.4 Comportement local de la vitesse au voisinage
des singularités

Les points singuliers dans le plan de 1’écoulement réel z sont : z4 = —L/2 et zp =
—L/2+iW | zc = L/2+iW et zp = L/2 qui correspondent respectivement aux points
t=tys,t=tp,t =1tc et t=1tp dans le plan t.

4.4.1 Comportement asymptotique au voisinage de t = {4

™
L’écoulement au voisinage de t = t4 est un écoulement dans un angle de 5 dans le

plan z au voisinage de z4 = —L/2, la fonction complexe f est donnée par :
f~ g (z—24) + fa lorsque z — z4 (4.12)
alors
af
€= o~ (z—za) lorsque z — 24 (4.13)
z

Sur la surface libre ¢ = 1 alors :

2 14t
f:g0+i:%lnli_t sur EF (4.14)
de I’équation (4.12) et (4.14) on tire :
1 1
2\ (2, 1+t 2
Z—zA <—) (—ln — fA) quand z — 24 (4.15)
a T 11—t
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4.4.2

En substituant (4.15) dans (4.13) on trouve :

1 1
412 14+1t)\2
E~a {—} (In e_”/QfAL> quand t — 1y
am 1—-1¢
mais
141
lne’”/zf“wwk(t—t/;) lorsque ¢t — t4
(1—1)
donc : .
412 1
§~a[—} (k(t—1ta))2 quand ¢t — 1ty
aTm
c’est-a-dire :
1
E=0(t—ta)2 quand t —ty
Comportement asymptotique au voisinage de t = tp

(4.16)

Lécoul .. B tcoul ; 1 3T
écoulement au voisinage de ¢t = tp est un écoulement autour d'un angle R dans

a n N
f~—(z—2p)"+ fg ou 77,:z quand 2z — 2p
n Y

d’ou

(== 2)" ~ 2~ fp) lomsaue [ — f

66
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On remplace la relation de f donnée par (4.7) dans l’expression ci-dessus on trouve :

(z—zB)nwg(%lniti—fB) t—tp

ie.,
2n 14+t

(z—2p)" ~ pom <lne”/2f31—i_t) t—tp

donc
1 1

(z —zp) ~ <C2L—:) ' (lne”meg)n t—tp

comme

14+t
lne—“/QfBit ~k (t—tp) t—tp

3
et’yzgdonc:

z—zBrv(—)g(k:'(t—tB))g t —tp

puisque & = 7 on trouve :
z

fNa<4 I>T<t—t3)_7l t— tp
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c-a-d

Nl
-

t—>tB

{~O(t—tp)

4.4.3 Comportement asymptotique au voisinage de t = t¢

(4.17)

92 o . o L, 1 s 1 T
L’écoulement au voisinage de t = t¢ est un écoulement autour d’un angle X dans

le plan z au voisinage de zo = L/2 +iW, la fonction complexe f est donnée par :

a " . T
f~=(z—20)" +fc ot n=— lorsque 2z — z¢
n Y

alors
d _
§:—f~a(z—zc)”1 quand 2z — z¢
dz
et
1
2 1+t\)
Z—zo ~ (1 e*”/2f0l quand t —t¢o
am 1—1

En substituant (4.19) dans (4.18) on trouve :

1

2 14+t n

E~a iy M e_”/QfCL "1 quand t — to
am 1-t
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mais :

1+1¢
In e~ 7/2fc i E' (t —to) lorsque t — t¢

3T
et v = 5 on trouve :

4"\ 2 -1
E~a (t—tc)2 lorsque t — to

c-a-d

E~O(t—te)? lorsque t — t¢ (4.20)

4.4.4 Comportement asymptotique au voisinage de t = tp

T
L’écoulement au voisinage de t = tp est un écoulement dans un angle de 5 dans le

plan z au voisinage de zp = L/2 | la fonction complexe f est donnée par :

fNE(z—zc)"—i-fD , n="_ lorsque z — zp
n 8
alors
_ df n—1
£ = padl (z — zp) lorsque z — zp (4.21)
z
et
1
n ) 141 "
2 —zp ~ <—> " (— In— — fD) quand 2z — 2p (4.22)
a T 1—t
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En substituant (4.22) dans (4.21) on trouve :

. 1 n—1
om\ n 1+t\"
E~a (_n> (ln e~ /2fp L) quand t — tp
mais :
14+¢
In e—ﬂ/2fD1_+t ~ k" (t—tp) lorsque t — tp
T
ty=—-d :
et ) onc
mia 1
gNa{ ] (t—1tp)? quand ¢t —tp
am
c’est-a-dire :
1
E=0(t—tp)? quand ¢t —tp (4.23)

4.5 Formulation de la série

Apreés avoir déterminer le comportement local de 1’écoulement au voisinage des sin-

gularités t = t4,t =tp, t =tc et t = tp , on cherche £ (¢) sous la forme :

£=g(t)expQ(t) (4.24)
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ou g (t) contient les singularités et les zéros donnés en (4.16) , (4.17) , (4.20) et (4.23).

L’équation (4.24) devient alors :

N

¢ = u—iv=(t—ta)? (t—tp)= (t—tc)® (t—1p)

X
+00
exp (Z akt2k>
k=0
On pose tp = —tc =a, ty = —tp = b, ’équation ci-dessus s’écrit alors :

1 -1 oo
E=F-0) (*—a®)? xexp (Z akt%) (4.25)

k=0

ol les coefficients a;, sont & déterminer, la série doit étre convergente dans le demi-
disque unité du plan ¢ . On choisi tous les a;, des réelles. En substituant (4.8) dans (4.25)

on obtient :

) =1 ) 1
€ = 0= (1 +a* — 2a200320) 1 x et K (1 + b — 2b200820)4
) +oo +oo
xe' ¢ x exp Zak cos 2ko +i2ak sin 2ko
k=0 k=0
1 sin 20 1 sin 20
tel K=-tan! ————— et G=—-tan ! ————
¢ aue 2 an cos 20 — a? ¢ 2 a cos 20 — b?
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En conséquence :

( 1 _, sin2c 1 _, sin2o
O(o)==(tan! ——— | — = [ tan™} ——
2 cos 20 — a? 2 cos 20 — b?

+o00o
— Y agsin2ko
k=0

e™@) = (1 + a* — 2a® cos 20)

+oo
exp <Z ay, cos 2ko )

=1 1
4 x (14 b* —2b%cos20)4 x

\ k=0
(4.26)
En substituant 7 (o) et 6 (o) par leurs valeurs dans 1’équation (4.11) on trouve :
—a?sin 20 b%sin 20
1+a*—2a%cos20 1+ b*—2b%cos20
-1 1 +o0 2
{ (1+a* —2a?cos20) 4 x (14 b* — 2b? cos20)4 x exp ( ay, cos 2ko )]
k=0
1 =1
9 1 (1+a*—2a%cos20)4 x (1 +b* —20? cos20) 4 X
X — X o0 X
msino  F exp (— > ay cos 2ko )
k=0
1 (t ., sin2o ) 1 (t ., sin2c
ol o —2) o\ oo, 2
sin 2 cos 20 foo 2 cos20 — b —0 (4.27)
— ) apsin2ko
k=0

Pour déterminer les coefficients aj de la série (4.27). On troncate la série aprés N
termes. On trouve les N coefficients a; par collocation, ainsi; on discrétise l'intervalle

[0, 7] en N points, on pose :

T 1
or N < 2) 5 y Ly eeey ( 8)

En satisfaisant I’équation (4.27) en des points de collocation (4.28) on obtient un

systéme de N équations algébriques non linéaires & N inconnus aq, as, ..., ay. C’est-a-dire
—a’sin 207 N b?sin 20
1+a*—2a%cos20; 1+ b*—2b%2cos20;

IS

N 2
X exp (Z apcos2(k—1)o; )] X
k=1

=
[ (1+a*—2a?cos207) 4 x (14 b* — 2b%cos 207)
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1 -1
9 1 (1+a*—2a?cos207)4 x (1 +b* — 2b? cos 207) 4

— X T X N
msinoy  F exp (—ZakC082<k‘—1>O’[ )
k=1
1 tan-l sin 207 _ 1 tan-1 sin 207
. 2 cos20; — a? 2 cos 20y — b2
sin N =0

— > agsin2(k—1)o;
k=1

X
X

(4.29)

oul=1,2,....,N.
Pour calculer les coefficients a; pour différentes valeurs du nombre de Froude F'. On

utilise la méthode de Newton et l'algorithme de Jordan avec pivot total implicite (cf

annexe).

4.6 Forme de la surface libre

Pour déterminer la forme de la surface libre, on utilise la relation suivante :

a_x + /L@ — 1 - = 6_T+i6
Jdp  Op u—1iv
ce qui est équivalent a :
ox
95 = ¢ T cosf
aﬁ (4.30)
—~ = e Tsind
Iy
avec 8_1' = %a—@ et @ = @a_go sur la surface libre.
do Oy do do Oy do
dr 0
En substituant (4.9), (4.26) et en utilisant (4.30) on trouve 8_3:’ 8_y en chaque point
o’ do

oy le.,

73



( 1 =1
oz o) _9 (1+a* —2a®cos207)4 x (1 +b* — 2b*cos207) 4 x
—(or) = - X N
do TSmOy exp (— kZ_:lak cos2(k—1)o;

% (tan_l si2n201 2) B % (tan_l si2n201 bQ)

< cos cos or = a cos20y — (4.31)
— > agsin2(k—1)o;
k=1
i =1
ay o) _9 (1+a*—2a?cos207)4 x (1 +b* — 2% cos207) 4 X
— \o1) = ; X N
do TSmOy exp (—kzlakcos2(/<;—1)01 )
1 tan-1 sin 20y _ 1 - sin 20
. 2 cos20; — a? 2 cos20; — b?
X sin N

— > apsin2(k—1)o;
k=1
ot I=1,2 .. N.

Ainsi, la forme de la surface libre est obtenue en intégrant numériquement les relations
(4.31) avec la condition initiale x (0) = —8 et y (0) = 1. Les résultats présentés ici sont

obtenus pour N = 40.

4.7 Reésultats et discussion

On utilise la méthode numérique décrite précédemment pour résoudre le systéme non
linéaire (4.29) pour différentes valeurs du nombre de Froude F. On trouve pour chaque
valeur de F' les coefficients a, de la série (4.24), le tableau ci-dessous présente quelques

valeurs de a; en fonction du nombre de Froude F'.
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F ay as a1o Qoo a0 a0
1000 | 46607 ~29224 | 33327 | 3.8379 | 1.5502 1.8438
1072 10-° 107 107 10—
55 | 13550 ~29224 | 333272 | 3.83794 | 1.55027 | 1.8437
107 10°° 107 107 10-8
117 | _ao0qry gt | 29224 | 333270 | 383798 | 1550276 | 18438
1072 10-° 107 1077 10~
Lot | _aoqr gt | T29224 | 33320 | 383798 | 1550276 | 1.8438
10~ 10°° 1077 1077 107
Dot | 7soms 12 | 29224 | 333272 | 3837TST | 155025 | 184381
10~ 107° 1077 1077 108
055 | 5106 oo | 29223 | 333266 | 383802 | 155013 | 184392
10~ 10°° 107 107 10
ool | 15344 ~8.9481 | 7.6802 | 1.0696 | 4.7301 _5.1556
107 107 107 107 107
Tableau.4

quelques valeurs des coefficients a; pour quelques valeurs du nombre de

Froude F

Comme il apparait dans le tableau 4 les coefficients a; sont décroissants. On constate

+o0

aussi que la série E a,t>*=1 est absolument convergente car on a :

4.7.1 Conclusion

k=2

Z a2

+o0 +oo
1
§Z|ak|gzﬁ<oo k> 2
k=2 k=2

e Nous avons déterminé avec précision la forme de la surface libre au dessus d’un

obstacle de forme rectangulaire. Ces résultats dépendent du paramétre de Froude F'.
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e Lorsque F est assez grand (F — o0), leffet de la gravité est négligeable, les

conditions au bord (sur la surface libre) se réduisent a

W+t =1

Dans ce cas la solution du probléeme peut-étre obtenue explicitement en utilisant la
méthode de transformation d’hodographe de Kirchhoff ou les transformations conformes
vue dans le chapitre 2. La figure (13) présente la forme de la surface libre pour F' — oc.

e Lorsque F est négligeable (F' — 0), 'effet de la gravité est assez important, dans
ce cas la forme de la surface libre s’aplatie et tende vers une droite horizontale paralléle
a axe x'ox (Figl4).

e Pour FF # 0et F' # 00, (0 < F < o0 ) la figure (15) présente la forme de la
surface libre pour quelques valeurs du nombre de Froude F', ce qui montre I'influence de
la gravité sur la surface libre.

e Le cas ou F' > 1 I’écoulement est dite supercritique, pour F' < 1, I’écoulement est

dite subcritique. La figure (16) montre la variation du nombre de F? en fonction de g.
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Fig 13 forme de la surface libre pour
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2.0y

1.9

1.6

1.4

0.8

0.6

0.4

-4 -2 0 2 4 6
Fig 14 forme de la surface libre pour F = 0.01
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1.025

1.020

1.015

1.010

1.005

I

-6 -4 -2 0 2 4 6 8
Fig 15 forme de la surface libre pour quelques
valeurs du nombre de Froude F
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Fig 16 variation de F° en fonction de g
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Annexe

Contenu :
A.1 Méthode de Newton
A.2 Algorithme de Newton pour la résolution des systémes non
linéaires f (z) =0
A.3 Algorithme de Jordan avec pivotation totale implicite

A.4 Programme de Newton
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A.1 Méthode de Newton

Apreés un rappel sur la méthode de Newton pour la résolution d’un systéme d’équation
non linéaire, nous donnons son algorithme, ainsi que 'algorithme de Jordan utilisant la
méthode du pivot total implicite pour résoudre un systéme d’équation linéaire. A la fin
nous présentons le programme écrit en fotran 90 que nous avons utilisé pour résoudre

le systéme (3.38). La méthode de Newton consiste a résoudre le systéme d’équations

suivant :
(
f1 (Il,l‘g, ...... ,fL‘n) =0
fg ($1,.’1}2, ...... ,xn) =0
f3 ((131, T2y eennnn y ZL’n) = O (Sl)
fu (T, 29, .o ,Ty) =0
ou les f; sont fonctions réelles non linéaires des variables xi, xo, ....... , Tp. On peut
noter le systéme suivant sous la forme :
F(X)=0o0uX = (z1, 22, ....... ,x,)" € IR"
Le probléeme est donc de trouver un ensemble de n valeurs réelles :
X* = (aF, 23, ..., x*)" vérifiant simultanément les n équations du systéme (S.1) No-

tons que si chaque fonction f; est continue et contintiment différentiable, alors, par un
développement de Taylor dans le voisinage d’un estimé¢ X*) proche de X* ( obtenu a la

k-iéme itération ), on obtient :

) = (x)+ S EE (i —a) + 2
=1 9|y xn

L $ * (k) * k) 32f¢ (X) .

51 T Ty - — 4. = —1.92 ...

2!;7; <x] x; ) (zf — =) 520, | v + 0 pouri=1,2,....n
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(%)

p
si X®) est un estimé proche de X* les termes (xj — > p > 2, sont négligeables.

Le systéme (S.2) s’écrit alors :

Z e <$j—a:§ )> = — i(X(k)) i=1,2,....n (S.3)
=1 9T
ou en terme matriciel
E® AXH® = p® (S.4)
avec
# _ < 0fi(X) 1=1,2m B _ e )y ()
By’ = ZT . AX =ap -1y et B = — fi (XW)
Jj=1 I xexr J=1,2,....... , N

L’équation (.S.4) est un systéme linéaire, ou toutes les quantités sont connues sauf les

AX® _ En utilisant la méthode de Jordon avec stratégie du pivot total implicite pour

déterminer les AX ) dont on présentera dans la suite son algorithme. AX*) est I’estimé

de Terreur commise en approximant X* par X*). On peut donc obtenir un meilleur

estimé X +1) de X* par

XKD — xR A x*) (S.5)

On continue jusqu’a ce que }fi (X(k“))} < €.

A.2 Algorithme de Newton pour la résolution de systémes non linéaires

F(X)=0

Etant donnés X© e

1. Calculer
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® < Ofi (X)
& _; 0X;

F =, (x)

X=xk j: 1,2, ........ ,n

2. Résoudre le systéme linéaire :

fle§f>AX;k> = F}’@} i=1,2, ... n
i

3. Calculer

XD — x® AXUf)} i=1,2, n
4. Si

|fi (XED) [ <e}i=1,2,........ n

est vérifié, arréter

A.3 Résolution d’un systéme linéaire AX = b par la méthode de Jordon

avec stratégie du pivont total implicite
Algorithme :

e Choix du pivont

Pk = Qiyey, ol Ay ey, = MAX |a’ij|
ij

i:1,2, ......... ,n i%ll,lg, ....... >lk:—1
1=12 ... N J F 1,0y , Ck—1
telque k=1,2,......... N
e Normalisation

ay,j
apj = =12 ... ,n+1

Pk
e Réduction

W = Qi .
1=1,2,......... ,n et i #
a;; = a;; —wa;t j=1,2,....... ,n+1
e Remise en ordre
Lo, = Al pt1 k=1,2,........ N
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A.4 PROGRAMME DE NEWTON
TEXERNAL suml,sum2,sum3,sum4
PARAMETER(n=>50,nmaxb=100,h2=314159.D-5/(2.*n))
PARAMETER(Epsilon=1.D-5,Pivotmin=1.D-3)
DOUBLE PRECISION A(n-1),suml,sum2,sum3,sum4,h,F alpha,t(n),
1 h1(n-1),deltaA(n,1),y(n+1),sa(n),EF(n,n+1),f1(n),f2(n),x(n+1),
1 Al(n-1),Jamda,lamdal
pi=314159.D-5
C be=4*datan(1.0d0)
OPEN(7 file='E :\ai_2.txt)
READ(7,*)lamda,(A(i),i=1,n-1)
CLOSE(T7)
C  DATA alpha/10000.d0/
x(1)=L.
y(1)=1.
WRITE(**)’APRES QUELQUES INSTANTS LES RESULTATS
SERONT AFFICHES’
DO 400 nbiteration=1,nmaxb
WRITE(*,’(/1X,80(1h*)/1x,A,I3)’)’iteration :’,nbiteration
C
C LA FORMULE QUI EXPRIME LES ANGLE SIGMA
C

DO 1i=1n
£()=(314159.D-5/(2.%n))*(oat (i)-5.d-1)
1 CONTINUE
C
O **#+EVALUATION DE LA FONCTION Fksisss
C
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DO 51 i=1,n
51 EF(i;n+1)=F(A,t(i),n-1,alpha,]Jamda)
C  WRITE(**)EF(1,n)
C
C e EVALUATION DE LA JACOBIENNE Ffersersotoick
C

DO 40 i=1,n
DO 41 j=1,n-1
DO 42 k=1,n-1
h1(k)=0.001
42 CONTINUE
DO 43 k=1,n-1
IF (k.NE.j) THEN
h1(k)=0.
END IF
43 CONTINUE
DO 44 k=1,n-1
44 Al(k)=A(k)+h1(k)
lamdal=lamda+0.001
EF(i,j)=(F(A1,t(i),n-1,alpha,Jamda)-F (A,t(i),n-1,alpha,]Jamda)) /
1 0.001
41 CONTINUE
EF(i,n)=(F(A,t(i),n-1,alpha,lamdal)-F(A,t(i),n-1,alpha,lamda))/
1 0.001
40 CONTINUE
C
C ek CALCUL DE LA VITESSE otk
C
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R1=(exp(pi/2)-sqrt(exp(pi)-1.))
RO=(exp(pi)-sqrt(exp(2.*pi)-1.))
DO 3 i=1n
sa(i)=(1.4+R0O**(4.)-(2.*R0**(2.))*DCOS(2.*%(t(i))))
1 *DEXP(2.*sum2(A,t(i),n-1))
1 *(1./(1.4RI**(4.)-(2.*R1**(2.))*DCOS(2.%(t(i)))))
1 *((2.*DSIN(t(i))/2.)**(4.*(1.-lamda/pi)))

3 CONTINUE

C
CALL JORDAN(EF,n,deltaA, pivotmin)
C
C REACTUALISATION DU VECTEUR X
C
DO 8 i=1,n-1
A(i)=A(i)-deltaA(i,1)
8 CONTINUE
lamda=lamda-deltaA(n,1)
C
C CALCULE DE LA NORME DE F
C
h=0.
DO 9 i=1,n
IF(DABS(F(A,t(i),n-1,alpha,Jamda)).gt. DABS(h)) THEN
h=F(A,t(i),n-1,alpha,lamda)
END IF
9 CONTINUE

WRITE(*,*)’h="h
IF(DABS(h).LT.Epsilon) GOTO 100
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400 CONTINUE
100 CONTINUE
OPEN(7 file="E :\ai_2.txt’)
WRITE(7,*)lamda,(A(i),i=1,n-1)
CLOSE(7)
DO 10 i=1,n
f1(1)=(2./pi)*DTAN(t(i))*
1 ((L.+R0**(4.)-(2.*R0O**(2.))*DCOS(2.%(t(1))))**(-1./2.))*
1 DEXP(-sum2(A,t(i),n-1))*
1 ((LA4RI**(4.)-(2.¥R1**(2.))*DCOS(2.%(t(1))))**(1./2.))
1 *((2.*DSIN(t(i))/2.)**(2.*(-1.+lamda/pi)))
I *DOOS((pi--(4(1))* (lamda/pi-1.
1 -DATAN((DSIN(2.%(t(i))))/
1 (RO**(2.)-DCOS(2.*(t(i)))))+DATAN((DSIN(2.%(t(i))))/
1 (RI**(2.)DCOS(2.*(1(1))) - suml(A,t(i),0-1))
£2(1)= (2. /pi) DTAN(1(i))*
1
1
1
1
1
1
1
1

((LARO™*(4.)-2.5(RO**(2.))*DCOS (2% (4(i))))**(-1./2.))*

(
((L.4+RI1**(4.)-2.%(R1**¥(2.))*DCOS(2.%(t(i))))**(1./2.))*
DEXP(-sum2(A,t(i),n-1))
*DSIN((-pi+(t(i))
-DATAN((DSIN(2.%(t(1))))/
(RO**(2.)-DCOS(2.*%(t(i)))))+DATAN((DSIN(2.*%(t(i))))/
(R1##(2.)-DCOS(2.%(t(1)))))
-suml1(A,t(i),n-1))
1 *((2.*DSIN(t(1))/2.)**(2.*%(-1.+1lamda/pi) ) )
10 CONTINUE
DO 11 j=1,n
x(j+1)=x(j)+h2*1(j)

)*(lamda/pi-1.)
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y(+1)=y(j)+h2*£2(j)

11 CONTINUE
WRITE(6,*)’lamda=",]lamda
WRITE(6,*)’alpha=",alpha
WRITE(6,105)’les resultas’

105 FORMAT(1x,80(1h*)/,A,I3)
WRITE(6,107)%,T", A’ X’,)Y", speed’
DO 12 i=1n
WRITE(6,106)i,t(i),A(i),x(i),y(i),sa(i)

12 CONTINUE

106 FORMAT (i5,5E12.4)

107 FORMAT (A, T11,A,T23,A,T35,A,T48,A,T59,A,T65,A /)

CLOSE(6)
C OPEN(11 file="D :\Desktop\XY inf.txt’)
DO 122 i=1.n
WRITE(11,*%)x(i),y(i)
122 CONTINUE
CLOSE(7)
STOP’FIN DU PROGRAME’
END
C

C *RESOLUTION DE LA N*N+1 SYSTEME LINEAIRE PAR LA METH-
C ODE DE JORDAN AVEC PIVOTATION TOTAL IMPLICIT*
C

SUBROUTINE JORDAN(EF,n,deltaA pivotmin)
PARAMETER (Nmax=81)

INTEGER c¢(Nmax),l(Nmax),s

DOUBLE PRECISION EF(n,n+1), deltaa(n,1)
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DOUBLE PRECISION p(Nmax),w
DO 8 k=1,n
p(k)=0.
DO 3 i=1n
DO 2j=1n
IF(k.GT.1)THEN
DO 1 s=1k-1
IF(i.EQ.1(s))GOTO 3
IF(j.EQ.c(s))GOTO 2
CONTINUE
ENDIF
IF(DABS(EF(i,j)).GT.DABS(p(k))) THEN
p(k)=EF(i,j)
1(k)=i
c(k)=j
ENDIF
CONTINUE
CONTINUE
IF(DABS(p(k)).EQ.pivotmin) THEN
WRITE(*,*) pivot petitmatrice DSINguliSre’
RETURN
ENDIF
DO 4 j=1,n+1
EF(1(K).§)=EF(1()) /p()
CONTINUE
DO 6 i=1,n
IF(i.NE.I(k)) THEN
w=EF(i,c(k))
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DO 7 j=1,n+1

EF(i,j)=EF (i,j)-w*EF(1(k).])
CONTINUE

ENDIF
CONTINUE
CONTINUE

DO 9 k=1,n

DO 9 j=n+1,n+1

deltaA (c(k),j-n)=EF(1(k).j)
CONTINUE

RETURN

END

DOUBLE PRECISION function suml(c,s,m)
DOUBLE PRECISION c(81)

DOUBLE PRECISION s

sum1=0.

DO 1 k=1,m
suml=suml-+c(k)*DSIN(2.%(k-1)*s)
CONTINUE

RETURN

END

DOUBLE PRECISION function sum2(c,s,m)
DOUBLE PRECISION ¢(81)
DOUBLE PRECISION s

sum?2=0.

DO 1 k=1,m
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1 sum2=sum2+c(k)*DCOS(2.*(k-1)*s)
RETURN
END

DOUBLE PRECISION function sum3(c,s,m)
DOUBLE PRECISION c(81)
DOUBLE PRECISION s
sum3=0.
DO 1 k=1,m
1 sum3=sum3+2.%(k-1)*c(k)*DSIN(2.*(k-1)*s)
RETURN
END

DOUBLE PRECISION function sum4(c,s,m)
DOUBLE PRECISION c(81)
DOUBLE PRECISION s
sum4=0.
DO 1 k=1,m
1 sumd=sumd+2.*(k-1)*c(k)*DCOS(2.*(k-1)*s)
RETURN
END

DOUBLE PRECISION function F(c,s,m,alpha,r)

DOUBLE PRECISION c(81)

DOUBLE PRECISION s,alpha,sum2,sum4,r

PARAMETER (pi=314159.D-5)
R1=(exp(pi/2)-sqrt(exp(pi)-1.))
RO=(exp(pi)-sqrt(exp(2.*pi)-1.))
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F= 1.+(1A+RO®(4.)-(2.FR0**(2.))*
1 DCOS(2.%s))*DEXP(2.*sum2(c,s,m))
1 *(1./(1L4RI**(4.)-2.¥(R1**(2.))*
1 DCOS(2.%5)))*((2.*DSIN(s/2))**(4.*(1.-xr/pi)))
1 -(pi/alpha)*DCOTAN(s)*
1 DABS (((2*R0**(2.))*DCOS(2.%s)-2.)/
1 (1.4 (R0O**4.d0)-2.%(R0O**(2.))*DCOS(2.*s))
1 +(2.-(2*R1**(2.))*DCOS(2.%s))/
( (R1**4.d0)-2.%(R1**(2.))*DCOS(2.*s))
o/pi-L.)- sumd(csm))
1 *((1.+R0**(4.)-(2.*R0**(2.))*DCOS(2.%s) ) **(1./2.))
1 *((L4R1**(4.)-(2.*R1*(2.))*DCOS(2.%5) ) **(-1./2.))
1 *((2.*DSIN(s/2))**(2.*(1.-r/pi)))
1 *DEXP (sum2(c,s,m))
RETURN
END
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Abstract

In thiswork, we study atwo dimensiona and irrotationnal flow of an
incompressible and inviscid fluid over an obstacle (flow over a step
and flow over arectangle ). The flow is characterized by the nonlinear
condition (the Bernoulli condition) on the free surface of unknown
equation. We adopted a method of conformal transformation which
reduces the problem of discretization only on the free surface. The
solution technique used by Vanden-Broeck and Keller. We computed
the results for all Weber number oo > 2.10" ° for the first problem and
for (F>0.01 and F <« ) for the second problem.

Keywor ds: Free surface flow, Surface tension, Weber number, Froude
number.

Résumeé

Dans ce travail, on sintéresse a un probleme d'écoulement potentiel
bidimensionnel d'un fluide incompressible et non visqueux, passant au
dessus des obstacles (écoulement au dessus d'une marche et écoulement
au dessus d'un rectangle). Le probleme est caractérisé par la condition
non linéaire donnée par I'équation de Bernoulli sur la surface libre qui est
de forme inconnue. Nous adoptons une méthode des transformations
conformes qui réduit le probleme de discrétisation uniguement sur la
surface libre. Latechnique de résolution utilisée par de Vanden-Broeck et
Keller. Nous avons trouvé les résultats pour oo > 2.10" ° pour le premier
probléme et pour ( F>0.01 et F < o) pour le deuxiéme probléme.

M ots-clés : Ecoulement a surface libre, tension de surface, nombre de
Weber, nombre de Froude.



