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CHAPITRE 0

0.1 Notations

Dans toute la suite de ce mémoire, nous utilisons les notations suivantes :
1. L: désigne I’opérateur de Lamé bidimensionnel et 13 est un opérateur

de Lamé¢ tridimensionnel .
2. U : désigne le vecteur déplacement .
3. Q: désigne un corps ¢lastique, homogene et isotrope occupant un

domaine borné de IR’ de frontiére polygonalel=UT,, j=Ln le coté
1S ;1,5 ;[ estnoté I, ou les S;sont les sommets de Q.

4. Q, : désigne un secteur plan infini, d’ouverture ¢ de fronti¢re T,

5. A(r) : désigne une fonction poids

6. B: est un opérateur différentiel d'ordre 0 ou 1 défini sur la frontiére T,
7. f : désigne la transformation de Mellin de la fonction f

8. n : désigne le vecteur normale a la frontiere et dirigé vers 1’extérieur

de celle-ci.

9. M : est la compressibilité.



0.2. INTRODUCTION.

Le monde de la modélisation mathématique a pris une importance considérable
cette derniere décennie dans tous les domaines de la science et des applications
industrielles.

La modélisation mathématique est I’art de représenter une réalit¢ physique en des
modeles abstrait accessible a I’analyse et au calcul numérique.
Le model que nous allons décrire dans ce mémoire est connu sous le nom systéme de

Lame 13U = uAU + (2 + u)V(divU) en dimension trois.

On étudiera ce systtme dans 1’espace usuel de dimension trois dans un domaine
¢lastique homogene et isotrope a frontiere présentant des points anguleux.

Le calcul directe et 1’étude fonctionnelle sont trés compliqués pour ce ci on utilisera
une méthode dite de décomposition qui nous amenera a la décomposition du probléme
initial en deux probleémes bi dimensionnels dans un plan normal a I’arréte.

L’un est dite déformation plane est D’autre cisaillement qu’on appel souvent
déformation antiplane.

D’apres cette décomposition on aboutira aux problémes suivants :

LU = f dans Q

4

(5)

BU =0 Sur I

4
AU = f dans Q,

(5.)

BU =0 sur r

4

ou L étant ’opérateur de Lamé bi dimensionnel et B est un opérateur d’ordre zéro ou

un et Q(p est un secteur plan d’ouverture ¢ centré a ’origine O qui est un point

anguleux.



La présence des points anguleux sur les sommets les deux opérateurs L et
A ne sont pas bornés a 1’origine et pour masquer ces singularités on utilise

une méthode dite affectation d’une fonction poids notée l(r) inde
finement différentiable sur Q2 et ne s’annule pas sur€) .

Apres cette affectation on choisit un espace fonctionnel convenable dit

espace poids not¢ E est défini par :
E= {u cH' (Qw) :rD’u eLz(QW)}

Ou u est a support compact dans Q,et D? désigne les dérivées partielles
d’ordre deux par rapport aux variables 7 et 7 .

On débute notre travail par un chapitre qui comporte trois parties :

La premicre partie est un rappel sur les coordonnées curvilignes et leurs
applications

La deuxieme partie est un rappel sur 1’¢lasticité linéarisée.

La troisieme partie c’est la décomposition du probléme de Lameé
tridimensionnel.

Dans le deuxiéme chapitre on étudiera la question d’existence et d’unicité

du systeme :

rLU=g dans Q,

BU=0 sur T

4
avec les deux conditions aux limites condition de Dirichlet homogene et
condition de Neumann homogéne.
Dans le troisieéme chapitre on étudiera la question d’existence et d’unicité

du systeme :

rAu=nh dans Qw



Pour les mémes conditions aux limites et puis on généralise I’étude

précédente au polygone tout entier en utilisant une partition de 1’unité.

0.3. Rappels.

0.3.1. Rappels sur I’élasticité linéaire.
Définition 0.1. On appelle déplacement, le vecteur dont 1’origine coincide

avec la position initiale du point et I’extrémité avec la position du point

apres déformation et nous désignerons les projections par u,v et w c'est-a-
dire :

U = (v, y.2)v(x y,2) wlx, v, 2)).

Définition 0.2. Soit Q un ouvert borné connexe régulier de 3. On
considére que les points x de Q représentent les points matériels d’un corps
matériel (au repos). On dit que Q est une configuration de référence du
corps en question. Lorsque I’on travaillera surQ, on dira que I’on adopte la
description lagrangienne sous 1’action des forces qui s’exercent sur le corps
matériel, celui-ci va se déformer dans 1’espace.

Le point matériel initialement situé en x vient occuper une
position y = ¢(x). L’application $:Q— IR s’appelle une déformation du
corps.

L‘ensemble ¢(Q) s’appelle la configuration déformée correspondante.
Lorsque 1’on travaillera sur ¢(Q) en termes de la variable y on dira que I’on

adopte la description eulérienne. Du point de vue mathématique, le passage
de I"une a I’autre description n’est qu’un changement de variable.

Il est parfois commode d’introduire le déplacement u(x)=¢(x)—xde telle

sorte quep=Id+u, il est totalement clair d’écrire les équations en



déformation ou en déplacement, mais les déformations ont un caractere

plus intrinseéque que les déplacements en mécanique des solides.

Proposition 0.3.1. :( loi de Hooke)
Dans le cas de 1’¢lasticité linéaire isotrope le tenseur des déformations est
reli¢ au tenseur des contraintes et I’expression la plus courante est donnée

par la relation de Hooke suivante:

1 +v 1%
€y = 0, = 70 S (0.1)

o = E . vE
ey T (+v)1-2v)

8, Symbole de Kronecker

£y S, (0.2)

E: Module d’Young

o =(0,) : Le tenseur des contraintes

¢=(¢,) : Le tenseur des déformations

Compléments 0.3.1. :
E etv sont deux parametres de 1’¢lasticité, mais on peut les substituer par le
module volumique K et le module de cisaillement G parfois noté p par les

relations suivantes :

E
“= ) 0.3)
- v

(1+v)1-2v) (0.4)

Remarque 0.1. Dans le cas de 1’¢lasticit¢ linéaire, les parametres

E,V,u et K sont des constantes.

10



1-Le Paramétre u = est le module de cisaillement du matériau, le bon

E

sens physique entraine que x>0 ceci entraine par un calcul simple que
1
O<u<—
“23

2-. La loi de Hooke s’écrit par une forme équivalente a (0.2) par :

1| Ou. auj
PR TN =123 0.5
Y 2[8xj 8x} b (0.3)

l

Qui s’écrit encore vectoriellement sous la forme :
e (U )= ;_{ (V) (vu) } (0.6)

4. la divergence du déplacement Uf(u,v,w)s’écrit :

a2 ow, ov._ ow 0.7)
ox 0y ox

Cette quantité sera dite compressibilité et est notée par M, et on remarque

que : KM=(/1+£;¢]M: E (0.8)
3 1-2v

0.3.2. La Transformation de Mellin et ses propriétés.

La transformation de Mellin est trés a adaptée aux domaines qui
présentent des angles et utilisable dans le changement curviligne particulier
comme par exemple le coordonnées polaires et cette transformation de
Mellin allege les calculs et joue le méme rdéle que celui joué par la
transformation de Fourier dans le cas classique ou on utilise les
coordonnées cartésiennes

Définition 0.3. Soitf est une fonction définie sur /R*, on appelle

transformée de Mellin de f, la fonction f de la variable complexe o

définie par : f(o)= j f (x).x"@ lorsque cette intégrale converge .
0 X

11



0.3.2. Quelques propriétés :

daf

(o) = (o - ) f(o-1)

Eten généralsin eIN ,ona:

“Le)= 1 (o -1No-2). (0 -mT (o 1)

Etsi acIN ,aveca=n+p,et 0<p<1 ,on vérifie que :

D* =D"’ =Dp"(D”)=D”(D").
On a en utilisant la transformation de Fourier:
D’u=(i&)"u
Par analogie avec la transformation de Mellin, on vérifie que:

&(0) = F(O')F(O' —ﬂ)J?(O' _ﬂ)

dx?

Etpour «aelIR+,aveca=n+p ,on vérifie que :

2L (@) =To)(o-a)f(e-a)
X
. : df =
On vérifie aussi que x—-==of (o)
X

Etsi f(o) estdéfinie poura, <Reo<a,,alorsona:

y7azi%

/(x)= lim i [ flohdo

Nous noterons par f* g, la convolution multiplicative de f et g par rapport a

la mesure % elle est définie par:

W) =L/ * g1 = If(t)g@ﬁ

t
On a alors : h(c)=f(0)g(o)
Pour plus de détails sur la transformation de Mellin et ses propriétés, voir

par exemple [18].

12



0.3.3. Fonction de Green et résolution de problemes aux limites pour
les équations différentielles ordinaires.

Soit I’équation différentielle d’ordre n donnée par :
E[6)]= o )G + p 0" + o+ 2, (k) =0 (0.9)
Ou les fonctions p,(x) p,(x),...., p,(x) sont continues sur [a,b]

Avec p,(x)#0 sur[a,b], et les conditions aux limites :

()= ala)+ e y(a)+.a " a)+ Bob)+ By (b)+..+ Ay (B) =0 (0.10)

k=123,..n
Les formes linaires 7,.7,.7,,...V, en y(a)y'(a)...y"" (@) y(b)... v"(b)

n

¢tant linéaires indépendantes.
Supposons que le probleme aux limites homogenes (0.9)- (0.10), admet la

seule solution triviale y(x)=0 .

On a donc la définition suivante :

Définition 0.4. On appelle fonction de Green (ou fonction d’influence) du

probléme aux limites (0.9)- (0.10), la fonction G(x,&) construite pour tout
pointé,a < & < b, etjouissant des 4 propriétés suivantes :

1) G(x,&) est continue et posséde des dérivés continues par rapport a x
jusqu’al’ordre » — 2 inclus pour a<x<bh.

2) Sa dérivée d’ordre » — 1 par rapport a x présente au point =x une

discontinuité de premicre espece, le saut ayant la valeur 1(5) c'est-a-dire :
Py
(n—l) (n—l)
0 G(x,f) i O_a G(x,f) = 1 (0.11)
6x(n—l) x=E+ ax(n—l) n=¢§ po (5)

13



3) Dans chacun des intervalles[a;&)et (&;6] la fonction G(x,&) considéré
comme une fonction de x est solution de 1’équation (0.9) : E[G]=0.
4) G(x,&) vérifie les conditions aux limites (0.10) :

v.(G)=0 (k=1,2,...,n) (0.12)

Théoréme 0.3.1. Si le probleme (0.9)-(0.10) n’a pas de solution autre que
la solution triviale y(x)=0, ’opérateur E a une fonction de GreenG(x,¢&) et

une seule.

Preuve : Voir [5].

Soit I’équation différentielle : E[y]= f(x) (0.13)
Avec les condition aux limites :

V.(y)=0;...k =L;n (0.14)

Théoréme 0.3.2. Si G(x,&) est la fonction de Green du probléme aux

limites homogene (0.13), (0.14), alors la solution du probléme aux limites

(0.9) -(0.10) est donnée par la formule :
() = [ Glx,£) (&) (0.15)

Preuve : Voir [5].

14



CHAPITRE 1

Transformation d’un probléme gouverné
par un systeme de Lamé dans le cas
tridimensionnel en deux problemes

bidimensionnels.

1.1. Les cordonnées curvilignes orthogonales et applications a
I’analyse vectorielle.

Définition 1.1. Soit U un ouvert de /R" , ® un difféomorphisme de U sur
un ouvert Q de IR".

On appelle coordonnées curvilignes d’un pointx de Q, les n- uples

U= (U, Uyseeeeennn. u,), tel que Du)=x

On appelle repére associ¢ a ces coordonnées curvilignes,

la base de /R" constituée par les n vecteurs suivants :

o 0 o0

Remarque 1.1. Si la base précédente est une base orthogonale (par rapport
au produit scalaire canonique de /R"), on dit que le systéme de coordonnées

curvilignes est un systéme orthogonal.

15



Proposition 1.1.1. On reprend les notations précédentes avecn =3.
On suppose en outre que le systéme de coordonnées est orthogonale.
On note par (u,v,w) les coordonnées curvilignes d’un point(x,y,z), on pose

od
ou

oD
ov

sty =

e

Hai), ou || désigne la norme euclidienne, et on
w

"l

définit la base ortho normale

1 00 1 0D 1 0@ (1.1)

= —_— — _——’e =

eu . ,ev . "
l, Ou l, Ov ly ow
Dans ces conditions

1) Si f estune fonction définie dans Q a valeur réelle, le gradient de f est

donné par :

szi.ﬁgeu +L.8£ev +i.8£ew (1.2)
l, Ou l, Ov l, ow

2) Si A est un champ de vecteur donné par :

A=Ae, +Ae +A4.e

wow

Alors la divergence de A est donnée par :

0 0 0
_(KZESAu)+E(EIESAV)+8_W(KIK2AW)} (1-3)

divA4 = ! [
Oou

£1€2£3
3) Si f est une fonction définie dans Q a valeur réelles, le laplacien de f

est donné par :
A= {a [Zﬂ af)+ [M 6fj+ ( 4, afﬂ (1.4)
L 4,050 ¢, ou) ovl ¢, ov) ow\ £, ow

Preuve :

1) Puisque la base (e, ,e,,e,)est orthonormée, les composantes du gradient

u ’
sont données par :

V), = (Vfle, 1 (V7), = (V/le, L (V/), = (V/le, )

Par définition des vecteurs de base, cela donne :

16



=~ L2 wr), =122 ) ), =L v 22
(/) =7 (Vf| » j (/)= [Vf| = j =7 (Vf| awj

Or par définition du gradient, on a :

s

oD 0D of
o)~ N )=
oD 0D of
o )N )
oD oD of
ow) o) o

Ou f'=fo¢ la formule (1.2) en résulte aussitot avec 1’abus de notation
classique ou 7~ est remplacée par f .

2) Par utilisation de la formule de Stokes.

3) Le Laplacien de f'n’est autre que la divergence du gradient de f

La proposition est ainsi démontrée.

1.2. Exemples de changement de variables et application a certains
opérateurs
1.2.1. Coordonnées cylindriques et applications

Le Laplacien vectoriel et la divergence en coordonnées cylindriques

Notons par T I’application différentiable définie par :

T :]0,+oo[>< ]—72’,7[[)(]—00,+00|: — IR?

Qui a tout triplet(p,8,z) associe (x,y,z) tels que :

x=pcos O,y =psin 0,z = z. (1.5)

Soit ¥ un champ vectoriel de classe C?sur un ouvert de /R*, on note AV le

Laplacien vectoriel et d’apres la théorie des champs on a

~») v v o
= + +

AV = vl ))- rot 1.
AV = grad (dzv(v)) rot(rot(v) o T T (1.6)
On désigne par V = (u(x,y,2)).(W(x, »,2)), (W(x, ,2))

17



Le champ 7 et u,v,w désignent les composantes de ¥ qui sont des

fonctions scalaires de classe C> de IR’et considérons le changement
cylindrique (1.5) et on désigne par u,,u,,u. les composantes de v dans le
repére (p,6,z) on a alors d’apreés (1.3)

15}
Ou,  Hp My 10Uy (1.7)

divV =
oz Op p p ol

Et d’aprés (1.7) et (1.4) les composantes de ¥ dans le repére (p,6,z) sont :

:qup i@up L@zup o%u,

L0p* pop p*oO*  oz?
2 2 2
Au,;:aug L0 1 Ouy O, (1.8)
op* p op p*o6* 0z?

Ou, 1ou, 1 0*u, O0%u,
= +——=+— +

op* p op p?o00* 0z

Au

Au

z

1.2.2. Le Laplacien en coordonnées polaires :

Soit f:IR* — IR une fonction de classe C’alors le Laplacien Af est

2 2
défini par : Af = or Lo
ox*  0y?

s’écrit en coordonnées polaires comme suit d’apres (1.2)

*f 1o, 1&f

Af = —
f o oop oo (1.9)
1.3. Equations de Lamé.
1.3.1. Construction des équations de Lamé.
Théoréme 1.3.1.
La divergence de la relation : o = /Itr(:s:)l +2uc (1.10)
Dans laquelle ¢ est relié¢ au champ U par :
-1y — .
£ —?( gradU + gradU ) (1.11)

Peut s’exprimer sous la forme:

18



div o = (A + u)grad (div l7)+ uAU (1.12)
Preuve : L’expression de la loi de Hooke en notation indexée est la
suivante :

o, = A 40, +2ue, (1.13)

)

Celle du vecteur divo s’obtient a partir de la relation

divo = lgrad(%)+ 2udive (1.14)
J4 . a .. 6 ..
Et s’écrit : Oy _ A0y +2u &y (1.15)
ox; ox; ox;

En reportant ’expression du tenseur des déformations ¢ en fonction du
déplacement U , nous obtenons les expressions suivantes :
grad (tr E)z grad (div (7) (1.16)
div & = ;—(AU + grad (div U)) (1.17)
Comme le montre I’expression des composantes suivantes:

de, 0 (auk]_ o%u,

Ox, Ox, \ Ox, - Ox,0x,
os,; - Ou, 2y o’u,
Gy 1 0jow o 1) Ow | oW (1.18)
Ox; 20x;|0x; O0x 2| Ox,0x; Ox,0x,

L’expression du vecteur divo en fonction du vecteur U s’écrit alors :
divo = (/1 + ,u)grad(a’ivﬁ)+ ,uAU
Cette derniere équation est appelée équation de Lamé.

En notations indicées cette expression s’écrit alors:

0%u, 0%u,
+
ax.axj ij@xj

ax]

Les coefficients d’¢lasticité de Lamé 4 et x sont indépendants de 1’espace.

19



1.3.2. Quelques cas particuliers importants.

On suppose dans la suite la dimension est3 c'est-a-dire 1’espace usuel et

on désigne par x,y,z les coordonnées d’un point au lieu x,x,,x, et par

U(u,v,w)les composantes du déplacement U

Les équations de Lamé sont alors :

oM oM oM
,uAu+(/”t+x)a—=f1, pAv+ (A + u)=——= f,,utw+ (1 + p)—= f, (1.19)
X oy oz

ou f >[5, f; sont des fonctions des variables x, y,z .

En utilisant la formule AU = grad(divﬁ)— Rot(Rotl_j) nous pouvons encore les

écrire sous la forme :
(1 +2u)grad (div (7)— urot (rot U): 7 (1.20)

1.3.3. Les équations de Lamé en coordonnées curvilignes.

(Cas général)
1.3.3.1. Utilisation de la proposition 1.1.1.

Les équations (1.19) s’écrivent voir [14]:

2(1=v) 1 oM 2 [ Owsl ownl
( )_ + ( a)33_ zszg](aaﬂay)

1-2v fl oa 5362 5,3 67/
20-v) 1 oM 2 (dayt, dwl, (@) (1.21)
1-2v ¢, 0B (0, \ oy da

2(l-v) 1 oM 2 (ow,/ ow, !
( )_ _ 2ty 1°1 =g3(a,ﬂ,7)
1-2v ¢, oy (0, O« op

Ou :
1 ow (3 ovi oy
COIZ —
Lol 3 op oy
1 8u€1 6w£3
w 2 = -
f?,fl 8;/ 0«
1 avfz 8u€1
a)3= —
flfz 0« 6ﬁ
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Sont les composantes du rotationnelle, et la compressibilit¢ M s’écrit dans

le repére curviligne (a,8,7) :

- 51/51263 {%(6263%)+%(€1€3uﬁ)+a—i(€1€2u7ﬂ (1.22)
1.4. Décomposition du probléme de Lamé.

Dans cette partie on décompose le systtme de Lamé en dimension
trois, dans un domaine ¢lastique homogeéne et isotrope a frontiere
présentant des points anguleux, pour ceci on utilisera une méthode dite de
décomposition qui nous amenera a la décomposition du probléme en deux

problémes 1’un défini dans un plan et I’autre dans un antiplan.

1.4.1. Décomposition du probléme dans les cas ou I’aréte est non
rectiligne.

Soient Q, et Q, deux corps €lastiques homogenes et isotropes occupant
un domaine borné de /R*. Notons par S, une surface plane disposée d’un
coté de I’aréte et par S,une surface antiplane quelconque, et posons
Q=0,UQ, qui sont rigidement joints tout au long de la surface S, qui passe

a travers I’aréte L du corps.

Considérons le voisinage d’un point 4 de I’aréte et ¢ 1’angle solide formé
par les surface S, et S, et au point 4 (voir figure 1.1) et soient 1 et ules

coefficients de Lamé pourQ.
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(Figurel.l)

Considérons le systéme de Lamé suivant :

oM
LAu +(Z+,u)a—x= f1(x,¥,2)

yAU+(ﬂ,+y)aa—Aj=f2(x,y,z) (1.23)

oM
pAW+ (2 + ”)a_z = f,(x,7,2)

Pour décomposer ce systeme on introduit au voisinage du point 4 un
repére curviligne(p,6,s), ici (MN) est la perpendiculaire abaissée d’un point
M sur le plans,,(NP) la normale a I’aréte L, située dans ce plan. Voir
(figure.1.2).

La position du point M sera définie par trois coordonnées : p la distance
entre les points M et P et sla distance le long de L comptée a partir du point
fixé 4 jusqu’au point P .

6 est I’angle entre les segments [NP] et [MP], nous écrivons les équations
de Lamé (1.23) précédentes dans le repére (p,6,s) et par utilisation du
(1.21) on aura alors: ( voir [14] page 378).

2(1-v)| - Rk, k Ou, u,| 3-4v|Rcos@ou, 1 ou,
———|—up+—-. + + S ——
1-2v | p’k pk Oop Op* | 1-2v| k* os p* o0

3-4v sind 1 |RPu, 1 0°u, sinbou,

+ pcost—R u,+ — 4= + (1.24)
1-2v k*p 1-2v| k 0pos popod k Op ’
coiﬁuY R, C?Sg up | B2 Qu,, _ sinf ou,, s ou,
ko k os k* os* pk 00 p* 06°

— RR;

:hl(pvens)
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sin@ ou, +i82u9}_3—4u Rsiné oOu, N

1-2v k* Os

2(1—0) Rsin@u N
1-20| pk* 7 pk 060 p* 062

pPk|L1-2v k k 1-2v0 k 1-2v  1-2v

L ouy d’u, RR;cosO du, . RR' sing R Ou,
pk 0p  Op* K’  0s K> 7k os?

00

= h2(p799S)

2(1-v)R[ Rlcosf du, R sind RO, R cosf }r
(1-20)k K> os  K* U k o S
3-4v Rsin@ ou, . R o%u, s Pu, |

1-20° k* a5 (1-20)k|dpds p 0500

S

_ 2 _ 2 - 0
1 {[3 4v pRcos® R> 21 v)p}%_{3 4, cos&’} up}+

(1.25)

(1.26)

u, sin@ ou, 1 0u, k ou, 0*u, |3-4v cosf 1
s+ e e T e +
k* p. 00 p 00" p, op Op?

1-20" k  (1-20)p

aup
s :h3(p509S)

Les quantites u ,, u,, u sont les composantes des déplacements dans le

repére introduit. R(s) est le rayon de courbure de I’aréte L

k=R—-pcosf, k =R-2pcosf

Remarque 1.4.1. Les quantités R et k et k; sont des notions de la géométrie

différentielle.

1.4.2. Réduction des équations (1.23) et (1.24).

Effectuons maintenant un changement de variables en posant p=e"'on

aura alors k,=R-—e" cos, k, = R—2e ' cosfalors 1’équation (1.23) prend la

forme suivante :

23



1-20 kzpk&‘ " Ta 120 & & 00

2(1—0){ Rk, =~k &, @u, Iéup} 3- %{Rcos&e au, &4}4_
[3—40 —|s1n6?e 1 {Re* Fu, Puy e siné'@ug} RRse™

0s0—R . a2
eSO RIT ST T | % aaceT & a| e o 4

Ré¥ cosfu, Re™ au, ¢'sinf i, Fu,
3 - =4 = =q(0,0,5)

k; & k& k 00 o6
Supposons le voisinage du point A tellement petit que 1’on peut négliger les

termes en e ' nous obtenons alors :

— 2 — 2 2
20-v)(_, +6 u,| 3-dvou, 1 0u +5 u, 2 — g (p.60,5) (1.28)
1-2v 7o 1-2v 00 1-2vot00 067

D’une maniere analogue transformons les équations (1.24) et (1.25) on aura

alors :
-V, 1 Fu,  3-dvdu, P
u e Tl 0 1.29
v o 1vaee e e  2PEY (1.29)
0%u 0%u
oy _ 0 1.30
502 " oz~ 1:(P:055) (1.30)

Les équations (1.28), (1.29) et (1.30) montrent que le probléme de Lamé se
décompose en deux problémes un probléme de déformation plane au quel
correspondent les équations (1.28) et (1.29) et 1'autre de déformation

antiplane, décrit par I’équation (1.30).

1.4.3. La décomposition dans le cas ou ’aréte est rectiligne.

Soient Q, et Q, deux corps €lastiques homogenes et isotropes occupent

un domaine borné de IR? a frontiére polyédrale.

Supposons que la surface latérale I, forme un angle ¢ avec la surface
latéraleT,, en plus supposons que Qsoit un corps homogene constitué¢ de
deux corps (Q=Q,UQ,) qui sont rigidement joints tout au long de la

surface plane T, qui passe a travers 1’aréte A du corps.
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Pour permettre d’énoncer des résultats sur le comportement de la solution
d’un probléme aux limites loin des sommets on fixe un intervalle I de A

ouvert, dont

3
n
f 3

(Figure 1.2)
la fermeture est intérieur a A voir (Figurel.2) . De plus on fixe un
voisinage V de O dans I’intersection de Qavec le plan (x o y) de sorte que
V x I ne contient aucun sommets de Q.
Soient u,v respectivement le module de cisaillement et le coefficient de
poisson du milieu €lastique pour le matériau du corps Q
(limité par T, etT,) la normale aT,, i=1.2 sera notée parz,.
Pour la décomposition du probleme (1.19), on introduit un repere
curviligne particulier c¢’est le repére cylindrique (r,6,z)et par utilisation du

(1.10) et (1.21), On aura alors :

— =94 Au =C,(r,0, 1.31
1-2v or r?* r% 00 “r l(r Z) ( )
1 oM u 2 Ou
v Au, — 20 2 (0, 1.32
a0 va0 e Tt e = Cilr:2) (1.32)
L M\ au, =C,(r0.2) (1.33)
1-2v Oz

Les fonctions u,,u,,u_sont les composantes des déplacements dans le repere

cylindrique. Pour ramener les points singuliers a 1’aréte A, on effectue le

changement de variabler =¢™, I’équation (1.31) prend la forme :

2(1—u)£_u +82urj_3—408u9_ 1 Pu, O

1-20 o2 ) 1-20 00 1-20000 o6 .
PR 72’&[’—‘](;”492) 4
1-20€ & € & "
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Supposons que le voisinage de 1’aréte A tellement petite qu’on peut
négliger les termes ene ™, nous obtenons alors :

2(1-v) (—u +82urj_3—4u oup 1 O, O,

_ (.0, 1.35
1-20 or ) 1-20 00 1-20 0100 06” Ji(r.0.2) (1.35)

D’une maniére analogue transformons les équations (1.32) et (1.33) nous

obtenons :
_ 2 2 _ 2
2(1-v) Pu, 1 6u,,_u9+3 4U@u,+8u6:J2(r,0’Z) (1.36)
1-2v 06> 1-2v otob 1-2v 060  of?
’u, 0O0u, _
YR —J3(r,6’,z) (1.37)

Les équations (1.35),(1.36),(1.37) montrent que le probléme se décompose
en deux problémes, un probléme de déformation plane auquel
correspondent les équations (1.35) et (1.36) et 1'autre de déformation

antiplane, décrite par I’équation (1.37).

Remarque 1.4.2. D’aprés I’étude de décomposition dans le cas général et
le cas rectiligne on a trouvé les mémes équations (1.35), (1.36), (1.37), et
les équations (1.28), (1.29), (1.30) sont équivalentes, alors dans la suite on

¢tudiera I’existence et I'unicité dans le cas rectiligne.
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CHAPITRE 2

Existence et unicité de la solution du

probléeme de Lamé bidimensionnel.

Résumé :

Nous examinerons dans ce chapitre les questions d’existence et
d’unicité de la solution variationnelle pour les problémes aux limites du
systtme de Lamé bidimensionnel muni des conditions aux limites de

Dirichlet ou celles de Neumann.

2.1. Rappels.
2.1.1. Espaces de Sobolev.

2.1.1.1. Définitions et principales propriétés :

1) Soit Q un ouvert de /R" muni de la mesure de Lebesgue.

L’(©Q)muni de produit scalaire (f.g)= I f(x)g(x)dx est un espace de Hilbert
Q

muni de lanorme : || f l2(0)= U|f(x)|2dez

2) On note D(Q)1’espace des fonctions de classe C*(Q2) a support compact
dans Q. D(Q) est dense dans L’ (Q).
3) Soit v une fonction de L*(Q).

On dit que v est dérivable au sens faible dans 2*(Q)s’il existe des fonctions

w; € I’ (Q) , pour i= 1...n, telles que:
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j V() oA AP) ey = — j wi(x)D(x)dx .
ox,

1

Chaque w; est appelée la i-eme dérivée partielle faible de v et est notée

, . ov
désormais — .
Xi

4) L’espace de Sobolev H'(Q) est défini par :

H' (Q)= {v e’(Q) telque Vi=1,..,n; % € LZ(Q)} (2.1)

i

Ou & est 1a dérivée partielle faible de la fonction v.
Xi

5) Muni du produit scalaire suivant :
<u,v> = I(u(x)v(x) + Vu(x).Vv(x))dx
Q

L’espace H'(Q)est un espace de Hilbert.
6) Espace H,(Q) : C’est un sous-espace de H'(Q)et qui sera trés utile pour
les problémes avec conditions aux limites de Dirichlet qui est la densité de
D(Q) dans H'(Q) on peut le définir par :

HY(Q)={veH'(Q) telque | .=0} (2.2)
7) Formule de Green : Soit Q un ouvert borné régulier de classe C'.

Si u et v sont des fonctions de H'(Q) , elles vérifient :
0 15}
Jun 3 1 = = [0 ulx )dx+ju<x>v<x> 7, (x)ds
X

ou 7 = (1,)i=1..._n- €St la normale unité extérieure de oQ .
8) Si Q un ouvert borné régulier de classe C'* I’espace H}(Q) coincide

avec le sous-espace de H'(Q) constitué des fonctions qui s’annulent sur le
bord Q.

9) Espace H" (Q2), m est un entier naturel, est défini par :

H"(Q)= {veL2(Q) tel que Vo <m; D“veLz(Q)}. (2.3)
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2.2. Fonctions poids et espaces avec poids.
2.2.1. Exemples de singularités.

Voyons maintenant un exemple de solutions singuli¢res i.e., non
régulieres.
Il s’agit d’un probléme posé¢ dans un ouvert non régulier pour lequel le
théoréme de régularité et son corollaire sont faux. En particulier, bien qu’il

existe des solutions faibles (c’est -a- -dire appartenant a H' (Q)),iln’ y a

pas des solutions fortes (c’est - a - dire deux fois dérivables).
u u 1 10N n= , u 1dé u
Nous nous placons en dimension 2 d’espace, et nous considérons un

secteur angulaire Q', défini en coordonnées polaires (voir figure (2.1))

.

€2
> 7 S e
'/ /]_‘[J

Figure. (2.1)
Avec : Q¢*:{(7,9)/O<r<roet0<6’<(0S27Z}
On note T, une partic dubordde @, ou r=7# , T celleou =0 et T,
celle ou 0=¢.
Cet ouvert Q, présente trois « coins », mais seule 1’origine (le coin entre
les bords T etT, ), peut poser un probléme pour la régularité ci-dessous.
Physiquement le cas d’un angle ¢ <7 et représentatif d’un effet de pointe,
tandis que le cas ¢ > 7 correspond a une encoche (ou méme a une fissure
St ¢p=2r).

On considere les deux problémes aux limites suivantes :
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—Au=0 dans QF

@

(R) u= cos(k—zej sur I, pour k=1
2—:[7 = sur I, UI,
—Au=0 dans  Q,
(P) u =sin @j sur I, pour k=1
u= 0(p sur T, UT,

Nous étudierons la régularit¢ des solutions (P) et (B) en termes
d’appartenance ou non aux espaces H".

Nous allons simplement nous intéresser au comportement du gradient Vu
au voisinage de 1’origine.

11 est facile de vérifier que (P) et (P,) admettent des solutions uniques

dan H' (Q¢) qui sont données respectivement par les expressions:

kr

u(r,0) = LLJ¢ cos[@]
I @

u(r,0) = (L](p sin(@j
o @

Dans le cas k=1 et ¢ > le gradient Vu n’est pas borné a I’origine, mais
si on multiplie Vu par une fonction A(r) la quantité A(r) vu devient bornée

a I’origine cette fonction est dite fonction poids.

2.2.2. Solution du probléme (P,) :
On va résoudre (P,) qui est un probléme de Neumann dans le coin.
On commence par lever la condition aux limites non homogéne en

définissant une fonction u, € H 1(Q’;) dont la trace sur le bord coincide avec

cette condition aux limites.
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2
On vérifie aisément que u,(r,6)= r—zcos[@j répond a la question :
r )

C’est-a-dire que u =u, +v ou vest la solution d’un probléme homogene.

—Av=Au, dans Q

4
(P3) v=0 sur I,
ov.
on

=0 sur T, 0L,

Comme Au,  I*(Q2;), il existe une unique solution de (p) dans H'(Q;) et
par conséquent (7) admet une unique solution dans #'(; ).

Vérifions que (P,) est précisément cette unique solution.

%9 104 1 &7
10 15
or ror r°00

Rappelons que : Ag(r,0)

krx kx
2 o 2 -
Un calcul simple montre que (—2 + li)(ij . (k_”j %(Lj ’

or® ror)\r o ) r\r
Donc (P) est bien solution de (B) est un élément de #'(Q2;).

D’aprés I’expression (1.2), dans la base (e,,e,) on a :

e la) {5

qui clairement, n’est pas borné a I’origine si 0<iz <¢@.

2.2.3. Exemple plus général.
L’exemple qu’on va donner est une généralisation de I’exemple précédent
et sera treés important dans la suite.

On considere le probléme de Dirichlet suivant :

Au=f dans Q
) {3
u=o sur T

Ou Qest un polygone et ' sa frontiére, / est donnée dans *(Q).
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La solution du probléme (P,) n’existe dans H*(Q)n H,(Q) que si le

polygone Q est convexe, c'est-a-dire que tout les angles du polygone sont

saillants, cela découle du fait que la solution de ce probleme est de la

kx

o . kO
forme wu=u,+ar? sin—-.

4

Cette solution n’est pas nécessairement dans H?*(Q) lorsque 7z < ¢, car

2
% ¢ L*(Q) et par suite la solution du dernier probléme n’est pas
r

nécessairement dans H*(Q) lorsque le polygone n’est pas convexe, car

2 2
a—? ¢ L*(Q), mais on constate que rZ—Z e ’(Q) ce qui nous donne I’idée
s r

d’affecté le Laplacien d’une fonction poids qui dépend de » et est définie
en coordonnées polaires par :

rsi 0<r<r,
Ar)=46(r) si r<r<n (2.4)

1 si r>n
r, est suffisamment petit et , suffisamment grand.
La fonction poids A(r) est indéfiniment différentiable a I’intérieur de Q et

ne s’annule pas dansQ.

Et pour étude de (P4) dans le polygone () tout entier, on choisit I’étude sur

un secteur plan infini d’ouverture ¢ qu’on note Q, qui est défini par :
Q¢:{(r,(9)/0<r; O<¢9<gp} (2.5)

On désigne par I', sa fronticre et I’étude sera ensuite généralisée au

polygone tout entier, en utilisant une partition de I’unité de celui-ci.

2.2.2. Les espaces fonctionnels avec poids.
Apres affectation d’une fonction poids de (P,), I’étude de 1’existence et
I’unicité sera dans un espace fonctionnel convenable dit espace avec poids

qu’on note E et qu’on définit par :
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EQ,)={reH(Q,) telque rD*ue*(Q,)) (2.6)

Ou les fonctions u sont & support compact dans Q,et D* désigne les

dérivées partielles d’ordre 2 par rapport aux variables r et 7

2.2.3. Propriétés de I’espace E(Qq).

2 2 2
1) Puisque Dzz(a—z,a—z,a—j et comme 2 =19 alors
or- On~ oron on rof
(018 1 & 27
b ‘(aﬁ’ﬁan’rarae 7
: o0 1o ¢
Et par suite : o, ——, 2.8
par su rD [V 0 28 8}’849) (2.8)
2) La formule (2.6) s’€écrit alors:
B | *u o*u 1 d%u ( ) )3
EQ,)=queH (Q,) telque r8r2 ey Ry e\l (Q,)
Ou u est & support compact dans Q,
3) Onpose: Eo(Q,)=E (Q,) N Ho(Q,) (2.9)

4) H} (Q,) estun espace de Banach réflexif.

5) On montre dans [15], que I’espace défini par la formule (2.6) coincide

avec 1’espace suivant :

Fy(Q,) = {u e H(Qy) / ru e H(Qy)) (2.10)
Ou les fonctions u sont toujours a support compact dans Q.
6) On montre aussi dans [15] que £(€2,) est un espace intermédiaire
entreHz(Qq,) etHl(Qq,) .
(2.11)

Et par la suite I’espace £,(£2,) est un espace intermédiaire entre /7, . (Q,) et

Hé(Qq,).
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2.3. Le systeme de Lamé bidimensionnel (déformation plane).
2.3.1. Equivalence des équations (1.34) et (1.35).

D’aprés 1.4.2 on a trouvé un systéme de Lamé (1.34) et (1.35).
Et puisque » = e ‘et utilisation de la dérivation des fonctions composées

on trouve le systéme équivalent suivant :

{Aur—i%—ﬂ} +v0§l{u,.+rau’ +%}:fl

o0 r? rr or 00
2.12
Au +£_8u,,_u_6. +v, 10 l{u +r8u’+—au9}—f ( :
00 it ‘ro0r| " or 06 :

Ou v0=% , et f,e f,sont des fonctions de deux variables ret 6.
14

Remarque 2.1. Le systeme précédent s’écrit d’'une manicre condensée

LU =AU +v,V(divU)=f ou f=(f,,f,) (Systéme de Lamé).

Remarque 2.2. On pose dans la suite u, =u et u,=v, alors le systetme

(2.12) s’écrit :

{ 2 ov u} 0 l{ ou av}
Au————— Vv, ——|u+r—+—1|=/
r 80 r arr al" 60 (2 13)
[ 2 Ou v} 1 0 1{ ou av} '
AVt ————| +y———|u+r—+—|=f,
r-o0 r rolr or 00

2.4. Etude de ’existence et de I’unicité de la solution de

systéme de Lamé bidimensionnel .

En munissant le systeme (2.13) par la condition initiale B on obtient le

probléme suivant :
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2 0v u 01 ou Ov
[Au—7£—7}+vog;{u+r5+£}:fl dans Q,
20u v 101 ou Ov
Av+—=———— |4y, ——|u+r—+—|= dans Q 2.14
{ r? 00 7’2} Or@@r[ or ae} & ? .14)
Bu=Bv=0 Sur F{p

Ou B c’est I’opérateur différentiel d’ordre zéro ou un.

Les coordonnées polaires sont mieux adaptées a la géométrie du domaine

Qe. Pour absorber les singularités qui se produisent au voisinage de

’origine, vu la présence du point anguleux en 0, on multiplie (2.14) par
une fonction poids (voir (2.4)).
Au voisinage de I’origine on obtient alors :

2+v, ov l+v, o’u o’ ou

rAu——-2— — Yy tyyr—aqv, ——+v,—=rf, dans Q
ro 00 “orr "ore0  °or 7 ¢
24+v, ou 1 v, 0%v 0u
rAv 0  —y4+-L +V, ——=r dans Q 2.15
ro 00 r r 060> "oroo 7> ¢ (2.15)
Bu=Bv=0 sur F(p

on Q, ={(r.0)/0<r<ret 0<O<p<2r|

2.4.1. Position du probleme.
On se propose d’étudier le probléme (2.15) dans ’espace fonctionnel

convenable pour la condition de Dirichlet homogeéne, il est commode de

travailler dans I’espace fonctionnel (E(Q w))z tel que

. . u
Les calculs avec les expressions qui renferment des termes de la forme —
r

Y . .
et — ont aussi un sens, il suffit de remarquer que :
r

u(x,y)=u(rcos@,rsinf = Jogaiu(r cos7,rsint)dr
T
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Donc

u(x, )
r

< J.: V|u(r COS 7,7 sin r)|dr

Pour plus de détail, voir [3].

Donc si ucE(Q,), les intégrales en Vuont un sens, car par définition ,

E(Qq,) est un sous espace de H‘(Qw), et par la suite les intégrales ou

. . . % u .
interviennent les expressions en—et — ont aussi un sens.
r r

Donc I’espace fonctionnel £(,) comme on I’a choisi, est suffisant pour

que toutes les intégrales qui interviennent dans les calculs soient

convergentes.

Remarque 2.4.1. Le calcul reste valable dans I’espace E,(Q,)

Pour I’étude de I’existence du probléme (2.15) on a besoin de lemme
suivant :
Lemme 2.4.1. (de Peetre) :
SoientE , F',G trois espaces de Banach réflexifs, tel que E s’injecte dans
G et cette injection est compacte, et soit 7 un opérateur lin€aire continu de
E dans F .Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1- L’image de 7 est fermée dans F et L a un noyau de dimension

finie.

2- Il existe une constante K positive, telle que :
Jul, < K {17, e, § (2.16)

Preuve : Voir [6].
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2.4.2. Etude de D’existence de la solution du probléme) dans ’espace

(EO (Q (/,))Z avec la condition de Dirichlet homogéne.

On se propose de chercher la solution si elle existe du probleme (2.15)

avec la condition de Dirichlet homogeéne (c’est a dire que B est I’opérateur
identité) dans I’espace (E(Q, ).

Comme on a U=0 surl,, il est commode de chercher la solution du
probléme (2.15) dans I’espace (EO (Q w))z

Pour ¢étudier D’existence des solutions de ce probléme dans 1’espace

(EO (Qw))z, on va d’abord étudier la fermeture de I’'image de 1’opérateur rL
dans I’espace (L2 (Q¢))2 , (ou L est I’opérateur de Lamé).

Pour prouver que I’image de L est fermée dans (L2 (Q(p ))2, on appliquera le

théoréme suivant :

Théoréme 2.4.1. Pour opérateur : 7L : (E,(Q » ) - <L2 (¢ <Z,))2

Il existe une constante K>0), telle que :

U ||(EO(Q¢))2S K| rLU ||(L2(Q i + U ||(H(1)(Q ))z] (2.16)

Preuve :

I1 est clair que toutes les hypothéses du Lemme 2.4.1 sont vérifiées car :
Les espaces EO(Q¢),L2(Q¢),H(§(Q¢)sont des espaces de Banach réflexifs car
ce sont des espaces de Hilbert et ’opérateur L est linéaire et continu de
EO(QQ)dans Lz(Qw)et de plus ’injection de I’espace E,(Q ¢,) dans H, (Qw) est
compacte [22].

Pour établir 1’inégalité (2.16), on appliquera la transformation de Mellin

au probléme (2.15), on obtient :
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rLU(o) = g(o)

~ ~ (2.17)
U(c,0)=U(o,9)=0
On pose U =(u,v) et g =(g,,g,). Apres calculs dans (2.17), il vient:
~ (o -1 ov(o —1
(1 vio ~200 (0 -1+ EHT 2400 D = g (o)
2~ J— 77 p—
(02 =20) (0 -+ (1+y) LT D 045,20 =D _ o () (2.18)
06 00
i(c,0)=i(c,p)=0
v(o,0)=v(o,p)=0
L’écriture matricielle du systéme (2.18) est la suivante :
oU oU -
A + B + C U =
(0)802 (0)80 (o) g (2‘19)
U(c,0)=U(o,p)=0
Les matrices A,B et C sont définies par :
1 0
0 -(2+vy,
A(o) = B(c) = (2+v.o)
0 l+y, -2+y,0) 0
(I+v o -20) 0
et C(O‘) —
0 (oc"-20)

D’apres la théorie des équations différentielles, on montre voir [3], que ce

type d’équations différentielles avec la condition de Dirichlet, admet une

fonction de Green.
Le probleme (2.19) admet une fonction de Green K , [5], qui est bornée et

vérifie :

U(o,0) = jo "K(c,a,0)8(c,a)da
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D’ou il existe une constante M> 0 telle que:

o

< Mg

(H* Q)

(L (9,)
C’est a dire:

i

. <M|rLU

(H*(Q,)) (F2(Q,))
On muni I’espace E| (Q(,,)de la norme suivante :

2

lu

<2EZ<Q¢>)2 = HU”?H‘(Q@)Z +22HV DU
o=

(2(Q,))

Le symbole D désigne 1’opérateur de dérivation par rapport aux variables r
et 1 (n étant le vecteur normal a la frontiere du domaine et dirigé vers
I’extérieur de celle- ci1). C’est-a-dire :

Comme les fonctions de 1’espace E(Qq,)sont a support compact on a si S

est le support de ces fonctions :

ZHVD”U ' o ZKJ-:rz

|af=2 |a=2

2
DU DU\ rdrd @

2 @ B
rdrdf = az_zjo IO r?
ou [ est la plus grande valeur de r sur S, on a donc:
P (o 2 P F
;ZL L r rdrd@SﬁZZL _[0

‘a‘:Z
D’ou il existe une constante u> 0 telle que:

2
DU DU\ rdrd @

lu

< ,uHrLU

(E*(Q,)) (H(Q,))

. <M|rLU

Et comme HU ‘

(H*(Q,)) (£(Q,))

Donc on a I'inégalité (2.16) est vérifiée, donc d’aprés le Lemme 2.4.1
I’image de I’opérateur L est fermée dans I’espace (L2 (Q(p))z, et son noyau
est de dimension finie dans I’espace (EO (Q ¢))z .

D’ou I'opérateur »L est surjectif sur (L2 (Qw ))Z,et donc le probleme (2.15)

admet au moins une solution dans I’espace (EO (Q (p))z
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2.4.2. Etude de ’existence de la solution du probléme de Lamé avec la
condition de Neumann homogéne.

On se propose de chercher la solution si elle existe du probleme (2.15)
avec la condition de Neumann homogene dans I’espace (E (Q gD))z :

Pour I’étude de ce probléme on suit exactement la méthode que celle

utilisée dans le paragraphe précédent, et par utilisation du lemme 2.4.1

aux espaces (E (Q v ))2, (L2 (Q(/,))2 et (H I(QW ))Z, et a "opérateur rL.

On obtiendra un résultat analogue au résultat obtenu pour le cas de la
condition de Dirichlet étudiée dans le paragraphe précédent, le seul

changement est qu’on travaille dans ’espace (E (Q w) au lieu de (EO (Q (p))z

2.4.3. Etude de P’unicité de la solution du probléme de Lamé avec la
condition de Dirichlet homogéne.
Pour le cas de la condition de Dirichlet homogéne Il s’agit de chercher le

noyau du probléme (2.15), et de voir s’il est réduit a{0}dans 1’espace
(EO (Q v ))2, et dans ce cas, ’opérateur rL serait injectif sur I’espace (L2 (Q(p ))Z
et par la suite le probleme (2.15) avec la condition de Dirichlet, admet une
solution unique U dans (EO (Q(p ))2, ou bien la dimension de ce noyau n’est

pas nulle, mais elle est finie d’aprés le Lemme 2.4.1 ,et dans ce cas 13, le
probléme (2.15) admet des solutions singulieres.

Les ¢éléments du noyau du probléme (2.15) avec la condition de Dirichlet,
sont solution du probléme :

rLU =0 dans Q(p

2.20
U=0 sur F(p ( )

Et comme » ne s’annule pas dans Qq, ce probleme est équivalent a:
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LU =0 dans qu

2.21
U=0 sur F¢, ( )

Ce type de probléme a ¢été étudié par Merouani dans [11], et ceci pour
diférentes conditions aux limites et a récapitulé les résultats dans un tableau

a sept colonnes.
On va résoudre ce probléme en posant U = r*W avec W =(w;,w,), et a est

un parametre complexe, on obtient donc:

%-F(I—H/O)(az _I)VV1(9)+/30M:O
(1 +v0)52g;§9) (o = 1wy () + p, % 0 o)

,(0) = w,(0) = 0
wi (@) =w,(p)=0

Avec p, =vy(a—-1)-2etp, =v,(a+1)+2.
Le probléme (2.22), est un probléme différentiel ordinaire du second ordre

par rapport a la variable 0, et dépendant d’un parametre complexe a, avec

condition de Dirichlet homogeéne, la solution générale de ce probléme est

de la forme:
W(0) = C.p, co§(a ~1)8+ C, p, sin(a —1)8 - C, sin(ar +1)9 + C, cos‘(a +1)9 (2.23)
—C,p, sin(a —1)8 + C, p, cos(a —1)8 — C; cos(ax +1)0 + C, sin(a +1)0

avec o ¢ {0,—1, 1} , car ces valeurs sont des cas simples.
On détermine les constantes C;,C,, C; et C4, a 1’aide des conditions aux
limites, le déterminant du systéme linéaire ainsi obtenu est proportionnel a

I’expression:

’ 1, 1
}sin%o oul VZE(I__J (2.24)

sin’ @ —
Vo

—4v

D’ou la proposition :

41



Proposition (2.4.2). Le probléme (2.22) détermine W= (w;w, ) non nulle

lorsque « est une solution de 1’équation suivante :

2
sin’ ap — {3%} sin=0 aveca & {-1,0,1} (2.25)

Ce que veut dire que le comportement singulier des solutions du probléme
(2.15) est gouverné par I’équation transcendante (2.25).

L’équation (2.25) ne peut étre résolue que numériquement, et ceci en
utilisant I’une des méthodes connues telles que la méthode de Newton et
ca donne de bons résultats.

R Lozi [9] a construit un algorithme de résolution numérique pour ces
types d’€quations.

Dans Merouani [11], on trouve un tableau qui récapitule suivant les
valeurs de¢ et suivant les conditions aux limites les termes les plus
singuliers d’un développement de toute solution variationnelle du probleme

(2.15) au voisinage de 1’origine.

2.4.4. Etude de l’unicité du probleme de Lamé avec la condition de
Neumann homogene.

Il s’agit de chercher le noyau du probléme (2.15) avec la condition de
Neumann et de voir s’il est réduit a {0} dans I’espace (E (Q gD))z , on utilise la
méme méthode que celle du paragraphe (2.4.1) , on aura donc :

On détermine les constantes : C; C, C;_C4 contenues dans la solution
générale du probléme (2.22) , a I’aide des conditions aux limites de
Neumann , le déterminant du systéme linéaire est proportionnel a
I’expression : sin’ @@ — o’ sin’ @

D’ou la proposition (2.4.3).
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Proposition (2.4.3).

Le probléme (2.22) détermine W non nulle lorsque « est solution de
I’équation suivante : sina@ —g*sin@ =0 , avec o ¢ {0,—1, 1} (2.26)
Preuve : Voir [16].

Ce qui veut dire que le comportement singulier du probléme (2.15) avec la

condition de Neumann , est gouvernée par 1’équation transcendante (2.26).
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CHAPITRE 3

Etude de ’existence et de ’unicité de la
solution du probleme antiplan et

extension dans le polygone tout entier.

Résumé :
Nous examinerons dans ce chapitre les questions d’existence et d’unicité
de la solution pour le probleme antiplan et détendre les études précédentes

au polygone tout entier, on utilisera une partition de 1’unité de celui-ci.

3.1. Etude de ’existence de la solution du probléme antiplan

3.1.1. Equivalence d’un probléme antiplan
On a trouvé au paragraphe (1.4.2) I’équation (1.36) :

2 2
O*u_ 0%u,

oo o 07

en posant : U, =V | cette équation est équivalente a I’équation suivante :
Av = f ou Av c’est le Laplacien scalaire sous la forme polaire .

Et par suite on se propose d’étudier 1’existence et I'unicité du probléme
suivant :

rAv = f dans Qo

3.1)

Bv=0 sur F(p
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Ou Qydéfini en (2.7) et B 'opérateur différentiel défini surl",, d’ordre
z€ro ou un. On ne considérera ici que les deux cas (condition de Dirichlet et
Neumann).

L’¢étude sera ensuite généralisée au polygone tout entier, en utilisant une

partition de ’unité de celui-ci.

3.1.2. Affectation d’une fonction poids et étude sur un espace

avec poids.

D’apreés le paragraphe (2.2.1) et I’exemple 2, on affecte 1’opérateur
Laplacien d’une fonction poids définie par (2.4), on obtient le probleme
suivant :

rAv = f dans Q,V,
(3.2)
Bv=0 sur T,

Ou ¥V, est un voisinage de 1’origine.

Pour étudier le probléme (3.2) avec la condition du Dirichlet homogene on
¢tudie le probléme équivalent suivant :

rAv = f dans Q,V,
(3.3)

v=0 sur F¢,

On ¢étudie I’existence du probléme (3.3) sur I’espace

3.1.3. Etude de I’existence de la solution du probléme antiplan

avec la condition de Dirichlet homogéne.

Pour étudier I’existence du probleme (3.3) on utilise lemme 2.4.1 et on
prendra les espaces E=<EO(Q¢,))Z; F= (Lz(Qg,))2 et G=(H3(Q¢,))2 et T étant

I’opérateur rA
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Il est clair que F et G sont des espaces de Banach réflexifs, car ce sont des

espaces de Hilbert, il est évident que I’opérateur A est linéaire et continu
de (£,(@, )f dans(2’(@, )] .

Il reste & vérifier que (E,(Q, )f est un espace de Banach réflexif, pour ceci il
suffit de démontrer que I’espace (E,(Q, ) est fermé dans(#(@, )f , pour
ceci on considére une suite de Cauchy (U,) dans (E,(Q, )J’ qui converge
vers U dans (i7}(0, )] , montrons que Ue (E,(Q, )):

Comme (U, ) converge vers U dans (H}(@, ), alors la suite :

0 0
aU”,aU”) converge vers (U ,—U,—U) dans 1’espace (L2 (Q(p ))Z
or ~ 0on or ~ on

(UI’I 2

Comme (L2 (QQ ))2 s’injecte continiment dans D'(Qw) , donc la convergence
est aussi valable dans D'(Q¢) ,et comme |’opérateur de dérivation est

. 0 0
continu , on a donc (Un,%,%) converge vers (U ,—U,—U) dans
or 0n or 0n

D'(Qq,) , et comme la suite (U,) est dans (E0 (Q w))z donc les suites :

2 2 2
0U, 0U. 0 Uz” sont dans (L2 (Q(/,))Z qui est complet, d’ou la
0,2 oron” an

convergence de ces suites dans (L2 (Q(p ))2 , € qui montre que 1’espace
E(Q,) est fermé dans 1’espace H, (Q«))-
Et d’autre part I’injection de 1’espaceE0(Q¢) dans H(I)(Q(p)est compact, et

par suite toutes les hypotheses du lemme 2.4.1, sont vérifiées.

Pour montrer que 1’'image de 1’opérateur rAest fermée dans 1 (Q ¢,), et que

son noyau est de dimension finie, on établira une inégalité de type :

Il existe une constante positive K telle que :

L ey o)< KO rdull ey + 120 )] (3.4)
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Pour établir cette inégalité, on a besoin de la :

Proposition 3.1.1. Pour toute fonction u dans L* (ng): ona:

ou

or

(3.5)

2
u
Sra
0’

Les normes sans indices sont celles de I (Q¢)

2

ou ou ) )
Preuve : Ona: a—+r P > 0 ce qui veut dire que :
r r
2 2|12 2
8_u +rau +2I rzaua—udrdﬁzo
or 6;»2 Q, 6r2 or
2
Etcommeona:zj rzaua—udrdez_[ rza(aqudH
Q, o2 or Q, or\ or

On inteégre cette derniere intégrale par parties, et en tenant compte du fait

que les fonctions sont & support compact dans ¢, , il vient :

2f 2 0° a—”dde_—z‘

? arz or

ou |’

r

Ce qui montre I’expression (3.5).

Montrons maintenant I’inégalité (3.4), pour ceci on commence par le calcul

de||rAu |-
2 2 2 5 2
Onadonc:||rAuH2=a—“ oo Loy +2(I+J +K).
6r2 1’692
2 2
ours=| r U OU a0 = j aua—dd@
Q, 2 8r 2602
K = a—ua—zddé?
2, 0r 00
=[P 0udu g = [r CUOU g [ DU,
2% 9,2 or % 5,204 % or 09
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2

ou.

Le calcul de I par intégration par parties donne : 7 = —| p
r

Par le méme procédé, on calcule J et K , on trouve:

2 2
J+K=- 0 u D’ou :
oroe
2 5 12 5 12 2 2 |2
raulp =2 |2 L 28 ool o) O
0 o |roe or oro0
2 7 2 |2 2 5 2
Clest-a-dire : || raulf = |r Y L[Lou) _jou O'u
or rog or oroe
2 2 |12
_— . 2 2 LR Ou 0u
Dot ona: frufyg, )+ iy, =, -7 * 2750

On minore le second membre de I’égalité¢ précédente, pour ceci on a

besoin des deux propositions suivantes :

Proposition 3.1.2. Si « est dans E(Q2,), alors Z—”est dans LZ(QQ).
r

Preuve : Voir par exemple [15] et [17].

Proposition 3.1.3. Il existe une constante K strictement positive et dépend

de I’ouvertQ,, telle que :

2

: (3.6)

2

ou
or

o'u
oroé@

<K

Preuve : Voir [22] .
Par application des deux propositions, on aura I’inégalit¢ (3.4)

et par suite le probléme (3.3) admet au moins une solution dans E(Q,).
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3.1.4. Etude de Dexistence de la solution du probleme

antiplan avec la condition de Neumann homogene.
Pour ¢tudier I’existence de la solution du probléme (3.2) avec la
condition de Neumann c'est-a-dire :
rAu=g dans QunVo
Ju T, (3.7)

— =0 Sur
on

On ¢tudie ce probleme dans I’espace E (Qw), on applique aussi le lemme

Peectre , c'est-a-dire le lemme 2.4.1, aux espaces E (Qw), r (Q w)et H 1(Q w)

Comme on a vu au paragraphe précédent, toutes les hypotheses de ce
lemme sont vérifiées, donc pour montrer que I’image de 1’opérateur rA est

fermée dans L’ (Q(p), et que son noyau est de dimension finie, on doit établir

une inégalité similaire a (3.4) qui est la suivante [15] :

o o,y KO L U+ 112 1) (3.8)

Pour établir I’inégalité (3.8), on utilise la méme démarche que celle utiliser
pour montrer 1’inégalité relative au probléme avec la condition de Dirichlet

c'est-a-dire I’inégalité (3.4). On a donc :

2 2 2

ou

2
| A = Lou
or

r 06

o'u
0 7*

+ ||

+

+2(I+J+K)

Ou I, J et K sont les intégrales du paragraphe précédent.

En intégrant par partie on obtient :

2

8_u
or

=~

Calculons maintenant J par une premicre intégration par rapport a r puis

une seconde par rapport a 0, enfin en tenant compte du fait que les
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: . ou \
fonctions sont a support compact et 8_:() sur la frontiére de Q , on
r

trouve le résultat suivant :

2

o’u

—J. 521/1 ou
oro6

—drd@ +
% 06° or

D’autre part :

-—drd0
»00” Or

.[Q o’u Ou

2

o’u
orod

Il est clair que : J+K =

On remarque qu’on retrouve les mémes résultats que ceux du paragraphe
précédent relatif a la condition de Dirichlet.

En suivant les mémes démarches que celles du paragraphe précédent on
aboutit enfin a ’existence d’une constante K telle que I’inégalité (3.8) est

vérifiée. Et par suite le probléme (3.7) admet au moins une solution dans

E(Q,).

3.2 Etude de I’unicité de la solution du probléme antiplan.
3.2.1. Etude de I’unicité de la solution du probleme avec la condition de
Dirichlet homogéne.

Dire que la solution du probleme (3.3) est unique dans I’espace E, (qu)’

revient exactement a dire que le noyau de ce probléme se réduit a {o} dans

E

X (qu)’ ce qui veut dire que ’opérateur rA est injectif sur E, (Q@).

On a vu d’apres le lemme 2.4.1, que le noyau du probléme (3.3) est de
dimension finie.
Les ¢léments du noyau de (3.3) sont solution du probléme suivant :

rAu=0 dans Qy
(3.9)
uU=o0 sur L'y
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Et comme le facteur r ne s’annule pas a I'intérieur de €, le probléme

(3.9) est donc équivalent au probleme :

{Au:O dans Qy

uU=o0 sur Iy

(3.10)

Pour résoudre ce probléme il suffit de remarquer que :

2 2

a_u
Oox

ou

<Au,u>:— 5

b

ou les crochets < , > désigne le produit scalaire dans L, et les normes sont

celles de L.

Donc Au =0 implique que :

2 2

8_u
ox

<Au,u>:— Z—u =0.
y

Ainsi u est constante, et comme u=0 sur I, alors u = 0 dans H l(Qw) ;
par suite # = 0 dans E, (Qw).
D’ou le noyau du probléme (3.9) est réduit a {0} dans EO(Q¢), et par suite

la solution du probléme (3.9) est unique dans £, (Q{p).

3.2.2. Etude de ’unicité de la solution du probléme antiplan

avec la condition de Neumann homogene.
Dans ce paragraphe on se propose de calculer le noyau du probléme

(3.7) et de voir s’il est réduit a {0}, pour affirmer que la solution du

probléme (3.7) est unique dans I’espace E (Qw) :

On a vu d’aprés le lemme 2.4.1 que le noyau du probléme (3.7) est de

dimension finie.
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Les ¢léments du noyau du probleme (3.7) sont solution du probleme

suivant :

rAu=0 dans Qg

ou (3.11)
—=0 sur Iy
on

Et comme le facteur r ne s’annule pas a 'intérieur de Q

le probleme (3.11) est donc €quivalent au probléme :

Au=0 dans Qy

ou (3.12)
—=0 sur I}y
on

On remarque que les fonctions constantes sont solution du probléme (3.12),
ce qui veut dire que le noyau du probleme (3.7) est au moins de dimension

1, ce qui veut dire que la solution du probléme (3.7) n’est pas unique dans

E(Q,).

3.3. Extension de la solution du probléme plan et antiplan au

polygone tout entier.
3.3.1. Etude de ’existence du probléme antiplan sur le polygone

Dans ce paragraphe on se propose d’étendre 1’étude des problemes
(3.2).et avec la condition de Dirichlet déja faite dans un secteur plan infini
d’ouverture ¢ au polygone tout entier Q.
Pour étendre cette étude au polygone tout entier, on utilisera une partition
de I'unité de celui-ci.[14].
Soit (w, ),k =1,...N ,une partition de 'unité de classe C” du polygone
qui isole chacun de ses sommets S, ; k=1,...N ; § étant le sommet de

I’angle d’ouverture ¢,, k=1,...N ona:
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M=

V=) wv=

v, (3.13)

N
k=

=~
Il

1
Et part suite le probléme (3.2) défini dans Q s’écrit :
N
ﬂ(r)A(kaj =g dans Q
k=1
N
B(ka) =0 sur T
=1

Ou Dopérateur différentiel B est d’ordre 0 ou 1, que représente la

(3.14)

condition de Dirichlet ou celle de Neumann .

Aux voisinages des sommets, le probléme (3.2) est équivalent au probléme
(3.3), donc aux voisinages des sommets , le probléme (3.14) ou (3.3) ,

s’écrivent :

rA(kaj —g dans |J(9, AV (S,))

- - (3.15)

N

B(ZszO sur UF%
k=1 k=1

En isolant chaque sommetS, ,k =1,...N, comme suit

rAv, =g dans Q,
(3.16)
Bv, =0 sur I’

Les fonctions sont a support compacts , en chaque sommet §,, la fonction
de troncature w, est définie de telle sorte qu’au voisinage du sommet S, ,

elle vaut 1 et nulle ailleurs , ¢’est- a- dire que pour tout £, k=1,...N ona:

{ 1 dans V(S,)
=

(3.17)
0 dans Q\V(S,)

Ou V(S,) est un voisinage du sommet S, ; k=1..N, avec N est le

nombre de sommet du polygone Q.

Soit :
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(3.18)

X est une fonction de troncature.

Soit: w=2Xv (3.19) estune fonction définie dans un ouvert régulier

O=0,00, (qui est en fait le polygone prives des voisinages de ses

sommets).
Posons :
v, dans O, :[Q\V(SK)]F\{F >0/r<r<rn}
= 3.20
v, dans OZZ[Q\V(SK)]m{r>O/r>rZ} (3-20)
Ou 7 et r, sont ceux définis dans(3.22), on a donc :
o(r)Aw, =g dans O,
{ () 1 o
By, =0 sur T,
Ay, =f dans O,
Et (3.22)
By,=0 sur T,

Les problémes(3.21),(3.22) sont définis dans des domaines réguliers et de
plus pour le probléme (3.21) ona: f =g, car la fonction poids définie par
(2.12), vaut 1 dans O, .

Le probléme (3.22) est un probléme auto- adjoint car ’opérateur A I’est.
Comme les problemes  (3.21), (3.22) sont définis dans des domaines

réguliers, leur étude est totalement classique, et ces résultats sont connus,
donc les inégalités a priori sont vérifiées, d’ou il existe deux constantes

K et K, sont positives , telles que les inégalités suivantes :

(o) + HI/IIHB(OI)} (323)

Hl/IIHA(OI) = Kl {“5(}’)Ag{/1

et

oy < KAIAW )+ ) (3.24)
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Sont vérifiées, ou les espaces A et B sont définis par :

N {E CI {H; (%

Ou : (*)pour la condition de Dirichlet homogene, et (**)pour la condition

de Neumann homogene.

Aux voisinages de chaque sommet S, ; £ =1,...N du polygone , il existent

des constantes M, ,k =1,...N, strictement positives , telles que les inégalités

el o, < MLl + il (3.25)

Sont vérifiées.

Ou Q, est le secteur plan d’ouverture g, .
En ajoutant les inégalités (3.25), ( la sommation sur k), et les inégalités
(3.23)et (3.24), relative a I’ouvert O, et en prenant le maximum de toute

les constantes , on obtient une inégalité valable sur tout polygone Q, elle

est de type :

M oy <M {2 ()20

Q) + HVHB(Q)} (326)

Avec M:m]?x{Mk,Kl,Kz}.

3.3.2. Etude de ’unicité de la solution du probléme antiplan

sur le polygone.
Dans le chapitre 2, on a étudié¢ 1’unicité de la solution du probleme
(3.2) avec la solution de Dirichlet puis celle de Neumann et ceci dans un

secteur plan infini Q_, en fait cette ¢tude n’a servi que de modele , elle est
valable sur n’importe quel secteur planQ) , d’ouverture un des angles du

polygone , notons par Q cet angle.
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Si N est le nombre des angles de Q , I’étude faite précédemment est valable

dans chaqueQ , k=1,.N .

Par translation et par rotation on peut toujours ramener le sommet de Q_
k=1,...N , al’origine et ceci en coordonnées locales.

En utilisant la partition de 1'unité(w, ),k =1,...N, du polygone Q définie au

début du paragraphe précédent , on aura le résultat de 1’é¢tude faite
précédemment est valable dans le polygone.
On a par exemple si u est solution du probléme suivant :

{rAuk =g dans Q, NV (S),

u, =0 sur T
Pk

Ou ¥ (S,) est un voisinage du sommet S, de I’angle Oy -

N N
Ona u=) weau =) u, estsolution du probléme suivant :
k=1 k=1

rAu=g dans LNJ(Q%(WV(SK))

k=1

N
u=0 sur UF(p
k=1 *
Si v est solution du probleme

rAu=g dansT = Q\[LNJ(Q% A V(SK))}

k=1

u=0 surl’,

Ou T n’est autre que le polygone privé des voisinages de ces sommets ,
c'est-a-dire que T est un domaine régulier , I’étude dedans est totalement
classique. D’aprés (2.12) de la fonction poids , la fonction v est solution du
probléme suivant :

v=0 sur I',
2

{Av:g dans O,
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Ou O,est un sous-ensemble de T , il est défini dans le paragraphe

précédent .

On aura donc la fonction W définie par :

W =

Est solution du probléme suivant :
A(p)AW =g dans Q
W=0 surl’

Définie dans tout le polygone.

3.3.3. Etude de D’existence et de I’unicité de la solution du

probléme de Lamé bidimensionnel au polygone tout entier.

La méthode ici est exactement la méme que celle utilisée dans les deux
paragraphes précédents, on suivra exactement les mémes étapes pour le
probleme (2.21), le seul changement est de remplacer 1’opérateur rA par

I’opérateurrL , ou L est I’opérateur de Lamé bidimensionnel.
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CONCLUSION

L’objectif de ce mémoire est I’étude d’un probleme d’¢élasticité
tridimensionnelle gouverné par un opérateur de Lamé dans un domaine
¢lastique homogene et isotrope a frontiere présentant des points anguleux.
Dans cette étude on a utilisé la méthode décomposition, et on a trouvé que
le probléme se décompose en deux problémes 'un des deux est un
probleme de Lamé bidimensionnel et 1’autre est un probleéme antiplan
(cisaillement).

On a établi un résultat d’existence et d’unicité pour chaque probleme
(probléme plan et antiplan) et on a montré que les fonctions poids jouent un
role trés important dans cette étude, elles masquent les singularités , et
allegent les calculs .
On a obtenu nos résultats dans un espace fonctionnel avec poids qui est
plus riche que les espaces classiques, cette étude est originale et de plus
elle recouvre le cas classique.
Les extensions prévues de notre étude peuvent étre exploité dans les
domaines suivants :

- Domaine de mécanique de rupture fragile.

- Domaine de thermoélectricité tridimensionnel.

- Domaine des équations de NAVIER-STOCKS en mécanique des
Fluides.
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SBLC
Abstract :
In this work we have studied three dimensional elasticity
problems on domain with singular points by using the
decomposition of the initial problem on to two problems on of
them 1s a two dimensional Lamé system and the other is the
Laplace equation posed on the antiplane . We remarked that the
use of weighted suitable functions can simplifies the difficulties
of the study of singularities situated on the polygon we have find
that the existence and the uniqueness can be proved easly and we
have generalised this results for the hole polygon by using the
decomposition of the unity theorem.

Key-words: Elastic Lamé problem, weighted functions, weighted

Sobolev spaces.





