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Notations et conventions

Dans toute la suite de ce mémoire, nous utiliserons les conventions suivantes :

— pour les dérivations par rapport a une variable nous utiliserons 86713 = Uq = Ol

— ) désigne un ouvert borné connexe de R? de frontiére 95).

— I' 0 désigne une partie de la frontiére de mesure non nulle.

— H désigne la fonction (ou la distribution)de Heaviside .

— ¢ désigne la distribution de Dirac & | ’origine .

— C(Q)espace des fonctions continues définies sur €.

— Ck(92), k > 0 : espace des fonctions continues définies sur €2,dont les dérivées partielles
d’ordres < k sont continues

— Co(N)espace des fonctions indéfiniment différentiables sur €2

— D(Q)espace des fonctions de C(£2) & support compact.

— Z(§2) 'espace des fonctions entiéres

— S(Q)L’espace de Schwartz des fonctions a décroissance rapide

— D1(Q) espace des distributions

— S1(2) espace des distributions tempérées

— H*(Q)espace d e S obolev d’ordre s .

— ay(u,v)la forme bilinéaire d’énergie de déformation en flexion.

— am(u,v) :la forme bilinéaire d’énergie de déformation membranaire..

[|u]] :le saut de u au passage de la discontinuité.
— € : I’épaisseur ou le rapport de I'épaisseur & une autre dimension de la coque
— A le laplacien et AZle bilaplacien .A%u(z1;29) = (9] + 203093 + 93)u(x1, 22)

— Z ou A :espace des fonctions analytiques .



Introduction

On s’intersse dans ce mémoire de résoudre des problemes d’équations aux dérivées partielles
(EDP), dans le cadre de la "méthode de décomposition asymptotique partielle”( MAPDD). et
d’obtenir des estimations d’erreur par la méthode des éléments finis .

La méthode des éléments finis est une méthode numérique parmi d’autres. La littérature
concernant cette méthode est extrémement abondante. Elle est connue depuis maintenant pres
de 50 ans par les ingénieurs et la théorie mathématique a plus de 30 ans.On renvoie le lecteur a
plusieurs références parmi d’autres [28], [29], ou les méthodes standard d’éléments finis sont clai-
rement exposées. Sans vouloir étre exhaustif, on peut renvoyer aussi et par ordre chronologique
a [27], [17], [32], [1].

Situons nous dans le contexte suivant, Dans différents domaines des sciences tels que la
physique, la mécanique ou la biologie, mais aussi encore dans 1’économie ou la météorologie
pour ne citer que ces exemples, on est amené a représenter les phénomeénes via un modéle
mathématique. Les raisons qui poussent & faire ces modélisations peuvent étre trés diverses.
En particulier, la motivation peut étre purement scientifique pour mieux comprendre les phé-
nomenes en jeu (exemple : dynamique terrestre), ce peut étre dans le but de se donner des
outils prédictifs (exemple : météorologie), ou également dans le but d’épargner des expériences
coliteuses ou irréalisables (exemples : réacteurs nucléaires, médecine, pollutions industrielles).
Ces modeles mettent souvent & contribution des équations qui peuvent par exemple relier des
variations de quantités, telles la vitesse en fonction du déplacement. Dans le cas ol les solutions
ont plusieurs variables, on peut avoir a faire a des problémes de type équations aux dérivées
partielles. Plusieurs difficultés mathématiques peuvent apparaitre lorsqu’on tente de résoudre
explicitement ces problémes. En effet, dans les cas pratiques intéressants, il est extrémement
rare que

I’on puisse donner une expression analytique explicite des solutions, que ce soit par insuffi-
sance (si elle existe) par une solution approchée, et si possible d’evaluer la proximité, ou erreur
(dans un sens a définir) entre la solution exacte et la solution approchée. Ce que nous appe-
lons de maniére générale méthode numérique est donc une méthode permettant de traiter des
problémes continus des mathématiques (par exemple d’équations aux dérivées partielles) en

vue de fournir un algorithme (qui pourra eventuellement étre implémenté sur ordinateur) pour



obtenir une solution approchée au probléme continu. Une définition de I’analyse numérique est
I'étude de ces algorithmes [24]. Un probléme de lordinateur est lié a la puissance de calcul et
au stockage des informations en mémoire. Toute méthode permettant de réduire ces coiits sans
que cela ne se fasse au détriment de la bonne approximation de la solution est la bienvenue. Une
fagon entre autres de faire, que nous avons adoptée pour ce travail, est d’intégrer I'information
du comportement particulier des solutions pour simplifier le calcul numérique.

Introduisons maintenant de maniére un peu plus précise, mais encore vague, ce qu’est une
méthode (numérique) d’éléments finis.

Définissons ce qu’on appelle une méthode de Galerkin. On considére un espace de Hilbert V'
, et une forme bilinéaire a(.,.) que 'on suppose et continue, on considére également une forme
linéaire et continue L(.) sur V'

On considére 1’équation variationnelle suivante :

Trouver u € V telleque

1
a(u,v)=L{w) veV .

Une méthode de Galerkin consiste a chercher u,, € V,, ou V,, est un sous- espace de

dimension finie de V' telle que :

a (U, V) = L(vp) U € Vip (2)

Si on choisit une base Wi, Wa, W3, 55,4 ,,,,,,,Wn de Vi, , et qu’on écrit

i=m
Um = E Qi Wy
=1

le probléme (2)se rameéne a résoudre le systéme linéaire

ol on définit



" On remarquera en particulier qu’un probléme du type (2)a une unique solution si la forme

a est coercive, c’est -a- dire qu’il existe un réel o > 0 tel que pour tout u € V'

a(v,0) = alvlfy.

Pour résumer de maniére trés schématique,
la méthode des éléments finis est une technique générale pour construire des
sous-espaces de dimension finie d’un espace de Hilbert V dans le but d’appliquer

la méthode de Galerkin pour traiter un probléme variationnel.

Introduisons maintenant la notion de problémes de ”décomposition asymptotique partielle”.
Ces problémes,ou intervient un petit parametre fixé e(dans I’équation ot le domaine par exemple)vérifient
une contrainte C sur une partie P du domaine, d’oul 'acception ”partielle”. Cette contrainte
peut prendre diverses formes. A titre d’exemple, on peut vouloir que la solution u du probléme
d’EDP soit explicitement analytique sur une partie du domaine (polynomiale par morceaux par
exemple), ou bien on peut vouloir que la solution ne dépende que d’une composante sur P (par
exemple la premiére composante dans un domaine bi-dimensionnel).

La dénomination ”asymptotique”tire son origine du fait qu’initialement la contrainte était
lice au petit parameétre €. A titre d’exemple, on peut penser & un phénomeéne de perturbation
singuliere ; s’il apparait des couches limites, ces derniéres vont étre localisées en certaines parties
du domaine, et en dehors de ces zones il se peut que la solution soit réguliére.On fait alors une
hypothése sur son comportement :la contrainte C. Des problémes ot de telles considérations
existent sont nombreux, citons le probléeme de I’équation de la chaleur dans une barre, 1’écou-
lement d’'un fluide dans un tube, la déformation d’une poutre, et en particulier dans le cas
ou le déplacement n’est pas dans ’espace d’énergie finie, [9], des atmospheres célestes [16], de
modélisation de 'extrusion bivis [6]. On remarquera qu’un raisonnement analogue pourrait étre
tenu pour traiter les singularités, dans ce cas, la contrainte C est une hypothése sur la solution
qui tient compte du comportement des singularités.

Venons-en a l'approximation numérique d’un probléme de ”décomposition asymptotique
partielle”. Comme entendu plus haut, il s’agit d’intégrer I'information du comportement parti-

culier des solutions pour simplifier le calcul numérique.



Dans le cadre d’une résolution numérique par éléments finis, la solution approchée du pro-
bléme d’EDP s’écrit comme combinaison linéaire de fonctions de base peuvent étre par exemple

polynomiales par morceaux.

Ny,
up = E ;W4
=1

a; (1 <i< Np ) étant des scalaires.

Le paramétre h est lié & I'approximation numérique. En général, il s’agit d’'un paramétre
mesurant la densité du maillage.

Ce qui nous intéresse, c’est d’intégrer la forme de la contrainte C sur les fonctions de bases
utilisée pour la résolution numérique dont le support est connecté & P ou contenu dans P. A
supposer que ces derniéres fonctions soient dénotées w; ,p < i < ¢. On utilise a la place de

celles-ci sur P une famille v; 1 <14 < r . Ainsi, la solution wj, est cherchée sous la forme :

p—1 Np, r
up, = E a;w; + E a;wW; + E Biw;
i=1 =1

i=q+1
les B, étant des scalaires.

L’intérét numérique en est tout particulier si r est beaucoup plus petit que g-p relativement a
Nh ; le systeme linéaire étant plus petit, on réalise une économie de temps de calcul et de stockage
des données en mémoire de ’ordinateur. D’autres considérations peuvent aussi intervenir comme
lorganisation des données pour optimiser le calcul.

Décrivons maintenant le plan de ce travail.

Dans un premier chapitre : on fait un rapel théorique concernant les problémes de pertur-

bations singuliéres sensitifs

Dans un deuxiéme chapitre on procéde au traitement analytique au sens de Fourier des

problémes sensitifs

Dans un troisiéme chapitre, on présente la MAPDD, Méthode de Décomposition Asympto-

tique Partielle de Domaine (Method of Asymptotic Partial Domain Decomposition en anglais)

proposée par G. Panasenko en 1996 qui est basée sur 'approximation d’un probléme continu

10
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par un autre probléme continu (dit probléme décomposé) via des considérations asymptotiques,
et dont la discrétisation apparait plus simple que celle du probléme continu initial (figure 0.1 ).
Et, on s’attache & considérer que le probléme de perturbation singuliére monodimensionnel.

est originaire de la théorie des coques ou il trouve sa place comme probléme modeéle dans

I’appréhension du phénomeéne de sensitivité. Il s’agit de résoudre I’équation

ou &) est la dérivée de la distribution de Dirac centrée en 1/2 ; dans ce probléme apparaissent
2

des couches limites aux bords ainsi que des couches limites intérieures. Les couches limites

sont localisées. La décomposition asymptotique suivante est réalisée : en dehors des zones ou
se trouvent les couches limites on résout 'équation u(? = 0. Dans la résolution numérique par
éléments finis, nous faisons la jonction entre les couches limites par une seule fonction de base

vérifiant ©(?) = 0. Des estimations d’erreur et des courbes de convergence sont obtenues.

Dans un Quatrieme chapitre, on a étudié numériquement le probléme de perturbation sin-

guliére bidimensionnel suivant :

11



(—A+SE2M)u =f  sur Q (3)

Q=1(0,1)(0,1) x = (x1,22)
u=o0 pour x1 =0 ,21 =1 (4)
ou
5((9”) =0 pour x1=0,20=0,29=1 (5)

sur un rectangle mince = (0,1) (0, 1).Cette justification faite, on propose une méthode
d’éléments finis efficace pour résoudre le probléme 2D-1D. La partie 2D et la partie 1D sont
discrétisées classiquement par éléments finis et la jonction entre la partie 2D et la partie 1D
est supportée par une fonction de base hybride, en partie 2D, en partie 1D. Cette fonction est
appelée fonction de ”super- élément”.

Dans les deux cas, on fait une estimation d’erreur de qualité identique & la méthode par
¢léments finis classique utilisée dans le domaine non-décomposé, tout en notant une certaine

économie de noeuds dans les deux cas .

12



Chapitre 1

Introduction aux problémes de

perturbations singuliéres sensitifs

1.1 Introduction Théorique

On s’intéresse dans ce chapitre a des problémes de perturbation singuliéres sensitifs, c’est-a-
dire a des problémes aux limites (P¢) dépendant d’un petit parametre £ qui sont classiques pour
e > 0, de sorte que lorsque € = 0 des termes d’ordres supérieurs s’annulent et les problémes
limites (PY) deviennent fortement mal posés, il apparait un certain type d’instabilité qui se
nomme "la sensitivité".

Les problémes sensitifs ont fait I’'objet de plusieurs travaux de recherche depuis 1994 surtout
par J. L. Lions et E. Sanchez-Palencia [19], [20] et [21]. La motivation essentielle de ces travaux
est la théorie asymptotique des coques élastiques minces [20], [21], [23] et [30]. Ils sont & ce titre
des problémes aux limites pour des équations aux dérivées partielles dont I’étude de ’existence
et de I'unicité des solutions fait intervenir des espaces fonctionnels inhabituels, notamment non
contenus dans ’espace des distributions, ayant la propriété suivante :

La solution peut cesser d’exister si le second membre f est remplacé par f+ 6 f ot § f peut
étre une fonction C'*° a support compact arbitrairement petit ainsi que chacune de ses dérivées.

Dans le cas des problémes elliptiques, la sensitivité peut se présenter lorsque les conditions

aux limites ne satisfont pas a la condition de Chapiro-Lopatinskii (voir annexel).

13



1.2 Cadre abstrait

Désignons par V' un espace de Hilbert, par a et b deux formes bilinéaires continues et

symétriques satisfaisants :

a(v,v) >0 (1)

a(v,v) =0=0v=0

b(v,v) >0 (1.2)

La norme de V' est définie par :

[V

[olly = [a(v, v) + b(v, v)] (1.3)

Nous considérons alors pour un f donné de V' (le dual de V') le probléme variationnel

suivant :

Trouver u® € V' tel que
() a(uf,v) + e%b(uf,v) =< fiv >yry Yo eV (1.4)

(,) est le crochet de dualité entre V' et V' qui dépend de ¢.

Il est facile de vérifier que, pour chaque £ > 0, a + £2b est une forme bilinéaire continue et
ceercive sur V. Ainsi pour toute f € V' le probléme (1.4) admet une solution unique u® € V
d’apres le théoréeme de Lax-Migram.

D’autre part, pour tout élément v € V fixé, 'application w — a(v, w) est une forme linéaire
continue sur V, et grace au théoréme de représentation de Riesz-Fréchet il existe un élément de

V', noté Av (A est un opérateur linéaire continue de V- — V'), tel que :

a(v,w) = (Av, )y, Yw e V. (1.5)

14



De fagon analogue :
b(v,w) = (Bv,w)yy, Yw e V.
Définissons & présent les normes suivantes :

1
o]l = a(v,v)>

[0l 4 = [[Av]ly

Nous désignons par :

Vi, le complété de V' pour la norme |||,

Va le complété de V pour la norme ||.|| 4

Alors V. .C V, <= V] C V' et de méme V C Vjy.

Proposition 1.1 L’opérateur A admet les propriétés suivantes :
1- A est borné.
2- A est injectif.
3- A est bijectif de V' sur R(A) (I'image de A).
4- R(A) est dense dans V'.

5- L'opérateur A € £(V, V') se prolonge en un isomophisme A:Vy — V.

(1.6)

(1.9)

Preuve. : 1- Considérons une suite (v,) de V telle quel|v,||,, = 1. Alors nous avons :

[(Avn, w)] = |a(vp, w)| < Cwly .

Ainsi (Avy,) est bornée dans V', il s’ensuit que A est borné d’aprés le théoréeme de Banach-

Steinhaus.

2- Soit Av =0 alors 0 = (Av,v)y. y, = a(v,v) => v =0 d’aprés I'hypothése (1.1) d’ot A

est ingjectif.

15



3- On sait déja (propriété 2) que A : V. — V' est injectif, pour la surjection de A :V —
R(A) C V' c’est grace a la définition de R(A).

4- Supposons le contraire. Alors il existe f(# 0) € V' tel que (f, Av),, =0 Vv € V'. Le
produit scalaire (.,.)y: est une fonctionnelle continue sur V. qui peut étre exprimer comme un

produit de dualité d'un élément vl de V avec Av € V' :(f, Av)y, = <vf,Av> En prenant

Vv

v =12l et en utilisant (1.5), on obtient :

0= (v, Av’ = a(v/,v') = v/ = 0= f =0 d’ou la densité de R(A) dans V"
vV’

5- On sait que R(A) est dense dans V' (propriété 4) et que V' est le complété de R(A)
équipé de sa norme. Les suites de Cauchy dans V' sont de la forme Av,, ou (vy,) sont des suites

de Cauchy dans Vo d’ot le résultat. m

1.3 Probléme limite -Théorie variationnelle

Etant donné f € V/, la formulation variationnelle du probléme limite (¢ = 0) est la suivante :

Trouver u° € V, tel que
(P©) I : (1.10)
a(u®,v) = (frodviy, Yo e VL

Ce probléme est bien posé, il rentre dans le cadre du théoréme du Lax-Milgram, d’ou

I'existence et I'unicité de u® € V,, qui est aussi solution du probléme classique :

Trouver u® € V,, tel que

(1.11)
Au® = f dans V
ou A e £(V,, V).
Etant donné f € V', nous considérons le probléme :
Au® = f dans V' (1.12)

Comme A est un isomorphisme de V4 sur V'’ ce probléme admet une solution unique dans

Va.

16



Théoréme 1.1 Soient f un élément de V!, u¢ la solution du probléme (P?) et u® la solution

du probléme (PY). Alors

u® — u® fortement dans V, (lorsque € | 0)

Preuve. : En prenant v = u®dans (1.4) nous avons alors

a(uf,uf) + 2b(uf, uf) = (f, Uy y
D’apres (1.1) et (1.2) nous obtenons
CL(U,E, uz—:) S <f7 uE>V' Va

et

2b(ut, ) < (f, )y,

De (1.15) nous avons 'estimation suivante :
[ully, = llulla < vy -
Il s’ensuit d’apres la compacité faible des suites bornées que :

u® — u* faiblement dans V,, (quand ¢ | 0).

Alors a partir de (1.15), (1.16) et (1.17) on obtient :

e |||

avec Cc = (1+&°) | fII,
d’ou :

17

= Plaluf )+ 0w < (L+2) | flly, ey, < C

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)



Ve (1.20)

€

lully <

Maintenant fixons v et faisons tendre e — 0 dans (1.4), nous obtenons, en utilisant (1.18) :

a(u®,v) — a(u*,v). (1.21)
Or nous avons
| 2b(uf,v)| < 52b(u5,u5)%b(v,v)%
et
b )} < ol < V2
d’olt nous obtenons :
| e%b(u®,v)| < & \/fib(v,v)é T 0, (1.22)
car VC. — C = |fIly;
de sorte qu’en passant a la limite dans (1.4), nous obtenons
a(u,v) =< fo >y y YweV <= VYvel,
D’aprés I'unicite de la solution du probléme limite, nous avons u* = u” et en plus
u® — u® faiblement dans V, (1.23)

el0

Montrons maintenant que la convergence précédente (1.23) est forte :
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a(uf —u® u® —ul) 4+ %b(uf,u) =
a(u®,uf) + e?b(u®, u®) + a(u®,u°) — 2a(u’, uf) =
(fu) + (fru®) = 20(u®,u%) = = (f,uf) + (f,u”) =

<f,u0—u€>€—w>0

par conséquent,

0

a(u® —ul,u® —u’) — 0, c’est a dire u° T u® fortement dans Vi,
e€l0

el0

1.4 Version au sens de I’énergie

Définissons ’énergie de u® € V solution du probléme (P¢) (1.4) par

E(u®) = = [a(u®,u®) + e?b(uf,uf)] .

N |

L’énergie associée au probleme limite (P(?) (1.10) est définie par
1
Eu®) = §a(u0,u0).
Alors on peut traduire le probléme (P¢) (1.4) sous forme d’un probléme d’optimisation

Trouver u® € V tel que

E(uf)— < fiu® >y y= min {E(w)— < f,o>vv}
ve

Théoréme 1.2 Soit f € V' (V] C V'). Une condition nécessaire et suffisante pour que
Uénergie E(u®) demeure bornée quand € | 0 est que f € V.. Si f ¢ V!, alors E(u°)

— OQ.
el0
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Preuve. Montrons que la condition est suffisante. Soit alors f € V! nous avons d’apres
(14) :
1
E(w) = 5 (f,u vy, < Cllvll, < O

ce qui montre que F(u®) est bornée.

Montrons maintenant que la condition est nécessaire, supposons que E° est bornée c’est a
dire que
a(uf,uf) 4+ 2b(uf,uf) < C

alors nous avons

a(w®,u’) = |[uf|; < C (1.24)

et

La relation (1.24) implique

u® ?) u* faiblement dans V,
&

Fixons v € V dans (1.4) et faisons ¢ | 0 (en suivant la méme démarche que dans la

démontration du théoréme précédent), nous obtenons

a(u®,v) — a(u*,v)
el0

et £2b(uf,v) — 0
el0

d’ou

a(u*,v) =< fo >y y,Yv eV

On remarque que le membre de gauche est une forme (en fonction de v) linéaire continue

dans V,, ainsi le membre de droite 'est aussi d’ou f € V.. =
1.5 Probléme limite-Théorie non variationnelle

20



Théoréme 1.3 : Soient f € V', u® et u® les solutions de (1.4) et (1.10) respectivement. Alors
u® — u® fortement dans V.

Preuve. : On prend v =u® dans (1.4) on obtient
a(uf,uf) + 2b(uf, uf) = (f, uE>V,’V ,
qui s’écrit sous la forme
(1 =) a(u®, w’) + %a(u,uf) + 2b(u, uf) = (f,u)yuy
d’ou (en utilisant le fait que 0 < e <1)
e2a(uf, uf) + 2b(uf, u®) < (f, uE>V/7V ,

il résulte que

e |luflly < C

et
e2uf —u* faiblement dans V. (1.25)

Montrons maintenant que u* = 0 et que la convergence (1.25) est forte. Ecrivons (1.4)
sous la forme

Auf +&*Buf = f  dans V. (1.26)

Aprés muliplication par €2 nous avons

Ae®u® + e2Be®uf = £2f dans V.
Faisons tendre € vers zéro, nous obtenons :

Ac*uf — Au* faiblement dans V
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et

Be*u® — Bu*,

nous avons alors

Au* =0 dans V'

d’ou

0= (Au",u")yy = a(u,u") = u" =0
Ainsi la relation (1.25)devient

e2u® — 0 faiblement dans V.

Reste & montrer que cette convergence est forte. Prenons dans (1.4) v = 2u?, il suit que
e2a(uf,uf) + b(e%uf, %) < {f, 52u€>v, v

et comme

<f’ 82UE>V’,V ﬁ) 0

alors

e2a(uf,uf) + b(%u®, ®uf) T 0
&€

ou ce qui équivalent & :

(e — ) a(u®,u®) + a(e®u®, e%u) + b(e®uf, e*uf) T 0
g

ceci implique

2uf — 0 fortement dans V

€l0
et

Beuf ? 0 fortement dansV’.
€
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Esuite on passe a la limite dans (1.26) on obtient
Au’ ? f fortement dans V'
13

qui peut s’écrire

Auf ? f fortement dans V',
g

comme A est un isomorphisme de V4 sur V' (Propositionl.1) alors

u® ? gflf fortement surVy
€

Or A ! f = u® ot u? est la solution de (1.12) et par conséquent u® ? u® fortement dans V.
&€

1.6 Exemple de probléme sensitif

Exemple 1.1 On considére un exemple unidimensionnel modéle de probléme de perturbation
singuliére sensitif, qui a fait l’objet du travail réalisé par Leguillon et al. [5], et qui rentre dans

le cadre du probléeme (PF) (1.4)avec les données :

»

1 1
a(u,v) = /ulvldx , b(u,v) = /u v dx (1.27)
0 0

et
V = H2(0,1), V' = H2(0,1), V, = H}(0,1) et V/ = H(0,1) (1.28)

On suppose que
f= 5’1/2(51/2 est la masse de Dirac en x = 1/2). (1.29)

Alors on a les probléemes suivants :

Trouver u¢ € HZ(0,1) tel que

(P°) (1.30)

» »

1 1
Ofu vdx +520fu v dr = <6/1/2’U>H—2,H§ = —/(1/2), Vv € HZ(0,1)
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Trouver u® € H(0,1) tel que
(PHY 1 (1.31)

bfu/v/da: = <5,1/27U>H*1,H01 = —/(1/2), Vv € H}(0,1)

Les probléemes aux limites associés sont respectivement

Trouver u® tel que :

d? d* ,
(@) (—CM +e? dx4) u =0y, (1.32)
e ey dut oo dut o
u(0) =w (1) = ——~(0)=—-(1)=0

Trouver u® tel que :
d2 0
(o8 — = (1.33)

u(0) =u(1) =0

Remarque 1.1 (Q°) est un probléme d’ordre 4 sie > 0 et d’ordre 2 si e = 0.

Remarque 1.2 5'1/2 € H72(0,1) par contre 6/1/2 ¢ H71(0,1)

Remarque 1.3 On est donc dans le cadre du théoréme (1.2). Alors le probléme (PF) est bien

posé dans H3(0,1) puisque l'inégalité de Poincaré permet de montrer la H3(0,1)-coercivité de

la forme a +£2b. Par contre le probléme limite (PY) est mal posé dans H}(0,1). En plus, u® ne

converge pas fortement vers u® dans HO1 (0,1) et l’énergie E( u®) converge vers oo. Cependant,

comme 5’1/2 est réguliére au voisinage du bord, elle appartient a l'espace 272 (voir [18]) et le

probléeme (Q°) n’a pas de sens comme un probléme variationnel mais c’est un probléme bien

posé au sens de Lions-Magenes [18] dont la solution est :

z pour 0 <z <1/2
u(x) =
x—1 pourl/2 <z <1

qui représente la fonction de Heaviside en x = 1/2.
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1.7 Conclusion

L’étude effectuée dans ce chapitre congerne un type de problémes de perturbation singuliére
sensitif est purement théorique. Nous avons pu constater que dans ce cadre le probléme limite
est bien posé seulement si f € V!. Dans le cas contraire, f ¢ V! le probléme limite est mal
posé et sorte du cadre variationnel, aussi I’énergie E° associée au probléme (P¢) explose (T 00)
quand € T 0.

L’approximation par la méthode des éléments finis des problémes aux limites est liée a la
formulation variationnelle des problémes associés. Ainsi le processus de passage a la limite se
comporte bien seulement dans le cas ou f € V/, ce qui représente un inconvénient majeur dans
certains cas. En effet, V! est un espace tellement trés petit qu’il ne contient pas l'espace D(2)
des fonctions test des distributions, et les problémes rencontrés sont souvent en dehors de ce
cadre. Ainsi, V, € D', c’est-a-dire que V est assez large qu’il contient des éléments qui ne sont

pas des distributions.
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Chapitre 2

Traitement analytique au sens de

Fourier des problémes sensitifs

Dans les travaux [2], [3] Sanchez-Palencia et De Souza ont montré que les techniques de la
transformé de Fourier dans la direction tangente au bord, permettent dans certains cas, de com-
prendre pourquoi et comment les solutions des problémes sensitifs sortent en dehors de ’espace
des distributions. En appliquant la transformé de Fourier au probléme (1.4) pour des formes a
et b spéciales, on obtient le comportement asymptotique en utilisant le fait que la transformé
de Fourier des distributions (non tempérées ) sont des fonctionnelles analytiques (non des dis-
tributions), ce qui permet de manipuler le probléme limite et le processus asymptotique pour
des chargements quelconques. La propriété la plus saisissante de ce probléme est le phénoméne

de complexification (voir [2], [3]).

2.1 Transformée de Fourier des distributions

On présente dans ce paragraphe un bref rappel de I'essentiel des résultats (sans démonstra-

tions) sur la transformée de Fourier des distributions (pour plus de détails voir [34], p. 149-163)
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2.1.1 Transformée de Fourier des fonctions & décroissance rapide

Définition 2.1 : L’espace de Schwartz S = S(R™) des fonctions & décroissance rapide consiste

en l'espace des fonctions ¢p(xz) € C°(R™) a valeurs complexes tel que :

6], = sup (1 + |x|N) |02 ¢p(x)] < 400, Va=(aq,...,an) € N" et VN > 0.
rzER”

On note par S’(R™) l'espace des fonctionnelles linéairement continues sur S(R™). Cest
I’espace des distributions tempérées.

On a D(R™) — S(R™) avec injection continue et dense. Ainsi S’(R™) < D’(R™), on peut
méme montrer que S(R™) est dense dans S’'(R™).

Enfin, on a : D(R?) — S(R") — L2(R") — §'(R") — D'(R")

Exemple 2.1 : 1- §(z) € §' et 6% (z) = 8%6(z) € S’ Va (multi-indices). Mais e* ¢ S’ bien
) e s
2- Siu(z) € C(R™) ou u(x) € LY (R™), et si

loc

que €* cos e = (sine”

lu(z)] < C(1+ |z])!, z€R"”

pour certains C' et p, alors u(zx) € S'(R™).
3- Siu(z) € L}, .(R") et

[
re (1 +|z])
pour certain N > 0, alors u(z) € S"(R™).

Il existe plusieurs définitions de la transformée de Fourier qui sont toutes équivalentes, on
prend 'une d’elles.

On définit la transformée de Fourier d’une fonction ¢(x) € S(R™) par

F(0)i=3(6) = [ e"ola)da, ¢ R (21)
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et la transformée de Fourier inverse par

(0= ola) = e [ e0(6)de (2:2)
Propriétés :
1- Formule de différentiation

o — —

Vo €S 0xo(x) = (—i&)*B(€), 22p(x) = (—id)*P(€) (2.3)
2- Formule de translation
Vo€ S et VaeR": (ﬁm) 3] eim) = ¢(¢ +a) (2.4)

3- Formule de changement d’échelle

— 1

VoS et VaeR—{0}: ¢p(az) = |a|$(§) (2.5)
4- F est un isomorphisme de S(R") — S(R™)
5.
Vo, v € S = B(E) - (), (26)
ﬂ(f) = (2;)71 <$ * {j}) (&), * :désigne le produit de convolution (2.7)

N

2.1.2 Transformée de Fourier des fonctions C'° a support compact

Si ¢ € D(R") la formule (2.1) montre que ¢(¢) est une fonction entiére sur C”, et
6(6)] < cemel, ¢ c (2.8)

a condition que ¢(z) = 0 pour |z| > A. Posons Dy = {¢p € D(R"); ¢(z) =0 si |z| > A}.
Si ¢ € Dy alors 2%¢(z) € Dy et 09¢(x) € Dy. Grace a (2.3) les fonctions 8?5(5) et §°‘$(§)

vérifient aussi 'estimation (2.8).
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Théoréme 2.1 (Paley-Wiener) : Si ¢ € D(R™) alors qAb(f) est une fonction entiére sur C". En
plus,
Va, VN >0: (1+ ¢V

PEH()| < caneltmdl ¢ Cn (2.9)

pour certains A et cqo,n > 0 qui dépendent de ¢. Inversement, si gAb(§) est une fonction entiére

sur C™ vérifiant Uestimation (2.9) pout tout o et N, alors ¢(x) = F~1 (5(5)) € Djy.

Définition 2.2 : Notons par Z = Z(C"™) l’espace des fonctions entz’éresa dans C™ qui vérifient

Uestimation (2.9) pour tout o et N.

Par définition la suite ¢, € Z converge vers 0 € Z, et on écrit 1y, Z, 0, si
Wkl = supe e (1 4+ €)Y |08y, (6)] — 0 Va, VN
g£ecn k— o0

pour certain A > 0.

Théoréme 2.2 : L'opérateur F : D — Z est continu et son inverse F~1 1 Z — D [est

ausst.

Pour ¢ € D les propriétés (2.3), (2.4) et (2.5) de la transformée de Fourier sont valides et

la deuxiéme relation de (2.4) est valable pour tout a € C".

2.1.3 Transformée de Fourier des distributions tempérées

La transformée de Fourier F': S — S se prolonge par continuité a S’(R™). En effet, il suffit

d’utiliser I'identité de Parseval :

Vu € S (a(6), 6(6) = (u(@),8(x) ), Vo € S (2.10)

Définition 2.3 : Pour u(xz) € S'(R™) la fonctionnelle Fu = u(§) est définie par lidentité
(2.10).
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Proposition 2.1 : L'opérateur F : w — U est un isomorphisme de S'(R™) — S'(R"™).

Exemple 2.2 : Prenons u(z) = 6(z) € S'(R") : < > <(5 > #(0) = Jan o( =
(1,¢) = 0(&) = 1. Inversement, pour u(z) =1 < > = < > fRngAb )dx = 27r)”qb( )
(2m)" (6, ¢) = 1 = (27)"6(x)

Remarque 2.1 : Les propriétés de la transformée de Fourier des fonctions ¢ € S(R™) sont
valable aussi pour les distributions tempérées u € S'(R™) (par densité).

Exemple 2.3 : 1- Va € R", 5\ (€) = €' ce qui montre que la transformée de Fourier de §, est
une fonction C°.

2- 0;?5(\@ = (—i&)*, 29 = (27r)”(—i)“"|8?5(£) Va. La derniére relation montre que la
transformée de Fourier d’un polynéme (qui ne peut pas se calculer par intégration car x® ¢
LY(R™)) est une combinaison linéaire des dérivées de la distribution de Dirac a 'origine.

Transformée de Fourier des distributions a support compact

Définition 2.4 On appelle E'(R™) le sous espace de D' (R™) des distributions a support compact.

Exemple 2.4 : 0%6,(z) € &'(R") Vo et a € R™

Lemme 2.1 : Siu € &'(R") et suppu = K, alors pour tout € > 0

de > 0etmeN: [(u,d)| <cldllomig,y, &€ CTR) (2.11)

K. : estun e-voisinage de K

L’entier m dans (2.11) est connu comme 'ordre (de la singularité) de la distribution w, et
le plus petit entier m est 'ordre exacte.

Exemple 2.5 : 1- §(z) est d’ordre m =0, alors que 095(x) est d’ordre m = |«].

[o¢] .
2- La série u(z) = > 020(x — j), v € R, son support est non compact et l’ordre de u est oo.
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Corollaire 2.3 : Siu e D'(R") et suppu = {a}, avec a € R", alors

Im < 400, ¢ € C:u(z) = Z ca050(x — a)

la|<m

E'(R™) est un sous espace de S'(R™) ainsi la transformée de Fourier d’une distribution

tempérée est bien définie, elle s’exprime plus simplement comme suivant :

Lemme 2.2 : Soit u(xz) € &'(R™). Alors u(§) est une fonction C* qui se calcul par la formule :

8(€) = (u(2),¢™) , € R"

Exemple 2.6 :1- %)(5) = (096(x), ™) = (—ig)"

2- 6(z — h)(&) = (8(z — h), ™) = e

On note que la transformée de Fourier des distributions §(x) et 92d(x) € E'(R™) sont des
polynomes. Il s’avére aussi que (théoréme suivant) que la transformée de Fourier u(&) de toute

distribution u(z) € £&'(R™) est une fonction entiére sur C™.

Théoréme 2.4 (Paley Wiener) : Siu(x) € E'(R™), alors u(§) € C°(R™) et u est prolongeable

a une fonction entiére de C" donnée par :
u(z) = (u(z),e"*), z€C" (2.12)
En plus, il existe des constantes c, A et > 0 tel que :
[a(z)| < ce™=l (1 4 |z))*, zeC” (2.13)

Inversement, si u(z) est une fonction entiére sur C" vérifiant (2.13) pour certains ¢, A et

p, alors U(z),, =u(€) € S'(R") et u=F~'u € &'(R™); de plus u(z) = 0 pour |z| > A.
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2.1.4 Espace de Sobolev H*(R")

On peut définir les espaces de Sobolev d’ordre réels & partir de la transformée de Fourier
comme suivant.

Pour s € R on note par H*(R") 'espace des fonctions généralisées u(x) € S'(R™) tel que
0(6) € L, (B") et

lull3 = /R (1+ €D [a(e)[* d¢ < oo (2.14)

Exemple 2.7 : 1- u(z) = §(z) € S'(R), on sait que (&) = 1 alors ||[u|? = Jp (14 |£])2S de.
Ainsi afin que u € H3(R) il faut que s < —1/2.

2-u(z) = 0¥ (x) € S'(R), k € N, on sait que Q(€) = (—i€)* alors |lul|® = [ (1 + |€])* |¢|** de.
Ainsi afin que u € H*(R) il faut que s < —1/2 — k.

On a la relation suivante : si s1 > sg alors H*1(R") C H*2(R").

2.1.5 Transformé de Fourier des distributions & croissance rapide

Fonctionnelles sur ’espace Z'(C")

Définition 2.5 On note par Z' = Z'(C") l’espace des fonctionnelles linéaires continues sur

Z(Cn).

Par exemple, si w(§) € S’(R™) alors le produit scalaire <w(§),d>‘Rn> est défini pour ¢ €
Z(C") car ¢, € S(R"). On écrit

(0(2),8(2)) = (w(€), 6, )+ € Z(C") (2.15)

Ainsiv(z) € Z'(C") car I'application ¢ — ¢y, est une injection continue, Z(C") — S(R™).
Nous avons aussi Z(C") est partout dense dans S(R"), puisque D(R"™) est partout dense dans
S(R™) et F: S(R") — S(R™) est un isomorphisme et en plus F' : D(R") — Z(C") est un
isomorphisme. Par conséquent, Papplication duale de S’(R"™) — Z'(C™) qui applique w dans

v par la formule (2.15) est aussi une injection. Ainsi S’(R™) est un sous espace de Z'(C").
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Opérations sur l’espace Z'(C")

Comme D(R") est dense dans D'(R"™) et F' : D'(R™) — Z'(C") est isomorphisme, il s’ensuit
que Z = F(D) est dense dans Z'. Ainsi les opérations définies sur l'espace Z se prolongent a

lespace Z'. Pour v € Z'(C") et ¢ € Z(C™) on les identités suivantes :

<8§‘v(z), ¢(z>> = <U(Z)7 (_8z)a¢(z)> y = (ah an)
(z%0(2),6(2)) = (v(2),2%¢(2))
<emzv(z), ¢(z)> = <v(z), eia‘zd)(z)> , a €R"
(v(z+a),é(z)) = (v(§),d(§—a)), acC”
(0 = (0O, ot o(C ™)), C € GLan(r)

Transformée de Fourier des distributions D'(R")

Proposition 2.2 : Lopérateur F : S'(R") — S'(R™) défini par (2.10) est prolongeable en
une application continue F : D'(R™) — Z'(C") de tel sorte que le diagramme suivant devient

commutatif :

S'R") =~ S'(R")
n n

D'(R") = Z'(C")

Ici Uingection S’ (R™) — Z'(C™) est définie par (2.15).

Proposition 2.3 : Les opérateurs F : D'(R") — Z'(C") et F~1 : Z'(C") — D'(R") sont

continus.
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Propriétés : Pour tout u € D'(R™) on a les identités suivantes :

F(0%u) = (—iz)*a(2)

F (%) = (—id.)%a(z), Ya
F(u(z+a) = e G(z), acR"
F(e*u(z)) = d(z+a), acC"

2.2 Un probléme elliptique avec des conditions aux limites

non classiques.

Soit 2 = R x (0,1) une bande infinie dans R? de la variable x = (1, x2) et soit la forme

bilinéaire définie par :
a(u,v) = / AuAvdz. (2.16)
Q
Considérons le probléme variationnel suivant :

trouver u € V, telque,Yv € V,

(2.17)
a(u,v) = (f,v)
ol 'espace V, est 'espace d’énergie, avec les conditions limites essentielles :
v(z,0) = dyv(x1,0) =0, (2.18)

qui est défini comme le complété pour la norme ||v||, = a(v,v)*/? de I'ensemble des fonctions

de H?(Q ) vérifiants (2.18), tandis que f est un élément de V.

Remarque 2.2 : En appliquant une intégration par parties sur le probléme (2.17) on obtient
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la formulation classique associée suivante :

A’y =f sur
u(z1,0) = dau(z1,0) =0,Vz1 € R (2.19)
Au(zy,1) = OeAu(z1,1) =0,Vz; € R

Remarque 2.3 : Nous remarquons que sous la forme classique (2.19), le probléme a un sens
pour des chargements f plus générales, non nécessairement contenues dans V. Nous prendrons

dans la suite :

f(z1,22) = d(z1).6(x2 — ) (2.20)

avec 0 < c < 1.

Remarque 2.4 : Le probléme aux limites (2.19) n'est pas classique, il implique de nouvelles
conditions aux limites naturelle en xo = 1 mais elles ne satisfont pas la condition Shapiro -

Lopatinskii.

En effet, considérons le demi plan supérieur (z1,x3), x2 > 0, et 'équation

A?u(xy, x0) = (97 + 20203 + 05)u(zy,22) =0 (2.21)

avec les condition aux limites

Au(zy,1) = OAu(x1,1) =0 (2.22)

En prenant la transformée de Fourier de (2.21) et (2.22) dans la direction x1, on obtient le
probléme :
(€' — 26205 + 93)u(€, w2) = 0

(2.23)
(€% — 3)u(€, 1) = Da(€% — B3)u(¢, 1) = 0
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Il apparait alors que le probléme (2.23) admet des solutions non nulles dans le demi plan,
telle que @ = Ae €2 Ceci signifie que la condition de Shapiro - Lopatinskii n’est pas satisfaite.
Par conséquent le probléme aux limites (2.19) n’est pas un probléme classique et il n’admet pas
de solutions en général.

Afin d’éviter les problemes expliqués dans le remarque précédente, nous considérerons
d’abord la transformée de Fourier en z; du probléme aux limites (2.19) avec les chargements
donnés par (2.20). Le nouveau probléme obtenu est une équation différentielle ordinaire qui
dépend du parameétre £ et qui admet des solutions pour n’importe quelle valeur du parametre
¢. Ensuite, en prenant la transformée de Fourier inverse, nous obtiendrons les solutions de (2.19)
dans I’espace des fonctions analytiques Z’.

Dans ce cas, en utilisant la transformée de Fourier de (2.19) relative a z; et en notant la
transformée de Fourier de u(zq,z2) par u(&, x2), nous obtenons, pour z2 € (0,1), le probléme

aux limites suivant qui dépend du paramétre £ € R.

(03 — £)(03 — &)u(&, 22) = 0 (w2 — ¢),Vap € (0,1)
u(&,0) = 02u(&,0) =0 (2.24)
(93 — €2)u(e, 1) = 92(03 — £2)a(¢,1) = 0.

Comme les solutions de (03 — £2)(03 — £2)u(€, z2) = 0 sont des combinaisons linéaires de

e|§|w2’ e—|f\x2’ $26|§\$27 $2€—|f\ﬂ32 (2.25)

alors les solutions de (2.24) sont

N u (& x2) s w2 € (0,0)
| ) 2.26
u(&, x2) ut (& ) si ma € (c,1) (2.26)

ou
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u (§,x2) = 2|1£|3 cosh(|¢| ¢) sinh (|¢] z2) — % cosh ([¢| (z2 — ¢)) (2.27)

. A7 To—cC 1 .
(6 m) = (6 ) + o conh (1] (22— ) - b ] (22— ). (228)

Nous remarquons que pour tout zo € |0, 1[, avec z2 # ¢, et pour |{| — 400 nous avons

(e, 39) ~ 8|1£|3€Xp(§| (c+22)). (2.29)

Evidemment cette expression est obtenue pour des chargements de type (2.20). Mais méme
pour des cas plutdt généraux, le comportement asymptotique pour |£| — 400 est exponentiel

(voir [25])

2.3 Probléme de perturbation singuliére avec conditions aux

limites non classiques dans le probléme limite :

Considérons maintenant le probléme variationnel (P¢) de type (1.4) pour une forme a donnée

par (2.16) et la forme b définit par :

b(u,v) = / (Fudv + O3udiv)da (2.30)
Q

trouver u® € V tel que
(P°) (2.31)
a(u®,v) +eb(us,v) = (f,v) YveV
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avec l'espace d’énergie V est le complété de I'espace des fonctions v € H3(f2) satisfaisants

aux conditions aux limites

v(x1,0) = dov(z1,0) = 03v(z1,0) =0 (2.32)

muni de la norme ||v||?/ = a(v,v) + b(v,v) avec la force
f(l’l,xg) = 5({[)1)F(1’2), F e LZ(O, 1) (2.33)

On définit maintenant les espaces HI:%O (0,1) et ngo (0,1) par :

Hp (0;1) = {v € H*(0,1); v(0) = 0yv(0) = d3v(0) = 0} (2.34)

HE (0;1) = {v e H*(0,1); v(0) = d2v(0) = 0} (2.35)

Afin de résoudre le probléme (P¢) a l'aide de la transformée de Fourier dans la direction 1,
on commence d’abord, comme pour le probléme (2.17), par chercher la formulation classique

associée par une intégration par parties en (z1,z2). On obtient :

A% — 2 (8% + 0%) u® = 6(z1)F(x2) sur Q
uf(z1,0) = Oous(w1,0) = 02u°(w1,0) =0, Vo1 €R (2.36)
e205uf(x1,1) = (A — 203) u(z1,1) = =0y (A — €203) u(21,1) = 0, Vo1 € R

Remarque 2.5 Le probléme (2.36) est un probléme de perturbation singuliére de type ellip-
tique. 1l est d’ordre 6 si e > 0 et d’ordre 4 si e = 0.

Ensuite on prend la transformée de Fourier en z; de (2.36), on obtient pour zy € (0,1)

I’équation différentielle ordinaire dépendant du parameétre £ suivante :

(05 — €2)(05 — &) — 2(—€° + 09)| uf (&, w2) = F(x2), Va € (0,1) (2.37)
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avec les conditions aux limites :
uf(£,0) = 0pu(£,0) = B5u%(£,0) = 0 (2.38)
20505 (¢, 1) = ((05 — &%) — £205) uP(&,1) = 0o (05 — &%) = 03) u¥(§,1) =0 (2.39)
Introduisons maintenant les notations suivantes suivantes :
Pour u, v € H*(0,1) : a(u,v) = <(8§ — &, (05 — §2)v> .

Pour u, v e H*0,1) : b(u,v) = |¢]° (u,v) + (03u, 03v)
ot (.,.) désigne le produit scalaire usuel dans L?(0,1).

Alors la formulation variationnelle du probléme aux limites (2.37)-(2.39) est :

Trouver uf(€) € H%O (0,1) telle que

~ o (2.40)
(uf(€),v) + e2b(us (€),v) = (F,v), Yv € HI?IO(O, 1)

Q)

Notre objectif dans la suite est le suivant : Premiérement, montrer I'existence et I'unicité
du probléme (2.40) pour £ fixé et de valeur finie. Ensuite, nous allons prouver la convergence
de la suite (12\5(5))6 des solutions de (2.40) vers u(§) solution de (2.24) quand ¢ tend vers zéro,
pour ¢ fixé. Puis, nous prouverons la méme convergence en termes de distributions sur Re, et
nous déduirons la convergence de u® vers la solution v du probléme limite pour € = 0 en termes

de fonctionnelles analytiques sur R,.

1-Etude de existence et ’unicité : L’existence et I'unicité de u®(£) solution du probleme
variationnel classique (2.40) pour € = 0 ( u(£)) et pour € > 0 découlent du théoréme de Lax-

Milgram, grace aux deux lemmes suivants (voir [33] pour la démonstration) :

Lemme 2.3 : ] existe une constante C > 0 tel que pour tout u dans H%O(O, 1), on a

a(u,u) = [|(88 — 2)ul|2, > Cllull}e,
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Lemme 2.4 ou C peut étre choisi indépendamment de § dans des intervales bornés de Re.

Lemme 2.5 : Pour e > 0 il existe une constante C' > 0 tel que pour tout u dans HI%O(O, 1), on

a

a(u,w) + e%b(u,u) > C Jlul|%s .

ou C peut étre chotsi indépendamment de { dans des intervales bornés de Re.

2-Etude de la convergence : Pour ¢ fixé, on s’intéresse a la convergence de u# (&) solution

de (2.40) quand ¢ | 0.

Lemme 2.6 : Soit & fivé et uf(€), U(E) les solutions de (2.40) et (2.24) respectivement pour
des chargements f(x1,x2) = §(x1)F(z2), F € L?(0,1), alors on a :

~

uf (&) T u(§) dans HI%o (0,1) fortement

Preuve. : Commencons par montrer la convergence faible. On prend dans (2.40) la fonction

test v = uf(€), on obtient :
183 = )@@ + 22 (L @5 + |3E©132) = (Fw©),  (241)

183 — )@ () |3, < (P2 (€)), (2.42)

on applique ensuite le lemme () et I'inégalité de Cauchy a la relation (2.42), on obtient :
[ (E)|| o < CIF NI 2, (2.43)

ce qui montre qu'il existe u*(£) € HZ,(0,1) tel que :

~

uf(€) — u*(€) faiblement dans HE (0,1) (2.44)

el0
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Considérons maintenant la formulation variationnelle du probléme (2.24) (pour f = §(z1)F(z2)) :

Trouver u(¢) € HE, (0,1) tel que

(2.45)
(03 — €2)a(€), 05 — €%)v) = (F,v) Vv € HE (0,1)

On sait déja que ce probléme admet une solution unique. On va montrer que 1/5(5) vérifie
le probléme (2.45) et ainsi aboutir & D'égalité u*(€) = @(¢). La relation (2.43) implique que

HuA‘f(f)HL2 < C, ainsi d’apres (2.41) on a l'estimation suivante :

~ C
lo3e @, < < (2.46)

Revenons maintenant a la formulation variationnelle (2.40), fixons la fonction test v €

H3 (0,1), nous remarquons qu’en utilisant (2.46) nous avons I’estimation :
0

1
2 / O3 (€) (x2)B3v(wa)ds| < & O3 (O)|| 2 0200 < C" (2.47)
0

Faisons ensuite tendre ¢ vers zéro dans (2.40) et utilisons (2.44) , nous obtenons :

o~

(0 (€),v) + £°b(w(€), ) — a(u* (€),v) (2.48)

Grace a la densité de H%O (0,1) dans HI%O (0,1), nous déduisons que u*(€) est solution du
probléme (2.45), ainsi u*(€) = (¢).
Montrons maintenant que la convergence (2.44) est forte. D’apres la coercivité de la forme

a sur leo (0,1) nous obtenons

Le membre de droite dans (2.49) s’écrit sous la forme

[0 (€), @ (6)) + 2B (€), ¥ (6)| +a(@(©), ul(e)) - 2a(@(e), (€)  (2.50)

Le premier terme (entre [ ]) dans (2.50) ce n’est autre que le membre de gauche dans (2.40)

pour v = u£(€), donc il vaut <F uE (§)>, le second terme représente le membre de gauche de
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(2.45) pour v = u(§), donc il vaut (F,u(£)) et enfin le troisiéme terme représente le membre de
gauche de (2.45) (multipli¢ par -2) pour v = u¢(€), donc il vaut <F,1;‘(§)> (multiplié par -2).
Ainsi (2.49) se simplifie a

C @) —a©)|3 < (FaE) — (Fa(©)) (2.51)

En appliquant la relation (2.44) dans (2.51) nous obtenons la convergence forte demandée.

3-Etude de la convergence au sens des distributions
Le théoréme suivant donne la convergence de u® au sens du distribution relativement & ¢ |

sa transformée de Fourier inverse donne la convergence de u°.

Théoréme 2.5 Soient U et U les solutions de (2.40) et (2.45) respectivement. Alors,

w T u dans D'(Rg;ngo(O, 1)) (2.52)
g

De plus, pour xo fixé, nous avons :

uE (., x9) TS (., 2) dans D'(Rg) (2.53)
3

u (., x2) T u(.,z2) dans Z'(R¢) (2.54)
3

ot u et u® sont les solutions de (2.16) et (2.31) respectivement.
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Chapitre 3

Méthode de décomposition

asymptotique partielle du domaine

3.1 Description de la méthode

La méthode de décomposition asymptotique partielle du domaine (MAPDD : Method of
Asymptotic Partial Decomposition of Domain) est une méthode proposée pour la premiére
fois en 1996 par G. P. Panasenko dans [11] et développée ensuite en 1998 par le méme auteur
dans [12], dont le but initial est de permettre de traiter des problémes posés dans des domaines
fins et dont on connait un développement asymptotique. L’idée principale est de remplacer le
probléme 3D ou 2D par un probléme hybride combiné 3D-1D, 3D-2D ou 2D-1D, i.e. on réduit
la dimension dans les sous-domaines ot la solution a un comportement régulier, et ’on garde la
dimension d’origine 1a ou elle a un comportement singulier (type couche limite). Les principes
de construction des conditions d’interface entre les parties multi-D et les parties 1D ont été
formulés dans la référence [12]. Cette approche permet essentiellement de réduire le maillage
du domaine lors du traitement numérique.

Dans sa forme la plus récente (version variationnelle [13]), la MAPDD se propose non
pas forcément de réduire la dimension sur des parties du domaine, mais de chercher la solution
dépendant d'un petit parameétre € dans un espace plus petit qui contient sur les parties réguliéres
une solution (connue) du probléme pour € = 0 (ce qui contient le cas de la "décomposition du

domaine"). Aussi, I'utilisation de la MAPDD permet de ne traiter de maniére classique (par
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éléements finis volumes finis ou différences finies) en fait quasiment que les parties qui présentent
des singularités, comblant les vides sur les parties réguliéres par des "super-éléments", éléments

dont la taille du support n’est pas destinée a tendre vers 0.

3.1.1 Probléme décomposé

On consideére H¢ une famille d’espaces de Hilbert dépendant d’un petit parameétre ¢ (destiné
a tendre vers 0). On considére également une forme bilinéaire B, symétrique, continue et coer-
cive, et une fonctionnelle linéaire, continue et bornée f. On considére le probléme variationnel

suivant :

. Trouver u*eH® tel que
() ) (3.1)
B(uf,w) = (f ,w) VweH*®

avec 'hypothése suivante :

de1 > 0 et r > 0 ne dépendant de € tel que :

B(w,w) > c1¢” ||w|)?,Vw € HE

Définition 3.1 On appelle espace décomposé un sous-espace Hj,, de H® qui vérifie :

il existe uf telle que :

1. ugeHy,,

et il existe ¢° eH® telle que

2. ||Y°]| < c2 (c2 ne dépend pas de ¢), et

3Yw € He, B(uS,w) = (f ,w) + Xy, w) ou K >r

a’

Définition 3.2 On appelle probléme décomposé associé au probléme (3.1), le probléme sui-

vant :
3 €
Trouver ug, eHj, . tel que

B(ug,.,w) = (f ,w) YweHy,,

(Pec) (3-3)
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Remarque 3.1 La fonction v est dite solution asymptotique du probléme (3.3).

Remarque 3.2 Si Hj, . est un sous espace fermé de H® alors le probléme (3.3) admet une

solution unique d’apres le théoréme de Lax-Milgram.

Définition 3.3  La méthode de décomposition asymptotique consiste a approcher le probléme

(P?) par le probléme (Pg,.).

o On donne maintenant un résultat de base de la MAPDD congernant I'estimation de
lerreur

d’approximation de la solution u® par la solution décomposée uj,. dit & Panasenko (voir

[12])

Proposition 3.1 Considérons u® et u,. solutions des problémes (P®) et (Pj,.) respectivement.
Alors
K—
0" = ugecll < O™ (3-4)

Preuve. On sait que la solution asymptotique u;, vérifie :
Yw € H, B(uS,w) = (f,w) + ¥ (4%, w) ot K > r (3.5)
En soustrayant ’équation (3.1) de I’équation (3.5) on obtient
Vw € HE : B(u — u,w) = X (¢, w) (3.6)
En prenant w = u, — u® et en utilisant I’hypothese 3.2 on obtient
ere” Jug — || < Blug — v ug — uf) = e (0°, ug — u) < e Jug — o
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d’ou le résultat suivant :

Jug -l < (2) (3.7

1

Prenons maintenant dans (3.5) weH§

Gec €t effectuons la soustraction avec (3.3) nous ontenons

Yw € HS,, : B(uS — u5,,, w) = e (4%, w) (3.8)
Ensuite prenons dans (3.8) w = uj, —uj,. € Hj,. et utilisons I'hypothése (3.2) nous obtenons

C2 —
o il < (£2) £ 3.9)

Enfin, grace a I'inégalité triangulaire de la norme et d’apres (3.7) et (3.9) nous obtenons

07 = il < o7 =+ 1 = el <2 (2) 97 avee K >
1
d’ot
K—
HU’E - ufiec” = O(E T)

3.2 Traitement numérique d’un probléme de perturbation sin-

guliére unidimensionnel :

Afin d’expliquer le principe et les avantages de la méthode MAPDD on va considérer un
probléme modele de perturbation singuliére sensitif qui a fait 'objet de I'exemple 1 (chapitre
I). On signale que ce probléme a été déja traité par Fontvielle dans [7] et [10]. Dans ce cas
I’application de la MAPDD ne réduit pas le domaine car notre probléme modele est de dimension

un. Toutefois il existe une autre réduction du probléme de la maniére suivante :

dans les zones de couches limites on résoud ’équation initiale, et hors de ces zones, on résoud
¢ i = dernie lus 1 1 \ localisées 1
équation pour ¢ = 0. Ces derniére zones sont plus larges que les zones ol sont localisées les

couches limites. En terme de résolution numeérique par éléments finis, on n’utilisera sur ces
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zones qu’une seule fonction de base, de type "super-élément". La mesure de ces zones en dehors
des couches limites est grande par rapport au support normal d’une fonction de base utilisée
classiquement en éléments finis.

La démarche a suivre dans ce probléme est la suivante :

On remplace le probléme posé dans un espace de Hilbert H par un probléme posé dans
un sous-espace plus simple Hg.., qui contient une solution asymptotique du probléme initial.
Lors de la discrétisation par éléments finis, 'espace Hye. permet de définir certaines fonctions
de base sur des supports de mesure comparable a celle du domaine tout entier. Au moyen
d’un développement asymptotique, on justifie la pertinence de la résolution dans Hg.. plutot
que dans H pour ce probléme, la qualité de ’approximation pouvant étre choisie de maniére
arbitraire.

On donne des estimations d’erreur pour 'approximation par éléments finis dans Hy.. et on
expose des essais numériques. On obtient le méme ordre de convergence que pour la méthode

classique d’Hermite.

3.2.1 Probléme décomposé

Nous proposons ci-dessous la méthode de décomposition asymptotique partielle de domaine
pour la résolution du probléme (P¢) 1.30. L’étude asymptotique de ce probléme (voir Leguillon
et al. [5]) montre que la solution est trés proche d’une fonction affine par morceaux en dehors
d’un petit voisinage des points singuliers 0, 1, et % En conséquence, on passe de (P¢) 1.30 au

probléme décomposé comme suivant :

Définition du domaine décomposé

Soit § > 0, un petit parameétre ¢ < § < 1.

On décompose U'intervalle I = |0, 1] en les sous intervalles

1 9 1 4
I(%::|572_2|:7I§::|2+2?1_5|:7
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152]075[7Ig::|

On pose

Is=I UI} et Ij=T3UI}UI}
Pour notre probléeme (P*), I5 représente la partie régulieére tandis que I§ représente la partie
1
singuliére (les voisinages des singularités 0, 5,1).
Définition de I’espace décomposé H ..

Désignons par P, (I) l'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a n sur 1.

Alors I'espace décomposé est défini par

H, = {go Lp e HE0,1) et g € Py (Tgf) Nk € {1,2}} , (3.10)

c’est un sous fermé de HZ(0,1) donc c’est un espace de Hilbet.

Définition du probléme décomposé

On appelle probléeme décomposé associé au probléme (P¢) 1.30le probléme suivant :

Trouver u5_ . € Hye. tel que
(P5,.) dec = Hdee T SENCSE)
B(u’fiecﬁ U) = a‘(ufle(ﬁ U) + €2b(uflec7 U) = <f ) U> VU 6 Hdec

Lemme 3.1 Pour tout f € H2(0,1), le probléme décomposé 3.11 admet une solution unique

UG, dans Hye.

Dans la deuxiéme partie, on justifie que moyennant un bon choix de §(enKrel|lne|) et
on peut estimer |[u: — uc gec|| en O(eX) avec la précision L désirée. Ensuite il est établi des
estimations d’erreur pour la méthode numérique envisagée. Enfin nous présentons des résultats

numériques.
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3.2.2 Approximation du probléme (P¢) par le probléme (Pj,.)
Lemme préliminaire

Lemme 3.2 (i) Pour f € L?(0,1) le probléme (P?) admet une solution unique dans H?(0,1).

(ii) De plus, on a l’estimation suivante

1l 20,1 < 362 £l 20,1

Preuve. (i) C’est évident par I'application du théoréme de Lax-Milgram car f € L?(0,1) C
H=2(0,1).
(ii) On applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz au probléme (P¢) (v = u®) on obtient

a(u®, uf) + 52[)(“57“8) =(f,u) < ||f”L2(0,1) HUEHL2(O,1)

d’ot )
du®
E’ g < uE
o) = |G| Wl el
a2 ||
b s’ €y — < 2 u
W) = G |y 55 Wlizon 19z

En utilisant I'inégalité de Poincaré-Friedrichs a deux reprises, on obtient :

2 2

R
dx?

duf
dx

<e? 1F ez, 1971 2201y

2
a0 < \
£2(0,1)

L2(0,1) ‘
Or la norme [|u|| 2 1) est définie par

2
d?us

dx?

du®

2
dx ‘

2 2
HU8HH2(0,1) = ||USHL2(0,1) + ‘
L2(0,1)

£2(0,1)
d’ou Destimation

HUEHHg(o,l) <3e7? ||f”L2(0,1)
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duf

i

Remarque 3.3 Cette estimation est valable méme siu®(1) # 0 et
du®
dx

(1) # 0 car seule u®(0) =

(0) =0 est nécessaire pour établir inegalité de Poincaré.

3.2.3 Notion de développement asymptotique :

Soit une (fj(€));ez une suite d’éléments d’un espace vectoriel normé B pour chaque €
I>1o
fixé. On considére une série formelle :

> Efile)

I=lo

On suppose que 'application € — &' f; (¢) appartient & B.

(o.0]
Définition 3.4 La série formellez el fy (€) s’appelle un développement asymptotique dans

1=lo
B si et seulement si :

VK > 0,dN € Z, N > |y, tels que: ¥l > N,

i), = 06E")

Remarque 3.4 Une série asymptotique n’est pas forcément convergente.

Définition 3.5 On dit que deux développements asymptotiques sont équivalents, et on note

o0 o0
Zelfl (e) ~ Zslgl (€) si et seulement si :

I=lp I=lo
N
VK >0,3N € Z, N > lo, tels que: | Y _(£'[fi(e) =g ()])|| = O(eX)
1=lo B
3.2.4 Justification asymptotique du probléme décomposé

Le résultat clef de cette section est le théoréme suivant :

Théoréme 3.1 Pour tout L > 0,il existe K > 0 tel que, si 6 = Ke|lne|, alors,

[Ju® — uflech(o,l) = O(5L)
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Afin d’établir la preuve de ce théoréme, on va construire en premier lieu un développement

asymptotique formel US de u® que 'on modifiera pour obtenir une solution asymptotique de

u® dans H je..

Lemme 3.3 Un développement asymptotique formel de la solution du probléme (P°) s’écrit :

- > o T clyjg, T —1/2 oy, T —1
U () ~ 3 [uj@:) vaso(@) v ET )
7=0

—ug = 5/1/2
ui = uj’,
avec la convention que u; = 0si j <0.
Les conditions aux bords, et de saut en %
[ fwl=-1 [ugl=0
u;(0) = —uj_1(0) [ur] =0 [uy] =0

() =i ()| ) = [

Les correcteurs pour les couches limites sont donnés par :

uf?(€) = +uj_y (0)e~¢

—u!;_(1)e*s

A1/2, . 4[u;,1;+[uﬂeg st <0
5 uj (5) - [%71 +[uy] ¢ )
e si £€>0

S
<. Q
[y
—
)
~—
I

- On note que ug,+1 =0,Yn e N

Remarque 3.5 - Sur la largeur des couches limites. L’origine du "0 = Ke|lne|”, que l'on dit
étre un choix habituel pour la largeur de la couche limite vient du fait que les couches limites

sont de type "exponentiellement décroissantes”. Par exemple, si on a un terme correcteur de

couche limite en 0 qui est de la forme

|uclo(z/e)| < cre=%/%  sur[0,1]

on a alors
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Hu 0 < 06—025/5

Donc7 avec 0<e<1 enprenant 0 = Kellne| on aHuClOHM 1o = O(eh)

Démonstration du lemme 3.3

Construction du développement asymptotique

Corps du développement asymptotique On postule que u admet le développement asymp-

totique (loin des couches limites) suivant :
[0.9]
)y ey (3.12)
1=0

On injecte formellement (3.12) dans I'équation (u®)” + €2 (uf)"" = 51/2 du probléeme Q¢
(1.32), on obtient :

Ua(OO)” + E2U€(OO)”” _ eul + 26 //// _ _ 51/2 (3.13)
On force donc :
51/2
W =0 (3.14)

" " __ .
wi_g—u; =0, j =2

Remarque 3.6 On vérifie facilement par récurrence, d’aprés (3.14), que u%_H =0,Vk € N,

i.e. la fonction ugk11 est affine en x et grace aux conditions aux limites on a uggr1 = 0.

On a donc la chaine de problémes :
n __ s/
=% (3.15)
ul, = uby o, k€ N*

Conditions aux bords et couches limites

uf est dans HZ (0,1), on aimerait que :

UL (0) = UL (1) = UL (0) = U (1) = 0.
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On serait alors tenté de forcer les conditions :

uj (0) = u; (1) = uj (0) = u (1) =0, Vj € N.

Mais cela ne peut pas étre fait, car u; est determiné a chaque pas j par un probléme du second
ordre (3.15), et dans ce cas, on impose trop de conditions. Il faut donc relier ces derniéres entre
elles, et forcer les conditions aux bords au moyen de ’ajout de termes négligeables loin des
extrémités. De plus, il faut corriger la discontinuité en 1/2 qui apparait du fait de la distribution

de Dirac. On ajoute donc trois éléments au développement asymptotique (3.12) :

uo (z Zal clo (7> : terme de couche limite en 0,

—1/2
w2 (g Z ! dl/Q (96/) : terme de couche limite en 1/2,
£

o
r—1
ut(z) = E elu§ll <> . terme de couche limite en 1.
5
=0

3.2.5 Traitement des couches limites

Pour que les couches limites n’influent pas sur I’équation, on demande que :

( clo clo

ugd + e ugee) le===0

cl cl
(—tge™ + Pugege ) |e_sm1sa=0

11 2 ¢l
(—uge + e uggee) lgmam1=10

ou ug représente la dérivée par rapport a la variable §.

Pour abréger Pécriture, on note de maniére générique ue (a = 0,1/2,0u 1) pour uo, u1/2,
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ut. La solution générale d’un probléme du type ¢i dessus est :
w() = cre® + e+ al + 3 (3.16)

Couches limites externes

On va d’abord traiter les couches limites externes qui sont localisées en 0 et en 1. Afin que

ces couches soient concentrées en ”a”, on impose dans (3.16) :

Pour cly : co=a=p=
Pour cly : co=a=p=
Ainsi,
us (&) = us (0) €%, (3.17)
u§ (&) = u (0) € (3.18)

Les couches limites externes doivent permettre au développement asymptotique de respecter

les conditions aux limites. On calcule de maniére formelle :

U (1) 3 [uj ()™ ¢ (ugzo(g))m . (u;zl/z(w—l/?))w) . <u;h($_1))("’]

e e
=0

ou

() () désigne la dérivée d’ordre n de ¥ par rapport a z,

(n)
ug® () = (~1)"u (0) e (3.19)
et
W (€) = uh (0) ef (3.20)
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Pour que UE(OO)’ (0) ~ 0, on impose :

uf®'(0) =0

us'(0) = —u)_y (0),V j € N*

Pour que U&goo)’ (1) ~ 0, on impose :

ujlll(()) =—u,_,(1),VjeN

(3.21)

(3.22)

Ceci est motivé par le fait que uc»lol(%) = 0(ef), et que de méme, uc.l“(—%) = 0(ef), VK €

J J

N.
Remarque 3.7 D’aprés (3.19)-(3.22), il est facile de vérifier que
g () = g (§) = 0
Comme on veut aussi que U (0) ~ 0 et U (1) ~ 0, on impose pour cela :
u®(0) = —u; (0),¥ j €N

et

uS(0) = —u; (1),V j €N

toujours car u°(L) = O(eX) VK € N,uf (1) = O(ef) VK € N

€

Or d’apres (3.17) et(3.18) on :

U J
! l
uit(0) = +ujt (0)
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Enfin en combinant les relations (3.21), (3.22) avec (3.23)-(3.25) on obtient

d’ou
us®(€) = +uf_;(0)e™¢
uS (&) = —uy_ (1)et

Couche limite interne (au voisinage de =z = 1/2)

La solution u® de I’équation vérifie les conditions :

[UE] — [ue/] _ 0’ [uell] — i [ue///] =0 (3.26)

g2’

ou [p] désigne le saut de ¢ en 1/2: lim (¢) — lim (¢), quand ceci a un sens.

1+ 1=
T— 3 z—1

Pour stabiliser la couche limite aux bords, il faut tenir compte de la singularité en 1/2, et

respecter la condition

clysa

—uge"” + €2 “5555 l¢=a—1/2=0

on prend donc :

u(?lm(ﬁ) = c{e‘g s1 € <0

ill/Q e (3.27)
u; (&) =de si&>0
(n)
On injecte formellement (3.27) dans UL on obtient :

] ~ Zeﬂ gl + [u])
] ~ Zeﬂ[] ]
0] ~ ZeﬂH =[]

o]~ S+ )
\ 7=0
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On veut que comme dans (3.26) :

9] 0 o] <0 1] -

On impose alors :

1

£2

[ ~o

!
ol == [
[ ] [ cly/o] .
o _“;'—1_ =—| jsl/z_ pour j > 1
r [ cly o] ,
o _u;’72 =— _ujgg/z_ pour j > 2
o ] = = [u2] pour j>3
(Yi-3| = 7 |Yjece | POUT T =
Et :
o [un] =0
Cll/g o Cl1/2 o
o 0&}—1 » | Ureé =0
Cll/2 o i Cl1/2 o Cl1/2 o
° 0&5} = _”1»:55} = [“2&55} =0
De plus :
Cl1/2 o Cl1/2 _ ] ]
il [“jss |=a-a
clyya B clyya I R
i€ | = [“j&fé_ =-—-q
Donc :[u;] = [u}’_Q} =c —d
5] = [4a] = A+
d’ou

Déterminons maintenant l'initialisation des conditions sur le saut. On a :

o= ] = ] = g
B o
D’ou

[uo] =1 Bt [ug] =0

Remarque 3.8 - On retrouve bien ce que l'on savait, ‘a savoir que, puisque :
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51/2
up(0) = Uo( )=0

On a donc : uy =1 —dy/9 et

w(z) =z s =<

D= D=

w(z)=x—1 si x>

De méme, pour compléter I'initialisation des conditions de saut, il nous faut déterminer [u]

t [u}]. On a :

0= [usefe] =[] = u’ﬂ
0= |upel?| = [u 11/2} — (]
Ainsi : [ui] =

Et, [ui] =0

3.2.6 Forme finale du développement asymptotique

Le développement asymptotique a pour forme :

> lyo, @& —1/2 x—1
( ~ l cl Cly/2 - cl B
U ( ;s [ )+ ul °(€)+uj () +ui ()

ou

—ug = 51/2

" n

Avec les conditions aux bords :

w;(0) = —;_, (0)
wi(1) = uj_y (1)
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Avec la convention que u; =0 si j <O0.

Les couches limites sont données par :

ulo(€) =y (0)e ¢
uh (€) = —uf_y(1)et

5 st £€<0
771;_[%]6_& si £>0

Justification de I’analyse asymptotique présentée. On tronque le développement asymp-
totique

UZ° alordre N. On note UE(N)cette troncature.
L’équation (uf)” + &2 (u)" = §) /o devient

N N
UMy g2 8 jg + NN | 4 NP

Les quantités UM 0), NY 0),et UM

=" (1) ,sont en O(s®) VK € N
On a egalement [uém} =0,et [ugN),} =V [ul]
On remarque que

o ¢ HZ(]0,1]) car les conditions aux limites ne sont pas exactement verifiées et parce

que les termes du développement ne sont pas suffisamment réguliers au voisinage de 1/2 on
définit un opérateur £ de la maniére suivante: Lw = —w” + cw””

Afin de justifier le développement asymptotique, on a besoin d’avoir des estimations d’erreur.
On utilise le lemme 3.2.1. On construit donc pour cela v

s telle que
out™ — ™ e H2 (10,1]);

o 1 définie par ¢ = £ (EZQN) — uE;N)

) est dans L2 (0.1)
°© |W”L2(0.1) = 0(eN*?)
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Ainsi, on sera dans le cadre du lemme3.2.1 et on obtiendra :

-], 2
H2(0,1)

On pose

g = 7 _ )

On est donc ramené a résoudre I’équation en 6 :
c2pM 19 = eN+1y, //// L+ eN+2,, //// + 1

En définissant 6 & un polynome du premier ordre prés (pour que les conditions aux bords
soient bien vérifiées), on peut chercher alors a résoudre 1’équation

—e20" + 0= Nt |+ NP2 + ¢ ou ¢ € HE(0,1) verifie ¢ =1

Ce qui donne,

0(z) = crexp(z/e) + caexp(—x/e) + c3x + ¢4

—Lexple/e) (J exp(—t/e) [N (8) + N2, (1) — 6 (1) di)

+L exp(—a/e) ( I expl(t/e) [ Ny () 4 eN T2 (f) — ¢} dt)

= crexp(z/e) + caexp(—x/e) + c3x + ¢4

+1 [y sinh(t — ) [N () + NP2 () — ¢ (1)) di

On note Hy 3 la fonction de Heaviside centrée en 1 /2. On remarque, en intégrant par parties
deux fois et en en déduisant une relation de récurrence les égalités suivantes.

Si N est pair :

eNHL [Fexp(t/e)ulfy (t) dt =€ [ exp(t/e)uf (t) dt

eNHL [Pexp(—t/e)ul, (t) dt = e [ exp(—t/e)ug (t) dt

Si N est impair :

eN [ exp(t/e)u_y (t) dt =€ [ exp(t/e)uf (t) dt

eN [ exp(—t/e)uly (t) dt = e [ exp(—t/e)uf (t) dt

Or,
e [y exp(t/e)ug (t) dt = —¢ [ exp(t/e) /1/2 (t)dt = — exp(5:) (€612 — Hyo)
e [y exp(—t/e)ug (t) dt = —¢ [ exp(—t/e) 1/2( )dt = —exp(—5) (612 + Hy2)

Ainsi, on peut prendre 6 sous la forme suivante :
O(z) = crexp(z/e) + caexp(—x/e) + c3x + ¢4
+esinh ( 1/2 ) d1/2 () -cosh (xfgl/z) Hyp (x fo sinh(t—x)o (t) dt
prend ¢(z) = eN*22?x € [0,1] , on a donc H¢HL2(0,1) = |’¢”HL2(0,1) = 0(eN+?)
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avec ci, cg, 3, ¢4, sont définies par (0) = 6'(0) = 6(1) = 6'(1) =0

Eléments de démonstration du théoréme 3.1

(o0)

tronque a nouveau le développement asymptotique uz ’ a 'ordre N que 'on note ugN) On

ajoute la fonction 6 définie dans la démonstration du lemme précédent. On a :

(N N
it =™ 1
cl .. N . N
Les correcteurs ujlo u; 1/ 2,u§l1.des couches limites font que ug ) n’appartient pas & Hge.

aussi faut-il tous les localiser dans les couches limites en les multipliant par des fonctions de
troncature réguliere en espace (resp.®q, @ /2, ®1). On pose :

clo _  clg
Ujq = Uj° X P

Cl1/2 _ Cl1/2
uj,d = U] X @1/2

cli _ cly
Ujg = Ui X P4

et
00 = ; clo/x cl r— cly
U () ~ D07 () +u3(2) + gy (222) + uy(221) |

j=0
Nous déduisons de mme deuéN)un développement asymptotique tronqué U s(ilz)cdans Hee

cla _, clag

.On a donc :
o e aef{0,1/2,1}

‘ Y L2(0.1) —
Ainsi, pour tout L € N,, il existe K € R, tel que, en choisissant 6 = K |In(¢)|, on ob-

—_ (L
L2(0.1) 0")

cla _ , clg
Wja — Uj

ac€{0,1/2,1}

tienne : ‘

On pose alors
~(N) (N)

. . . . 9 2
Ug oo = U goe + 0 pour avoir les estimations d’erreur dans Hg (0, 1).

On alors :

~(N)

H“ — Ugec e,

dec

H2(0,1) < - ﬁ(N)HHg(OJ) + HH(N) B

HE(0,1)
or

=@ 10,1) = OE™)

5(0,1)
et

~ ~(N l
j=0  |aef0,1/2,1}
Donc
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Fi1G. 3-1 — Terme principal ul® (e =0.01)

Analyse du terme principal

[UO] z—1/2 . 1
(0) B 0 Te € ST < b
Ue - UO(.’L‘) +0+ [UO] z—1/2 . 1
—Te— € ST x> 3
C’est-a-dire,
1 z—1/2 . 1
u(o)— T —5€ ¢ St CL‘<§
€ - T—
1 . 1
r—1+4+35e—"= st x> 5
1 z—3 , 1
z — 5 exp(Ggt) if v<3
1
1 T—3 . 1
r—1+35exp—(got) if >3

Le terme tronqué a l'ordre zéro ne tient pas compte des corrections apportées par les
couches limites externes, aussi, la pente de la courbe en 0 et en 1 n’est-elle pas nulle. Pour le

graphique joint, on a e = 1072. On présente également le développement au premier ordre

ult) = ugo)(x) +e (ul(:n) +u/(0)e" = — u6(1)e‘w;1> .
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Fic. 3-2 — Terme principal u'” (¢ = 0.001)

! —
[uO];[uﬂem - st x < %
L T A P = V- R
—#6— € ST T > b)
soit :

ugl) 26(2:6— l+e < —67121).

x—%extN —1-5696761/2 si x<i
+ L a2l 1/2 )
r—1+gze—"= "2 st x> 5
1 2=0.5) 4 0.01 z—0.5 . <
0.01 (22 — 1+ exp (—5%7) — exp (—xfﬁ))—&- ! iexp ( 0'21_0)5 20 Oelxp ( 0'01320 . SZ. !
z— 1+ gexp (—5g5) + %5 exp (—5g2) si @ >

Dans cette situation encore, le graphique est donné pour la solution est proche de celui
obtenue par éléments finis (cf. figure 3.1). On remarque que les conditions aux bords sont
respectées, notamment au sujet de I'annulation des premiéres dérivées en 0 et en 1, qui ne

permet pas I'approximation d’ordre 0.

3.2.7 Etude classique
_ulel —|—52u”” — f

u(0) = u(l) =4 (0) =u/(1) =0

Soit le probléme

H=1L%*0;1),V =HZ0;1) ,V,=H0;1) , V' =H20;1),V/ = H(0;1)

a
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3.2.8 Formulation variationnelle élémentaire

Cette étape consiste a obtenir une formulation variationnelle sur un élément quelconque K

On

intégre sur un élément K = [x{( , :r;é( | plutot que sur le domaine 2 au complet ,On a alors

apres intégrations par parties

kag (—wlw + e*u""w) dz = (f,w) , Yw e H}(0;1)
x1

on obtient

ffkg (u’Ew’ + 52u”w”) dr = (f,w) + [(u’E — 52u”’) w] ok + [52ué’w’]m§ + [(—u; + 82u’”) w]m;f +
1

2,1

[—e?ulw'] o

f;fg (ulw' + e2u"w") dx = (f,w) + shyw (2k) + shjw (2F) + s5, 22 (2k) + sk L2 (2F)

ou on a introduit les variables secondaires :

slf’f = [(—u; + €2u”’)]$,f , slf’; = [(u’a — 52u’5”)]x,§ , sg’f = [—52u;’] ok ,312“’25 = [521/5’]905
on applique la méthode de Galerkin
n

on pose us(x) = Z ué‘:w?(sﬂ)

j=1
on obtient

n

Z “? fxxlf ( ;'kw, + 521/’%“’”) dx = (f,w)+syyw (25)+s)7w (2F) +52’222%;} ($§)+32f%} (=f)
j=1
et on choisit ensuite successivement w(z) =¥ (z),i =1,2,...,nk

pour obtenir le systéme élémentaire :
Ak:,EUk _ Fk: + Sk

Ake = (af’e) tel que

ke a?’z‘ dwi‘g ddff 2d21/1;-C d27/1?
Qi = fz’f ( — +& dz

dr dx dx?  da?

fF=(f,0F @)
k k
5% = sy ut (25) + a7l (of) + 35 G (o8) + 57 G (of)

Passage a 1’élément de référence :

Effectuons maintenant le changement de variables

k=10,1]
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Tk  k — k

[0,1] — [2F, 5]
€ o= hFE 4 2k, WP est le pas de discrétisation

Wk dpr g 1 d@f
T T XD T W@

d [ a5 a4 1de a1 i df_(i)deiAb?
dz dr d§ T dE\ Rk dE T \hk de?

~k
ke _ 1 (1dgr di; 2 1 &2 D)

ij nE Jo “de de 0 de? de?

¢ = kD (1) + shE0 (0) + s G (1) + 5575 0
fi = (5%,1/%' (x)) = _1}: (%)

Construction des fonctions d’interpolation @Z &)

j=4
:=§jufw?@>

Les valeurs des inconnues uJK sont défnies par :
=t
}: K _ N _ .k
uy; 1/}] :Ul - ¢] (0) =uy
=1
J:4 Jj=4 ~k
du® (zf) _ uKd¢?(I'f) — 1IN KW Ok
dx - j dx — Rk J de 2
Jj=1 Jj=1
Jj=4 Jj=4 i
K. kY _ Kok (k) _ K7 _
uf(@h) =D ulff (o) =D ulf; (1) = uf
Jj=1 J=1
Jj=4 j=4 ~k
du® (z5) _ udef(x'z“) — 1N KW ) k
dx - j dx — hE J de — M4
j=1 7j=1

@1(0):1 et @1(0):0 pour i # 1

0 pour i # 2
=0 pour i # 3
0

pour ¢ # 4
Y1 (§) =1-3¢+26°

by (& h) = h (€ — 262 + &%)
P (€) = 3¢% — 267

Uy (& h) = h (=€ +€)
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)y (€) =1 -3¢ +2¢8°
%:(652—3)

d?(1-3¢+2¢3
PO _ (12¢)

02 (€) = * (26 + &)
THEZEED - (1t (3¢ - 16 +1))
2(h @;;f ) _ (nk (66 — 4))

)y (€) = 362 — 2€°

d(3¢%2—2¢3

PO — 612
Py (§) = WP (- + &)

W — (hk (352 _ 25))
M — (hk (6§ _ 2))

de?

Evaluation du systéme ¢élémentaire :

~k ~k ~k
ke 1 1 dy, dv,b &2 1 d2 W d2e);
a;j- = 5r Jo T @A+ (W) o “ae? el

AR = (5fD
Cyj = fl d;/;g d;pg Dij = 01 ddéé d;;p; de
5hk + 48h3k %% + 5hk + 48h3k 5hk + 12h3k %%: + 12hk%
_%%+5hk +48h3k 152h W+ de 2%: _Tlo%_ﬁhk% 2e 2%_ 301hkh2k
e 1275 o ﬁh% w12 e Ok
5 hk + 12hk 8 2 QZE: — 30hk h* _Tlo%: — thh%zk 152hk h% +de 2%:

~k ~k ~k
ke _ 1 1 diy dipy 2l d*y; &2
oa11€ 77 Jo dEl d{l d¢ + ( ) 0 d;él d;/él d¢

1//\)];: (€) = 1 — 3¢ + 2¢3 Solution : —51 (€) = 6£% — 3 Solution : dgl (&) = 12¢
it = gk Jo (668 = 3) dg + i Jy (1267 de = 2 4 as gy

ke _ 1 (1 di, dis 2 1 d%ypy d?
oa12€ L Tg d§2d§+( ) 0 d;él d;/ézdg

afs = 7 Jy (662 = 3) (hF — Ahkg + 3hFE%) de +( “r Jy (128) (6h%¢ — 4h*) de

= e J3 (662 — 3) (W — 4h¥e + 304 de -+ o2 i (126) (ke — 1) de
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hk < f (12€) (6h*E — An*) dg

hE 64 Bk hE?»k

/-\

oaly = & [if (662 —3) (66 — 6¢2) dé + (hf)s Jo (126) (6 — 126) d€ = — 0 — 125,

o“14 = hk fo (652 ) (hk (352 5)) dg + ( 3 fo (12€) (hk (6 — 2)) g = %Z% + 12hkh%

k,e k,e
Oy = agy

Oa22 =k fo ((hk (352 - 25))) d£+ 3 fo (hk (6§ — 4)) d§ = 15hk P+ de QZ?’:

oaky = 1k [ (hF (362 — 2€)) (6€ — 6€2) de+ (55)3 o (RF(6¢—4)) (6 128)dg = — L _gpker

oayi = g Jo (1" (367 = 46 +1)) (" (367 = 2¢))) de+ (5 fo (B (66 = ) (" (66 = 2))) g

o 2 2h2k

2k
h3k 30hk h

ke ke ke ke ke k,e ke ke ke k,e
Oa31 = ay3,03y = Q93,041 = Ay ,a42 = Q94,043 = G3)

oaly = 7 Jy (66 —662)° -+ - i (6 —126)% d¢ = 5hk+12h3k
o = yir Jy (66— 66%) (W (352—25)))d€+ 7 o (6—12¢) ((hF (6 —2))) dg = — b — 6k =

h2k

o“44 - hk fo ((hk (352 _25))) dg + hk 3 fo (( 65_2))) dg = 15h,kh2k +4de 2h3k

Le maillage :

Numéros des noeuds de calcul
Table connec
Elément] Noeud #1] Noeud #2
1 1 2
2 2 3
3 3 4
100 100 101
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Numérotation

Table numer

Noeud Ddl #1 (u(x)) Ddl #2 (%)

Table numer

1 ? ?

2 2 3

3 4 5

100 197 198

101 ? ?
Numérotation

Noeud Ddl #1 (u(x)) Ddl #2 (%)

1 199 200
2 2 3
3 4 5
100 197 198
101 201 202
Numéros des ddls
Table adres
Element Ddl #1 Ddl #2 Ddl #3 Ddl #4
1 199 200 1 2
2 1 2 3 4
3 3 4 5 6
99 195 196 197 198
100 197 198 201 202
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L’assemblage

Rappelons que pour un élément K quelconque :

adres(K, 1) = numer(connec(K, 1), 1)

(
adres(K
(K

adres

adres(K, 4) = numer(connec

, 2) = numer(connec

(K, 1), 2
, 3) = numer(connec(K, 2), 1)
(K, 2), 2

) 2)

):2)

et ainsi, si on choisit I’élément K = K on trouve :

adres(1, 1) = numer(connec(Ky, 1), 1) =199
adres(1, 2) = numer(connec(Kj, 1), 2) =200
adres(1, 3) = numer(connec(Ky, 2), 1) =1

adres(1, 4) = numer(connec(Kj, 2), 2) = 2

le case=h=0.01 rzve n = 100

nous permet d’écrire pour le premier élément :

ki 199 200 1 2
199 5220 5219.6 1320 12.6 ut
200 5219.6 4.1333x 1072 —6.1 1.9667 x 1072 un?
1 1320 —6.1 13200 —6.1 upt
2 12,6 1.9667x 1072 —6.1 4.1333 x 1072 uk
tandis que sur le deuxiéme élément, on a :
k2 1 2 3 4
1 5220 5219.6 1320 12.6 ul
2 5219.6 4.1333x1072 —6.1 1.9667 x 1072 ub
3 1320 —6.1 1320 —6.1 ul
4 126  1.9667x 1072 —6.1 4.1333 x 1072 ult
K3 Koo
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4
—1.25 x 1074

N[ —

1.25 x 1074

1
4
—1.25 x 1073

N[ =

1.25 x 1073

sﬁl
55{11
sﬁl
sﬁl

s{(f
sg{f
ng
35(22




0 0
0 0
1320 12.6

—6.1 1.9667 x 1072

1320

—6.1

52200 5220 0 0
52200 4.1333 x 1072 0 0
0 0 52200 5219. 6
0 0 5219.6 4.1333 x 1072
0 0 1320 —6.1
0 0 12.6  1.9667 x 1072
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
13200 12.6 0 0
—6.1 1.9667 x 1073 0 0

—6.1 4.1333 x 1072
0

o o o O
o o o o o

o o o o o o

0 1320 —6.1
0 12.6 1.9667 x 1
0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0
ok 0

* * 0
. 0

0 5220 5220

0 5220 4.1333 x1

Le vecteur d’adressage du premier élément K; est [199, 200, 1, 2]. Cela signifie que les

inconnues
1 . K
élémentaires u;

qui

! correspondent aux degrés de liberté w199, u200, u1 et us du systéme global

est de dimension 200 sur 200 dans ce cas. Le systéme élémentaire est donc équivalent a :

Les conditions aux limites

Quatres conditions essentielles sont imposées :

Résolution du systéme linéaire

Le systéeme élémentaire

h 2
+48(h)3 —%fr%ﬂ(;T
_2h 48 € 2 (214 2 (h)*
a(h,e) = 5h+ i 8() 5 (lhi Ay
h 2 (h)? 2
~k )
fzk:(f,wz (5)) 121727?”4
~k
ff= 01,05 (€)=~ (3) =123
le case = h =0.001 e n = 100
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Le systéme élémentaire

5220.0 5219. 6 1320.0 12.6
5219.6 4.1333x 1072 —6.1 1.9667 x 1072
(0.01,0.01) =
1320.0 —6.1 1320.0 —6.1
12.6  1.9667x 1072 —6.1 4.1333 x 1072
F= (5%,% ©)=—v¢,(3)=1%
b= (5%,@@’2 (&) = =1y (3,0.01) = —0.00125 = —1.25 x 1073
F=0pvs©) =—vs(3) =—3=—3
k= (5%,1,@11 (&) = —1p4 (3,0.01) = 0.00125 = 1.25 x 1073

L’assemblage

k1 (Premiere élément)

( 101 102 1 2 )
101 52200 52200 13200 12.6 Uy 1
102 52200 4.1333 x 1073 —6.1 1.9667 x 1073 upg || —1.25x% 1073
1 13200 —6.1 13200 —6.1 u3 - -1
2 12,6  1.9667 x 1072 —6.1 4.1333 x 1073 Uy 1.25 x 1073
S11
521
531
S41

s1 =1y (1) s12 + ¢4 (0) s11 + wl(l) S22 + %5(0)821 = 511
$2 = 1y (1,0.001) s12 + 1y (0, 0.001) s1y + L2000 50) 4

di)5(0,0.001
’¢2(d7§ )321 — 0

53 = P35 (1) 512 + 95 (0) s11 + ¢3(1) 22+M821:s12
s4. = 1h4 (1,0.001) s12 4 14 (0, 0. 001) s11 + d%(l 0001 5 +

di,4(0,0.001
¢4(d7§ )321 — O

Les conditions aux limites :pour deteminer les valeures secondaires puis résoudre le systéme

linéaire.et écrire la solutions sous la forme : N est le nombres des éléments

h=N j=4
u(z) = ubr(z) et ubn(z) = Zufh(:c)\lffh (z)
h=1 j=1
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Chapitre 4

Traitement numérique d’un

probléme de perturbation singuliére

bidimensionnel

4.1 le probléme

On consideére le probléme aux limites
(=& + A% uf (w1, 22) = f(21,22)  sur Q= (0,1) x (0,1)

u=0 pour x1 =0, x1 =1

5<au>:0 pour x1 =0, 9 =0, z9 =1
on

Le probléme variationnel associé est

Trouver u® € V tel que
(P7)
a(u®,v) +2b(uf,v) =< f,v > Yo eV
avec

V={ve H%(Q), avec v vérifiant (4.2), (4.3)}
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a(us,v):/VUEVvdmld:ng (4.6)
Q

b(ue, U) = / [l/ (aijuac?ijv) + (1 - u)(an-ue@-jv)] d£1d332 (47)
Q
__aC) [ o
< fiv>=< o V= /Cands (4.8)

0
ou C désigne une courbe réguliere de 2 , n la dérivée normale a C' et §(C) la distribution
n

de Dirac a travers la courbe C. Ce choix de f représente en physique "un potentiel de double

couche" & travers C.

Remarque 4.1 La forme bilinéaire b(u®,v) (correspond au bilaplacien) contient le paramétre

v par analogie avec la théorie classique des plaques, on prend dans toute la suite v =1/2.

Si € = 0 l'espace de l’energie correspondant est
Vo={ve HY(Q) avec v vérifiant 4.2}

qui est le complété de 'espace V' pour la norme a(v, U)l/ 2 et le probléme variationnel cor-
respondant est

(PO) Trouver u° € V, tel que
a(u’,v) =< f,o> Yw eV,

Remarque 4.2 On doit signaler que f € V' mais f ¢ V. et ceci grace a (4.8) qui représente

Uintégrale de la trace de la dérivée normale & travers C, qui a un sens dans H? et non dans

H'. Par conséquent le probléme (P°) est mal posé et ainsi (P%) est un probléme de perturbation

singuliére sensitif.

Dans toute la suite on prend le choix de la courbe C

C = {(azl,xg) S Q; T = ;}

Ainsi

[ (z1,20) =& <fU1 — ;)
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4.2 Décomposition du domaine ) :

Q=0 UQUQ3UQLUQs
Q1 =10,0[x]0,1]

71 ={0} x0,1]
Yo = {1} x]0,1]
Y=71Y72

Iy ={0} x]0,1[

Iy = {152} x]0,1]
Iy = {42} x]0,1]
Iy={1-0}x]0,1]

soit

2 . . 87)
V = qv € H*Q),v satisfait v, =0, ¢ ) = 0
n

les deux formes bilinéaires sont continues et coercives sur V x V

(f,v) est une forme linéaire continue sur V

4.3 Probléme décomposé

Dans cette section nous presentons ’aproximation continue du probléme hyprid 2D 1D

4.3.1 Despace décomposé, probléme décomposé

On définit comme dans le chapitre précédent

Définition 4.1 Soit § > 0 un paramétre & < 4§ <1 on appelle espace décomposé et on note

par Hgee de V' Uespace défini par
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Hy.. = {’LU eV: w(xl,xg) = ’&7(:61) ,W € HQ(IQ U 14)} (49)
Définition 4.2 On appelle probléme décomposé associé au probléme (4,1) le probléme continu
suivant

Trouwver wuj,. € Hge. telque

CL(’U,ZEC,’U) + 52[7(’1//260,1)) =< f, v > Yv € Hyee

a(tdec, v) = [o VgecVvda
b(Udec, V) = [o AtgecAvde

< fov>=— [ s

c on

Proposition 4.1 si f € V' |le probléme décomposé admet une soltion unique,(on applique pour

cela le théoréeme de Lax-Milgram) grace au résultat

Lemme 4.1 Hg.. est un espace de Hilbert.

Proposition 4.2 sous U'hypothése que f(x1,x2) = f(z1) pour toute (x1,x2) alors pour tout

K /il existe Ky telque si 6 = Kielnle|  nous avons  [|u — tgeclly o = O(£")

4.4 Formulation variationnelle élémentaire

La formulation variationnelle élémentaire s’obtient a partir de ’équation aux dérivées par-

tielles de départ mais en intégrant cette fois sur un élément K. On obtient ainsi a 'aide de la

relation.
Jic (=0 +20%) u(z)o(z)dz = (f ,v) ve H?(Q)
Jic —Du(@)v(@)de + € [ APu(z)v(z)de = (f ,v)

[ —Du(z)v(z)dz = [ VuVodz— [, (34) (0)v (o) do
[ D2u(z)v(z)de = — [ grad(Au)(z).grad(v(z))dz+ [y (%524) (o) v (o) do
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et

— [ grad(Au)(z).grad(v(z))dz+ [y (%4) (o) v (o) do = ax(u,v) — [5; R (u,v)do
telle que

Ry (u,0) = (38)(39) (ma) + (58) (G0 (my) + (5255) ((32)my + (G

Si on note n, et n, les composantes de 7, les composantes du vecteur unitaire directement

orthogonal a n sont —n, et n,. On a les formules

g’:}L ( ) (8y)ny

0 ov

or = —(ge)ny + (@)nx
n —-n

wl 7 Y m.T =0(GenlT)
Ny Ty

d’out 'on déduit

5 = Grna — giny
% = —Gony + §in,
Dans la définition de Rk, on remplace 3 a” et 3” , bar leur expression en fonction de a” et ‘9”
figurant dans la ligne précédente et on obtlent le résultat désiré, avec
Dlu = 6((9%1“) s Dgu = —887_25’” s Dg’u = —%
fK A2u(z)v(z )dw = agZ(u,v)a—; faK((Dlua);J + (D2gz) (gﬁ) (3D3U)( %))(T)dT
—u)(=— 2 dz)d
— U () )+ 2050 () + (5 0 5 0oy
1—y , Ou Ov (‘3u ov
b(u,v) = [, VuVude = fo Y( 83: oy 99 9 —)dx)dy
donc
1 v( Ou av (9u 81} 3 82 H? 9?2 9?2 ?
d —u)(=—=v)+2 —u)(==v))dx)d

:< J V) fak Dlu)v—i—(Dgu) (a ) (D3U)(%))( d7'+ fak (871)( Jv (o) do

On a ainsi introduit la variable secondaire :

sK(x) = — [o(D1u)v + (Dou) (22) + (D3u)(32))(r)dr+ [y, (32) (o) v (0) do

ot nf est le vecteur normal extérieur a la frontiere K de K. La variable sk (z) est la

condition
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naturelle de ce probléme. On applique la méthode de Ritz sur chaque élément K en posant :
k

u(@)|k = u(z) = ZUf%D?(ﬂf)

Remplagant dans la formulation variationnelle, on trouve :

k
g

O v O,
> uf (U oG+ G o)
1- 8 ;. 0% 2y, 0% 8%,
(o o 8x2)(8$2)+2(6x8y)(6x3y)+(8 )(82))d:1:)dy))

J=1

= (£, 0) + Jop 8" (2)v (0) do

Pour obtenir le systéme élémentaire, on prend successivement v(z) = uX (x), pour i allant

. R K
de 1 jusqu’'a ny

On obtient ainsi le systéme :
AKUK = FK 4 gk

ou :

a@w@-,wi) () (o (%) 2 (A7) (o () € (507 € (S

=) = = [ Bads L f = g« (a1 =)

(2 (Dlrac (:1:1 — ), ;) = — Ll

et :

SK = [op(Dru); + (Daw) (52) + (Daw) (52) (1) dr + fy, (32) (7) vyar
Du=2F8 . Dau=—g : Dsu = —5

4.4.1 Passage a I’élément de référence

C’est ici que le choix de la forme de ’élément et le choix des noeuds géométriques prennent
beaucoup d’importance. Tout comme en dimension 1, I’élément de référence K est un élément
sur lequel on effectue tous les calculs nécessaires a 'obtention du systéme élémentaire. Ceci n’est
possible qu’aprés un changement de variables. Plusieurs choix sont envisageables et certains

sont illustrés aux figures a . Il reste a déterminer la transformation. Pour éviter une lourdeur
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excessive de la notation, nous choisissons de prendre comme vecteur position x = (z,y) au

lieu de (1, x7).De méme sur 'élément de référence, on prend ra & = (€,7).A chaque noeud

géométrique le = (sz ,yiK ) de lélément K doit correspondre un noeud géométrique &;

= (&;,m;) sur I'élement de référence K . La transformation TX vérifie donc :

TE(E,) = 2K ou inversement (TH)1(2K) =¢, i= 1,2,3,-~,n§<

T:k -k

r=ab + (b —ab) e+ (2f — b))y
T n) = (z,y) = z(i ;) (,f kl>
y:y1+(y2—y1)€+(y3—y1)n

vérifie les propriétés désirées. Il faudra ensuite transformer les dérivées des fonctions d’in-
terpolation.C’est la technique classique de la dérivation en chaine. Pour ce faire, il est utile

d’introduire la matrice jacobienne DT associée et que I’on dé nit par :

dz Oz
DTX(z,y) = | o O
9y Oy
&  On
8(r’f+(x§—x’f>§+(m§—x’f)n) 8(x’f+(x§—z’f)£+(x§—m’f’)n)
DE an
O(vk+(vs—v)e+(vh—vb)n)  o(vk+(wh—vb)e+(vk—v¥)n) |
L ¢ an
mnverse :
yr—yk —ah4ak Lk gk gk g gk
—ahys+alyy eyl —yral —abyStafyy  —afyStalyr eyl —yral —abyStafyl | _ 1 2 1 3
k k k k -
—Y7 tYs T]—Tg o k+ ko k+ k
2 Y S 20 Y Y . S Y e 203 ST T

—afyb + abyf + afys — ylaf — a5yl + alys
Le jacobien JX de cette transformation n’est nul que si les points CCZK sont colinéaires et
donc si le triangle est dégénéré. Notons de plus que :
~k

W (z,y) = YF(T(&n) =¥ (&n)

Pour transformer les dérivées partielles, la dérivation en chaine nous donne :

I* () or  ox 93" (€m)
oz — o€ an ('95
O* (2,) oy oy 93" (€m)
Jy o oy on

ou encore sous forme compacte :[wak(x, y)] = BK [ng//;k(f, n)}
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- TR (¢, n) (2. o)
e /
K
1 K 3 Méfjf"ﬂlﬁ}
0:0) 0,0 & t

FiG. 4-1 — Transformation linéaire sur un triangle nff =3

La matrice BX est essentielle pour I'évaluation du systéme élémentaire. On 'obtient en

constatant que :

3@2(55 1) gj % aw’;( z,y)
_ xr T x

o0 em | | o om O (z.9)
on dy Oy oy

qui s’écrit également :[Vg@?}k(g,n)} = (DTK)t [in/)k(:c,y)]

En combinant les relations et , on conclut que la matrice de passage B n’est autre que

(DTE)~t c’est-a-dire la transposée de I'inverse de la matrice jacobienne. On a ainsi :

Vot (z,y)] = (DT%) [Ved" (€ m)

Le systéeme élémentaire devient ensuite :

oy () = Ll ((“582) (@) (“587) @r2((87) (@ (307 ) @ ((“52) (@ (8

Transformation & domaines référence :

.

% = (axz Ji1 + Mame) Ji1 + <3x8yJ11 + ayz J21) J21
-~

565567 (axz Ji2 + @xame) Ji1 + @x(;”lez + 8 507 J22) J21
*7

‘g%ﬁ = <8x2 Jiz + axay J22> Ji2 + <8x8y Ji2 + 3y2 J22) J22

ou J;; est 'entrée du iy de la matrice Jacobi Ji . Donc les dérivées secondes de 1

dépende linéairement des dérivées secondes de 1,

62~ 62

8—%’ T3 271121 I3 855
2

§§” = | JuJiz Judea+ JiaJar JorJ2 gxgy

o 82

al J% 2J12.J22 J2 -
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Cette matrice est invertible depuis det(A) = det®(Jx) ,et son inverse a la forme

2 2
Judiz Jinda + Jigdor Jerdes |
2 2
inverse :
I3y —2Jo1 J22 J3 )
—2J11J12J21 J22+ T3 I3+ 03 T3, —2J11J12J21 Ja2+J3 J3a+ T3 I3, —2J11J12J21 J22+ 03 T3+ J3 T3,
—J1io Joo J11J22+J12J21 —Ji1 Ja1
—2J11J12J21122+J121J§2+J122J§1 —2J11J12Jo1Joo+ T I3+ T2, T3 —2J11J12J21=2]22+J121J222+J122J221
Jis —2.J13 Ji2 Jiy
—2]11J12J21J22+J121J222+J122J221 —2J11J12J21J22+J121J222+J122J221 —2J11J12J21J22+J121J222+J122J221 /
2 2
— 1
(2112 ot Ton t Ty Ty + T T2 ) Ji2Jag  Jiidaz + Jiador —JuiJa
2 2
2 2
_ 1
= Undos—Jradan)? Ji2Jaz  Jidae + Ji2dor —Jiidan
2 2
Jin Ji2
)
Ja1 J22

determinant := J121J222 — 2J11J12J21J29 + J122J221

D’ou, il tient pour les deuxiémes dérivations partielles de

%y 2?9
8502 852
Py | — 471 9%
Oxdy =4 0&on
2y ey
oy? 92
1
-1
A7 = —Jiadoo  Ji1Jog + Jiodar —Ji1Jo1

(Ji1Ja2 — J12J21)2

Cela nous permet de remplacer les deuxiémes dérivations partielles de 1) dans () avec termes
contenir les deuxiémes dérivations partielles de 1,7), et les entrées de la matrice Jacobien Jg
comme nous voulions. Un multiplication supplémentaire avec det(Jg ) a dicté par le Théoréme

de la Substitution accomplit la transformation des intégrales au domaine de la référence k.
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Jitdiz Jiidao + JioJor Jardax |

determinant : Jf’ng’z — J%Jg’l + 3J11J122J221J22 — 3J121J12J21J222

Jin Jiz
Ja1 J22
determinant : (J11J22 — J12J21)3 = Jigljg’z — J?ZJ% + 3J11J122J221J22 — 3J121J12J21J222

4.4.2 fonctions du bases

I3 (g) =g (170)
la(9)=9(33)
s (9) = 5¢:9(0,0)

avec

g€ {1,6,8,83,66,,65,63,63¢,,£,63,63)
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1 0 0 O 0O 0 O 0 0 0 1
0o 0 0O 0O 1 0 0 0 0 © £
o 0 0O 0 0 O 0 1 0 0 &
-3 0 3 0 -2 0 -1 0 0 O 2
-11 —-15 -1 27 -7 -1 0 1 6 -1 && |
1 -1 0 0O 0 0 0O 0 1 0 2 N
2 0 -2 0 1 0 1 0 0 ©0 3
17 15 =5 —27 11 1 2 -2 —6 2 £2¢,
11 15 1 -27 6 2 0 -1 —6 1 £,62
-2 2 0 0 0 0 0 -1 -1 0 3
1
§182
£,
86y — 2616, — &1 — 3
—156) — &y — TE1& + 2767 — €5 — €5 + 66,65 + €16, — 11
—&+ &6 +1
—28y + &89 +E5 + 2
1581 — 55 + 116165 — 2767 + 267 + €3 + 265 — 66,65 — 2676, + 17
15€) + &y + 66,8y — 2785 + 265 + &5 — 6£,65 — €&, + 11

26, — 63 — €16, — 2

4.5 Fonctions de ”super-éléments”

Décrivons naivement comment s’y prendre pour résoudre numériquement le probléme dé-
composé.Une analyse plus précise et plus rigoureuse sera faite dans les sections suivantes.

On pratique une triangulation standard du domaine 2D , )y, Q3, Q5,par exemple au moyen
d’un maillage structuré(c_a_d), et on maille également les deux segment Io, I4.

On munit ,Qq, Qs, Qs, Is, I4,d'un ensemble de fonctions de base affines par morceaux
(fonctions chapeaux),définies pour chaque noeud, valant 1 au noeud considére, et 0 aux autres.

On construit ces fonctions de bases de telle maniére que les noeuds situés sur les droites
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I'1,I's, ', I'4y.ne possédent pas de fonction de base associée. Formellement, c¢’est comme si cet
ensemble de fonctions de base était formé de 'union de deux ensembles indépendants de fonc-
tions chapeaux standard définies sur la partie 2D et sur la partie 1D avec une condition de
Dirichlet sur I'1,1'9,I's, 4.

On consideére 'union des fonctions sur (21, I2), (12,23), (23, 14) , (14, $25) .ainsi définies et on
ajoute des fonction spéciales pour traiter la liaison entre chaque deux domaines : une fonction
de "super-élément”.Elle est définie sur

(Q1,I3), elle vaut 1 surl'jet vaut 0 sur tous les autres noeuds.

(I2,€3), elle vaut 1 surl'zet vaut 0 sur tous les autres noeuds.

(Q3, 14), elle vaut 1 surl'set vaut 0 sur tous les autres noeuds.

(14,95), elle vaut 1 surl'yet vaut 0 sur tous les autres noeuds.

FIG. — Support de la fonction de ”super-élément”

Dans la partie suivante, nous allons expliquer comment on arrive a ces fonctions de ”super-

¢éléments” en éliminant des degrés de liberté a partir d’un projecteur sur un domaine 2D.

4.6 Revisitation du projecteur

i=5 .
On considére le domaine bidimensionnel 2 = 'Ulﬁl- ,On considére une triangulation 7, de
1=

Q; (1=1,2,3,4,5) On pose 7p = EiTﬁL . On demande que I’hypothése suivante soit vérifiée :
(H1) 71, est une triangulation de Q En
particulier, les noeuds de T}IL situés sur I'y doivent correspondre aux noeuds de T,leitués sur I'q
et les noeuds de T%L situés sur I'y doivent correspondre aux noeuds de T‘:’Lsitués sur I’y
et les noeuds de 7'2 situés sur I's doivent correspondre aux noeuds de T‘}Lsitués sur I's

et les noeuds de 7';11 situés sur I'y doivent correspondre aux noeuds de TZSituéS sur I'y

4.7 Indexation des noeuds

L’indexation des noeuds se fait habituellement sur un sous-ensemble de cardinal fini de I’en-
semble des entiers. Afin de faciliter ’exposé, on va indicer a la place les noeuds de la triangulation
T, sur une partie finie d’un ensemble réel au moyen de leurs coordonnées spatiales.Cette notation

nous permet de ne pas différencier les notations pour z < § (% - % <z< % + % et x>1-— 5) (qui
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NS,
@
-+

D=

NS>,

va correspondre ‘a un maillage libre) et pourd < z < % -

<z <1-0 (quiva
correspondre & un maillage contraint).

Le fait de pouvoir regrouper les degrés de liberté situés sur des lignes verticales en vue de
leur élimination est facilité par cette notation qui permet d’avoir un indice qui reste invariant
sur une ligne verticale, tout en gardant la possibilité d’organiser le maillage & gauche de I'; et
a droite de I'y et gauche de I's et a droite de I'y.comme on I’entend.Plus précisement, on note
FE x F ’ensemble o‘u vivent les indices des noeuds c¢’est un sousensemble de cardinal fini de €2 .

On note donc par (bxy)( sy e ExXF les noeuds de 7. Les coordonnées d’un noeud b,, sont
(239)

A titre d’exemple, les points b 18, correspondent aux points de la triangulation situés sur

29

la droite I's.

4.8 Hypothéses sur la triangulation

On fait les hypothéses supplémentaires suivantes sur 7',11 et 7,21 :

(H2) Tl existe un entier ,n; un ensemble de réels § = &; < Egerrnnnnnnnn. <&, =1-
famille finie de droites verticales A; = ({x = ¢;}) tels que, si (z;9) e ExF et § <z <33
alors il existe ip,1 <ig < ny tel que (bay) € (Ay) -

Il existe un entier ,m et no un ensemble de réels 1 + 3 =¢ 1 <&, g <Eminy, =
1 — ¢ et une famille finie de droites verticales A; = ({z =¢&;}) tels que, si (z;y) € EX F et
1+ g <z <1—9 alors il existe i1, m <ig < m + ng tel que (byy) € (Ayy) -

(H3}) Tl existe quatres réels 507£n1+17€m717§m+n2+170 <&y <4, % — g < §n1+1 < % +
< <A +81-0<&in,,, <1

et les droite A, = {z =¢p}, Ay, = {:U = §n1+1} Aper = {z=6,1} Amgnar1 =

1

{#=Eninpi1) tels que si (z39) € EXF et z € |§,6[ ouz € }5—%5”1“[ ouzx €

]gm—l’%—i_ g[ou S ]1 - 57§m+n2+1[

alors by € A, U Anﬁl UAm—1UApgn,+1

Remarque 4.3 On sépare ces hypothéses, car l'hypothése (HY)sur T}lest liée au support que
l’on désire avoir pour la fonction Wsg . On aurait la possibilité de faire la méme analyse sans

U'hypothése (H3), auquel cas on ne ferait que modifier le support de Wsg
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4.9 Eléments finis
Rappelons que H dec défini en4.3 peut se réécrire sous la forme suivante :

Hdec = {w eV 8w/Q2ug4 = 0} (4.10)

Pour construire une approximation de la solution du probléme décomposé sur le domaine {2

, on va choisir un sous-espace de constitué de fonctions continues par morceaux.

Définition 4.3 ( locale) Définition locale Plus précisément, on définit I’élément fini d hérmite

de référence (IA(, s, ]3) comme étant un triangle de hermite(ou Zienkiewicz) (voir par exemple

[28] ou[27] ) :

(i) k = {@1,a2,as)

(1) S5 = {5(@), 527 @), 550 @) / i =1,2,3}

(iid) Py = Py (k)

Ici, comme dans toute la suite, représente l'espace des fonctions polynomiales de degré
inférieur ou égal a k sur K .

Les fonctions de base locales sont définies par :

1 if i=j
d;jreprésente le symbole de Kronecker :
0 if i#j
Le projecteur local II; est défini par :
i=n
o =) _o(@) Py
i=1

~ o~ o~

Définition 4.4 (globale) On associe a I’ élément de référence (K, X, P), une famille affine
“équivalente d’éléments finis (K, %, P)

On note Wp,,la fonction de base associée au degré de liberté du noeud

Gy 1V — V(bgy)
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Définition 4.5 Rappelons que si v € E et x > & on peut associer au noeud by, 1" entier i ;

0<i1<m tel que =1 =¢;

soit i telque 0 < i < mp on pose ; [gi_l,gi] x [0,1] — R définie par ; (x1,z2) = Z

yer
We.y si x € E et X>m on peut associer au noeud b, 1" entier ¢ ;
m <1 <m-+ng tel que x1 =¢;
soit ¢ telque 0 < i <y on pose ¥; [§;_1,&;] % [0,1] — R définie par o, (z1,22) = Z
yeF
We,y
T = énl
xry = €m+n2
Proposition 4.3 Les degrés de liberté verticaux sont éliminés pour § < x < % — %, % + % <

x<1—9 etau moyen des fonctions ¥,;, 0 <i<my;m<i<m-+ng
Ces fonctions sont indépendantes de zoet on note

Le projecteur global 7, est défini par :

mpo(zl, 22) = Z Z V(bgy ) Way (21, 22) + Z v(be,0)wz (1)
(acEE)ﬁ{(Sg;vgé—g} yeFr {0<i<ny }U{m<i<m-+na}
V(xl, :CQ) €N

pour i=1lona x=4§ et ¥, =Wsg

— % et P, =Wsg
+3 et ¥, =Wsg
=0 et Y, =Wsp

pour t=1ona z =

pour i=1lona x=

= NI— N

pour i =1lona =

4.10 Espace d’approximation

Dans cette section, aprés avoir défini le projecteur 7, , on explicite 'espace dans lequel on
approche le probléme décomposé
On considére une triangulation T,ll de Q; UQ3 UQ5  qui vérifie 'hypothése (H21), et une

triangulation 72 = U s Qe ToUT
g h {0<i<ny Ju{m<i<m+na} [fz fz-s-l] 2 4

I’espace d’approximation est défini par :
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Hh

dec

= {ﬂ'hv ‘v € Hypee NCT (Q)}

Définition 4.6

Le probléme discret associé au probléme décomposé est le suivant :

Trouver ugectelle que

G(UZeC,’Uh) + 52b(ugec,v) =< f,op > Yov € ngc

4.11 Estimation d’erreur a priori

Dans cette section on utilisera les notations et les hypothéses développées dans les sections
précédentes. En particulier celles sur la triangulation (7p,) .

Afin d’obtenir une estimation d’erreur locale et globale, on se donne une famille de trian-
gulation (7p) qui vérifie toutes les hypothéses precedentes. On fait les hypothéses supplémen-
taires.sur ces triangulations 7, (voir par exemple a ce sujet Ciarlet[28] :

(H3)La famille de triangulations (7,) est une famille de triangulations réguliére de Q (voir

définition 4.13).[28]

Remarque 4.4 Il n’est pas nécessaire de faire d’hypothéses de ce genre sur , de méme qu’il
n’ “était pas nécessaire d’avoir cette hypothése pour faire des estimations d’erreur dans le cha-
pitre 3 ou le domaine considéré etait monodimensionnel, une triangulation d’un domaine mo-

nodimensionnel étant toujours régulicre.

Théoréme 4.1 Soit T,lz (T@Sp T}%) une triangulation de QU3 UQs (Tesp Qs U 54) comme dé-
crite auparavant.Soit m ,p deux entiers positifs ou nuls,suffisamment réguliére de telle maniére

que

la solution du probléme variationnel :
G(Udec,l)) + €2b(Udec,’U) =< f,v > Vv € Hgec
vérifie tuge. € (HPTH() U HPT(Qg)) N H2(Q)

Alors, il existe une constante ¢ indépendante de h telle que :
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p+l-m

Hudec - uZSCHm Q S C( max (k)p+1_m |ud€C|p+1,91UQ3UQ5+(maX hl) ’ud60|p+17QQUQ4)

kET’ILUT%UTz

h h
et uy,. € H

dec est la solution du probléme discret définie en

Preuve. soit k € 7p,et soit u € HP (k) N Hyee () . =

sik e T}IL U T?L U Tz alors on peut utiliser les inégalités d’interpolation locales classiques. Par

exemple, d’aprés Ciarlet[28] théorem 3.1.6 p.124, il existe une constante c telle que :

||U - 7Thu”rn;k < Cl(diam(k)p+l_m |u|p+1,k‘

sik¢TiUTsUT) alors keTiuTy

2
Z ||u - ﬂhu”m kT Z Hu o 7rhuHm;[§i7§i+1]><[0,1]

k‘GT%LU’Th 0<i<ni—1
m<i<m-+nz

pour (z1,22) € Q2 Uy on a

u(zy,x2) = u(z1) et mpu|a,ua, (T1,72) = Z U (bgi,O) 171i($1)+ Z U (bgi,O) %(xl)

0<i<ni m<i<m-+na
On pose donc :

mhou(z) = ) u(z1)Y;(21)
0<i<n1
m<i<m-+nsg

C’est le projecteur global sur Iy U Iy associé a la famille affine d’éléments finis :

F={ana), Sp={0@). &0@), %0 @)/ i=12} Pgz="Pp(k)

Le maillage sur I U I4considéré étant formé par 'ensemble des segment [15,;, &, +1]

0<i<mngoum<i<m+ns ,uetant assez réguliere,u l'est de meme

On a donc une inégalité d’interpolation 1D il existe une constante co telle que :

1 it k—m,

d* ~ N2
||lu — TFh’LL||m7[ el ]x[00] = Z s (u — Thu)” drrdxs
&
1 +1
/ / ; ﬂ—whu) d.%'ldl'g
0 74
d’ot

2
”u - TrhuHm{fi,le]X[Ovl] - (02(h )7’+1 " ’u‘

=(ca(hi)Prim

)2
p+1’[£i:£i+1]

2
|u|p+17[£iy§i+l] X[O,l])
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Ainsi il existe une constante cg telle que :

N

2 2
||'LL—7Th’LLHm;Q = Z Hu_ﬂ-huHm;k—i_ Z Hu_ﬂ-huHm;k:
kGT}LUT‘;’lUTZ k‘ET}%UT;’t
. p+l—m \p+1-m
<c3 kerﬁigufi(dwm(k)) |u|p+1,91 + (max h;) ’U|p+1,92>

On conclut a Pestimation d’erreur grace au lemme de Céa (voir par exemple Ciarlet[28]

p.104) en prenant u = uZe . il existe une constante c4 telle que :

Hudec - ugech;Q < 04(vhi€nuf’; Hudec - Uh”m;ﬂ)
dec
<cy ||Udec - 7I-hudechmQ

D’ou estimation d’erreur voulue.
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Annexe 1

La condition de Shapiro-Lopatinskii

La condition de Shapiro-Lopatinskii, pour un systéme donné et les conditions aux limites
associées, représente en quelques sorte le fait le systéme soit en harmonie ou non avec ses
conditions aux limites. Pour vérifier si cette condition est satisfaite, il faut considérer localement
prés du bord étudié, le probléme homogeéne dans un demi-plan avec les conditions aux limites
homogeénes associées. On cherche alors des solutions sinusoidales le long du bord et décroissantes
exponentiellement dans la direction perpendiculaire au bord vers l'intérieur du domaine. S’il
existe de telles solutions non nulles, la condition de Shapiro-Lopatinskii n’est pas satisfaite. Cela
conduit & une sorte de non-unicité de la solution. Lorsque 'on considére le probléme général
dans un domaine €, ces solutions apparaissent comme locales au voisinage du bord en question.
En cherchant des solutions de ce type, on peut démontrer que :

- la condition de Shapiro-Lopatinskii est satisfaite au niveau d’un bord fixé ou encastré

- la condition de Shapiro-Lopatinskii n’est pas satisfaite au niveau d’un bord libre.
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Annexe 2

Rappels sur les éléments finis

Dans le but de clairement expliciter les notions que ’on va utiliser dans toute la suite, on
rappelle brievement quelques définitions relatives aux éléments finis.Le contexte est le suivant.
Etant donné un espace de Hilbert V' , une forme bilinéaire coercive et continue a sur V, et une

forme linéaire L sur V' | on considére le probléme variationnel :

trouver u €V telleque

a(u,v) = L(v) YveV

(212)

On se donne un sous-espace Vj, de Vj, de dimension finie M. et on cherche a résoudre le

probléme discret suivant,

trouver wy €V}, telleque
h= el (213)

a(up,vp) = L(vp) Vo, €V

Aspects locaux des éléments finis
Définition 4.7 Soit

— K C R" un domaine de frontiére lisse par morceaux (le domaine de 1’élément),
— P un espace de fonctions sur K de dimension finie (les fonctions de base),
— 3 une base de P’ (les éléments (p;)1<; <nde la base sont appelés les degrés de li-

berté).Alors (K, X, P)est appelé un élément fini

Définition 4.8 Il existe p; 1 <1i < N,dans P telles que ¢;(p;) = 0i5 , 1<j<Netona
N
Vpe Pp=> ¢;i(v)p
i=1
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Les fonctions p;, 1 < i < N sont appelées fonctions de base (locales) de I’élément fini K.

Définition 4.9 On appelle interpolant local l'opérateur 1l défini pour toute fonction v admis-

sible définie sur k par

N

Mo = ¢;(p)p;

i=1

Définition 4.10 Soit (IA(, f),ﬁ) un élément fini et soit F(x) = Ax + b (A inversible) une

application affine.

L’élément fini est dit affine-équivalent ‘a (K, X, P)si
~ P=PoF
S X(foF)=%f

Remarque 4.5 la relation d’affine-équivalence définit une relation d’ équivalence

Aspects globaux des éléments finis

Domaine Pour simplifier les explications, on suppose qu’on est dans le cas d’'un ouvert
) polyédrique,c’est-a-dire une réunion finie de polyedres de (ou de polygones ou de segments
respectivement dans R? ou R).

Triangulation On définit une triangulation comme suit (voir par exemple Raviart & Tho-

mas [29]p.104).

Définition 4.11 Une triangulation de Qa est une décomposition finie du domaine

Q= UK (214)

telle que

(i) chaque élément k de Thest un polyedre de R™, d’intérieur non vide;

(ii) les intérieurs de deux polyeédres de 7pdistincts sont disjoints ;

(iii) toute face d'un polyedre ki € Thest soit face d'un autre polyédre ko € 7 auquel cas

ki et ko sont dits adjacents, soit une partie de la frontiere def2.
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On dit qu’'une famille (K, X, Py), K € 7}, est une famille affine d’éléments finis, si( K, X, P)

est affine-équivalent & un éléments de référence (K , ﬁ)k, Pk> pour tout K € 7y,

Remarque 4.6 La définition de la triangulation est de peu d’intérét dans un probléme monodi-
mensionnel comme celui traité dans ce chapitre, en effet dans ce cas l‘a il s’agit d’une partition

du segment, mais le lecteur intéressé par le chapitre suivant aura besoin de ces notions.

Définition 4.12 au titre du vocabulaire les noeuds de la triangulation ou noeuds du maillage,il
s’agit de ’ensemble des sommets des polyédres des éléments la triangulation. On note cet en-

semble s,

Espace d’approximation On suppose qu’a chaque polyédre K de 7 on fasse correspondre

un élément fini.On peut définir un espace de fonctions définies sur €2 comme suit :

X ={x € Cs;VK € Tp,v |g€ Py}

Généralement en pratique P, C C* ,s est & définir et dépend du nombre de dérivées partielles
présentes dans les degrés de liberté.C’est dans cet espace d’approximation que ’on recherche
les solutions du probléme variationnel ?77.

Opérateur d’interpolation global On peut définir un opérateur d’interpolation Il sur

X}, de la maniére suivante

VK € 7y, (Hhv) ’K: v

Degrés de liberté globaux On peut aussi définir un ensemble de degrés de liberté global

de la fagon qui suit :

h=J =k

keTh
Fonctions de base globales Si on réécrit 'ensemble 3, sous la forme ¥, = {®;,1 < j < M}

alors les fonctions de base wj,1 < j < N de 'espace d’éléments finis sont définies par la relation

wj € X5 etCI)j(wj) = 6ijwj 1<j<M
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On peut alors donner une formule reliant opérateur d’interpolation, degrés de libertés et

fonctions de base :

M
My = ZCI)J (v) w;
j=1

Définition 4.13 (famille réguliére) Soit Q un domaine donné,et (Th)o<n<1une famille de
triangulations de 0 .On dit que (Th)o<h<1 est une famille réguliére (ou mon- dégénérée)de

triangulations si
— il existe une constante p > 0 telle que pour tout K € (74,),et pour tout 0 < h <1
diamBg > pdiamK

ol Bx est la plus grande boule contenue dans K
Il s’agit d’une hypotheése géométrique sur le maillage qui précise que les éléments K sur 7y
ne deviennent pas trop ”plat”a la limite,voir [28].

la définition précédente nécessaire pour énoncer un résultat d’estimation d’erreur
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Abstract:

In this dissertation, Partial Asymptotic Decomposition and finit elements
<<application to some sensitive singular perturbation problems >>, one makes a
theoretical recall concerning the problems of singular senstifs perturbance >>, then one
conducts the analytic treatment to the sense of Fourier of the sensitive problems , one
presents the MAPDD, Method of Partial Asymptotic Decomposition of Domain proposed
by G. Panasenko in 1996 that is based on the approximation of a continuous problem by
another continuous problem (says decomposed problem)via the asymptotic considerations,
and whose discretisation appears simpler than the one of the initial continuous problem,
we consider two example of sensitive problems to treat with the MAPDD, the first one is
one-dimensional and the second is two-dimensional
Keywords: asymptotic decomposition, finite element, error estimates, sensitive
Problems
Résumé:

Dans ce mémoire, Décomposition Asymptotique Partielle et ¢léments finis
<<Application a quelques probléme de perturbation singuliéres sensitifs>>, on fait un
rappel théorique concernant les problemes de perturbations singulieres sensitifs, puis on
procede au traitement analytique au sens de Fourier des problémes sensitifs, on présente la
MAPDD, Méthode de Décomposition Asymptotique Partielle de Domaine (Method of
Asymptotic Partial Domain Decomposition en anglais) proposée par G. Panasenko en
1996 qui est basée sur I’approximation d’un probléme continu par un autre probléme
continu (dit probléme décomposé) via des considérations asymptotiques, et dont la
discrétisation apparait comme plus simple que celle du probléme continu initial, on
consideére deux exemples de problémes sensitifs a traiter par la MAPDD, le premier est
monodimensionnel et le second est bidimensionnel.

Mots-clefs : décomposition asymptotique, éléments finis, estimation d’erreur, probleme
sensitifs
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