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Résumé

Dans, ce travail on se propose d’étudier les solution péri-

odique des problèmes paraboliques de réaction diffusion.

pour ceci on va utiliser la méthode de décomposition des

opérateurs qui décompose le problème initiale en plusieurs

problèmes approchés couplé qui seront étudier simultané-

ment .

ceci se fera on faisant une semi discrétisation en temps en

fin on passera à la limite .

Mots clés: Méthode de compacité, réaction diffusion, prob-

lèmes paraboliques, solutions périodiques, méthode de dé-

composition.

1. Introduction

Dans le cas des systèmes à coefficients périodiques .

L’équation considérée s’écrit donc :

X ′ = A(t)X (1.1)

où A est une matrice n × n de fonctions continues sur R à

valeurs dans C telle que :

A(t + ω) = A(t) ∀t ∈ R (1.2)

On appelle période de A le nombre ω ∈ R .

Théorème 1:
Soit Φ la matrice fondamentale de solutions de (1.1) .Alors

Ψ est ω - périodique et vérifie :

Ψ(t) = Φ(t + ω) ∀t ∈ R (1.3)

Alors Φ(t + ω) est aussi une matrice fondamentale de so-

lutions pour le système (1.1), de plus, pour toute matrice

constante R, on a:

Φ(t) = P (t)etR ∀t ∈ R (1.4)

Définition 1:
Les valeurs propres de la matrice eωR sont appelées multi-

plicateurs associés à l’équation (1.1) ou encore à la matrice

A ,et les valeurs propres de R sont appelées exposants car-

actéristiques de A .

1.1 Résultats complémentaires sur les solu-
tions périodiques pour les équations différen-
tielles linéaires d’ordre 2:

Nous allons encore présenter deux résultats sur les solu-

tions périodiques. pour cela nous intéressons à une équa-

tion de la forme suivante :

x′′ + a(t)x′ + b(t)x = c(t) (1.5)

avec a, b et c trois fonctions réelles continues et ω− péri-

odiques.

Théorème 2:
Considérons une équation du type ci-dessus .

L’équation homogène associée s’écrit donc :

x′′ + a(t)x′ + b(t)x = 0 (1.6)

Alors (1.5) admet une solution ω-périodique pour toute

fonction c(t) si et seulement si (1.6) n’en a pas .

Lemme 1:

L’équation différentielle (1.5) admet une solution ω-

périodique. si et seulement s’il existe une solution x vérifi-

ant la condition de périodicité :

x(ω) = x(0) x′(ω) = x′(0) (1.7)

1.2 Méthode de décomposition:

Pour montrer l’existence d’une solution de notre problème,

on va utiliser la méthode de décomposition des opérateurs

qui décompose le problème initial en deux sous problèmes

adjacents, après une semi discrétisation en temps de deux

sous problèmes, on récupéré une suites de solution péri-

odiques approches du problème initial, après on met en év-

idence des estimations à priori, enfin on passera à la limite.

1.2.1 Exposition de la Méthode de décomposition:

De façon générale et formelle , considérons le système

(u désignant éventuellement un vecteur):
{

∂u
∂t
+ ∂u

∂x
− ∂2u

∂x2
= f

u |Γ= 0 u(x, 0) = u0(x)
(1.8)

un approximation de u à l’instant nk et un+1 approximation

de u à l’instant (n + 1)k.

Première étape: On considère l’équation :

{

∂v
∂t
+ ∂v

∂x
= f1

v |Γ= 0 v(x, 0) = v0(x)
(1.9)

par la discrétisation en temps de (1.9) on trouve :

{

un+
1
2−un

k
= ∂un+

1
2

∂x

un+
1

2 |Γ= 0
(1.10)

1.2.2 Estimations à priori:

Dans ce paragraphe on fait des estimations à priori sur la

suite de solutions approches qu’on a obtenu ci dessus

on montrera que la suite de solutions approches obtenue

après la semi discrétisation en temps des deux sous prob-

lèmes demeure dans un borné de H1.

Passage à la limite: Dans ce paragraphe on étudie la

convergence de la suite et on passe à la limite ce qui donne

l’existence d’au moins une solution du problème .

1.3 Unicité:
Pour établir l’unicité on part de deux solutions et en util-

isant le lemme de Gronwall, on montre qu’elles sont égales

.

Deuxièmes étape : On considère la deuxième partie de

l’équation (1.8)
{

∂ω
∂t
− ∂2ω

∂x2
= f2

ω |Γ= 0 ω(x, 0) = ω0(x)
(1.11)

par la discrétisation en temps de(1.11) on trouve:







un+1−un+
1
2

k
= ∂2un+1

∂x2

un+
1

2 |Γ= 0
(1.12)

avec k = ∆t .

2. Position de problème

{

∂u
∂t
− a(x)∂

2u
∂x2

+ b(x)∂u
∂x

= f (x, t)

u |Γ= 0 u(x, 0) = u0(x)
(2.1)

ou a,b,f,périodique en x

on utilise la méthode de décomposition alors par la discréti-

sation en temps le problème rendre sous la forme :







un+
1
2−un

k
= a(x)∂

2un+
1
2

∂x2
+ f1 avec

un+
1

2(Γ) = 0
(2.2)

{

un+1−un+
1
2

k
= b(x)∂u

n+1

∂x
+ f2 avec

un+1(Γ) = 0
(2.3)







un+
1

2 − un = ka(x)∂
2un+

1
2

∂x2
+ f1

un+1 − un+
1

2 = kb(x)∂u
n+1

∂x
+ f2

(2.4)

on applique les résultat des EDO du 1er et 2ème ordre aux

problèmes (2.2) et(2.3) à coefficients périodique.

On pose : un = f1, u
n+1

2 = y ce qui donne:

{

y′′ − 1
ka(x)

y = − k
a(x)

f1 avec

y |Γ = 0
(2.5)

Et en posant un+1 = z, f2 = un+
1

2

{

z′ − 1
kb(x)

z = 1
kb(x)

f2 avec

un+1(Γ) = 0
(2.6)

On appliquera maintenant les résultats déjà obtenu pour les

EDO du second ordre à coefficients périodiques

3. Application Numérique

Enfin, on valide notre travail par une application numérique

simple!.
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