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Résumé

L’objectif de ce travail est l’étude de l’approximation numérique des solutions non-triviales

des équations de Marguerre-von Kármán pour le flambage d’une coque peu-profonde en-

castré. On propose une méthode de Kikuchi. On généralise le résultat obtenu par Kesaven

[1] pour les équations de von Kármán.
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1. Introduction

Soit ω un ouvert borné de R
2 dont la frontiére γ est suffisamment réguliére. On suppose

que la surface moyenne d‘une coque peu-profonde occupe la région ω et que cette coque

peu-profonde est encastrée le long du bord γ. Supposons en outre qu’une pression soit

appliquée au bord et que cette force dépende linéairement d’un paramétre λ.

Soit ζ le déplacement dans la direction verticale et soit λf la fonction d’Airy de contraintes

en l’absence de déformation. Soit ψ l’accroissement de la fonction d’Airy en cours de défor-

mation (donc ψ + λf est la fonction d’Airy dont les dérivées secondes nous permettent de

calculer les composantes du tenseur des contraintes de la coque peu-profonde déformée).

Alors les équations de Marguerre-von Kármán s’écrivent:











∆2ζ = [φ, ζ + θ] + λ[f, ζ + θ] dans ω,

∆2φ = −[ζ, ζ + 2θ] dans ω,

ζ = ∂νζ = φ = ∂νφ = 0 sur γ,

(1)

où:

θ ∈ H2(ω) définit la surface moyenne de la couque,
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Dans cet travail, on applique la méthode de Kikuchi [2] aux équations de Marguerre-von Kár-

mán, il généralise le travail de Kesaven [1] pour les plaques au cas coques peu-profondes.

2. Problème non linéaire continu

On définit un opérateur bilinéaire B : H2
0(ω) ∗H

2
0(ω)→ H2

0(ω) par ∀ξ ∈ H02(ω),

((B(ζ, η), ξ)) =

∫

ω
[ζ, η]ξdx

. A partir de B(., .) on peut définir un opérateur non-linéaireA : H2
0(ω)→ H2

0(ω) par

Aζ = B(ζ, B(ζ, ζ))

.

ϕ = χ− B(ζ, ζ)

où χ ∈ H2
0(ω) tel que:

{

∆2χ = [θ, θ] dans ω.

χ = ∂νχ = 0 sur γ.
(2)

On définit un opérateur L par
{

∆2Lη = −∆η dans ω.

Lη ∈ H2
0(ω).

(3)

soit λ0 une valeur propre simple du problème linéarise et soit φ0h un vecteur propre associé à

λ
0
, normalisé par ((Lφ0, φ0)) = 1 On s’intéresse aux solution (ζ, λ) de l’équation non-linéaire

ζ − λLζ −B(ζ, B(θ, θ)) + Aζ = θ.

Ψ = −B(ζ, ζ) avec λ ≪ voisin ≫ de λ0 et ζ de norme ≪ petite ≫
.Le principe de la méthode (cf.Kikuchi) est de cherche les solutionsζ de la forme

ζ = εφ0 + η

où ε > 0 un paramètre qui vers zéro, η un élément dans le sous-espace de H2
0(ω) orthogonal

à φ0, et de norme ≪ petite ≫ à préciser plus tard. Introduisons les opérateurs suivant:sε :

H2
0(ω)→ H2

0défini par:Sεξ =
1

ε
((Aξ, φ0))Lξ−AξetQ : H2

0(ω)→ φ0
⊥, le sous-espace orthogonal à

φ0 ,défini par la solution unique du probléme Qξ ∈ φ0
⊥,

(I − λ0L)Qξ = P0ξ

P0 étant la projection orthogonal de H2
0(Ω) sur φ⊥0 pour le produit scalaire ((.,.)).

Théorème 2.1 Soit ε > 0 et (ζ, λ) ∈ H2
0(Ω) ∗R, avec

ζ = εφ0 + η, η ∈ φ0
⊥

Alors (ζ, λ) est solution de l’équation

ζ − λLζ −B(ζ, B(θ, θ) + Aζ

si et seulement si η = QSε(εφ0 + η)

λ = λ0 +
1

ε
((A(εφ0 + η), φ0))

.

3. Problème non lineare discret

Dans ce travail on propose une méthode d’éléments finis conforme pour approcher le prob-

lème continu. On fait des hypothèses d’approximation sur les schémas choisis et ensuite on

obtient les estimations d’erreur sur les problèmes linéarisés associés. Soit η = H2
0(ω). On

approche η par des sous-espaces de dimension finie ηh Où h est un paramètre qui tend

vers zéro. On fait l’hypothèse d’approximation suivante sur les espaces ηh. Hypothése

d’approximation On suppose qu’il existe un opérateur linéaire rh ∈ lH3(ω) ∩ H2
0(ω), ηh) tel

que:

∀η ∈ Hm+1(ω) ∩H2
0(ω), ‖η − rhη‖ ≤ Chm−1‖η‖m+1, ω2 ≤ m ≤ l

Où C > 0 est une constant indépendante de h. cette hypothése implique en particulier que

∀η ∈ H2
0(ω), limh→0η∈ηh(inf‖η − ηh‖) = 0

Ce travailler directement avec l’opérateur non linéaire A.Donc il est nécessaire que l’on ap-

proche cet opérateur convena-blement. pour une méthode conforeme, c’est aisé à réaliser:

on définit d’abord un opérateur bilinéaire approché Bh : H2
0(ω) ∗ H

2
0(ω) → ηh,. Etant donné

ζ, η ∈ H2
0(ω), on définit Bh(ζ, η) par

ξ ∈ ηh, ((Bh(ζ, η), ξh)) =

∫

ω
[ζ, η]ξh

Donc Bh(ζ, η) est la projection orthogonal de B(ζ, η) sur ηh. Maintenant pour ζ ∈ H2
0(Ω) on

définit Ahζ ∈ ηh par

Ahζ = Bh(ζ, Bh(ζ, ζ))

Dans ce numéro on décrit l’algorithme de résolution du probléme discret. On s’intéresse aux

solution non triviales (ζh, λh) ∈ ηh ∗R du probléme

ζh − λhρhLζh −Bh(ζ, Bh(θ, θ)) + Ahζh = 0. (4)

soit encore ∀ωh ∈ ηh

((ζh, ξh))− λh((Lζh, ξh))− Bh(ζ, Bh(θ, θ)), ξh) + (Ahζh, ξh) = 0 (5)

Théorème 3.1 Soit ε > 0 et (ζh, λh) ∈ ηh ∗R avec

ζh = εφ0h + ηhηh ∈ ηh ∩ ϕ0h
⊥

Alors (ζh,λh) est solution de l’équation (3.1) si et suelement si ηh = TH,ε, ηh et

λh = λ0h +
1

ε
((Ah(εφ0h + ηh), ϕ0h (6)

4. Approximation de l’operateur non linéaire

lemme 4.1 Soit ζ, η ∈ H2
0(ω). Alors il existe une constante C > 0 indépendante deh telle que:

‖Bh(ζ, η)‖ ≤ C‖ζ‖‖η‖. (7)

‖Ahζ‖ ≤ C‖ζ‖3. (8)

lemme 4.2 Soit ζ ∈ H3(ω) ∩ H2
0(ω) et η ∈ H2

0(Ω). Alors il existe une constante C > 0
indépendante de h telle que:

‖B(ζ, η)− Bh(ζ, η)‖ ≤ Ch

1

2‖ζ‖3,ω‖η‖ (9)

lemme 4.3 Soit ζ ∈ H3(ω) ∩ H2
0(ω). Alors il existe une constante C > 0 indépendante de h

telle que:

‖Aζ − Ahζ‖ ≤ Ch

1

2‖ζ‖2‖ζ‖3,Ω. (10)

5. Estimation d’errer

Théorème 5.1 Il existe un ε0 > 0 et une contant C = C(ε0) > 0 tel que, pour tout h assez
petit et pour tout ε tel que 0 < ε ≤ ε0, on a

‖ζ − ζh‖ ≤ Chε + Ch1/2ε3. (11)

‖λ− λh‖ ≤ ch2 + chε2 + ch

1

2ε4. (12)
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