Existence de solution pour un certain

Moulay Aicha*

temps de I'inequation variationnelle
dépendante

Bensayah A.(encadreur)

Département de Mathématiques
Faculté des Mathématiques et Sciences de la matiére
Université Kasdi Merbah Ouargla, Algérie
moulayaichall@gmail.com

| Abstract I

Dans cet article, nous étudions I'existence d’une solution pour un example de l'inéquation
variationnelle parabolique
mot-clés: I'inéquation variationnelle parabolique , la méthode de Roth.

| 1. Introduction I

Lexemple suivant est le déploiement d’'un modele de probleme mécanique , On considére le
probléme pour trouver u = u(z, t) tel que

ut — Au = fdansQ x (0,T)
>0:0,u > 0:udyu =0 surl x (0,T) (1.1)
u(z,0) =ug Vo € Q

- On doit preuves I'existence de la solution et pour le preuve On utilisent la méthode de Roth.

2. Probleme classique I

Trouver u telle que

uy — Au = fdansQ x (0,T)
u>0;0u>0;udyu=0surl’ x (0,7) (2.1)
u(z,0) = ug Yz € Q

ouwu:Nx(0,7)— R

(1) — ula. )

N oy . PN du
QCcRY N >200 assezréguliere ,u; = i

3. Probleme variationnel I

[ut U—u} + [Au,v —u] > [fo—1]
u(t);v(t) € Kp.p (3.1)
u(0) =
[.,.] = produit scalaire dans L%(0,T, H) ou entre L*(0,7.V) et L*(0,T, V).
et V=HL ={veH v=0swlg} H=L[XQ); Vs H=V
Iy
K={veV,/v>0onT}

4. L'existence de solution I

4.1 Probléme discret
Pour chaque i = 1,2, ... On considére le probléme pour trouver la solution u; € K de

<¥,1! - ug> + aluj, v —u;) > (fv—u;) Vo eQ (4.1)
l'inéquation (4.1) < de
1 1
7, Ci = fro =) + alug, v = wi) 2 5 {uio1,v = ) (4.2)

Observe que u;_ savoir a pour chaque étape,et construire la fonction de Roth

t

— i) —ui (@) tE [timiy) (43)

() = iy (w) + =

- Pour montrer que uy,(z, ) convergent & une solution u(z. t) Quand n — oo de

(W'®) = f.0(0) = u(®)) +au(t), v(t) — u(t) > 0 (@4)

-Nous établissons quelque estimation nécessaire.

- Pouri = j — 1Nous prenons v = u; dans l'inéquation (4.1)et pouri = j on prenons v = u;_;
pour produire

<w = fiuj— “j71> +aluj_,uj—uj1) >0 (4.5)

wj = Uj]
— ‘Tff,u],l—u] +aluj,uj 1 —uj) >0 (4.6)

On additionne (4.5) et (4.6) on trouve

Hujfuj 117 +[IV(uj —uj DIP _,<uj 1= Ujo,Uj — U 1) (4.7)

a partir de laquelle nous obtenons
lfj = wjmr® + RV () = wjm) I < ljor = wjalf > 2 (4.8)

On appliquant l'négalité de Cauchy Schwartz et utilisent I'négalité élémentaire 2ab < a* + b*
pour le cas j = 1,0n choisissons v = u dans (4.1) pour obtenir

e = wlP + 191 = w1 < | (Fuo, ¥ = )| 49)
Si la donnée initiale uy & H%(2) N H{ lintégration par parties révéle que
[(Vug, V(uy —ug)) | < [{Dug, ur —ug) | < [ Do[[[ur = ugl|-
11—t

afin que nous ayons la borne de base ||
l'inégalité (4.8) montre que

|| < [|[Aug|| combinant cette estimation a

“’ li<ci=1,2n (4.10)
4.1.1 Lestimation a priori

- Pour ¢ une constant qui est indépendant de n, on choisissons v = 0 dans (4.1),une borne
similaire impliquant la norme suivant:

[[uilly <ci=1.2,.....n (4.11)
- ces obligation de fournir une estimation uniforme sur la dérivée u;l depuis u% —— 7}“"’1
1
- donc (4.10) dit que
lu, || < C pour t € [0,T] (4.12)

- qui donne immédiatement le résultat de équicontinuité w,(t) — u,(7) < c|[t — 7| pour t,7 €
[0,T] - pour la famille u,,n € N le théoréme de Arzela-Ascoli et I'intégration compact
de H( vers L*(w) puis la garantie que u, converge vers une fonction u dans I'espace
C([0,T], L*(w)),En fait u est lipschitzienne et donc différentiable presque partout dans [0, 7.
- Il reste a démontrer que la limite u résoudre le parabolique variationnelle (4.4),pour accom-
plir cette , On définie w,(t) comme la fonction de I'étape

Uy (t) = u; pourt € [t;i_q, ;] (4.13)

- ensuite de (4.11) que {u,} a une suite qui converge falblement dans HU que nous mar-
quons que {uy,} on outre (4.10) donne la borne|u,(t) — un(t)| < 7

L
- D’ou il se ensuite que la limite faible de cette séquence est u en exploitant la borne (4.12)

d’une maniére similaire
4.1.2 Passage a la limite
On voir que w,, converge faiblement vers v’ dans L2(0, T, L))
-en fonction de u,, et u,,I'inéquation variationnelle elliptique (4.1) est:
(un(t) — — up(t)) + alun(t), v(t) — un(t) <0 Vv e K (4.14)

- qui détient presque partout dans [0, T],pour les pomts arbitraires 7, et 7 dans [0,7] ,on
intégré (4.14) a partir de 7| a = donne

/ (utt) -

-On prend lim inf quand » — oo dans cette inéquation on trouve

foot) — ’uTn(f,)> e+ alup(t),v(t) — up(t)dt >0 Yo e K (4.15)

/T") <u’<f,> — foult) — u(t)> Fa(u(t),v(t) —u(t))dt > 0 Vv € K (4.16)

1
Quand @, — u et u, — u dans L2(0,T, LX) et la forme bilinéaire a(.,.) est faiblement
semi-continue.

alors u est solution de le probléeme variationnelle
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