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Notations et Conventions

e ) un ouvert de R?

o [2=H"Y

e H'(Q) = {u € L*(Q); g—;t e L*(0)}

o H™(Q) = {u € D'(Q):; Du € LX) |a| <m}

o HY() = {u € H(2).uj0 = 0}

O, v
e Vv =gradv = ( D, )

*v 0%
o Av —@4‘8—?;2



Introduction

Le mathématique est une science, non limité, qui a plusieurs branches d’entre elle I’ana-
lyse numérique qui se base sur les méthodes approximatives. celles-ci traitent les équations
différentielles.

Dans notre travail, on a établi des majorations de la distance des fonctions de régularité
donne a un espace de polynomes pour les normes d’espace de Sobolev.

Pour cela on a rappelé sur le premier chapitre les Notions Préliminaires qui contiennent les
espaces discrets avec un rappel sur les polynémes orthogonaux on a réfere [4]et[2].

Enfin on a parlé sur les polynoémes de Legendre qui forment famille des polynomes deux a
deux orthogonaux et unitaire satisfait cette propriété peut étre construire par la procédé
de Gram-Schmidt applique & la base canonique, dans l'espace L*(A).

Le deuxieéme et le dernier chapitre est consacré aux

Erreur d’approximation en un dimension : Ce travaille a pour but de majorer la
distance de fonctions de régularité donnee a un espace de polynomes, pour les normes de
sobolev definies dans le chapitre I.comme les espaces de sobolev que 'on considere ici sont
des espaces de Hilbert,cette distance est calculee au mayen d’operateurs de projection or-
thogonale sur I’espace de polynomes et a ete initialement estimee .L’etude s’effectue d’abord
sur l'intervalle A =]—1, 1[, puis sur domaines du type (]—1, 1[)¢ est un entier quelconque> 2.
1)- On définit Iy P'opérateur de projection orthogonale de L2(A) sur Py (A).

pour toute fonction ¢ de L?(A), myp appartient a Py (A) et vérifie : Vioy € Py (A),

f_ll(cp — ) ()N (C)d¢ = 0. alors myp dans I'espace de polynome Py (A). la fonction ¢
dans L?(A) s’écrit comme combinaison linéaire & la base de polynome de Legendre.

alors : o = ST "L, avec TN = nyzo ©" Ly,

on montre la majoration de [|¢ — x| r2(a) & partir de I'estimation a poriori (2.3) a I'aide

de Lemme@ est une conséquence de I'opérateur d’injection A continu de H**? dans H*



et lopérateur d’injection A™ de HT?™ le Théoréme fournit une majoration d’erreur
d’ordre optimal entre une fonction quelconque deL?(A) et sa projection sur Py (A).

aussi I'opérateur 7y posséde de propriété d’approximation dans les espace de Sobolev
d’ordre négative.

alors :[|¢p — TNl g-r(a) si 'on essaie d’écrire une majoration d’erreur optimale de

I — vl ma

2)- On définit 73" Popérateur de projection orthogonale de H}(A) sur P (A).

pour toute fonction ¢ de Hg(A), 7y ¢ appartient & PO (A) et vérifie : Voo € P (A),
[ = (m0) ) (W' (€)d¢ = 0 alors (my’y) dans Iespace P, (A), ¢ dans L*(A).

on montre la majoration de ||¢ — W]l\}og0||H1(A) a partir de l'estimation a poriori (2.6) pour
la distance 1'espace H'(A).

et on montre || — 7y"¢||z2(a) & partir de l'estimation & poriori (2.7) pour la distance 1'es-
pace L?(A). on applique Videntité : (73 @) = my_1¢

quad Comme (73 )" appartient bien & Py_;(A), alors :||g0—7r11\}0g0||H1(A) = ||g0—7r11\}0g0||L2(A)
et en utilisant le Théoreme(17) on montre de ce Théoréme.

La majoration de [ — 73 0| £2(s) s'obtient grace la méthode classique de dualité d’Aubin-
Nitsche.

3)- On définit 75" Popérateur de projection orthogonale sur Py(A) N HE(A) .

pour toute fonction ¢ de H™(A) N HY(A). on montre la majoration de ||p — ’/T]l\}OQOHHZ(A)
A partir Pestimation & poriori (2.15) pour la distance I'espace de H'(A). a l'aide en trois
temps :

i)- en utilisant la définition 75° et 75 1° que [¢ — Wf\;OHHk(A) = |l — (W]’i;ogo)/||Hk_1(A) =
¢ — Th 500 e ayalorslle — T80 ey < el — T @ |l ae-1(a) on démontre par
récurrence sur k la majoration pour ¢ = k

ii)- a I’aide la méthode de d’Aubin-Nitshe.

iii)- pour tout entiers k et ¢, k > ¢, toute fonction v» de H}(A) vérifie :

1—2£ £
160 meny < Nl 1l

Erreur d’approximation polynémiale en dimension finis quelconque : Dans ce qui
suit, on note Q louvert | — 1,1[%, olt d est un entier quelconque > 2. Le but de ce para-

graphe est d’établir des majorations, de la distance dans un espace H*(Q) d’une fonction
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de régularité connue a un certain espace de polynomes. on présente les démonstrations uni-
quement dans le cas d = 2. On désigne par = = (x,y) le point générique de €2 dans ce cas.
Les démonstrations reposent essentiellement sur les résultats de la Section ([2.1]), utilisés sur
chaque variable avec un argument de ”tensorisation”. Ceci signifie que I'on va faire appel a
la propriété suivante, en dimension d = 2 par exemple,

L3(Q) = L*(A; LA(A)) et HY(Q)) = HY(A; L2(A)) N LA(A; HY(A)).

1)- On définit Iy Popérateur de projection orthogonale de L?(Q) sur Py(€2).

pour tout fonction v de L*(Q).

- comme W](\f) o W](\Z;)U appartient a Py () et que les Ly, (z)L,(y), 0 < m,n < N, forment
une base de Py (€2).

On montre la majoration de ||[v — Ilyv||12(q) I'estimation & poriori (2.3) pour la distance
dans L*(Q).

On applique l'identité : I1y = W](\}B) o W](\?). et le Théoréme.

2)- On définit 75" Popérateur de projection orthogonale de HZ () sur P (€2).

On montre la majoration de ||jv — H}\}OUHHl(A) I'estimation a poriori (2.4) pour la distance
dans H'(Q) avec v de H™(Q) N H} ()

et On montre la majoration de |Jv — Ty v||z2(q) I'estimation & poriori (2.4) pour la distance
dans L?(2). On applique la méthode de dualité d’Aubin-Nitsche.

3)- On définit TI5° 'opérateur de projection orthogonale de HJ(Q) sur Py (Q) N HE(€).
pour tout v dans H™(2) N H(Q) s’écrit combinaison linéaire a la base de polynome de
Legendre .

On montrel||v — H’f\}OUHHk(Q) I'estimation & poriori (2.12) pour la distance dans H*((2).

La démonstration du théoreme pour les fonctions peu régulieres qui relevé de la théorie

générale de l'interpolation entre espace de Banach.



Chapitre 1

Notions Préliminaires

1.1 Les espaces discrets

On définit les espaces des polynomes, tout d’abord en dimension d = 1, puis dans le

domaine de dimension d > 2. qui sont produit des intervalles

Notation 1 Pour tout entier n > 0, on définit Py comme les espaces des polynomes sur
R a valeur dans R, pour tout intervalle ouvert A on note Pn(A) espace de restrictions a A

des fonctions de l’ensemble Py .

Notation 2 Pour tout entier n > 1 et pour tout intervalle ouvert borné A de R on mote

PY(A) l'espace des polynomes de Py (A) qui s’annule auz deux extrémités de A.
1) un polynome appartient & P%(A), n > 2, A =|a,b| si:

p(z) = (z —a)(x — b)g(x) tel que ¢ € Py (1.1)
2) Les bases de Py sont formées par les €™, 0 < m < n alors on déduit le résultat suivant :

PQ(A) =n—1



En dimension d > 2 :on travaille dans des domaines €2 des tensorises c’est a dire du type
Ay x Ay x ... x Agoules A; = Ay, ..., Ay sont des intervalles de R, on note u = (uy, ..., ug)

le variable de R,

Définition 3 Pour tout entier n > 0 et pour tout domaine €2 égale au produit
Ay X Ay X ... x Ayg. On note Pn(QQ) Uespace des restrictions sur Q a valeur dans R de
degré < n par rapport a chaque x; ;i = 1,...,d alors tout polynome p € Py () s’écrit sous

forme :

p(1, ..y g) = Z Z Z Qg 1 Ty 22 (1.2)

m1=0mo=0 mq=0

OU Qs ooy, SONT TEELS.

Proposition 4 Soit 2, le produit de A; X Ay X ... X Ay des intervalles ouverts de R et Q34
le produit Ax x Ay X ... X Ag_1. pour tout entier n > 0 et toute base

{Pn, 0 <m < n} de Py(4), un polynome p € Py

P, ) = Y G, e a1 )P (20) (1.3)

m1=0

ot les qm, 0 < m < n appartient a Pn(Qq_1)

Preuve. considérons Q2 = (] — 1, 1[)¢ pour un intervalle A de R.

la proposition est alors équivalent au résultat suivant : Pour tout entier n > 0 et tout
base {®,,,0 < m < n — 1} de Py(A) Les polynomes définie par : @,,, @ ... ® ®,,,, est
Dy @... @ Py (21..20) = Py (1) ® .. @ Py, ()

forment pour chaque m;, i = 1,...,d (décrit les entier entre 0 & n) une base de Py(£2) .
Ceci évident lorsque par exemple les @,, corncident avec ™ 0 < m < n, pour les problemes

avec condition aux limite essententielle on introduit les espaces suivants. m

Notation 5 Pour tout entier n > 1 et pour tout ouvert égale un produit : A; X Ay X ... X
Ay des intervalle ouverts bornées de R . On note P () espace de restrictions a 0 qui

s’annulent sur OS2



Proposition 6 Soit ; le produit de A; X Ay X ... x Ay des intervalles ouverts de R et Q31
le produit Ax X Ay X ... X Ag_1. pour tout entier n > 1 et toute base

{9,,,0 <m <n—1} de P () un polynome p € PQ(Qq) si est seulement s’il s’écrit sous
la forme :

p(1, .y q) = i G (T1, ooy Tg1) Pon(24) (1.4)

mi1=0

ou les ¢, 0 <m < n—1 appartient a P (Qy_1)

Preuve. Pour tout entier n > 1 en définit Q = (] — 1,1)4 et P} (A), la proposition est
équivalente au résultat suivant : les polynomes définit par ¢,,, ® ... ® ®,,, formés lorsque
m; décrit les entier de A & n — 1, une base de P%,(2).

On définit des proposition @et

La dimension des espaces Py (A) et P (A) lorsque Q et un ouvert tensorisées

dimPx(A) = (n 4 1)

dimP%(A) = (n — 1)

1.2 Rappel sur les polyndémes orthogonaux

1.2.1 Polynéme de Legendre

Dans cette section, on a démontré plusieurs propriétés importantes de polynomes de
Legendre qui seront utiles par la suite. Les polynomes de Legendre forment famille des
polynomes deux a deux orthogonaux et unitaire satisfait cette propriété peut étre construire

par la procéde de Gram-Schmidt applique & la base canonique, dans I'espace L?(A).

Lemme 1 Soit n € N, et soit L, un polynome non nul de degré n qui soit orthogonal a

Py_1(A) pour le produit L*(A). Alors



i) Ly, a la parité de son degré : L,(—x) = (—1)"L,(z)

ii) Les zéros de L, sont réels strictement compris entre -1 et 1.

Preuve.

1) Le polynéme L, définie par L,(z) = L,(—x) est lui aussi orthogonal & Py_y(A) et de
degré n. Donc L, est proportionnel & L,. Comme la symétrie est involution, L,, est en fait
égale & +L,, ou a —L,, et comme le degré de L,, égale n on obtient(i)

2) Soit ¢ la nombre de zéros du polynome L,, qui sont distinct strictement compris entre -1

et 1 et d’ordre impair. Soit x1, ..., z; les zéros du L,, si | < n les polynomes L,, est orthogonal

a tous les polynomes des degré < n — 1 alors

/_ Ly(x)(x —x1)..(z —2p)dx =0

1

ceci impossible car la fonction integre ne change pas de signe donc ¢ = n ceci montre que

L, ne s’annulent pas en -1 et 1 alors on peut définir les polynémes de Legendre. m

Définition 7 On appelle famille (L), de polynémes deuzx & deux orthogonaux dans l’espace
L2(A) et tel que pour tout entier n > 0, le polynome L,, est de degré n et vérifie L, (1) = 1.
pour n. = 1, on note (y,...,(, ses zéros avec la convention —1 < (4 < ... < (, < 1 on

Uappelle les points de collocation de Gauss.

Définition 8 Soit n > 1 les (n — 1) zéros de L, sont tout distincts et tous intérieurs a A
on aainsi —1 =& <& < ... < &1 <& =1 tel que &, ..., &, sont les zéros du polynome

(1 —2?)L,,(z) et sont appels les points de collocation de Gauss-Lobatto.

Remarque 9 .
. s . / \ . .
i) Les zéros des L, et aussi ceux des L, sont trés importants, car ils sont au fondement de

toute la méthode spectrale de collocation.
Ly,

[ Lnll L2
forment une base orthonormale de L*(A) cette base aussi la base des vecteurs propres

i) Comme L,, forment une base orthogonale de L*(\) on définie L} par : L =

10



d’opérateur de Sturm-Liouville (d’ot le nom de méthodes spectrales pour les méthodes uti-

lisant de telles bases de polynomes).

Corollaire 10 Pour tout entier n > 0 on note k, le coefficient de x™ dans L, (z).

Preuve.

(1 —22)" = (=1)"2?" + Ya,_o(x) OU Pg,_» est un polynome de degré 2n — 2

d" o . (2n)la™
(L= 27)" = (21" Raa(2)
ot R,_1(z) est un polynéme de degré (n — 2) on obtient L, est de degré n, sa parité est
2n)!
telle de n son coefficient dominant est k,, = (2n) [
27 (n!)?

Proposition 11 pour tout entier n > 0 le polynéme L, (x) vérifie I'équation différentielle

sutvant :

% ((1=a%) L)) +nln+ 1) La(x) = 0 (1.5)

Preuve. p

On sait que . (1 —2?) L, (z)) est un polynéme de degré < n pour tout polynome ¢(z)
x

de degré <n —1

/11 % <(1 -’ L/n(l’)) o(x)dx =

on intégrer par partie

(1= s@)e)] - [ (=) ¢@) L

= [—Ln(:v) ((1 —z?) gpl(m)ﬂl X + /1 % ((1 —2°) gpl(:zr)> L,(z)dx =0

-1

d /
puisque e (1 —2?) ¢ (x)) est un polynome de degré < (n —1). On en considere qu'il
x

d /

existe un nombre A, tel que . (1 = 2% L,(2)) + ALy (z) = 0 pour déterminant \, dans
T

I’égalité suivante :

"

—2zL, () + (1 — 2L, (2) + A Ln(z) =0 (1.6)

11



—2nk, —n(n — Dk, + \k, =0
—2nk, — n’ky, + nk, + Ak, =0
—n2k, — nky, + Ak, =0
—(n® +n)k, = —A\kn

An = n(n + 1) on multiple 'équation (L.5)par L,,(z) et on intégre par partie on obtient
I’équation suivant :

1

/ (=2 Lfa) Ln(a)do + 0+ 1) / Ly () L () dz = 0

-1

(1 —2?) L,(2)L(2) |, —/_ (1 —2?) L,(2)L,,(v)dz + n(n + 1)/ Ly(2) Ly (x)dz = 0

1 -1

alors

—/ (1-—27) L (z)L, (z)dz + n(n + 1)/ Ly(x)Ly,(x)dz =0

1 -1

L / 1

/ (@)L, (2) (1 - 2?) de = n(n + 1) / Lo(2) Lon(2)dz = 0

—1 —1

ceci veut dire que (L)), est une famille de polynéme deux & deux orthogonaux pour la

mesure (1 — z?)dz sur A =] — 1,1[ la derni¢re conséquence de 'équation ((1.5) on prend

x = 1 dans I"équation (|1.6)) on obtient :

—2L (1) + (1 — ()L, (1) +n(n+1)L,(1) =0
/ / 1

—2L (1) 4+ nln 4+ DLa(1) = 0= L.(1) = % .

Lemme 2 (Formule de Rodrigues)
Pour tout entier n > 0, le polynome L, (x) est donné par :

(-1 a

Ln(®) = 0 gam

((1=2%)"). (1.7)

Preuve.

On voit que la fonction (1 —2%)" est un polynome de degré 2n ainsi que ses dérivées jusqu’a

12



l'ordre < n — 1 et sannulent en 1 et -1 en intégrant n fois par partie alors pour tout

polynome ¢ de degré <n — 1
1 dn .
/_ (ﬁ (127 ) o(x)dr = T
n—1 1 n
g x2>n) o (2)de = ... = (—1)n/ 1T — 0

1 dx™

1
- /1 (dmnl
Alors —n(l — %)™ égale un constante que multiple par L,, pour déterminer la constante

1

n

T
on calcule (1 — z2%)"|,—; =0

(L2 (L+a)" = n(l—a)" (= 1) (L)oo Fn(l+a) " (1-2)"|oy =

d
1—22)",0q =
(1=2%)"amr = -

dn

dz
0
—(1 —2)"(1 + x)"|,=1 = n!(—=1)"2" + 0 puisque d—(l — 2%)"[a=1 = C.Lin|o=1

I'IZ

dz
d
— nl(-1)"2l =¢ d—(l — 23" =nl(=1)"2"L,
xﬂ
(=" d 2yn _
Sl dggr T T = Lala)
Corollaire 12 Pour tout entier n > 0, on a la formule
1
L2 (2)dx =
[ e =

1

Preuve. En effectuent I'intégration par partie :
1 Logr dr
1— 2\n 1 — 2\n d
| = =t
dn+1

/_1 L2 (x)dx = e

1

1 /— <df;j1)(1_552)”(W)(1—x2)"dx =..

(1-— x2)n} 71_2271(”!)2 .
2n)! ! o\n
22(n(n)!)2 /_1(1 —z°)"dx

R
{dx"—l( - ) dzn
CLr [ = e -

-1

- 22n ()2

- 22n ()2

on calcule l'intégrale

/_l (1— 22)da — 2/01<1 — ?)nde

1
E on+1
sin“™" 6do

0
= -2 / sin?"*t1 9do = 2 /
0

[SIE]

13



on obtient 'intégrale de Walis :

™

5 22n+1 ! 2
2 /2 sin?" ! df = &
0 (2n 4 1)!
en remplagant on obtient :
1 241 (112
2n)! 227+ (p! 2
/ 12 (x)dz = 20 ) _ (1.9)
. 22n(ph)?2 2n+1 2n+1
1
1 Loll?oiny = n
olors Wl =
. : : (2n)!
Corollaire 13 Pour tout entier n > 0, le coefficient k,, de x™ dans L,(x) est k,, = ()2
m(n!

Preuve. Ecrivons

(L)1 = (1

e —=1" + R,_o(x)

on R, o(x) est un polynéme de degré n — 2. on obtient L, est de degré n, sa partie est telle
(2n)!
2n(n!)?

de n son coefficient domina est k,, =

Lemme 3 [/
Pour tout entier n > 0, on a la formule
v 1

Preuve.
Soit

G (2) = / " L)t

-1

qui est un polynéme de degré (n + 1) qui s’annule en 1 et -1

Gria(—1) = /_1 L(t)dt = 0

1

14



1

Gon(1) = [ Lo(t)dt = [

-1

(_1)71 dn—l
2nn) dxn—1

D’apres la définition de L, (z) 'identité

/_1 Ly (2) G (z)da = /1 Lon(2) Gy (2)dz

1 -1

est vrail .
B 1
Ym > 0= L2 (z)dr = T
1 n+ 5

/ 12 \(x)de =

1 n—

et

pour n > m+1et m > n+ 1 'identité est nulle alors on peut écrire G,,11(x) sous la forme :
Gn—&-l(aj) = anLn(x) + an—an—l(x) + an-i—an—i-l (ZL’)
les coefficient a,, = 0 puisque les polynémes G, 41(x), Lyi1(x) et L,_1(x), d'un part et les

polynomes L, (x) d’autre part sont de parité différentes. Il reste de calcule a,,_1 et a,, 41, en

comparent le coefficient de z"*!

n+1
(2n)! (2n + 2)! o1
2(n!)2(n +1) Honti((n 4+ 1)1)2 H
1
Qny1 = 5—— ona Gni1(1) =0
p—1Lyp_1(1) + apg1 L1 (1) =0

Op—1 + Qpy1 = 0= Opt1 = —Qp_1 =

= p+1kne1. En utilise corolaire 1)

(2n+2)(2n+1)
2(n+1)

=1=a,.12n+1) =

.
2n+1

Lemme 4 Pour tout entier n > 0, on a la formule de récurrence

N K1 s Kb r o
Preuve. On sait que le polynome L;  ; — %xL:‘l est de degré < n et orthogonal a tous

polynome de degré < n — 2 lorsqu’il existe

k,*
Ly () = ZfleZ(fv) = un Ly (x) — vnly_y(2)

n

15



le coefficient u,, est nul puisque le polynome L; d’une part et les polynome L, vL; et

L, d’autre part sont de parité différentes il reste a calcule le coefficient v,, en multiple la

formule(1.2.1)) par Ly _,

Do (@) L () = 5200 L5 (1) Ly (1) = i 0). Ly () — (L (0))°

n

on intégré :

1 -1

1 k* 1 1
| L@ L@ =22 [ aLi@).L @ - o [ (@ @)

ke, [ :
0= Cntl / eLf(z). L% (z)de — v, / (Lo (@))*de

ke S -1
en notant xL; | = Z::lL:i‘ + Yn_1 OU @,_1 est un polynome de degré < n — 1 et en
remplacant "
k:ri-l ! * 2 ! * 2
0=-55 [ (Ln() de = [ (L5 (x)) dx
(kn) -1 -1
k:. .k
= v, = n+1-"n—1
(k3)?

Corollaire 14 La famille (L), est donné par les relations :

Lo(w) =1, Li(x)== (1.12)

(n+1)Lypt1(z) = 2n+ 1)L, (x) — nly_1(2)

Preuve. En remplagant chaque L} (z) = \/n + 3L,(2), et k, = {/n + 3k, dans la relation
de récurrence de lemme({f))on obtient le résultat (n+1)Ly41(z) = (2n+1)azL,(x)—nL,_1(x);
n>1n

Proposition 15 L’opérateur de Sturm-Liouville est définie par :

A:u— —((1—2?)u) est autoadjoint positif sur L*(A) de domaine D(A) ot

D(A) = {u € H'(A) (1 —2®)u" € L*(A)} les LY sont la base de ses vecteurs propres
normalisés :

A\, >0 tel que ALY = N\, L et AL, = \,L,, de plus \, =n(n+1).
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En général on a :
D(A™) = {u€ H™(A) (1 — 22y ~"dju € L*(A), j =m+1,...2m)}

Preuve. Voir [7] =

Lemme 5 Pour tout entier n > 1, le polynome L, () est vérifie

1
[ L@ids = nn+ 1) = | LalBo (113

Preuve. On a :

n(n+1) —n(n+1

=L (1) = et L, (—1) = 5

lorsque n est impair. =

lorsque n est pair et égale L;(—l) =

17



Chapitre 2

Erreur d’approximation polynémiale

Ce chapitre a pour but de majorer la distance de fonctions de régularité donnee a
un espace de polynomes, pour les normes de sobolev definies dans le chapitre I.comme
les espaces de sobolev que 1'on considere ici sont des espaces de Hilbert,cette distance est
calculee au mayen d’operateurs de projection orthogonale sur 'espace de polynomes et a
ete initialement estimee dans [4] .L’¢tude s’effectue d’abord sur l'intervalle A =] —1, 1], puis
sur domaines du type (] — 1,1[)¢ est un entier quelconque> 2. on conclut en presentant
un resultat de relevement de trace polynomiale. le parametre de dixretisation est un entier

positif note N. Le symbole ¢ designe une constante positive indepondant de V.

2.1 d’approximation polynémiale en un dimension

On étudie tout d’abord la distance & l'espace Py (A), pour le norme de 1'espace L?(A).

2.1.1 Le projection 7y

Notation 16 On note my ['opérateur de projection orthogonale de L*(A) sur Pyn(A). Ceci

signifie que, pour tout fonction ¢ de L*(A), iy appartient ¢ Pyn(A) et vérifié
1

Vi € Pu(A), / (o — mn ) (O (¢)dC = 0. 2.1)

-1

18



Une autre facon de caractériser cet opérateur consiste a remarque que les polynomes sur A
forment un sous-espace dense dans [’espace des fonctions continues sur A et donc dansL?*(\).Par
conséquent,la famille (L), des polynomes de Legendre est une famille totale de [’espace
L*(A). Comme ces polynomes sont deux d deuz orthogonauz dans L*(N), toute fonction ¢

de lespace L*(A) admet le développement

+0c0 1 1
_ L, L L.(O)d 2.2
’ ;so avee " = 7 B A)/ ©(C)Ln(¢)dC (2.2)

et U'on a
N n
TNY = Zn:()@ L,

Théoreme 17 pour tout entier m > 0, il existe une constante ¢ positive ne dépendent que

de m telle que, pour toute fonction ¢ de H™(A), on ait

I = mnell2y < eNT™[@llama (2.3)

on commence par prouver un résultat de continuité de I'opérateur auto-adjoint positif A

dans L*(A)
d /

Ap = (1= )

Lemme 6 pour tout entier £ > 0, l'opérateur A est continue de H*"2(A)dans H*(A)et pour

tout entier £ > 0,m > 0 Uopérateur A™ est continue de H*™™dans H*(A)

Preuve. On vérifie par récurrence sur I'entier £ > 0,

k k+2 k+1 k
% -1~ Cz)fwf +2(1 - k)g‘;ckjf k(k + 1)24‘5
lorsque k=0
Ap= L1 = o) = —(1 - ) T 1o
LTS v acz " vac
lorsque k=1
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d(Ap) d3p >  _dyp d%p d3p d*p dgo
— = (1-3)=—ZL +2 2—/— +2 =—(1- — —
@ ( C)d<3+cdg2+ <+<dc2 ( C)d<3+<dg2+ ac
) dk_l(Ago) dk+1g0 dk_l ‘
sl dck1 =—-(1-¢) dCk+1 + 2k§d_<k + k(k — )de—l . est vraie
dk(Agp) ) dk+2<p dk+1g0 dkgo dk—HgO dkgo
i - —(1-¢ )deH +2¢ e T 2k ok T ngdckﬂ + k(k + 1)de
dk+2@ korlgO dkgp
2
_(1—C)d<,,€+2 +2(k+1)(d€k+l k;(k+1)de
En appliquant l'identité Vk,0 < k <,
dk(AgO) dk+2tp k1 k

¥
| ey < el ey + 557 2y + 15 22a))
d¢ d¢ d¢ d¢

alors A : H*2(A) — H*(A) est continue d’ott la premiere affirmation du lemme. On déduit

alors la seconde en itérant m fois ce résultat.

A™ HPM(A) — HY(A) est continue
|
Démonstration du théoréme (|17)) :

Etant donnée une fonction ¢ de H™(¢) pour laquelle on écrit la décomposition (2.2),il faut

estimer | )
"= L,(()d
At T e IRCGLACL

-1

On va distinguer deux cas, suivant quem est pair ou impair.

1)Lorsque m est pair m = 2k et ¢" = Wf—ll ©(C)L,(¢)d¢, d’apres "équation
L2(A)
différentielle
= [ p0an@ac
Y = ' n
||Ln||%2(1\) n(n+1) /4

comme l'opérateur A est auto-adjoint dans L?(A), on obtient

| 1 !
SRt T veries ) ICCIOLAGT

n(n+1

20



En itérant k fois ce résultat, on en déduit

1 1 !

o / (A*0) ()L (C)dC

LallZ ) (R(n+ 1)E

On constate donc que

>N 1 AR L()d
”90 - 71-NQOHLQ(A) - nzN:—H (n(n I 1))2k(

2 2
HLnHi2(A) ) ||Ln||L2(A)

On minore alors les n(n + 1)par N? ce qui donne

400 1 k
A L, (O)d
lo = mnlZany < N7 Y (f—l( 90)(5) (€)d¢
n=N+1 HL"”L?(A)

)l LnllZ2a)

JH (AF¥) () La(C)d¢

[ Lnll72 )
Legendre , on a

sont les coefficients de A*y dans la base des polynomes de

Comme les

+oo 1 Ak Ln d
lo — myplZay < N7 ST (f_1< ©)(C) La(¢)d¢

L2 >2HLnH%2(A) = N74kHAk90H%2(A)
n=N+1 nIL2(A)

En utilisant le Lemme@ on obtient
AP H? (A) — HO(A) = L*(A)
alors
o — mnellZay < N1 A |72y < eN ™|l 7
= [l — mvellizn) < eN72olFm
Lorsque m est impair :m = 2k + 1 on obtient comme précédent

1 1

= T G T L4900

On utilise ’équation différentielle et On integre par partie :

P ! / (A4) (OLL(1 = )
HLnH%%A) (n(n—{—l))%H —1 "

21



On voit alors que

o= vl = 3 1 (24 (A%) (Q) Ly, (1 = )dC)?
Y = TNPlL2n) = et (n(n + 1))2k+1) ‘|Ln|’%2(/\)

On note que, comme (L, ),, n > 1,sont deux & deux orthogonaux pour la mesure (1 — ¢?)d¢

pour toute fonction ¢ deH'(A) admet le développement

JL A (OLLO — ¢Pd¢
J5L2(O(1 = ¢2)d¢

s e = SR SR UL YOLQO = Y
Wl = | #200-C1a0 = S0Pl = 3o e o m o |

&1 (LYQLLQOOA =)o)
N Z n(n+1) L2

rn>1;

+oo
V= ZQZJ”LH, avec YP" =
n=0

-1

En appliquant cette formule pour la fonction 1) = A¥y et en minorant (n(n + 1))%**! par
N2+ “on voit que

1

o = mplfan < N2 [ (40O - ¢
-1
Et on conclut
o — 7TN§0||%2(A) < eN72|(AM) ”%Q(A) < CN_MHA%H?F(A)’

d’ot, d’apres le Lemme([0)),

lp = mnellzzy < N7 @l Ema,

Remarque 18 Le Théoréme fournit une majoration d’erreur d’ordre optimal entre
une fonction quelconque deL*(A) et sa projection sur Px(A), c’est-a-dire que la puissance

1
deﬁ est €gale a la différence des ordres des espace de sobolev entre les membres de droite

22
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et de gauche de [’équation. On constat en effet que ce résultat ne peut étre amélioré si une
fonction ¢ s’écrit

+o00
Y = Zan(Ln—l—l - Ln—l)
n=1

N
TN = Z an(Ln—‘rl - Ln—l)
n=1
+0o0
Y —TNP = Z an<Ln+1 — Ln—l)
n=N+1
“+o00
(an-i-l — an—l)Q
llp — 7TN90||2L2(A) =2 Z

vl 2n +1

!

400 —+o00
0 = an(Ly =L, ) =) on@n+1)L,
n=1 n=1

+o0
H%OH%F(A) = ||l H%Q(A) = 2204721(2” +1)

n=1

on choisi

(2n+1)"7  si ne pas divisible par
Oy =

0 autrement
o€ H(A) si2y—1>1=2y >2=~v>1cet Hg0—7TN90H%2(A) est de l'ordre
de N77. Cependant ce résultat ne peut étre amélioré pour de fonction représentant des
singularité aux extrémités de l'intervalle. L’opérateur my possede également des propriété
d’approximation optimales dans les espaces de Sobolev d’ordre négatif. Elle sont énoncées

dans le corollaire sutvant.

Corollaire 19 Pour tout entiern > 0, k > 0 existe une constante C positive ne dépendant

de m et k tels que pour tout fonction p € H™(A) on ait

o — mnellsa < N4 ellam (24)
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Preuve. [4] par définition de I'espace H*(A)

B I (@ = ) (Qw(C)d¢
HQO_T"N(PHH*’“(A) = Ssup
YEHE(A) H1/1||Hk(A)

En utilisant (2.1)on voit que

1 1
/1(90—7TN90)(C)¢(C)65C = /1(90—7TN90)(C)(¢—7TN¢)(C)dC < le=mnellemllv—mndllrz)
il suffit alors d’applique la majoration (2.3)du théoréme

1
[ 0= me) Q001 < N lamy N1l

1

JL (e = ) (O(C)d¢
11|z

< eNF | rmay

si I'on essaie d’écrire une majoration d’erreur optimale de ||¢ — x| m1(a) On s’apercoit
qu’elle ne peut pas étre amélioré on démontre dans le cas particulier

= o = mvelmm < CNYlollm

on choisie ¢ = Lyy1 — Ly

/ /

¢ =Ly, — Ly, = (2N +1)Ly

H@H%ﬂ(A) = ||90,H%2(A) =2(2N +1)
el ) = V22N + 1)
TNe=—Ly_1 el ¢o—7mNp= LNy
e — WN@H%H(A) = (N+1)(N +2)
lp = mnpllm ) = VN + (N +2)

il s’agit de construire un autre opérateur pour lequel une majoration d’erreur soient vérifier

dans la norme ||| g1(a). on s’intéresse dans un premier temps a I’approximation de fonction

de Hj(A) sur espace P (A). =
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2.1.2 Le projection 7r]1\}0

Notation 20 on note 75" Uopérateur de projection orthogonale de HE(A) sur P (A) pour
le produit scalaire associé a la norme ||.|gia) ceci équivaut a dire que pour toute ¢ €
HE(A), 730 € PQ(A) et vérifie :
1
i €PR(W), [ (¢ = ()0 (O =0 (2.5)

Théoreme 21 pour tout entier m > 1, il existe une constante c¢ positive ne dépendante

que de m telle que, pour tout fonction ¢ de H™(A) N Hy(A), on ait
lo =7 ellmay < N[l (2.6)

lo = 75" llizea) < eN""l@llmma) (2.7)

Démonstration :[4] On commencons par établir la premiere majoration (2.6), elle est

vérifie pour N=1, on suppose N > 2 on va établir I'identité :

(TN'9) = o1y (2:8)

pour cela on considere un polynome quelque xn_; de Py_;(A) et en posant que

¢ 1
bn(0) = / (e () — / v (W) dp)de

-1 1

- R / A~
on s’apercoit comme la somme d’une constante A et de la dérivée ¢, d’un polynoéme dans

P%(A). On a alors

/ (@ — (70) Y Oxwa(Q)C = / & — (100) ) (O (C)dC + A / (¢ — (T00))(Q)dc

1 -1

. en utilisant d’une part la définition (2.5) de 'opérateur 7r]1\;0 et d’autre part le fait que

»— ﬂ]l\}ogo s’annule en £1, on obtient

/l(w' — (m3"9) ) (O xn-1(¢)d¢ = 0

25



Comme (73 )" appartient bien & Py_y(A), on en déduit Iidentité (2.8). On a alors

lo = mx" el = e = mn-1(9) N2y
et, en utilisant le (2.3) le Théoreme
le" = (T llmay < e(N = 17" D@ | gmos

< NVl may

la majoration de |l¢ — mx || r2(a) S'abstient grace a la méthode classique de dualité

d’Aubin-Nitsche, qui consiste a remarque que

1
1,0 f_1(90 - W}\}OSO)(C)Q(OdC
HSO — TN 80HL2(A) = sup
geL?(A) ||9||L2(A)

Vg € L?(A), on note x I'unique solution dans HJ(A) du probleme

Vi € Hi(A), / RYGIIGIS / (RO,

on utilise l'intégralité de poincaré-Freidrichs, en prenant ¢(¢) = x(()

1 1 1
1/c / (e < / X = / 9(ENQG < lglal s

1

alors
= lIxllze < cllgllz2
puis ce prenant 1) € D(A), on voit que —y = g en prenant 1) = .
1 1
[ RGER GG
X320y < Ngllzzellx Nzzcay < Ngllzzen Il a2
alors :

X120y < cllgllzza

L’argument clé de méthode est le calcul de

[ e=men@aoic= [ - @

26
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D’apres la définition de 'opérateur 71']1\}0 ceci implique que pour tout xy de P (A) :

/_(w—ﬂ}w Q)d¢ = / ¢ — (me) MO (X — xw)(Q)dC

1
< le =" elmmlx = xyllaw
on choisit xy = 7%y et on applique I’ inégalité (2.6) avec m = 2
< N7l = my el Xl 2y < eN7Hle = ellmmy gl

on utilise la méthode classique de dualité d’Aubin-Nische

o — mxellzzay < N 7Hle — o @llmay < eNTINT o] oy

alors

1,0 —m
o —mn ell2ay < N7 @l ama)

on peut bien entendu étre intéresse par I’approximation de fonction qui ne s’annule par en41
soit ¢ une telle fonction. L’espace H'(A) étant continu l'espace des fonctions continues sur

A on a en particulier

[o(=1)] + [e(D)] < sup [o(1)] < cllelmra)

on pose ¢ c
. 1— 1+
B(¢) = $(Q) = p(1) 5= — (1) (211)
de sorte que, d’apres I'inégalité précédente, on a pour tout entier m > 1
1]l m @y < cllellama)- (2.12)

De plus, la fonction ¢ appartient & H™(A), ce qui permet de donne la définition ci-dessous.

2.1.3 Le projection 7y

Définition 22 on définit l'opérateur Tn dans H'(A) de la fagon suivant pour tout fonction

o de HY(A)

(Fhe)(0) = (W50 + oD ()T

ou la fonction @ défini en (2.11).
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Théoreme 23 pour tout entier m > 1, il existe une constante c¢ positive ne dépendante

que de m telle que, pour tout fonction ¢ de H™(A) on ait

le = Tnellama) + Nlle = Tyellza < N ol (2.13)
Preuve. on constate que :
d’apres le définition ([22)
p—Tnp=@—TNP
lo—7nellmm+Nlo=mxellzm < NGl +eN T [Gllamny = N2 mma)
alors d’apres (2.12)

lo — Anellmay + Nlle — anellzay < eNT™ el ama

Remarque 24 [l faut note que l'opérateur T n'est pas l'opérateur de projection orthogo-

nale dans H'(A). Toutefois s’avére important la suit, car il possédé la propriété de conserver

les valeurs aux extrémité de Uintervalle.

Les résultats du Théoreme se généralisent & la projection orthogonale dans HJ(A),ou

k est un entier positif quelconque.

2.1.4 Le projection ﬂf\}o

Notation 25 pour tout entier positif k, on note Wf\;o l'opérateur de projection orthogonale

de HY(A) sur Px(A) N HE(A) pour le produit scalaire associé a le norme [BIFZY0S:

Théoreme 26 pour tout entier positif k et pour tout entier m > k, il existe une constante
¢ positive ne dépendant que de k et de m telle que, pour tout fonction o de H™(A)N HE(A),
on ait

lo = 78" Necay < eNTll@llameny, 0< €<k (2.14)
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Preuve. On va démontrer la majoration (2.13) en trois temps, suivant que ¢ = k , £ = 0,
ouest 0 </l <k

1) On vérifie, en utilisant la définition de 7° et va 10 que

o — Tl ey < clle — T3¢ |l m—1a).

puisque (W]l\}ogp)' = Ty_1¢ alors par récurrence (wjlcv’ogp) = 7T1kv 110g0/ et puisque H(p—wﬁ;OHHl(A) =
o — i 0 | z2(a) alors on a
¢ — 7T;C\/’OHHIC(A) = HSD/ - (Wf\}OS@)IHHk—l(A) = HSOI - va 11090 || e 1(A)

alors [|¢ — Wf\}OHHk(A) <cll¢’ - Wz]i/iliOSOII\kal(A) car ¢ > 0.
A’ partir de (2.6) on a ||¢ — 7r]1\}0||Hk(A) < NV ol mny

On démontre par récurrence sur k la majoration pour £ = k. pour £ =1 on a (2.6) vraie

on suppose que Hgo—ﬂfv’OHHk(A) < eNF gl
kE+1

am(a) est vraie et on démontre 'inégalité pour

k , _ ’
el = " =1 ke < €N = DF 1@ |may

I —
< N1 [ mergay = NP o1 )
< eNM | prm
alors on démontré 1'inégalité pour k£ + 1

2) pour obtenir la majoration pour £ = 0, on utilise de nouveau la méthode d’Aubin-Nitsche

o~ Pllisy = sup 2= DQIOK

geL2(A) ||g ||L2(A)

pour g quelconque dans L?(A), on considére la solution x du probléme

1 dk dk 1
Vi € HE(L), / 1<d—g,§><<><d—<‘,f><od< - / 9O (2.15)
et on voit qu’elle vérifie
Il < ellgllzec, (2.16)

puisque en prenant 1) = x*) et on applique I'inégalité de Cauchy-Schwerz

1 2I<:
d
[ G0 = [ gon 101 < el liagn = lishizcn ey
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alors [|x[[3 ¢ ) < cllgllzzalIx|lme(ay et puisque H*(A) € H*(A) alors [|.[[gx(ay < cll-[|m2ra)
d’ol on obtint que

x| r2xay < cllgllz2a)

L’argument clé de la méthode est le calcul de

/ (o — w90 = / (500 ) ()

1

D’aprés la définition de I'opérateur 75"

[ - m000ac = [ (6 = MO O

1

< 1™ — 700l ey llx — xavll zreay

on choisit alors yy = ﬂ]’i;ox et on applique la majoration (2.6) a la fonction x avec m = 2k,

ce qui donne.

1
/ (¢ — Wf\}%)(g)g(odC < CN_kH‘P - Wf\}OWHH’“(A)”XHH?k(A)
-1

alors
! k,0 —k k,0
[ (o= m0Q9(00dC < N Hlp = #Kellmnen gl
-1
d’on

lo = 75" ollz2a) < eN7 [l mniay = eN "™ ol rma

3) Finalement, la majoration pour ¢ quelconque se déduit des majorations pour ¢ = k et
¢ = 0 grace a la formule suivante, que I’on démontre par récurrence sur k : pour tous entiers
ket £, k > ¢, toute fonction ¢ de HY(A) vérifie

1—£ £
6 lmecay < 105y 16

par des arguments analogues a

(Fo)(Q) = (TOFO) + (1752 + o) 722,

On peut construire un opérateur 7% de H¥(A) dans tel que les inégalités suivantes soient

vérifiées pour toute fonction ¢ de H™(A), m >k :
lo = 7xellmeca) < eNTFll@llmn), 0 < £ < k.
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car :
~k ~ 1,0 ~
P-—TNP =Y =Ty ¢

on remplace dans l'inégalité précédente on obtient que

~ k,0 ~ - k0~ l=% | ~ k0~ &
@ — TN ‘PHH‘(A) <@ - TN ‘P”y&g”%p — TN @HII}/@(A)

alors
lo = #heellma) < (N [@llamw)' V™ [3] mma))
on d’apres l'inégalité
1Pl a) < el zmay
alors
lo — @ ellmey < N l@llama)
cet opérateur les valeurs aux extrémités de I'intervalle de la fonction et de toutes ses dérivées

jusqu’a l'ordre k — 1. m

2.2 Erreur d’approximation polynémiale en dimension

fini quelconque

Dans ce qui suit, on note Q 'ouvert | — 1, 1[¢, ott d est un entier quelconque > 2. Le but
de ce paragraphe est d’établir des majorations, de la distance dans un espace H*(Q) d’une
fonction de régularité connue a un certain espace de polynomes [7] et [6]. on présente les
démonstrations uniquement dans le cas d = 2. On désigne par x = (z,y) le point générique
de 2 dans ce cas.

Les démonstrations reposent essentiellement sur les résultats de la Section (2.1]), utilisés sur
chaque variable avec un argument de ”tensorisation”. Ceci signifie que I'on va faire appel a
la propriété suivante, en dimension d = 2 par exemple,

L*(Q)={v:Q—R; / v} (x)dr < +oo}

:{U:A><A—>IR;/1(/_1 v (z,y)dy)dr < +o0}

-1 1

31



={v:A— L*(A); /11 |v(x, .)||%2(A)d:13 < 400}
= L*(A; L*(A)).
De méme facon, on voit facilement que
HY(Q) = L*(As H(A)) 0 HY (A LA (M)

car

H(Q) = {ve L2<Q>r§—;

€ LX(Q),i=1,..,n}
2

Mini de la norme

Alors

Hl(Q)—{v:Q%R,/

v (z,y)drdy < oo, /(@)Qd:cdy < 00, /(a—U)dedy < o0}
Q o O o Oy

H'(Q)={v:AxA >R,

/_11(/_11 2(, y)dy)dz < oo, / / 81:) dy)dx<oo// y)d:c)dy<oo}

HY(Q)={v:AxA— L*A),

[t Mt < oo, [ 1300 Myt < o0 [ 132ty < o)

HY(Q) = {v: A x A — LA),

81} L ov
||U HL2(A)dI < o9, | |H1 ydx < oo, | (-, y)ﬁ{l(,\)dy < oo}
dy

Alors
H'(Q) = H'(A; L*(A)) 0 L2(A; HY(A))
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On donne une version générale du résultat énoncé ci-dessus, qui sera de grande impor-

tante dans ce qui suit.

Lemme 7 Pour tout entier m > 0 et pour tout entier v, 0 < r < m, l'espace H™(S)) est

inclus avec injection continue dans l'espace H"(A; H™ " (A971)).
Preuve. On démontre que 'espace
H™(Q) € H"(A; H™ (A1)

¢’est une conséquence immédiate de 'inégalité

0l e (aczzm—r(a H ——) (@, )T (ayde
(9:1:

la norme sur H"(A; H™ " (A%1)) et car

LmoT gkl
el = [ 3Gy

alors
1 m—r k e
"o,
™ m—r - 7~ 5 9 d d
||UHH (A;H™=7(A)) _1k ) Zo(axkayﬂ (z,y)dy)dz
O+l
</ 3 S @) = [0l
Q kre=0

n

Lemme 8 Pour tout entier m > 0, on a [’égalité
H™(Q) = L*(A; H™(ATY) 0 HY(A; LA(AY)). (2.17)

Dans un premier temps, on étudie le comportement de la distance dans L*(Q) a l’espace

Pn(§2) introduit dans la notation 3
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Preuve.

le méme démonstration plus haut généraliser de

HY(Q) = L*(A; HY(A)) N HY(A; LA(A)).

H™(Q) = {v|v € L*(Q), D*v € L*(Q), |a] < m}
8a1+...+adv

Doy =
o v Ozt + ...+ 0z

1

H™Q) = {v: AxAT! = R, / (/ (D*0)?(x1, ..., mq)dxy...drg_1)dry < +00, |a] <m}
_1 Jpd-1

1

1
H™(Q) = {v: A — L2(ATY), / | D0 |2a i ydiia < 400, Ja] < m}
—1

1
H™(Q) = {v: A = L*(A), / ||U||§{m(Ad,1)d{Ed < 400}
-1

alors
H™(Q) = L*(A; H™(ATY) N H™(A; L2(ATY).

2.2.1 Le projection Ily

Notation 27 On note Iy [opérateur de projection orthogonale de L*(Q) sur Py ().
Dans ce qui suit, en dimension d = 2, le symbole ® ou @ aprés un opérateur monodi-
mensionnel indiquera que ’on fait agir cet opérateur sur la variable x ou y respectivement.
étant donnée une fonction v de L*(Y), on a par exemple pour presque y dans A :

/ (v(z,y) = 7y V(@ y)) Ln(@)de =0, 0<n<AN.

1
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On applique cette formule avec v remplacé par 7'('](\‘?)1) et on en déduit, pour 0 < m < N et
0<n<N,

[ ) =78 0 nlPo(a. ) Lon(o) L) dndy
~ [ 1w () =7 0w ol y) Lna)do)dy
— [ L] ) - o ) L)y

— [ La)([ (o)~ m0lw ) L@y =0

Comme wf\f) o W%)U appartient a Pn(Q) et que les Ly, (x)Ly(y), 0 < m,n < N, forment

une base de Py (), voir la proposz'tion on obtient [’identité :
My =7 on?, (2.18)

On peut aussi facilement vérifier que les opérateurs W](\f) et 7r](f,/) commutent.

Théoreme 28 Pour tout entier m > 0, il existe une constante ¢ positive ne dépendant que

de m telle que, pour toute fonction v de H™(S2), on ait

HU_HNUHLQ(Q) S CNim”'UHHm(Q) (219)
Preuve. En utilisant I'identité (2.18), on voit que
HU — HNUHLQ(Q) = HU — W](\:f) O W%)UHLQ(A;LQ(A))
< ) — 7@ @), )
< v =7y vllzaizay + llmy (0 = T3 0) 22 (a)) -
Pour majorer le premier terme, on applique le Théoreme par rapporte a la variable x :
H’U - 7r](\:;)U”L2(A;L2(A)) < CN_mHUHHm(A;L2(A))-

Pour majorer le second terme, on utilise la continuité de 'opérateur my de 'espace L?(A)

dans lui-méme, puis on applique le Théoreme par rapport a la variable y :
I (0 = w0 o) ez < v =700l 2zzan < N ollzeagmma)-
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On conclut en regroupant ces deux estimations et en utilisant le Lemme 2 pour r = m et
pour r = 0. Comme précédemment, on s’intéresse a 'approximation de fonction de H(£2)

par des polynomes de l'espace P;(€2). m

2.2.2 Le projection H}\}O

Notation 29 On note 11\’ L’opérateur de projection orthogonale de HL(Q) sur P (Q)
pour le produit scalaire associé a la norme |.|m1(q).

Les propriétés d’approximation de 'opérateur H}V’O vont étre étudiées en deux temps.

Théoreme 30 Pour tout entier m > 1, il existe une constante ¢ positive ne dépendant que

de m telle que, pour tout fonction v de H™(2) N HY(Q), on ait

|U — H}\}OU|H1(Q) < CNl_m”U”Hm(Q). (2.20)
Preuve. Le résultat étant évident pour m = 1, on peut supposer la fonction v dans

H™Q)NH}(Q), m>2.0na

v — 1% = inf v — 0 m
| N Ul (o) UNGP?V(Q)\ N ™ (),

il suffit donc de trouve un polynome vy de P () tel que
v = onlam@) < N0l o). (2.21)

D’apres @, la fonction v appartient & H*(A; H'(A)) et méme, puisqu’elle s’annule sur 052,
a HY(A; H(A)). On choisit alors vy = le\}o(x) o W}\}O(y)v, qui appartient bien sur a P%(Q).
Comme on a

0 0
[v = onling = (570 = om)lixg + i vn)l1Z2@)-

et puisque la définition de vy est symétrique en x et en y, il suffit de majorer par exemple

1(Z)(v — vn)||z2(@)- On fait appel pour cela a 'inégalité triangulaire

12w~ o)l
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8 1,0(x 8 1,0(x 1,0
< ()@ =78 o) lzazzey + 1T (0 = 13" 0) 242wy

On utilise alors la majoration (2.6) par rapport a la variable = dans le premier terme, et la
continuité de l'opérateur le\}o de H(A) dans lui-méme dans le second terme. On obtient
—m ].,O
1)@ = vz < N ullmanzy + 152 (0 = 3" 0) |z,

. 1,0
Comme Dopérateur my°®

o . ov 1.0(y) OV
I3 = om)llzz@) < N wllmmaiazay + 115 = 78" 52y,

commute avec la dérivation en x, ceci s’écrit

et on utilise la majoration (2.7) par rapport a la variable y

9 0
H(%)(U — N2 < Nl asreay + CNl*m”a—zHLQ(A;LQ(A))

alors la conclusion

0 —m
IG5 @ = om)lla@ < eN'"[o]lama).

Théoreme 31 Pour tout entier m > 1, il existe une constante ¢ positive ne dépendant que

de m telle que, pour toute fonction v de H™(Q) N H(Q), on ait
||U—H11\}0U||L2(Q) S CN_mHUHHm(Q). (2.22)

Preuve. La encore, on utilise la méthode de dualité d’Aubin-Nitsche, grace a ’égalité :

v — Hl’OUHL @ = sup fQ(U - H}\}Ov)(x)g(a;)dx
N 2 —_— .

(2.23)
geL2(Q) HQHH(Q)

Pour toute fonction g de L*(2), on considere la solution w dans H}(Q2) du probleme

Yo € H&(Q),/

Q(gradw)(:z).(gradv)(x)da::/g(x)v(x)dx

Q

Puisque €2 est un ouvert convexe, on peut démontrer que la fonction w appartient en fait a
H?(Q) et vérifie

[wllm2@) < cllgllr2)- (2.24)
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I s , 1,0
Grace a la définition de 'opérateur II;, on a

/Q(U — H]l\’,ov)(x)g(a:)d:p = /(grad(v — H}\}Ov))(x).(gradw)(x)dx

Q

= /(grad(v — HJI\}OU))(x).(grad(w — H}\}Ow))(x)dx
Q
S |U - H}\}O’U|H1(Q)|w - H}\}Owh{l(g).
On utilise
[0 = mo))g@)de < N o = om0 gl
Q

La formule (2.7) et le Théoreme permettent alors de conclure. Pour étudier 1'ap-
proximation des fonctions de H*(£2), on utilise ici un opérateur de projection orthogonale.

. e k,0
2.2.3 Le projection II,;

Notation 32 Pour tout entier positif k, on note Hlf\}o lopérateur de projection orthogonale

de Hy(Q) sur Pyn(Q) N HE(Q) pour le produit scalaire associé a la norme |.| gy

Théoreme 33 Pour toute entier positif k et pour tout entier m > k, il existe une constante
c positive ne dépendant que de k et m telle que, pour toute fonction v de H™(2) N HE(Q),
on ait

v — Hﬁ}OU|Hk(Q) < eNF"|lvl| g ). (2.25)

Lemme 9 Soit deux entiers r et s, r < s. Etant donnés un ouvert borné 0 a frontiere
lipschitzienne et un espace de Banach E, on considere une application linéaire continue de
H"(0) dans E, de norme «, et de H*(0) dans E, de norme (. Alors, pour tout entier t,
r <t <s, elle est linéaire continue de H'(0) dans E de norme < a%ﬁ%. Ce résultat

est encore vrai avec les espaces H™(0), H*(0) et H'(A) remplacés par leurs intersections

respectives avec l'espace HEY(0), pour tout entier k positif <.
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Preuve.

Définitin : Soient X et Y deux espaces de Banach formant un couple d’interpolation, et
soit F/ un espace intermédiaire entre X et Y. On dit que E est un espace d’interpolation
entre X et Y si tout application linéaire de X + Y dans X + Y, continue de X dans X
et de Y dans Y, automatiquement continue de F dans E. En d’autres termes, pour tout

application linéaire
L:X+Y X+ Y, ||L||X—>X < 00, ||L||y_>y < 00— ||L||E—>E < Q.
utilisé la notation

IL|asp = sup |[Lz| 5.
llz]| a<1

r<t<s= H*)C H'(9) C H(0)

et u application linéaire continue de

H(O) = E, ||ul| =«
application linéaire continue de

H™(0) = B, lul = 5.

D’apres la définition u est continue de H*(0) — E si

[ulls0)om < 00 et ullar@ysp < 00 = [lullm@)-p < 0.

On a H*(#) et H"(0) couple d’interpolation dans E.

puisque

s—t t—r
|ullty»e =  sup  ||Ju(z)||p < as=Bs=r.
Hx”Ht(g)Sl

]

Démonstration du théoreme : On suppose d’abord m > 2k, de sorte qu'une fonction
v de H™(Q) N HE(Q) appartient & HE(A; HY(A)). Par définition de Popérateur IT%°, on a
alors :

k,0(x) k,0
TN

v — Hﬁ}ov|Hk(Q) <|v-— o Ty (y)U|Hk(Q).
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[l faut maintenant majorer || (#:k,l)(v WkNO(x) owfvo( )| z2(0), ce qu’on fait en appliquant
I'inégalité triangulaire a la somme

v =y om v = (v — ") + (v = m"v) = ((id — 7" ) o (id — 7"V o),

puisque
((id — 7y" ) o (id — 7" )0) = (id — (id — 7" (id — 73" )v)
= id((id — my"Pv) — 73" (id — 7" Yo
v — 0wy k0@, k0@ E0G),,

alors
(v — 7Y + (v — T W0) — ((id — 7)) o (id — 7P )v) = v — 7R o TPy

Maintenant en utilisant l'estimation de Théoreme (9) pour toute fonction v de H™(2) N
HE(Q), on ait
|’U - H%OU|H£(Q) S CNé_mHUHHm(Q) ,0 S l S k

en utilisant 4 fois le précédent estimation : par rapport a la variable x pour le premier
terme, par rapport a la variables y pour le second et successivement par rapport aux deux

variable pour le troisieme.

On a

o =m0 Vol e(A) < N0l a)y + N[l meay + N o =" ol

< N0l gy + N2 0| g ay < N

en utilisant le lemme (7)) contient I’estimation

||U||%IT(A;H’”—T(A)) < ||U||§{m(A)

on obtient que

k,0 k,0 “m
o — 162 o RO | i (M) < NP 0]| grm ).

Le résultat étant évident pour m égal a k, il reste a vérifier les cas intermédiaires

kE < m < 2k, ce qui se fait par 'intermédiaire du Lemme @ . en effet, on a prouvé que
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Papplication id — II5° est linéaire continue de HJ(Q) dans lui-méme de norme 1 car en
utilisant ’estimation du Théoreme et le Lemme @) sur id — 7%° on obtient id — 7%°
est linéaire continue de H?*(Q) N H(Q) dans HY(2) de norme < ¢N—*. Si m est compris
entre k et 2k, elle est donc linéaire continue de H™(Q) N HY(Q) dans HE(Q).

o = N 0 NP (A) < N lo = N0l ay < N[0 rma

en utilisant le Lemme on obtient que

k,0(z)

k,0(y)
v =7y omy

U|Hk(Q) < CNk_mHUHHm(Q).

On applique le Lemme @ on obtient que id — 5" est lindaire continue de H™(Q) N HE()
dans H(Q), de norme < (eN—%)"%" < ¢ Nk=m

Théoreme 34 En dimension d = 2, pour tout entier m > 2, il existe une constante c

positive ne dépendant que de m telle que, pour toute fonction v de H™(Q) N HZ(Y), on ait

|v — H?\}OUHLQ(Q) < N7l .- (2.26)
Preuve.
Lorsque k = 2 et en dimension d = 2, on peut encore démontrer, sous les hypotheses du
Théoreme , la majoration de v — H?\}OU dans le norme de L*(Q2). En effet, la méthode
de dualité requiert dans ce cas la continuité de L*(Q2) dans H*(Q2) de Papplication : g — w,
ou w est la solution dans HZ(2) du probleme

Yo € H3 (), /(Aw)(x)(Av)(x)dx: /Qg(x)v(x)dx

Q
que 'on sait démontrer dans un carré voir Remarque :

les propriétés de régularité de la solution du probleme

{AQu =f dans ¢ (2.97)
u=0,u=0 sur 00

sont plus compliqués a établir que pour la solution de I’équation de Laplace. ce pendant,

dans le cas bi-dimensionnel d = 2, on peut prouver que l'application : f — u, ou u est la

solution du probleme , est continue de H*~*(#) dans H*(#) pour k = 3 lorsque 6 est

ouvert convexe et pour k = 4 lorsque # est un rectangle, plus généralement lorsque 6 est

un polygone de plus grand angle < 0.77.
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2.2.4 Le projection IT}

Notation 35 On note 11 l'opérateur de projection orthogonale de H*(Q) sur Py (Q) pour
le produit scalaire associé a la norme ||.| g1 (). Cette définition de Il s’écrit de la fagon
équivalente suivante : pour toute fonction v de H'(Q), [T v appartient o P () et vérifie

Ywy € PN(Q),

/Q(gmd(v — I\v))(2).(gradwy ) (z)dz + /Q(v — ) (z)wy(z)dr =0 (2.28)

Théoreme 36 Pour toute entier m > 1, il existe une constante c¢ positive ne dépendant

que de m telle que, pour toute fonction v de H™(2), on ait
v — H}VU|H1(Q) < CNl_m“U“Hm(Q), (2.29)

et

||U — H}VUHLQ(Q) S CNimH'UHHm(Q). (230)
Preuve. On prouve les deux majorations successivement.
1) Comme pour le Théoreme ([30]), on peut supposer m > 2, et on a

lo = T |y = inf o —on|lag < v — 7" o 7a 0] a1 -
vnN€EPN

On est donc ramené a étudier les trios termes

0 0
~1(x ~1 ~1(x ~1 ~1(x ~1
o= 73 0 il NG ) = 77 0 A0l et Il ) (0 = 7N 0 T3 V) iz

La majoration du second et du troisieme terme s’effectue exactement comme dans la
démonstration du Théoreéme (B0),en utilisant (2.14) au lieu (2.6)et (2.7). Pour le premier
on écrit 'inégalité triangulaire :
1 1 -1 1
lo = 7N 0 w2 < v — ANVl 2z + 1o — 02 aizaa))

+|(id — 7)o (id — T )0l 2asz(ay)
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Puis on fait appel a la majoration (2.14) :

o — 7™ 0 T\ 1200

< (N[l aizaay + N ol 2oy + N 7o = 73870 aszza)

< (N[0l mizan + N[0l zgaoamay + N olla a1 an):

et on conclut grace au Lemme

2) Pour obtenir la majoration (2.26), on utilise 'argument de dualité :

(v —IT§v)(x)g(z)dx
v — H}VUHLQ(Q) = Ssup Jo N )
geL?(Q) 19/l 20)

)

et on considere, pour tout g dans L*(2), la solution w dans H*(2) du probleme :

Yu € Hl(Q),/

| (gradu)(@).(gradv)(z)dz + /

Q

w(x)v(x)dx:/g(x)v(x)dx

La définition de l'opérateur I}, entraine alors

/Q(’U —\v)(z)g(x)dr = /(gmd(v — L) (2).(grad(w — Iw))(z)dx

Q

n / (v — Tyo)(2) (w — TTyw)(z)dz,

et la continuité de 'application : g — w de L?(2) dans H?*(2) mene & I'estimation désirée.

On termine cette étude par un résultat d’approximation dans Hj () (qui est essentiellement

utilisé pour k égal a 2). m

Théoreme 37 Pour tout entier positif k, on peut également considérer 'opérateur de pro-

jection orthogonale 115, de H*(Q) sur Pn(Q) et prouver le résultat suivant : pour tout entier

m > k, il existe une constante ¢ positive ne dépendant que de k et m telle que, pour toute

fonction v de H™(S2), on ait

lv = T vl ) < N[0l (o).
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Preuve. pour tout entier k, on peut également considere 'opérateur de projection ortho-
gonale 7%, de H*(Q) sur Py () et prouve le résultat suivant :

pour tout entier m > k, il existe un constante ¢ positive ne dépendant que de k et m telle
que, Yu € H™(Q), on ait

lv = T30l o) < N[0l (@)

On peut bien entendu étre intéressé par 'approximation dans H*(Q) de fonction qui ne
s’annulent pas en 0f).
De plus la fonction 0 € HE(Q), ||0]|gr@) < cllvllmxq)

On peut définir I'opérateur 7%, sur H*(Q) de maniere que on constate alors l'identité :

ko _ o~ _ k0~
V= TNV =0 — TN O

de sorte que le majoration v — || gry < eN*"™||v|| gm(q)

est une conséquence immédiate de Théoreme (34)). m
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Conclusion

A la fin de notre travail, on résulte que soit dans ’erreur d’approximation polynomiale
en un dimension, soit en dimension quelconque notre probleme est I’approximation d’erreur
optimal. Ce dernier est étudiée en un dimension au moyen de la projection orthogonale
mn dans Pespace L*(A) sur Py(A), on a montré la majoration de [|¢ — mn¢||r2(a) & par-
tir d’estimation apriori [4] et dans la projection orthogonale mh°’ dans I'espace HF(A) sur
Px(A) N HE(A), on a montré la majoration de ||¢ — lei;ogoHHZ(A).

Pour la dimension quelconque , on a définit Iy 'opérateur de la projection orthogonale
de L*(2) sur Py () , on a montré la majoration ||v — IIyv|| 12(q) Pestimation apriori [5] et
Popérateur de la projection orthogonale TI%" de HE(Q) sur Py (Q) N HE(2), on a montré la
majoration de ||v — Hf\}OUHHk(Q).

On conclut en présentant un résultat de relevement de trace polynomiale, donc 1’étude d’er-

reur d’approximation polynomiale est pour but d’utilisation de la discrétisation spectrale[4].
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Résumé:

Dans ce travail nous avons étudié l'erreur d’approximation
polynomiale qui se base sur la majoration de la distance de fonction
de régularité donnée dans I’espace de polynémes, cette distance est
calculée au moyen de la projection orthogonale sur l'espace de
polyndmes et a été initialement estimée dans [5] et [6]. L’étude

s’effectue d’abord sur 'intervalle A= ]-1,1][, puis sur des domaines du

type A =(]-1,1[)9 ou d est un entier quelconque <2.

Mots clés: polynome de Legendre, espaces discrets, polyndme
orthogonaux.

Abstract:

In this work we studied the error polynomial approximation which is
based on the increase of the regularity of a function of distance given in the
polynomial space, this distance is calculated using the orthogonal
projection onto the space of polynomials and was initially estimated in [5]

and [6]. The study was first carried out in the interval A= ]-1,1[, then like

domains A=( ]-1,1[)d where d is any integer <2.

Key words: Legendre polynomials, discret espaces, orthogonal
polynomial.
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Résumé

Dans ce travail nous avons étudié l'erreur d’approximation
polynomiale qui se base sur la majoration de la distance de fonction de
régularité donnée dans l'espace de polyndmes, cette distance est
calculée au moyen de la projection orthogonale sur l'espace de
polyndmes et a été initialement estimée dans [5] et [6]. L’étude

s’effectue d’abord sur l'intervalle A= ]-1,1[, puis sur des domaines du

type A=(]-1,1[)4 oud est un entier quelconque <2.

Mots clés: polynomes de Legendre, espaces discrets, polyndme
orthogonaux.

Abstract:

In this work we studied the error polynomial approximation which
is based on the increase of the regularity of a function of distance given
in the polynomial space, this distance is calculated using the orthogonal
projection onto the space of polynomials and was initially estimated in

[5] and [6]. The study was first carried out in the interval A=]-1,1[,

then like domains A=(]-1,1[)¢ where d is any integer <2.

Keywords: Legendre polynomials, discrete spaces, orthogonal polynomial.



