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Notations

» R : corps des réels .

» [0,7] : Iintervalle fermé 0 < ¢ < T .

» 2 : un ouvert de R™ .

» [ : la frontiére topologique de {2 .

» X : la frontiére laterele de ©2x]0,77 .

» D; : domaine de définition de f .

» ||.|| la norme associée aux produits scalaires .

» D(Q) : désigne 'espace des fonctions de classe ¢> a support compact dans € .
» L2(Q) :={u: Q — Rmesurable; sup|u(t)| < +oo .

» f € Li,e(Q) : pour tout compact k C 2, f e L'(k).

» L%(Q) : 'espace des fonctions carré intégrable pour la mesure de Lebesgue dx .

» [P :l’espace des fonctions de puissance p —ime intégrable pour la mesure de Lebesgue
dx.

» H'(Q) : I'espace de Sobolev d’ordre 1 .
» H?(Q) : 'espace de Sobolev d’ordre 2 .

» ||z] : la norme de z .
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E’ : le dual topologique de E .

(, ) xp : le crochet de dualité entre l'espace E et son dual topologique .
whP : Pespace de Sobolev , 1 < p < oo .

wh? = HY(Q) : espace de Sobolev .

o(E, E') : la topologie faible définie sur £ .

o(E', E) : la topologie faible* définie sur £’ .

LP(0,T,X) ={f:(0,T) — x;mesurable : fOT | fIIP < oo} .
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Introduction

Il existe un grand nombre de fagons de résoudre une équation différentielle , et au-
cune méthode n’est clairement supérieure a toutes les autres dans toutes les circonstances .

On trouve les équations différentielles un peu partout :

en physique (ex : pendule , equation de la chaleur , les ondes ,.....) ; en chimie ( ex : cinétique
chimique ,.......... ) ; en biologie ( dynamique de populations ,.....) ; en économie ( dynamique
de croissance exponentielle ,......... ). alafin du XIXe siécle le mathématicien H.A.Schwarz

a développée la premiére méthode de décomposition , dans le but de résoudre le probléme

de Poisson dans un domaine complexe .

Nous allons donner dans ce mémoire un apercgu sur une méthode plus importante pour
la résolution des problémes paraboliques approches de réactions - diffusion qui jouent un
grand role en analyse numérique .

Cette méthode est "la méthode de décomposition" :

L’objectif principal des méthodes de décomposition , et de retrouver des solutions aux pro-
blémes issus des équations aux dérivées partielles .ce type de méthode a été introduit par
Temam puis Lions [3] comme est décrit dans [5] le principe est assez simple :

On transforme un probléme de grande taille en une suite de sous probléme découplés , de
tailles plus petites , qui peuvent étre résolus en paralléle . Elle facilitent 'usage des schémas
numériques (élément finis , différences finies | ...... ) pour chaque sous probléme .

On présente ici le probleme parabolique de réaction-diffusion avec des coefficient pério-

dique :
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ou 0?u u

== i — = f dansX =Q T

()T ()0 = f danss = 20, .
u(z,0) =ug(x) x= € QCR (condition initialle)

u(z,t) =0 on I'=0Q (condition aux limite)

mais on va commencer par le probléme de réaction diffusion avec des coefficient constante.
Dans notre travail , nous allons étudier I'existence et 'unicité de la solution périodique de
réaction diffusion (1)) , et ceci par la méthode de décomposition .

Cette méthode est basée sur les étapes suivantes :

1/ On décompose le probléme initial en deux sous problémes adjacents .

2/ On applique une semi discrétisation en temps des deux sous probléme .

3/ On récupére une suite de solution périodiques approches du probléme initial .
4/ On met en évidence des estimations a priori , enfin on passera a la limite .

Ce mémoire contient une introduction et 3 chapitres .

On donne dans le premier chapitre quelques notions et définitions utiles concernant :

1- La topologie faible et faible étoile .
2- Les espaces LP et leurs propriétés .

3

Les espaces de Sobolev et leurs propriétés .

4- Approximation des solutions d’équations aux dérivées partielles par des méthodes de

décomposition.
5- Les équations différentielles & coefficients périodiques .

Et en plus dans ce chapitre on s’intéresse a exposer les outils de travail , ’espace de travail,
la méthode de compacité , et le principe de la méthode de décomposition.

Dans la 2™€ chapitre , nous proposons d’étudier I'existence et I'unicité de la solution .
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Nous allons d’abord montrer ["unicité par une méthode classique (Lemme de Gronwall ) .
Pour démontrer 'existence on va utiliser les estimations a priori les quels trouvées dans le
chapitre précédent pour assurer ’existence de la solution ou , afin de passer a la limite
grace a les propriétés de la compacité et on trouve que le probléeme admet au moins une
solution .

On étudie notre probléme dans un espace plus général , on pose f € L | et pour u €
H?2(Q)NL>*(2) dans X, et on trouve que la solution est unique dans L>(0, T, H*(2)NL>).
Enfin pour valider notre travail , nous allons faire une application numérique qui sera le
sujet du dernier chapitre .

On termine ce mémoire par une conclusion qui est une synthése ot on récapitule les résul-

tats obtenus.



Chapitre 1

Préliminaires

Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Pour étudier les équations aux dérivées partielles , il faut préciser dans quel espace fonc-
tionnel on cherche des solutions .
Nous allons passer en revue dans cette section les notations des fonctions utiles en pratique,

de la notion la plus faible, a la notion la plus forte .

1.1 Espace de Banach

Un espace vectoriel normé E appelé espace de Banach s’il est complet pour sa norme .

le dual topologique de E noté par E’ est ’espace des formes linéaires continues sur £ .ie :

feEs f:E—R,

linéaire et

Je > 0, [(f,2) < cle]p Ve € E

on muni l'espace dual E’ de la norme suivante :

[ fller = sup (f,x).

llzll<1



Avec cette norme E’ est un espace de Banach .

1.2 Topologie faible et la topologie faible*

1.2.1 Topologie faible

Soient £ un espace de Banach et E’ son dual topologique , et soit f € E’ .
On désigne par ¢ : E — R application définie par pr(x) = (f, x).
Lorsque f décrit £’ on obtient une famille (¢f) e d’applications de E dans R.

Définition 1.2.1 La topologie faible sur E qui notée o(E, E') est la topologie la moins fine

sur £ rendant continues toutes les applications (vy)epr -

Définition 1.2.2 La Suite (z,,) tend vers x pour la topologie faible o(E, E') si et seulement

si o (f,xn) — (f,z) pour toute f € E'.

Théoréme 1.2.3 [2] Soit E un espace de Banach réflexif et soit {x,} une suite bornée dans

E. Alors il eziste une sous-suite extraite {x i} qui converge pour la topologie o(E, E').

1.2.2 Topologie faible*

On va définir maintenant une autre topologie sur E’ : la topologie faible* que 'on note
o(E' E) .

Pour chaque = € E on considére I'application :
o, B — R
définie par

fr= @u(f) = (f, 7).

Lorsque x parcourt E on obtient une famille d’application (. ).cp-



Définition 1.2.4 La topologie faible* désignée aussi par o(E', E) est la topologie la moins

fine sur E' rendant continues toutes les applications (o) ek -

Proposition 1.2.5 Soit E un espace de Banach , E" son bidual , alors lapplication J de
E dans E" définie par :

est une isométrie linéaire de E dans E" .

Preuve. La démonstration se trouve dans [12]. (page 169). =

Remarque 1.2.6 La topologie o(E', E) est la topologie la moins fine sur E' rendant conti-
nues toutes les applications p, , oux € E .

Donc chaque ouvert pour la topologie o(E', E) est un ouvert pour la topologie de la norme.

1.3 Espaces réflexifs- espaces séparables

1.3.1 Espaces réflexifs

Soit F un espace de Banach et J : F — E” 'injection canonique de E dans E” définie par :

J.(f) = f(z),pour tout z € E, f €
Définition 1.3.1 L’espace E est réflexif, si J(E) = E".
Remarque 1.3.2 Si E est un espace réflexif alors E est un espace de Banach .

Théoréme 1.3.3 [3] Si E est un espace de Banach alors :

E réflexif < E'est réflexif .



1.3.2 Espaces séparables

Définition 1.3.4 Un espace métrique séparable est un espace métrique qui contient un sous

ensemble D dense et dénombrable.

Théoréme 1.3.5 Soit E un espace de Banach séparable, alors toute suite bornée( fp)n>o0
dans E' admet au moins une sous-suite faiblement*convergente.
Preuve. La démonstration de ce théoréme se trouve dans [2]; (corollaire I11.26, page 50).

Théoréme 1.3.6 /6] Soit E un espace de Banach , si E' est séparable alors E l’est aussi.

la réciproque est en général fausse .

Corollaire 1.3.7 [6/ Soit E un espace de Banach alors :

E est réflexif et séparable si et seulement si E' est réflexif et séparable .

Proposition 1.3.8 Soient E et I' des espaces normés séparables et G un sous-espace de

E, alors :

(i) L’espace E x F' est séparable .

(ii) L’espace G est séparable .

Preuve. la démonstration se trouve dans [6] . =

1.4 Rappels sur les espaces LP((2)

On consideére {2 un ouvert de R™ . les fonctions f seront considérées de €2 dans R ou C .



Définition 1.4.1 On pose L>*(Q) = {f : Q@ — R; f mesurable et 3 une constante c telle

que | f(z)| < ¢ p.p.sur .}

[fllzee = inf{e; |f(@)] <c ppsur Q}

on vérifiera ultérieurement que |||z~ est une norme.

Remarque 1.4.2 [3] .p56. Si f € L™ on a

\f(@)] < || fllzee pop. sur€l.

En effet il existe une suite ¢, telle que ¢, — || f||L~ et pour chaque n,|f(x)| < ¢, p.p.sur
Q

Donce |f(x)| < ¢, pour tout x € Q\E,, avec E,, négligeable .on pose E =|JE, de sorte
que E est négligeable et l'on a |f(z)| < ¢, pour tout x € Q\E. '

Par conséquent |f(x)| < ||fllre pour tout x € Q\E. .

Théoréme 1.4.3 L’espace LP(Q)) est réflexive si 1 <p < 00 .

Lemme 1.4.4 Les espaces , L'(Q2) ; Q C R™ et C([0,1]) ne sont pas réflezive .
Preuve. voir [4] p .17 =

Théoréme 1.4.5 Chaque sous-espace fermé d’un espace de Banach réflexive est réflexive.

Preuve. voir [4] p .18 =

Notation 1.4.6 Soit 1 < p < oo;on désigne par p' lexposant conjugué de p i.e i—i_z% =1.
1- L’espace L™() est séparable pour 1 < p < oo.

6



2- L’espace L>() ni réflexif , ni séparable et son dual contient strictement dans L*(2).

3- Pour mes(2) <oo,et 1 <p<ooona:

Li(Q) C LP(Q)
on peut dire que :

L>®(Q) c L*(Q) Cc L'(9).

Théoréme 1.4.7 [2] D(Q) est dense dans LP(2) pour 1 < p < oo c’est a dire :

1.5 Inégalités auxiliaires

1.5.1 Inégalité de Holder

Soient f € LP et g € L* avec 1 < p < 00.
Alors f.g € L' et

/ 19l < If e llg o

Preuve. la démonstration de ce théoréme se trouve dans [2] page 56 .

1.5.2 Inégalités de Cauchy-Schwarz

Pour p = ¢ = 2 I'inégalité de Holder n’est autre que I'inégalité de Cauchy-Schwarz .

/ gl < 1 lLee-llgloe-
9]



1.5.3 Inégalité de Young

Soit a, b deux réels positifs et p > 1,p < co.

ab b
p p
1 1 o
ou — + — =1, de plus l'inégalité standard :
p
b2
b< —a®+ —.
a 2a + 9%

Pour a,b € R , et € > 0.

Lemme 1.5.1 (lemme de Gronwall) Soit f € L'([0,T]) une fonction positive ,g, h sont

deuz fonctions continuées et positives sur [0, T] si h satisfait :

h(t) < g(t) —1—/0 f(o).h(o)do. ¥t e [0,T].

Alors :

h(t) < g(t).eho f@)de,

Remarque 1.5.2 On utilise souvent ce lemme pour montrer ['unicité de la solution des

problemes aux limites et probleme de Cauchy .

1.6 Rappels sur les espaces de Sobolev

1.6.1 Deérivées faibles

Lemme 1.6.1 Soient f,g € L},.(Q) .si pour toute fonction ® € D(Q) on a :

loc

/Qf(m)cb(x)dx:/ﬂg(x)cb(x)dx

8



alors :

f=g pp

Définition 1.6.2 On dit que f € L}, () est dérivable dans la direction i, i € [1,N] ,au

sens faible s’il existe D;f € L (), telle que pour toute fonction ® € D(),

loc

0P
/Qf(x)axidx:/QDifq)(x)dx.

Définition 1.6.3 Si f € L. _(Q) alors on définit la distribution d’ordre O :

loc

Tf((I)):/f(x)@(a:)da:.
Q
on appelle alors dérivée faible , au sens des distributions , de f dans la direction i , la
distribution D;Ty que l'on note D; f.
Remarque 1.6.4 Si f est dérivable au sens faible dans la direction i alors :
DTy = Tp,s.

Proposition 1.6.5 Si f € L} (Q) alors :

loc

f est lipschitzienne ssi Vi € [1, N|, D;f € L*(Q).

Définition 1.6.6 Si ) est un ouvert de R™ alors on note :

1. Pour K C § compact,Di(2) = {® € D(Q)|supp(P) C K}.

2. Pour a € NN et ® € D(Q), P, (®) = ||0°®||*>.



1.6.2 Espace de Sobolev

Soit Q@ C R" et u € L}, (Q) ,pour tout a = (ay, ...... , () avee |af = o + ... + «,, . une

loc

fonction v € Lj, () est dite la dérivée d’ordre a de u si :
/ vode = (—1) / uD%pdx, Yo € D),/ v= D.
Q Q

H™(Q) = f € L*(Q),/D"f € L*(Q),

V]| < m,m € N.

Définition 1.6.7 Si Q est un ouvert de R", m € N, et p € [1,+00|, on définit :

wy () = D(Q) ou 'adhérence est prise pour la topologie de w™P(2).
Propriété 1.6.8 [1/ Pour m € N ;1 < p < oo et Q un ouvert de R™ .
wWw™P(Q) = {u e LP(Q) tg D*u e LP(Q2),Va € N"avec |af < m}D* = —(——F—. (L.1)

o Sim=1,w"? ={ue€ LP(Q), Vue (LP(Q))"}.

e Sip=2,w™*Q)=H"(Q) .
Théoréme 1.6.9 w™P(Q)) est un espace de Banach .

Lemme 1.6.10 Soient f,g € L} () - Si pour toute fonction ® € D(Q) on a :

loc

Jo f(@)®(2)dz = [, g(x)®(x)dx alors f = g p.p.

Remarques 1.6.11  1- D, f étant une distribution , D; f € L? signifie qu’il existe g € L?

telle que D;f =T, :

Vo € D(Q), (D, f,®) = /Qg(x)CI)(x)dx.

10



2- w™? = H™ et les normes sur w™? et sur H™ sont équivalentes .
Proposition 1.6.12  1- w™P(Q)) est un espace de Banach.

2- Pour p < 400, w™P(Q) est séparable.

3- Pour 1 < p <= +o0, w™P(Q) est réflexif.

Remarque 1.6.13 H™(Q) est donc un Banach muni d’un produit scalaire :

c’est un Hilbert.

Proposition 1.6.14 Si u € wy"’(Q) et 4 est définie par :

u  sur
0 sur
alors 1 € w™P ().

1.6.3 Injection de Sobolev

Injections continues

Définition 1.6.15 Soit By, By deux espaces de Banach ,on dit que By s’injecte d’une facon

continue dans By si :

[ ] Bl CBQ

e j: By — By est continue .

lull, < clluls,-

11



Théoréme 1.6.16 [1/ Q2 un ouvert borné de R™ a frontiére lipschitzienne m,l deuz entiers

tels que 0 <l <m ,1<p<oo.
e Si(m—1Dp>n: wmP(Q) = CL(Q) .

e Siim—Up=n: wm(Q) = CLQ).

np

¢ Si(m—lp<n i WNQ) W Q) aveep <7<l

Corollaire 1.6.17 On suppose que Q2 est un ouvert de classe C* avec I' borné , ou =R’

Soit 1 < p < 0.
o Sil<p<n alorswh?(Q) = L"(Q) , ou o =
o Sip=n wP(Q)— LYQ), Vqe [p,+].

e Sip>n whP(Q) — L®(Q).

Injections Compactes

Définition 1.6.18 B; et By deux espaces de Banach .
on dit que By s’injecte d’une facon compacte dans By et on note : By < Bs.

By < By d’une fagon continue et tout borné de By est relativement compacte dans Bs.

Théoréme 1.6.19 [I/IimeN ,0<l<m ,1<p<oo.

Les injections suivantes sont compactes :

o WP(Q) = whi(Q), si(m—Dp=netl<qg<oo.

C

o WP(Q) = CL(Q), si(m—1Dp>n.

12



o WP(Q) — CYQ), si(m—1Dp>n.

C

o WP(Q) = CMNQD), si(m—Dp>n>=(m—1—1)p. et0<)\<m—l—g.

1.6.4 Compacité

Théoréme 1.6.20 Si ) est un ouvert borné et 1 < p < oo et B C LP(S2) , alors les propo-

sitions suivantes sont équivalentes :

1- B est relativement compacte dans LP(S2).
2- il existe un opérateur P : B — LP(R™) tel que :
-Yu € B, Pu=u surf) .
- {Pu,u € B} est borné dans LP(R").
- sugHThPu — Pul|zp@ny = 0 quand h — 0.
ue

Théoréme 1.6.21 (Rellich) Si Q2 est un ouvert borné a frontiére lipschitzienne et 1 <

p < oo alors toute partie bornée dans w'P(Q)) est relativement compacte dans LP(Q).
Remarque 1.6.22 Ceci traduit que linclusion w'?(Q) — LP(Q) est compacte.

Théoréme 1.6.23 Si Q) est un ouvert borné a frontiére lipschitzienne et 1 < p < ooalors

la trace v : W'P(Q) — LP(IQ) est compacte.

Remarque 1.6.24 Une application linéaire est compacte si [image de tout borné est rela-

tivement compacte.

Remarque 1.6.25 Ce théoreme est fauz pour p = 1, puisque : v : wb(Q) — LY(09Q) est

surjective.
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1.7 Approximation d’équations aux dérivées partielles

par des méthodes de décomposition

1.7.1 Problémes d’évolution

Description de la méthode des pas fractionnaires On considére dans un espace de

Hilbert H une équation d’évolution

%(t)—l—Au(a:,t) =f(t), 0<t<T
u(0) = ug (1.2)
’LL‘F = 0.

Ou A est un opérateur linéaire dans H (hypothéses a préciser).
Dans les méthodes usuelles approzimation, on considére un découpage de l'intervalle [0,T]

en N intervalles égaux de longueur k, et on définit une famille d’éléments de H,

ul ut, L un.
Par récurrence, en partant de :
u® = ug. (1.3)
Et de :
W AW = (= fn et DR)
— + AU = " (= f(n+ ,
k (1.4)
n=0,.... ,N —1
Avec : k= At.

Si Uopérateur A admet une décomposition :

A=A (1.5)



On peut utiliser cette décomposition pour approcher et cect conduit au schéma de pas

fractionnaires suivant : on définit les éléments :

n+—
u 9 n=0,.... N —=1i=1,.... .q
tels que :
u® = ug (1.6)
Et : )
n+t n—=
U —u i
—{—Aiu"Jrq = n+—7
k / (1.7)
n=0,...N—-1i=1, ... q
Ou )
1
4 -
=y f 4 (1.8)
=1
Dans le cas du schéma , le calcul de u™*! nécessite linversion de l'opérateur
(I+ KA); dans le cas du schéma , le calcul de u"+%, ........ , Ut nécessite linversion

des opérateurs (I + A1), ....., (I + kA,) , et la méthode est intéressante lorsque linversion

de ces opérateurs est plus simple que l'inversion de l'opérateur (I + KA) .

1.7.2 Reésultat de convergence

_l’_

i .
Nous allons énoncer un résultat précis sur la maniére dont les u" "« approziment la solu-

tion u de .

Sotent V; ;i=1,....... ,q , des espaces de Hilbert ,

V:,rqui , avec V CV;,C H.

=1

les injections étant continues , et chaque espace étant dense dans le suivant .
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On identifie H a son dual , V' , désignant le dual de V;, V' celui de V', on a :
VvcV,cHcV cV’ (1.9)

avec injections continues , chaque espace étant dense dans le suivant .

Supposons que A; € L(V;, V) avec :

A, v) = o[V |3
( ) VT, (1.10)

YoeV, ,a; >0

Alors , pour uy donné dans H , et f donné dans L*([0,T); H) , ’équation posséde une
solution unique u € L*([0,T); V)N C([0,T); H) ([9]).

on se donne une décomposition arbitraire de f .

f=Zfi ,fi € L*([0,TY); H) (1.11)

Et on pose :
[T B e d 1.12
flns DRy = 5 =1 [ ps)as (1.12)

. . . RN . 2 27 2
les équations définissent alors de maniére unique les v comme éléments de V; , on

introduit les fonctions étagées uy,1 <1< q :

U = un+§, pour t € [nk,(n+ 1)k[,i=1,....... .q.

et on a le résultat de convergence ([13]).
Théoréme 1.7.1 Lorsque k — 0,
1. uy, converge vers u dans L*([0,T]; Vi) fort et L>=([0,T]; H) faible étoile.

2. uy(t) = u(t) dans H fort , ¥Vt € [0,T] , ot u est la solution unique de .

16



1.7.3 Exemple

De facon générale et formelle , considérons le systeme (u désignant éventuellement un

vecteur ) :

%+%_@—f
ot ox Ox%
U|F:

u(z,0) = up(x).
soit : k= At. le pas de temps .

Supposons que nous connaissions :

n N

u™ " approximation " de u a linstant nk .

Nous déterminons alors :

un—i—l

" approzimation " de uw a Uinstant (n + 1)k .

(1.13)

Pour montrer l’existence d’une solution de notre probléeme , on va utiliser la méthode de

décomposition des opérateurs , qui décompose le probleme initial en deux sous problemes

adjacents , aprés une semi discrétisation en temps de deux sous probleme en deux étapes :

17



Premiére étape : On considere ’équation :

@—F@_f
ot ' ox !

v|r=0 v(x,0) = vo(z)

v(nk) = u™

et on calcule :

o((n+ k) =u" 2.

par la discrétisation en temps de on trouve :

\

Deuxiémes étape : On considére la deuziéme partie de [’équation

o o,
ot 9z2  *
wlr=0 w(x,0) = wy(x)
1
| w(nk) = w2

o

h+fe=1

on prend alors :

u" = w((n 4+ 1k).

18
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n+— n+—
v 2 -y Ou 2 _
k or
n+—
u 2 |F:O
1
n+— n+3
u o 2(2,0) =u, ()

(1.14)

(1.15)

(1.16)



par la discrétisation en temps de on trouve :

r 1
n+—
S ) 92yt .
k T o2 Iz
ek (1.17)
u 2 |F: 0
u"™ (2,0) = ugt (x)

\

1.8 Equations différentielles a coefficients périodiques

Dans le cas des systemes a coefficients périodiques . L’équation considérée s’écrit

donc :

X' = A()X (1.18)

Ou A est une matrice n X n de fonctions continues sur R a valeurs dans C telle que :

At +w) = At) VteR (1.19)

Le nombre w € R est appelle période de A.

Théoréme 1.8.1 [10)] Soit ® la matrice fondamentale de solutions de .

Alors U est w - périodique et vérifie :
U(t)=d(t+w) VEtER (1.20)

Alors O(t + w) est aussi une matrice fondamentale de solutions pour le systeme .

De plus, pour toute matrice fondamental ® ; on peut associer une matrice inversible w-

périodique P, et une matrice constante R, telle que :
®(t) = P(t)e' VteR (1.21)
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Définition 1.8.2 [10] Les valeurs propres de la matrice e sont appelées multiplicateurs

associés a l'équation ou encore & la matrice A , et les valeurs propres de R sont

appelées exposants caractéristiques de A .

1.8.1 Reésultats complémentaires sur les solutions périodiques pour

les équations différentielles linéaires d’ordre 2

Nous allons encore présenter deux résultats sur les solutions périodiques. pour cela nous

intéressons a une équation de la forme suivante :
2" +a(t)r’ + b(t)x = c(t) (1.22)
avec a, b et c trois fonctions réelles continues et w— périodiques.

Théoréeme 1.8.3 [10] Considérons une équation du type ci-dessus .

L’équation homogene associée s’écrit alors : sous la forme :

2" +a(t)r + b(t)x =0 (1.23)

Alors admet une solution w-périodique pour toute fonction c(t) si et seulement si

n'en a pas .

Lemme 1.8.4 [10] L’équation différentielle admet une solution w-périodique si et

seulement s’il existe une solution x vérifiant la condition de périodicité :

2(w) = 2(0) 2'(w) = 2'(0) (1.24)



Preuve.

o Sens nécessaire : il est évident que st x est une solution w—périodique alors x est au

moins de classe ¢* et on a m

o Sens suffisant : supposons que x est une solution vérifiant . Alors x vérifie le
probleme de Cauchy .
2"(t) + a(t)2'(t) + b(t)z(t) = c(t)
z(0) =, 2'(0)= 0.
on pose y telle que : y(t) = z(t + w).

y vérifie alors le probleme de Cauchy suivant :

y'(t) + a(t +w)y' (t) + b(t + w)y(t) = c(t + w)

y(0) =, y'(0) = 5.

comme a,b et ,c sont des fonctions w—périodiques , on obtient exactement le méme probléme
de Cauchy pour x et y , donc par unicité des solutions , on a que x est une solution

w—périodique de .

Remarque 1.8.5 Ce théoreme est un théoréme d’unicité : pour tout fonction c(t) il existe

une solution périodique .
Théoréme 1.8.6 on suppose que a(t) =0Vt € R . Donc l’équation s’écrit :
2" (t) + b(t)x(t) = c(t) (1.25)

ou b et ¢ sont des fonctions w—périodiques .

Alors , admet une solution périodique si et seulement si on a :

/Ow B(u)e(u)du = 0

pour tout solution périodique ® de l’équation homogéne a .
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Chapitre 2

FORMULATION DU PROBLEME

2.1 Position de probléme

Soit ¥ = Qx]0,T[, avec Q borné de R ,le probléeme est trouwver u solution de (2.1)).

ou 0*u ou
5 a(m)@ + b(x)% = f(z) dans> = Qx]0, T
u(z,0) = ug(x);x € Q C R (condition initialle) (2.1)

u=0 surl' = 0Q (condition aux limite)

Avec f € L*(Q) donnée . On suppose que a,b sont des fonctions continues et bornés dans €
et que a, b, [ sont périodiques et de période w , nous allons étudier les solution périodiques

du probléeme (2.1), pour ceci on va utiliser la méthode de décomposition .

Théoréme 2.1.1 Siu € H*(Q)NL®(Q),u > 0 dans 3 , et u vérifie les conditions initiales
et aux limites continues dans et f est une fonction positive donnée dans L>(S2) alors

le probleme admet au moins une solution u € L>=(0,T, H*(Q) N L>=(£)).
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Remarque 2.1.2 [l résulte de que :

ou - 2
e € L>(0,T; L*(Q2)).

de sorte que ug a un sens (en particulier dans L*(2) ).

2.2 Etude de L’existence et L’unicité

e [’étude du probleme , on commence par le cas ou les coefficients sont périodique :

2.2.1 L’unicité

sotent uq, us deux solutions du probléme . Posons : u = uy —uy et f fonction continue
etaec L>®(Q) etbe L>(Q) .
telle que AM, > 0 tq |la|| < My et AMy > 0 tq ||b]| <

on a:
8?,61 (92?,61 aul . (9UQ 82’11/2 aUQ
o T G T Gr = gy el HeGs (22)
donce :
8u1 8u2 82U1 82’&2 8u1 3u2
S - =1 = 2.
o o Tl g Tl Fhe)s = be) g =0 (2:3)
c’est a dire :
ou 9%u ou
E—i—a( )@—l—b( )8x 0 (2.4)

multiplions par u , puis on intégrons on trouve :

/u%daz—l—/ a(z )%dw—l—/ub(aﬁ)%dw:o (2.5)

/u—dw-/uu —§E/|u| dx

23
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et

2 2
/a(x)u%dx <M, u%dx < =M, / u'?dx
Q 81'2 Q 81‘2 Q

telle que :u =0 on I' = 0f).

1d
- M= — 2
/Qb(a;u dz < / /uud:c 25 t/\u] dz

de sort que :

et on a :

1d
—Ml/u’Qdaré 5@/ |u|2das+M22dt/ |u|?dx.

et donc d’apres le lemme de Gronwall [2] :
on trouve : u = 0.

JAny . —
Dot :up = uy .

2.2.2 Etude de L’existence

Solutions approchées

On utilise la méthode de décomposition qui décompose le probleme en deux sous pro-
bléemes comme suit :

Le Premier sous probléeme est :

ov ou
b)) = 2.
5 To@o=h (2.6)
" oy . _ . ov ou
Avec les conditions initiales et auz limites relatives a Ly(v) = yn + b(x)ﬁ_x
Le second sous probléeme est :
v 0?u
= 2.
o T g = )2 27)
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Ov 0%u

Pour trouver une solution approchée du probléme , on va faire une semi discrétisation

en temps des deux sous problémes (@ et .

Soit k = At le pas de temps on suppose que u est connue a 'instant nk = nAt on note u™

Awvec les conditions initiales et aux limites relatives La(v) =

On cherche u a linstant (n + 1)k c¢’est-a-dire on cherche u™*!

e La semi discrétisation du probleme (@ est :

1

aun+§ n+l
utr — " = klb(z 2 2.8
)5+ £ (28)
La résolution de donmne u™*z , qui est une solution approché de .
e La semi discrétisation du probléeme est :
n n+1 a2un+l n
u = = Ka(e) S g (2.9

La résolution de donne u™*' Par incrémentation du pas de temps on obtient une suite

de solutions approchées du probleme On pose u® = ug, ceci définie complétement la
suite {u™} .
2.2.3 Estimations a priori

On prend k sous la forme :

k= At.

et 'on introduit les fonctions :
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i

wa(t) = uth gi=1,2
pour t € [nk,(n+ k[, n=0,1,....,N—1
et

Uy, linéaire dans [nk,(n+ 1)k]
u(nk) = u™
Lemme 2.2.1 Les uy, , (i=1,2) , u, demeurent , lorsque k — 0 , dans un borné de
L>=(0,T; H> N L*>(Q)) et sont a valeur positives p.p .
Nous allons diviser la démonstration de ce lemme en plusieurs étapes; on vérifiera en cours

que les fonctions u, sont bien a valeurs dans H*(Q) N L>=() .

Nous allons montrer que la suite (u™) est bornée dans H*(2) on commence par montrer

que la suite est bornée dans L?*(Q).

Lemme 2.2.2 3c > 0 telle que Vn € N||u, ||z < ¢
ou

||U0||L2 = C.

Preuve.

On montre que :

VneN [utz| < [lun|
1 (2.10)
etVn € N [Ju"| < [lu"*z

Pour montre que :

lu | < JJumtz]).
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e On utilise le 2™¢ probléeme :

a2un+1

0x?

W=yt = kla(x) + .

On multiple les deux membres par u™1 et on intégre sur Q0 , on aura

a2un+1

0x?

WLt gt gt k[a(z) + f2n+1]un+1.

1 62u”+1
— /(un+1)2 dr — / W2t dr = k/[CL(x)W +f2n+1]un+1 dr
Q Q x

On fait les majoration nécessaire ,ce qui donne :
™ < enllumt2]. (2.11)

On utilise la méme technique pour montrer que :

[u*3]| < eaf|u.

e On considére le premier probléeme :

1
8un+ 2 n+l

On multiplie par Utz ce qut donne :

n+i 1
WtE e — e = k[b(w)alé—2 + Rt
x
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On integre sur §2 ce qui donne :

1
ou™t2 nal

/u”*é.u“; dr — / "t E dp = k/[b(m)— + fi Q]u"Jr% dx
Q Q Q Oz

Donc :

1

ounts nal
Hun—i—%H2 :/un.u“é—l—k/[b(a:) 5 +f1+2]un+%
Q Q T

a3 ]2 < fJa|]. a3 |+ a3

On trouve enfin :

[u*3]| < eaf|u. (2.12)

De (2.11) et (2.19) on obtient :

lu 2|l < eoljun]] et fJum | < exflunt 3|
Donc : ||[u™| < esllu|| < oo < cullugl| < ccp
Par récurrence on aura :

[u"]] < 4

Donc u™ bornée dans un domaine de L*(2) Il reste & montrer que la suite est bornée dans

un domaine de HY(QY) pour ceci on montre le lemme suivante :

a n
Lemme 2.2.3 Il existe une constante M > 0 telle que |Du™|| < M avec DU™ = ;
T
[Du*2 ] < [ Du|
(2.13)

IDum | < || Dur2||
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On utilise la méme technique que celle utilisée pour montrer que

Vn € N||u"|| < constante

e On utilise la formule du premier probleme :

ox
On dérive les deux membre par rapport & x

1 -
Dutt — Dy = kD[b(2) 2

1

n+i
+ 2
837 fl ]
On multiple par Du™ s ot D = —
ox
ounts a1
Du™ Du™s — Du.Duts = kD[b(a) 2% 4+ 2 Dyt
On intégre sur Q0 ¢a donne :

Donc :

/ D3 Dyt dr = / Du".Du"*3 dz + k / D[b(z)
Q Q@ .

1
out2

ox

|Du 2|2 < || D™ || Du 2 || + k|| Du™ ||

On fait les majorations nécessaires ,ce qui donne enfin :

| Du™ 3 || < My|| Du”|

e On fait la méme chose pour le probléme 2 :

1 a2un+1 "
u”+1 — U,n+2 = ]C[CL(J?)W + f2 +1]

29
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On dérive :
92+

0x?

Du"' — Du™*2 = kDla(x) + fat

On multiple par Du™*! :

aQunJrl

Ox?

D" Dyt = Dy 'z Dy + kDla(x) + fot]. Dyt

On intégre sur ) :

1 82 n+1
/(Du”“)2 dx = / Du""2. Dy dx + k:/ Dla(z) U — + [t Du™ da
Q Q Q Ox

Donc :
1

|Da 2 < 1Du" 2 | Dur | + k| Du |
On trouve enfin que 3My > 0 tel que :
| Dum | < Myf| Du*3 | < My My|| D (2.17)
Par récurrence n on trouve que :
Vn € N ||Du"|| < constante (2.18)
Ce qui donne enfin que la suite (u™),en demeure dans un borné dans H'().

Remarque 2.2.4 On peut par la méme procédure montrer que la suite (u™) demeure dans
un borné de H*(Q) pour ceci on utilise la méme procédure , pour montrer le lemme suivant.
Lemme 2.2.5 Il existe un constante Cy > 0 , telle que :||D*u"|| < C.

d*u™

or?

avec : D*u" =

ID?u 2 | < [|D?n|

ID?um | < || D2t |
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Preuve. On utilise la méme technique que celle utilisée pour montrer que |Du™|| < M le
lemme 2.2.3 .

On prend la formule du premiére probléme :

1 3un+% 'n,—l-l
e ™ =k[b 2
uE - = kb))
On dérive les deux membres par rapport a x
1 dunte il
Du""2 — Du" = kD[b(x) T T it
x

On dérive la deuxiéme fois les deux membres par rapport a x on trouve :

1
aun+§

D(Du™2) — D(Du") = kD?[b(x) o+ )
x
Alors :
2 1 2 2 Ou" 3 n+3
D*u"*t2 — D*u™ = kD?*[b(x) + f1 2] (2.19)
On multiplie par (D*u"z) on obtient :
a2un+% a2un+% 82un a2un+% 82 aun-i-% nal 82un+%
- =k b 2], ———
< oxr? ' 0x? ox?’ 0x? ) <8x2[ (z) ox fi?l 0x? )

On intégre sur () on trouve :

/Q(Dzu”Jré)de = /Q(D2u”).(D2u”+é) + /{:DQ[b(x)Du”Jr% + fer%]DQu"Jr%
Alors :

| D*am 3|7 < | D" L[| D*am 3| + k|| D2
Donc :

| D22 || < kol D"
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e On fait la méme chose pour le probléme 2 :

92un+1
Wt un-i—% _ k[a(x)% + f2n+1]
On dérive les deux membres par rapport a x :
+1 +1 Purt! +1
Du"™ — Du""z = kD[a(x) 922 + f37]
On dérive la deuxiéme fois les deux membres par rapport a x :
41 +1 2 Putt +1
D(Du"") — D(Du""2) = kD*[a(x) 52 + f3 (2.20)
On multiple par (D*u"*) | on trouve :
O2untl H2yntl 2unts  §2yntl o2 92yl i1 92yntt

< Ox? = Ox? )= 0x? = Ox? )= <@[a(x)w+ 2" Ox? )

On integre sur €2 on trouve :

aQunJrl

2,020 — 2,73 (D22 270( 2 21 (D2 de
[t = (DRt ek [ (Do) S+ DDA

Donc :

”D2un+1H2 < HD2un+%H + k1HD2un+lH

On trouve enfin que : 3mq > 0et mg >0 tq :

| D% < ma| D> s < || D2

par récurrence sur n on trouve que

ID*u"]| < Cy

32



2.2.4 Passage a la limite

D’apres le le lemme 2.2.1 , on peut extraire des sous suites , encore notées : WU, U,
telles que :
Ui — U;
i o 7 (2.21)
dans L>=(0,T; H*(Q) N L>(Q)) faible étoile
Lemme 2.2.6 Lorsque k — 0
Oy,
——, demeure
ot

(2.22)
dans un borné L>(0,T, L*(Q2))

Preuve. D’apres la méthode de décomposition et par la discrétisation en temps on trouve
deuz sous probleme comme suit :

le premier sous probléme est :

n+ i
2] = ()
ax +f1 ]

et le second sous probleme est :

(2.23)
+1 +1 OPumt! +1
u'"tt — e — k[a(x)w + f37 ] =0 (2.24)
ce qui équivaut de on trouve :
8&k aulk
"k — = 2.2
g @y ~ k=0 (2:25)
et de on trouve :
81~Lk 82u2k
T a(‘r>—8$2 —fa =0 (2.26)
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cela extraire , grice au le lemme 2.2.1 ,on peut alors supposer , grice aux esti-

mations sur iy , et la compacité de Uinjection de H*(X) — L*(Z) , que :

U — U

(2.27)
dans L*(X) fort et p.p
mais, d’apres la définition des fonctions Uy et uy, on a :
~ n 1 n
||ty — UlkHLOO(O,T,LQ(Q)) < sup |u 2w
0<n<N—-1
et de méme pour les fonctions uy et us , on a :
- n el
[ — uorl| Lo rsr2) < sup  |u"t —ute
0<n<N-1
et avec (2.23) et (2.24)) et le lemme 2.2.1 il en résulte que :
|t — wik|| oo 0,220 < ke (2.28)
de méme :
[Gr, — k|| o< (0,7:22(0)) < Kea (2.29)
donc , avec ,on en déduit que l'on peut supposer :
Uk — U , U1 — U
(2.30)
dans L*(X)fort et p.p.
mais on peut écrire la deuzrieme égalité comme suit :
32u2k
Ugg — Uy — ka(x + kfo, =0
2k 1k (z) 972 Jok
d’ou ,avec le lemme 2.2.1
|tk — w1k Lo 0,1 02(0)) < Kca (2.31)
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On peut donc supposer d’apres , que :

ulk—Hl

dans L*(X) fort et p.p.

Alors (avec les notation ) on trouve :
U, =uU=1u
e Le cas des coefficients périodiques et suffisante pour généraliser [’étude . Donc on peut
déduire ’existence d’une solution au moins du probléme dans le cas des coefficients

constantes .

2.3 L’étude des solutions périodique approches

On utilise le premier sous probléme suivant :

au’”E n+%

ax 1 ]

(2.32)

Donc :

(2.33)

telle que :b(x +w) =b(z) VreR.

Preuve. Pour trouver la solution de on va montrer cette résultat :

U(r)=P(r+w) VreR
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Soit ® une matrice fondamentale de solutions pour on a:

oy 1
d'(z) = kb(x)q)(x) Vo € R. (2.34)
Soit ¥ une matrice telle que :
U(z)=P(r+w) VreR (2.35)
d’ou :
V()= B(a+w) Bzt w) = ——U(x) VoeR
T b w) Y T ) T

car b est w—périodique . Donc V vérifie [’équation

De plus , comme ® est une matrice de solutions , son déterminant est non nul :
det(®(z)) #0 VreR
d’ot
det(V(z+w)) #0 VreR
par conséquent , W est inversible et vérifie

c’est une matrice fondamentale de solutions . m

Théoréme 2.3.1 On suppose que b(x) =0, Vz € R.

Donc l’équation s’écrit :

y 1 1
: ka(z) T ka(z)

f2 (2.36)

Ou a , et fy sont des fonctions w— périodiques . Alors admet une solution pério-

dique si et seulement si on a :

/Ow ®(u) fo(u)du = 0

pour toute solution périodique ® de l’équation homogene associée a .
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Chapitre 3

Application Numérique

On a le probléeme parabolique de réaction diffusion a coefficients périodiques suivant :

ou 0*u . Ou
o g Sinag = 0, X=0x]0,T]
u(z,0) =ug(x) ,x€QCR (3.1)
u|1" =0
On pose uy(z) = 1.
Alors
o Pu L on
ot oz M T
u(z,0) = ug(xz) =1 (3.2)
U|F =0
On a :
ou . Ou
T sin xa— =0 (3.3)

L’équation implique que :

1

u"tr — " . OuTz

—— = sinx , VneN.
k ox
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Avec k = At.

On pose At = 1.
Alors :

1
wtE — g = Sinxalggz (3.4)
De u° =1 on trouve : )
u% —1= sin:z:au5
ox
On pose uz = y.
On obtient :

y—1=sinz 7.
implique que :

y — !

B 1

sinx sin
e Les solutions de [’équation homogeéne associé a (@ sont :

x
y = el mzdr — /\|tan§| avec A € R
e Les solutions particuliére de (@) sont :

7= Mz)e 4@

tg A primitive de — ——.
sin x
On obtient :
1 1
(Ne™ —AAe™) — — e ™ = ——
sin x sin x
Donc :
)\/ —_ _ 1 eA
sinz
On cherche alors X primitive de ——e? tq :
sin

1
/\:—/ . |tanz\dx
sinx 2

On utilise le changement de variable : x = 2y
Donc :

1
)\:—2/ , | tany| dy
sin 2y
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1 .
SR W )
2siny cosy | cosy|
On pose : ¢ = +1

Alors on trouve :

1
Az) = 5/ gy dy = ctany

On remplace la valeur de \ dans , alors la solution s’écrit sous la forme :

implique que :

ur = e(tan z)2

2
c’est a dire (@ solution de I’équation )
avec on a :
ou  u 0
ot o
Alors :
utt —yts 92yt
k  Ox?
On pose : At =1 | alors :
un+1 B un-&-% _ aQunJrl
0x?

On remplace uz dans on trouve :

O*ul 1 T 5
= e(tan 5)

On pose u' = z on trouve :

2" — 2z = e(tan 3)2

Pour résoudre on résoudre l’équation homogéne suivante :

2 —2=0

On trouve :
z(x) = Ae™® + Be”
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d’apres la condition z(0) = 0 on obtient :
2(z) = A(e™® —e") (3.13)

Pour trouver la solution de , on dérie z deuz fois et on remplace dans :

A'(z)(e™® — ") + 2A" (x)(—e™™ — ") + A(x)(e™ — €") — A(z)(e™" — ") = e(tan g)Q

On résoudre [’équation homogéne swivante :
A'(x)(e™ — ")+ 2A (z)(—e ™™ — ") + A(x) (e — €") — A(z) (e —€e") =0

A'(z) (e —€¥) = —2A"(z)(—e™" — €")
@) et
/A/@) dr = 2/ (= — o) d

log A'(z) = _Q/szi_—z_f’f; = —2/c0thzv dr = —2log | sinh z|

A'(z) = |sinh 2|2

Donc :

Alors :

implique que :
1
A(r) = | ————— dx = e coth
(z) / | sinh z|? v v

On remplace la valeur de A(x) dans , alors la solution s’écrit sous la forme :

z(x) = ecothx(e™™ — %)
Donc :

u' = ecothz(e™ — €”)
Pour trouver u3 , on remplace u' dans on obtient :

3
2

ou

X

u? — e coth z(e™® —e®) =sinx

On pose : uz = Y
On trouve :

y+ecothz(e™ —e,) = sinxzy’
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Donc :
sinzy’ —y = ecothz(e™ — €”) (3.14)

on a la solution de l’équation homogéne s’écrit sous la forme :
y = c|tan g] (3.15)
Il reste de calculer c(x), on écrit :
x
y = c(x)| tan 5] (3.16)
Donc on dérive y de (3.16) et on remplace dans on trouve :

d(x) = ecothz(e™ — €”)(tan z

2
Alors :
c(x) = 5/coth (e — ex)(tang dx
e +e L . x
c(x) = —5/(m)(e —e )(tan(2)) dx
_ x
c(x) = —8/(635 +e $)tan§ dx
On utilise le changement de variable , on pose : 5 =y alors dv = 2dy :

c(x) = —25/(629 +e ) tany dy

On peut écrire :
e 4 e~
c(x) = —45/ % tany dy

Donc on trouve :
c(x) = —45/(1 + 2sin®y) tany dy

implique que : ‘
sin y

clx) = —45/(3 — cos?y) dy

cosy

c(x) = —12¢[—log | cosy|] — 45/sin2y dy
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c(x) = 12¢elog(cos g) + 2ecosx dx

On remplace c(z) dans . on trowve la solution u? :

3
2

u2 = g[12log(cos g) + 2cos z] tang

Pour trouver u? , on remplace u? dans on obtient :

2,2
0%u W
0x?

[N

= ¢[12log(cos g) + 2 cos z] tan g
On pose u* = z on trouve :
" T T
2"(x) — z(z) = e[12log(cos 5) + 2 cos x] tan B (3.17)

la solution homogéne de est :

on écrit z(x) comme suite :

z(x) = A(z)(e™" — ")

On dériwe z deux fois et on remplace dans on trouve la solution comme dans u' . De
méme maniere on calcule :
5
U2, U, U2 e u”.

On trouve que les solutions sont périodique , et par récurrence on trouve u".

1 2

N . . .. . 1 3
Donc d’apres la méthode de décomposition on trouve la suite {u® u2, u',uz, u?, ....... Jut
qui converge vers la solution w , par la méthode de compacité ce qui donne la convergence
forte de la suite de solutions approchés d’ou ’existence d’une solution .

Et pour lunicité d’une solution ,on applique la méthode classique " lemme de Gronwall "
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudié un probléme de réaction diffusion parabolique a coeffi-
cient périodiques et bornés, nous avons commencé par traiter le cas ou les coefficients sont
périodique.

Pour cect nous avons utilisé la méthode de décomposition qui consiste a décomposer le pro-
bleme initial en deux sous problemes qu’on a étudié.

Cette étude a été basée sur une semi discrétisation en temps a pas fractionnaire, cette mé-
thode a été introduite par Temam, elle a donnée une suite de solutions approches, nous

avons mis en évidence des estimations a priori.

Pour l'unicité nous avons appliqué une méthode classique on part du fait que le probléme
admet deux solutions , l'utilisation du lemme de Gronwall montre que les deux solutions
coincident , d’ou l'unicité .

Pour les coefficients constantes , lorsqu’il existe une équivalence entre les coefficients pério-
diques et constantes.

Le cas des coefficients périodiques et suffisante pour généraliser ’étude . Donc on peut dé-
duire ’existence d’une solution au moins du probleme .

pour l'unicité , on a utilisé la méme méthode quelle a utilisée dans des coefficients pério-
diques.

enfin et pour valider notre travail , nous avons fait une application sur un exemple simple .
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Abstract:

In this work, we studied the periodic solutions of parabolic reaction diffusion problems. For this, we
used the decomposition method of operators that breaks the original problem into several problems,
that will be coupled approached simultaneously study this will be done by a semi time discretization
end we will pass to the limit.

Key words : {Compactness method , diffusion reaction, parabolic problems, periodic
solutions , decomposition method .}

Résumé:
Dans ce travail nous avons étudié les solutions périodiques des problemes paraboliques de réaction
diffusion.
Pour ceci, nous avons utilisé la méthode de décomposition des opérateurs, qui décompose le
probleme initial en plusieurs problémes approchés couplés, qui seront étudié simultanément.
Pour Ceci nous avons fait , une semi discrétisation en temps en fin on passera a la limite, Puis on a
construit une suite de solutions approchées qui convergent vers une solution du probléme, le lemme
de Gronwall nous a permis de montrer I’unicité.

Mots clés : {Meéthode de compacité, reaction diffusion, problémes paraboliques, solutions
périodiques, méthode de décomposition.}
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