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Notations et Conventions

u(z,t) : La vitesse.

1 : La viscosité dynamique.

p : La masse volumique.

v : 'accélération.

T : La température.

p : La pression.

Re : Nombre de Reynolds.

V(u):V(v)= S0, >, Ou; Ov : le produit scalaire matricielle.
Ox; Ox;

0} :la frontiere de ).

0
V= 5e T A : le gradient.
82
Au=73", e Z laplacien.
Ou, :
divu =", au € R : la divergence .

(uw-Vyu=>", ulaa € R™ : le terme de convection
V:={ueDQ): divu = 0}.

V ={v e (H}Q)", divv = 0}

H = {v e (L*(Q))", divv = 0,tr(v)sn = 0}

LP(0,T; X) = {f:]0,T[— X, telle que [ ||f(t)|5dt < oo}
o0 =2vD(u) — ply : le tenseur de contraintes de Cauchy.

1
D(u) = E(VU + Vu') : tenseur de déformation.
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Introduction

Les équations de Stokes et de Navier-Stokes modélisent la dynamique de fluides vis-
queux incompressibles. L’objectif de ce travail est d’étudier 'existence et 1'unicité d’une
solution faible du probleme de Navier-Stokes .

Le fluide est caractérisé localement par deux variables : sa vitesse u(z,t) = (u;(x,t))1<i<n €
R™ et sa pression p = p(x,t) € R, définies pour x € R™ et t €]0, T[. Les équations de Navier-
Stokes sont définies en deux groupes. Le premier est la réalisation de la seconde loi de la
dynamique de Newton (ou de la conservation de la quantité de mouvement) et le second
est la traduction de I'incompressibilité du fluide (ou l'expression de la conservation de la

masse) :
ou
p(EJr(u-V)u) —vAu+ Vp = f dans Q x RT
divu =0 (1)
u(z,0) = ug
u(z,t) = g(x,t) sur 0.

La densité p > 0 du fluide est choisie constante et v > 0 désigne la viscosité dynamique
du fluide. Enfin, f = (fi,..., f.) représente une densité massique de forces extérieures.
Dans le premier chapitre, nous donnons des rappels d’analyse fonctionnelle ainsi que fournir
une breve introduction aux équations de la mécanique des fluides que 'on utilisera par la
suite.

Dans le deuxieme chapitre on étudie le probleme de Stokes. Pour on établie les méthodes
des éléments finis, car cette équation est linéaire, d’abord on présente le probleme continu
et on cherche a formulation variationnelle mixte, on utilise le condition ”inf-sup” pour mon-
trer I'existence et 'unicité de solution. En suite nous donnons le probleme discrétisé pour
approximer (u, p) par des fonctions (uy, pr) dans les sous espaces discrets et donner quelques
résultats importants de I'existence et I'unicité, convergence et 'ordre de convergence de so-
lution.

Dans le troisieme chapitre on position le probleme de Navier-Stokes avec le condition aux
limite, ce probleme non linéaire. On utilisera la formulation variationnelle pour prouver
I'existence d'une solution faible par le méthode de Galerkin. On obtient alors il existe une
solution unique dans le cas de la dimension d’espace n = 2, mais dans le cas n = 3 'unicité
une question ouverte.

Enfin on considere les équations de Navier-Stokes incompressibles posées dans un domaine

Q) C R?, on choisit désormais le carré unité comme domaine c¢’est-a-dire Q2 = (0,1) x (0, 1).



On va utilise un schéma de type MAC pour les équations de Navier-Stokes incompressibles.
Ce schéma est discrétise en temps et il est obtenu en linéarisant (en temps) le terme non

linéaire des équations de Navier-Stokes.



Chapitre 1

Les équations de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes forment un modele mathématique qui décrit I’écoulement
d’un fluide.
Dans ce chapitre nous montrons comment les équations de Navier-Stokes, sont dérivées a
partir de lois de conservation de la masse et conservation de la quantité de mouvement. Nous

introduisons des notion utiles de cinématique.

1.1 Rappels d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Topologie faible

Définition 1 On note X un espace vectoriel normé, X' son dual topologique. On appelle
topologie faible sur X et que l'on note o(X,X') , la topologie la moins fine rendant continues

toutes les formes linéaires f € X .

Définition 2 Si z,, — 2 dans o(X,X') , on notera x, — x et on dira que x, converge

faiblement vers x dans X.

Proposition 3 Soit X un espace de Banach et (x,,) une suite d’éléments de X alors :
Tn — xS f(x,) = f(z), VfeX

Soit X un espace de Banach, X' son dual, X" son bidual topologique muni de la norme :

1€l = sup |£(f)]

fex’
lri<1

On a une injection canonique J : X — X' . En effet tout élément v € X définit un élément

J, € X" par :



J, est bien une forme linéaire continue sur X puisque :

[ L (N = 1F @) < llzllx [ 1] x

En fait || .||y = ||x||x car :

[ ol xr = sup|Je(f)] = sup|f(z)] = [lx]x

fex’ fex’
lri<t (B!

Corollaire 4 Soit X un espace de Banach séparable et soit {f,} une suite bornée dans X' .
Alors, il eviste une sous-suite extraite { fui} qui converge pour la topologie o(X', X). C’est
a dire :

(for,x) = (f,x),Vr € X

"

Définition 5 L’espace X est dit réflexif, si J(X) = X .

Théoreme 6 Soit X un espace de Banach réflexif, alors toute suite bornée dans X admet

au moins une sous-suite faiblement convergente

1.1.2 Espaces de Sobolev

Soit (X, || - [[x) un espace de Banach, 1 < p < oo etT > 0. On définit 1'espace
LP(0,T; X) comme suit :

T
LH0.75X) = {7 10,71 X, tell que [ |50t < o0}
0
cet espace est munit de la norme :

T 1
1oy = ( / 1F() Bt

et pour p = oo, on pose :

[ fllz=0rx) = sup ess| f(t)]x

t€]0,T]
Propriété 7 (i) Pour1 <p <oo, LP(0,T; X) est un espace de Banach et on particulier,

L*(0,T; X) est un espace de Hilbert, lorsque X est un espace de Hilbert.
(i) Pour 1 <p < oo et si X est réflexif, alors LP(0,T; X) est un espace réflezif.

(iii) Pour 1 < p < oo et si X séparable, alors LP(0,T; X) est aussi séparable.



Espaces de Sobolev d’ordre entier

Définition 8 Soit p un réel, 1 < p < 00, un ouvert de R"™ et m un entier naturel.

On appelle espace de Sobolev d’ordre m et on note H™()) l’ensemble :

H™(Q) = {u mesurable, tel que D*u € L*(Q),¥|al < m},

ot
ol . : N
D% = —=a——=—u, désigne la dérive d’ordre a au sens des distributions avec.
o057 ... 0%
a=(ag,ag,...,ay) tel que lal=a1 +as+ ...+ ay

Quelques propriétés des espaces H™(S)
(i) On munit l'espace H™(Q2) du produit scalaire :
(u, V) gm() = Z (D%, D*v) 20y Vu,v € H™(Q)
la|<m

La norme associée étant donnée par :

lullzmey = | D 1D%ufF0 Yu e H™(Q)

la|<m
de plus, il est bien connu que cet espace est un espace de Hilbert.

(i) Pour m = 0 on a H°(Q2) = L*(Q) et pour tout m; > my, on a : H™(Q) C H™(Q)

avec injection continue.
(iii) Pour tout m > 0, H™(£2) est un espace séparable.

(iv) Pour tout m < 0, nous désignons par : HJ"(£2) la fermeture de D(2) dans H™ () :

H'(2) = D(QQ) dansH™(Q2)
et par H~™(Q) le dual topologique de H*(2) .

(v) Grace aux applications traces, que nous allons voir dans la suite, les espaces H{"(2)

peuvent étre définis comme suit :

Jj
H"(Q) = {ue H"(Q) telle que % =0,vj=0,---,m—1}
1

0
ou : n est la dérivée normale de w suivant la normale extéricure a I' = 0fQ :
n

Ou _ Z Ou (x)n; Ve € T

=1



Formule de Green

(1) Pour tout champ scalaire u, v réguliers on a

/—Auvdx:/Vqudx— @Uda
Q Q a0 On

ou n est la normale unitaire extérieure a

(2) Pour tous champs vectoriels v, w réguliers, on a

/ —Auwvdr = / Vu : Vodx — %vdo
Q Q a0 01
Avec

~ “ 8UZ 8vi

Théoréme 9 (Inégalité de Poincaré) On suppose que Q est un ouvert borné . Alors il

existe une constante C (dépendant de Q et p) telle que :

ul| o < C||Vau|z,Yu € WHP(Q) (1< p < o)

Les espaces de fonctions a divergence nulle

Soit tout d’abord
V= {u € D) : divu = 0}.

On définit H et V

H est la fermeture de V dans L?(Q)

V est la fermeture de V dans H}(Q)

Les espaces H et V sont des sous espaces fermés de L*(Q) et Hj(€2).

Ce sont donc des espaces de Hilbert séparables.

Caractérisation du gradient d’une distribution

Soit 2 un ouvert borné de R” et soit P une distribution dans Q ,P € D'(Q2). On prend v € V

on obtient

n n

(VP,v) =Y (DiPv) ==Y (P,Dw)=—(P,Dw) =0 (1.1)

=1 =1
Théoréme 10 (de Rham) Soit ¢ € (D'(Q))" telle que

n

Z<% i) =0 Vp e (D(Q)" telle que Zaigpi =0.
i=1

i=1

Alors il existe f € D (; E) telle que :Vi,q; = 0;f



1.2 Cinématique

On considére un ensemble des particules, qui, & I'instant t=0 occupe un espace €y C R3.
Chaque particule est repérée par sa position X € €.
les particules sont un mouvement, a Iinstant t, le domaine €y s’est déplacé Q, C R3. Au

cours du temps, chaque particule peut étre repérée par :
(i) La position X € Qg qu’elle avait initialement (configuration de Lagrange).
(ii) La position x € Q qu’elle occupe a l'insistant t (configuration d’Euler).

L’utilisation I'une ou de autre configuration donne lieu de description différente du mouve-

ment :

Description Lagrangienne

On se réfere par chacune des particules que 1'on suite dans sont mouvement. Pour cela,on
utilise les variables Lagrangiennes X, X5, X3 et t. La position des particules au temps t est

donnée parla fonction ¢ :

¢ = o(X,1) (1.2)

Pour un temps t donnée, ¢(.,t) envoie €y sur ;. Nous supposerons que cette application

est bijective, et que la fonction (X, t) — ¢(X,t) est continiment dérivable.

Description Eulérienne

On se place en un point M € R? fixé et on se réfere aux particules qui passent en ce
point. Les variables utilisées sont appelées variables d’Euler. Il s’agit de xq, 29,23 et t. La

fonction qui permet de retrouver les particules observées est notée ¢ :

¢ = p(z,1). (1.3)

Pour un temps t donné, ¢(.,t) envoie €, sur . Cette application est bijective et nous

supposerons que la fonction (x,t) — @(x,t) est continument dérivable.

Dérivée particulaire

On appelle dérivée particulaire d’'une quantité associée a une particule la dérivée
temporelle quand on suit la particule dans son mouvement. En coordonnée lagrangienne,
cette dérivée s’écrit naturellement ET

En revanche, en notation eulérienne, la dérivée partielle ne tient pas compte du fait que la

particule qui passe par X a l'insistant t est en mouvement et que ce mouvement contribue



a la variation temporelle de . La bonne notion de dérivée temporelle en eulérien est celle

de dérivée particulaire, notée F:f

D2 x(en. = Le(xta.0)
= %—f(X(a:,t),t) + %—T(X(a:,t),t) + V(X (2,1),1)
_ 9%

= 57 (X(@,0),0) + u(X(@.1),t) + V(X (@, 1), 1)

ou u désigne le champ de vitesse. Dans toute la suite on ne travaillera plus qu’en coordonnées

eulériennes.

Dérivée d’une intégrale

Considérons 'ensemble des particules a 'instant t dans une région w(t) contenue dans
), et suivons cet ensemble de particules lorsque t varie.

Considérons une quantité K (t) attachée a w(t) par :

K(t) = / ) Kz, t)dx (1.4)

dK (t)
it

Avant de donner les résultats, notons que la difficulté du probleme réside dans le fait que le

Ou la fonction k(z,t) est donnée. Nous posons alors le probleme : comment calculer

domaine d’intégration est entraine dans un mouvement du mulier continu par le champs de
vitesse u(z,t). Si w(t) était fixe, le probleme serait celui de la dérivation sous signe intégrale,
probléeme qui ne pose pas difficulté des lors que la fonction k(z,t) possede des dérivées par-
tielle borne dans w(t). Dans les cas qui nous intéressent ici la variation de K (t) est due :
(i) a la variation de la fonction a intégrer k(x,t).

(ii) au fait que le domaine d’intégration w(t) est en mouvement.

Théoréme 11 Sous le hypothése de régularité : k et u continue dans Qx (0,t,) et a dérivées

partielles bornées, on a :

dK ok 0
on — 4+ —(ku;)]dz, ¥t € (0,t 1.5
i = 5 g kel Ve 00) (15
c-a-dire
dK ok
— = —d k u.nd 1.6
o o O x+/8w u.ndx, (1.6)

Ot n est la normale extérieure unitaire a Ow(t).

Preuve. Voir[3] =



1.3 Les équations de conservations

On va établir ici les équations décrivant le mouvement d’un fluide dans un domaine de
R3, I’équation de conservation de la masse et 1’équation de conservation de la quantité de

mouvement.

1.3.1 Conservation de la masse

On se donne un ensemble de particules que 'on suit dans leur mouvement. On note €2; le
volume défini par ces particules a l'instant ¢. Le nombre de particules étant constant, la

masse du systeme m(t) Uest aussi. Ainsi, en coordonnées Eulériennes :

dm(t)
dt
Or m(t) = [, p(X,t)dX . L’équation de conservation de la masse s'écrit alors :

d
— X, 1)dX =0
dt Qtp( 7)

D’apres le théoreme 1.1, on obtient :

dp
(= +div pu) =0
|
Cette équation devant étre vraie a tout instant et pour n’importe quel ensemble de particules

;, on en déduit ’équation de conservation de la masse :

% Cdiv (pu) =0  VLYX € (1.7)

Cette équation est aussi appelée équation de continuité.

1.3.2 Conservation de la quantité de mouvement

On se donne un fluide de masse volumique p , de vitesse v dans un volume €); s’écrit :

/ pudX.
Q¢

D’apres le théoreme fondamental de la dynamique, la variation temporelle de quantité de
mouvement d’un volume est égale a la somme des forces extérieures qui s’appliquent sur ce

volume. On compte les forces volumiques

/ ofax.

Ou f désigne la densité volumique de force, et les forces de contact

/8 o,

9



Ou v est la contrainte surfacique.

L’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit alors :

d
— [ pudX = pde+/ v(s)ds,
dt Jo, of o9

On s’intéresse maintenant a la contrainte +. Le théoreme de Cauchy établit que 'on peut
définir le tenseur des contraintes o par la relation v = ov, ou v est la normale extérieure a

0€); . Le terme de bord de I’équation de conservation de la quantité de mouvement se met

/ div ods,
Q

et on peut alors avoir une relation locale :

alors sous la forme :

(Z;:eru divu=pf+dvo (1.8)

Afin d’expliciter le tenseur des contraintes, on commence par introduire le tenseur des

déformations :

D(u) = %(Vu + V)

Quand le fluide est au repos, la seule contrainte a laquelle il est soumis est la pression
hydrostatique, c’est-a-dire —pld. Quand le fluide est en mouvement, d’autres contraintes

surfaciques viennent s’ajouter, et on a la relation :
o=o0y—pld (1.9)

On va supposer que 'on travaille par la suite uniquement avec des fluides newtoniens. Cela
veut dire que oy dépend de fagon linéaire et isotrope du tenseur des déformations D(u). Sous

ces hypotheses, la relation entre oy et D(u) se met sous la forme :
oo = 2uD(u) + Adiv uld.

Ou p et A sont deux coefficients réels. On reporte alors cette relation dans I’équation (1.8)

et on obtient I’équation de conservation de la quantité de mouvement :

d
% + pudiv u — pAu+ (p — (A + p)div u) = pf. (1.10)

1.4 Ecoulements incompressibles

1.4.1 Equations de Navier-Stokes

On considérerons des fluides Newtonien incompressibles, d’écoulement de fluides, on appelées

équations de Navier-Stokes .

10



Fluides de Newtoniens

Définition 12 On dit ¢ une fluide est Newtonien si la relation de comportement qui donne
o en fonction de D est affine.

De maniere générale, il a été établi expérimentalement, que pour des fluide quelconque, le

tenseur o vérifie les condition (i), (ii) et (iii) ci dessous :
(i) o est une fonction du tenseur des vitesse de déformation, i.e. o(M) = ¢(D(M)).

(ii) La fonction ¢ introduite en (i) est isotrope, c’est-a- dire :V() matrice de rotation :

(QDQ") = Qo(D)Q".

(iii) o dépend de maniere affine.

La loi d’incompressibilité du fluide

Un écoulement est dit incompressible si, pour chaque particule de fluide, la masse volumique

est constante le long de la trajectoire. On écrit alors

Dp

=0 111
Dt (1.11)

On reporte cette égalité dans 1’équation de conservation de la masse (1.7) :

dp _ B Dp o
a—i—dw(pu) —O@Ft+pdwu_0

= diwu=0

La divergence de la vitesse est nulle dans un fluide incompressible. Cette équation, ainsi que
I'équation (1.11), vont permettre de simplifier ’équation de conservation de la quantité de

mouvement (1.10), qui s’écrit alors :

0
p(a—?%—(u-V)u) — pAu+ Vp =pf

Les deux équations auxquelles on a abouti forment les équations de Navier-Stokes incom-

pressibles :

Du
Py ~ HAu+Vp=pf (1.12)
divv=0

Conditions initiales et conditions aux limites

Nous supposons que la vitesse initiale des particule est donnée, i.e.

u(z,0) = up(x), Vo € Q.

11



Et nous considérons uniquement les cas ou le fluide occupe tout le volume d’un récipient aux
parois rigides. Dans une situation, le domaine fluide €2; reste constamment égal a 2. Nous
supposons aussi que le fluide est visqueux et par conséquent que les conditions aux limites

sont des conditions d’adhérence sur les parois, i.e.

u(z,t) =0, 02 x [0,T7. (1.13)

Les systeme de Navier-Stokes

Afin de simplifier encore 1’équation (1.10), nous posons :

V= ﬂ, p=2
Po Po
Le nombre v est appelle coefficient de viscosité cinématique et la fonction P est la pression
normalisée.
Nous sommes a présent en mesure de formuler le systeme de Navier-Stokes classique qui
décrit la circulation d'un fluide visqueux homogene et incompressible dans une configuration
fixe. Le systeme de Navier-Stokes est le probleme que nous appelons (p), qui est constitué

des équations ci-dessous :

?)_1; + (u.V)u —vAu = f — VP, dans Q x (0,7)
(p) div u(z,t) =0 dans € x (0,7) (1.14)
u(z,t) =0 sur 00 x (0,7)

u(z,0) = ug(x), dans €.

Les inconnues sont u : 2 x (0,7) — R3 et P : Q x (0,7) — R. Alors que Q, T, f :
Q% (0,T) — R3 et up : © — R3 sont donnée.

1.4.2 Nombre de Reynolds

Soit U € R une vitesse caractéristique de I’écoulement étudié et L une longueur caractéristique.
L
On considere le temps caractéristique T' = i et on pose :
. xr ~ t _ .~ ulx,t) ~ Pzt

Fe T = @) = ,p="00 (1.15)

Les nouvelles vitesse et pression u et P vérifient alors

vt U U pl?
p(fu;+ —(u.V)u) — VﬁAu + =

i Vﬁ:fdansﬁxRJr

Les nouveaux opérateurs différentiels V et A ci-dessus sont relatifs a la (nouvelle) variable

z. On obtient ainsi

o~ 1 ~ = ~
ut—ir(wV)u—R—AzH—VP:fdanstRJr
€

- (1.16)
div =0 dans Q x Rt
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~ L
avec f = e f et Re est le nombre de Reynolds défini par
P

LU
Re =——p
v
iaad V Ve . . ’ . Ve . ~
Le nombre v = — représente la viscosité cinématique. Par exemple, on a v = 0.15 x 10‘4m/ s

pour l'air et 7 = 107%n /s pour l'eau. Le tableau suivant indique quelques valeurs du nombre
de Reynolds.

U L |[Re=LU/v

bactérie (dans I'eau) | 100p m/s | 0.1y m 107°
protozoaire 107 em/s | 1072 1071
guépe 2 cm/s 2 cm 26
papillon 1m/s 5 cm 3333
pigeon 5m/s 30 cm 10°

poisson (hareng) m/s 1.67cm 30 cm 5.10°

poisson (saumon) m/s | 12.5 m 1 1.25.107
automobile 100 km/s | 3 m 5.10°
avion (airbus A330) | 860 km/h | 60 m ~ 10"

Le nombre de Reynolds caractérise le type d’écoulement étudié. Mathématiquement,il prend

en compte le terme de viscosité du laplacien de la vitesse.

Les équations de Stokes et d’Euler

Les équations de Navier-Stokes se réduisent aux équations de Stokes ou d’Euler selon que le
nombre de Reynolds Re est petit ou grand.

Pour Re < 1,les effets dus & la viscosité sont dominants. Si on pose p = LUpp = vRep et
f = 1/736?, I’équation 1.16 dévient

1 1 / 1 .
—Au+—Vp = f.

up + (u- Vu = Re VRe VRe

En faisant tendre Re vers 0. Le systeme de Stokes s’écrit alors :

{ —vAu+ VP =pf

divu=0 (1.17)

Pour Re > 1le terme de convection nonlinéaire (u-V)u est dominant ; dans ce cas, en faisant

tendre Re vers +o0o dans I’équation (1.16), on obtient les équations d’Euler

{ p(% + (u- V)u) + VP = pf (1.18)

divu=0

Les principales difficultés pour étudier et résoudre les équations de Navier-Stokes (1.16) sont
d’une part le couplage vitesse/pression et d’autre part la présence du terme de convection
nonlinéaire (u - V)u. D’un point de vue numérique, la résolution des équations de Navier-

Stokes utilisera dans de nombreuses méthodes la résolution intermédiaire de problemes de

13



Stokes. Le probleme de Stokes est un probleme couplé vitesse/pression mais linéaire.
On va d’abord étudier le probleme de Stokes puis on développera et on analysera des schémas

numériques pour les équations de Navier-Stokes.

14



Chapitre 2

Probleme de Stokes

On considere un fluide visqueux incompressible. On définit le probleme de Stokes par le

systeme :
—vAu+ VP =f dans
(s) div u(x) =0 dans 2 (2.1)
u(z) =0 sur o2

Ou v > 0 est la viscosité du fluide.

2.1 Le probleme continu

On définit d’abord le tenseur de Cauchy des contraintes comme suite :
o =o(u,p) =2vD(u) — ply.

Ou .
D(U) = i(Vu + VUT) S ngg(R).

est le tenseur symétrique des déformations. Les équations de Stokes s’écrivent alors :

—divo=f dans )
divu=0 dans ) (2.2)
u=0 dans 0S)

La divergence du tenseur o est un vecteur de R?® qui a pour composantes

8O0
(div o);= > =

2.1.1 Formulation mixte du probleme de Stokes

Soit v un fonction de test s’annule sur le bord 0. En intégrant par partie, on obtient

Z/alj%z/fvdx
PaRAY; O Q

15



(%,- ov;

. ’ . . . ]
Puisque le tenseur o est symétrique (0;; = 0;;), on a >, TijH— = > i Tij7 Par
j )

9v;
Zaija—; = Y 05D(v)s;.
i

i3

conséquent

On a besoin également d’introduire 1'espace

L) = {q € L*(Q) /qu:v = o} :

L’espace des fonctions de L*(€2) & moyenne nulle dans 2. On obtient alors la formulation

variationnelle suivante

Trouver (u,p) € HJ ()3 x L3(Q)

{ 2v [, D(u) : D(v)dx — [, p div vdx = [, fode Vv e Hj(Q)?

Jo(div u)gde =0 Vg e L§(Q) (2.3)

Remarque 13 Dans la relation (2.3), il est équivalent de prendre des fonctions test q dans
L*(Q2). Cependant, LE(QY) est le "bon” espace pour la pression. Dans les équations de Stokes,
la pression est connue a une constante prés. Choisir la moyenne nulle revient a fizer la

constante.

Remarque 14 Compte tenu du fait que la vitesse u vérifie la relation d’incompressibilité
divu=0, ona
2/ D(u) : D(v)dx = / V(u): V(v)dx
Q Q
ce qui simplifie les calculs. Cependant, en vue d’applications aux problemes de fluides, on

préfere travailler avec la formulation (2.3)

On introduit alors les formes bilinéaires suivantes :

a: HY Q)" x HY Q)" - R

a(u,v) = 2v [, D(u) : D(v)da (2.4)

b: Hy(Q)" x L*(2) - R
b(u,q) = — [, (div u)gdz

La formulation variationnelle mixte du probleme de Stokes s’écrit alors

(2.5)

trowver (u,p) € HY(Q)™ x L3(Q) tell que
a(u,v) +b(v,q) = (f,v) Vv e Hy(Q)" (2.6)
b(u,q) =0 Vg € LE(Q)

16



2.1.2 L’existence et 'unicité

Théoreme 15 [1] On fait les hypotheses suivantes :

(1) Les formes bilinéaires a et b sont continues respectivement sur Hi (Q)x Hy () et Hy(Q)x

Li(Q) :
(2) La forme bilinéaire a est coercive sur Hi () c.-a-d

Il eziste a > 0 telle que a(v,v) > al|v]|q Vv € Hy(R)

(3) 1l existe une constante positive 3 telle que la forme bilinéaire b vérifie :

. b(v,q
inf sup 229 > gl
q€EL2(QueHL(R) vl

Alors le probléeme (2.6) admet une unique solution (u,p) € H}(Q)" x L*(Q) .

Preuve.
La forme a est continue et coercive sur H}(Q) x H}(Q)
Vu,v € Hy(Q) ona:a(u,v)=v [Vu:Vode= v, [Vu;-Vu; dx

d’apres 'inégalité de Holdre on obtient

n
a(u,v) < VZ (Vw2 - [Vl 2

i=1
< v|[Vul 2 |Vvl 2
< Cllull ol

Alors la forme a est continue.

On a d’apres de Poincaré on obtient :

a(u,u) = I/Z /(Vui)Qda: = VZ N
i=1 i=1

=v|[Vull> > Cllulin

Alors la forme a est coercive.

La forme b est continue sur H&(Q) X LQ(Q)

b, q) = — / (div v)q dz < [[v]| |l 2

Pour prouver la condition ”inf-sup” nous donnons le lemme suivant :

17



Lemme 1 I] existe une constante C > 0 telle que pour tout p € L*(Q), il existe v € H ().
div v =np et ||v]|g < C|pl|r2@)-

De plus, si p vérifie [,pdx =0, on peut prend v € Hj().
Pour établier le condition “inf-sup” pour le probléme de Stokes, on prendre q € L%(Q).

D’apreés le lemme, il existe v € Hy(Q) tell que ¢ = —div v et ||[v|| gy < Cllgllr2@)-

D’autre part : b(v,q) = — [,(div v)gdz = ||q||7.
b(v, q) 1
—— = |lqllr2() = =||v]| g1
. . o . 1
Par conséquent, b vérifie la condition ”inf-sup” avec = ol >0. m

2.2 Le probleme discret

La discrétisation par éléments finis du probleme de Stokes approxime (u, p) par des fonctions

(tup,pr) € Vi X Qp. Les sous-espaces V), de V' et Qp, de @Q . On définie les deux espace
Vi = {v € C°(Q)" tell que v| € P pour toute K € 73,,v = 0 sur 92}

Qn = {q € C°(Q)" tell que q|x € Py pour toute K € 7,}
Le probleme discrétisé s’écrit alors :

trouver (up, pr) € Vi X Qp tell que
a(uh, Uh) + b(Uh, qh) (f, Uh) Yup, € Vi, (27)
(un,qn) =0 Van € Qn

Théoreme 16 (Convergence.) [1] Sous les hypotheses d’ezistence et d’unicité des solu-
tions (u,p) et (up, pn) des problemes de Stokes continu et discret et si la condition de Brezzi-

Babuska est vérifiée, alors :

inf [lu—wallio+ inf [lp = allog (2.8)

v EVY an€Qp

Théoréme 17 (Ordre de convergence.) [1] Sous les mémes hypothéses qu’au théoréme
précédent et si de plus le sous-espace V, contient les polynomes de degré k et le sous-espace

Q1 contient les polynomes de degré (k — 1), alors :

lu —wnllio + [Ip — palloe < CR*(|Jullkrro + Ip]kg) (2.9)

18



2.2.1 Forme matricielle

D’apres la formulation variationnelle du probleme discret, On introduit une base (¢;)1<;j<n, de V4
( ny dimension de V3) et une base (¥)1<j<n, de Qn ( ng dimension de Q). On décompose

uy, et py sur ces bases
ny nQ
up =Y uipi(x), ph= Y pi(x).
P =1

On peut de plus décomposer le systeme sous la forme :

Ah B;’; Uy, . bh
(5 7)) =3 10
Ou Bj, est la matrice transposée de B, et

(An)i<ij<ny = (V/ ib;dx)1<i j<ny
Q

(Bh)1<i<ny 1<j<ng = (—/Q%dw%@jdw)l<i<nv,1<j<ncg
Uy, = (ui>1§i§nv

P = (pj)i<j<ng

2.3 Méthode de différence finis du probleme de Stokes

Pour discrétise le probleme (s) par différence finis, On choisit la dimension 2 des espaces, et
on prend 2 =0, 1[x]0,1[, v = 1.
Pour discrétise le domaine §2 par une maillage uniforme, on prend

1

Pi,j:(th]h)? h:N+17

tel que 1,7 =0,....,N +1
Puis que la dimension des espace égale a 2, alors on cherche les approximations

u(k) = uk(Pm) et Dij = p(Pi,j>, k= 172

1]

o La discrétisation du Aw :

(1) (1) (1)
@) 2 , (@
Auf?) = 1 - bt (2.11)
1 1 1 2 2 2
A - = uz('_)Lj - QU,;]-) + u§+)17j 1 ug,j)—l - 2“5,]') + ul(,j)-i-l
ij = 12 h?
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o La discrétisation du Vp :

(@) _ Pir1j — Pi1
0r ) 1y 2h

2.12
@ _ Pij+1 = Pij-1 ( )
ox il 2h
On applique le condition aux limite sur le bord on remarque
Upj = UN+1,5 = U0 = UiN+1 = 0,
Alors le probleme discret s’écrit par la systeme :
( . 1
_Auz(',j) + % (Pit1j — Pic1j) = leg
2
—Auaj) + ﬁ (pi,jJrl - pi,j+1) = ffj (2.13)
L 7w (1) L/ (2 (2)
BT <ui+1,j - Uze1,j> + o <ui,j+1 - ui,j+1> =0
\ Upj = UN+1,j = U0 = UiN41 = 0

On remarque que le nombre de 'équation est 3N? et 2N2 + (N + 2)2 inconnues dans ce cas

impossible résoudre cette systeme

2.4 Schémas MAC pour le probleme de Stokes

Le but du schéma de MAC est d’obtenir le méme nombre d’équation que d’inconnues.

o La discrétisation du div v =0 :

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2
57 (ug,j) + uz(',j)ﬂ - uz('+)1,j - uz(+)1,j+1) + o (uz(',j) + uz(',j)+1 - uz('+)1,j - Uz(+)1,j+1> =0

i,j=1,...., V.
o La discrétisation du Vp : le principe de discrétisation Vp nous changeons le point de la

pression P . Donc on prend le point nouvelle par la suite :

1 1
Piijel = ((Z + 5) h, (] + §> h> :
Donc la formule de la pression donnée par :
Piyljri =P (Pi+%,j+%> (2.14)
Ainsi, on introduit la pression moyenne :
Pirti = 5P el + Pt -1); Pij+
Pilj= _(pi—%,j-f—% +pi—%,j—l>a Dij-1 = _(pi—i-%,j—% _’_pi—f—l,j-&-%)

2 2

20



On déduit que :

@) Pyl TPl
81‘ i-‘r%d 2h

(@) _ Pij+1 — Pt (2.15)
LJj+5 2h

On a le probleme discrete
( m , 1
Ahu( )T or 5 (pi+%,j+% tTPirl -l T DPimlyl T pif%,jf%> = i

(2) )
—Apuiy + 2h(pi+%,j+2 TP+l T Pigli-l TPl 2) = fi;
)

Lrw |  a (1) (1) L@, @ 2) 2)
o ( i T Uiy — Uiy — ui+1,j+1) + o (uz] U T Ui ui—i—l,j—l—l) =0

\ Upj = UN41,; = Uio = Ui N+1 = 0

(2.16)
Dans ce cas on obtient le méme nombre de d’équation et d’inconnues. Et on remarque 2/N?
equation de Stokes et (N + 1)? équation de divergence. Alors 2N?+ (N + 1)? mais, on a 2N?
inconnues pour la vitesse et (N + 1)? pour la pression. Donc 2N? + (N + 1)? inconnues.

La résolution de ce systeme est conduit a résoudre de systeme linéaire suivant :

{ Au+ Bp=F

i (2.17)

2.4.1 Résolution du systeme discrétisé de Stokes

Pour résoudre le systeme de Stokes (2.10), on utilise une méthode de pénalisation en considérant

le probleme variationnelle discret modifié suivant

trowver (s, p7) € Vi x O,
a (u?w Uh) + b (Uh7p2> = (f7 Uh) \V/Uh S Y:h
b(uy, qn) — € (Ph, an) =0 Van € Qn
ott @, C L2(€2). Donc on prend :
div uj, = epj, (2.18)

(5 ) (i) = () a1

avec un parametre € > 0 petit. On résout alors ce systeme en découplant les équations

on a la forme algébrique est

vitesse/pression. C’est devenu possible avec 'introduction de la pénalisation :
1
<A " B*B) iy

E g

(2.20)

La pénalisation a rendu inversible la matrice du systeme modifié (2.20). En fait, pour tout
e > 0 la matrice A + %B*B est symétrique et définit positive, alors le systeme 2.20 admet

un solution, de plus il existe un constant C' > 0 indépendant de ¢ telles que

lun = willy . + [l = Phlloo < Ce (2.21)
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2.5 La simulation le probleme de Stokes par free fem-+-+

Définition du probleme

On choisit le domaine © =|0, 1[x]0, 1], la viscosité v = , f =0 et le condition aux limites

100
{u=0 surles bordsx =0, y=0, y =1} et {u: ( é) surmzl}.avecAt:0.05.

Pour modéliser le probléme on prend & = 1075,

—vAuy + Vpr, =0
div up = epy,
U0, 000,090, = 0
u1|393 = 1,u2\393 = 0

(2.22)

la simulation par free fem++ est :
mesh Th=square(15,15);

fespace Uh(Th,P2); Uh ul,u2,vl,v2;
fespace Ph(Th,P1); Ph p,q;

solve stokes([ul,u2,p],[v1,v2,q]) = int2d(Th)((dx(ul)*dx(v1l)+dy(ul)*dy(vl)
+ dx(u2)*dx(v2)+dy(u2)*dy(v2))

- p*q*(0.000001)

- pH(dx(v1)+dy(v2))

- q*(dx(ul)+dy(12)))

+ on(1,2,4,ul=0,u2=0)

+ on(3,ul=1,u2=0);
plot([ul,u2],p,ps="stokes_exple.eps”) ;
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FIGURE 2.1 — Solution numérique du probleme de Stokes par free fem++
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Chapitre 3

Probleme de Navier-Stokes

3.1 Position du probleme

On pose le probleme de Navier-Stokes :

Ou + (u.V)u —vAu+ VP = f, dans Q x (0,7) (%)

ot
div u(xz,t) =0 dans  x (0,7 (3.1)
u(z,t) =0 sur 092 x (0,7)
u(z,0) = ug(x), dans €.

3.1.1 Formulation variationnelle

On définie le cadre fonctionnelle H}(Q) et LZ(Q).

Hy () = {v e L*(Q),v' € L*(Q),v |so= 0}

1@ ={ae @), [ 4o

Soit v un fonction de test, on multiple (x) par v et on integre par partie sur {2 on obtient :

du vdx+/(u.V)u~vdx—y/Au-vdx—i—/VP'de—/f-vdx
o Ot Q Q Q Q

On applique le formule de green on obtient :

/— vdx—l—/(u.V)u~vdx+u/Vu-Vvd:E—l—/VP-vd:c:/f~vdx
0 Q 0

On pose maintenant :
8ui 6vj
i1 8[@ al’z

b(u, v, w) Z/ukavl

i, k=

Yu,v € V

a(u,v) =
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Alors le formulation variationnelle s’écrit par la suivant :

(%, v) + va(u,v) + b(u,u,v) + (Vp,v) = (f,v) (3.2)

Lemme 2 La forme trilinéaire u,v,w — b(u,v,w) est continue sur X x X x (X N[L"(Q)]")
, on a

b(u, v, w) < |Jullpa | Voll @ llwl za@) Yu,v,w € Hj

3.2 Etude de D’existence et de I'unicité

Pour prouver l'existence de solutions faibles, on remarque que, pour toute o € V on a :

0
Vp:f——u—l—yAu—(u-V)u.
ot
d’apres le théoreme de Rhame on a : (Vp, ) =0 dans D' () Ve € V, donc
ou
. Alors p € D'(Q).
0
(Gr )+ va(u,v) +blu,u) = (£.0) (3.3)

On va démontrer les résultats suivants :

Théoréme 18 (Existence de solutions faibles) [12]
Soit  un ouvert borné de R™. Soit ug € H et f € L*([0,1[, (H*(Q))". Alors le probléme de

Navier-Stokes admet (u,p) au moins une solution u qui de plus vérifie l'inégalité d’énergie

t

1 ! 1
Sz + V/O IVu(r)llz2dr < 5 lluoll e +/0 < f(7),u(T) >p-1 gy dr
Remarque 19 Si n = 3, L’unicité de telles solutions demeure un probléeme ouvert.

Preuve. 18

Pexistence

On utilise la méthode de Galerkin, pour démontre la solution faible du probleme de Navier-
Stokes.

étape 1 : Construction d’une suite approximante

Soit V' un espace de Hilbert séparable, il existe une base hilbertienne {w;};en.

Pour m € N, on note V,,, I'espace engendré par {wy, ..., w,,}. On prend
un(t) = Y gim(bw;
j=1
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(Ot (t) - w;) + (Vi (t) - Vws) + ((un(t) - V)t - w;) = (f(1), w;)e (3.4)

Um(0) = uom € {wo, ..., Wy}, Ugm — up dans H.

On remplace u,,(t) dans le forme faible on obtient :

0 m im\U)W; -
K SRS SRt A T

j=1

Cette formule construit un systeme différentielle.

étape 2 : Estimations a priori

On utilise b(tp,, U, Um) = 0 et

0
(3¢

umaum) = (umyum)

2dt
%(um,um) vt i) + bt Uy i) = (f, )
On a: )
§|Um(lf)|2 + v|um @) 1* < | £ @) Jum ()]

< Sllum @I +cllf @)

<

[\

On intégré sur |0, T[on obtient :

(BT + 20 / et (8) 2t < v / (B2 + / ol

donc u,, demeure dans un bornée de L?*(0,7T;V)

étape 3 : Passage a la limite

On pose v € V telle que v = )" | a;w; et on notée v, = Y

J=1

gt/umw] —|—1//Vum Vw; + /(um Vi, )w /f w;

On multiple par a; et sommant en j

gt/umvm+y/vum Vv, + /(um.Vum).vm:/f.vm

[ Uy — [uv  dans L*(0,T)
0 0 .
B! J v — 5 Juv dans H'(0,T)

v [ Vu, Vo, = v [VuVe dans L*(0,T)faible
[ (- V) - vy — [(w-Vu)-v  dans D(0,T)

Donc le probleme de Navier-Stokes admet un solution faible.

i1 a;w; , On sait que

(3.5)

Unicité

Pour prouve 'unicité on donne le théoreme suivant.
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Théoreme 20 [11] Toute solution u du Probléme 3.1 vérifie, lorsque n = 2,

u e LX0,T: V) (3.6)
Soient u et u* deux solutions et soit w = u — u*. Alors
(w',v) + va(w,v) + b(w, u,v) 4 b(u, w,v) — b(w,w,v) =0, YveV (3.7)

Puisque I'on sait, d’apres (3.6), que w' € L?(0,T; V"), on peut prendre dans (3.7) v = w(t)

et intégrer en t¢; il vient
1 t t
5\w(t)|2 + u/ a(w,w) + / [b(w, u, w) + b(u, w,w) — b(w, w,w)]dt = 0. (3.8)
0 0

Mais b(w, w,w) = 0, b(w,w,w) = 0, et donc (3.8) donne

%|w(t)|2+u/0 (o) [2do = —/0 b(w, u, w)do. (3.9)

Or
t t
| / b(w, u, w)do| < C / 10(0) 2122 () o

On utilise le lemme 2

< C/O w(o)|[[w(o)llu(e)]|do

<v / (o) |?do + C / (o) u(o) |2do
Donc (3.9) donne t
w(t)]? < 2C / () P Ju(o) |2do (3.10)

dontw=0. =

3.3 Discrétisation d’équations de Navier-Stokes par la

méthode des éléments finis

3.3.1 Discrétisation en temps

Soient At > 0 on pose t" = nAt. On prend u" 'approximation de u et p™ de p, on défini le
caractéristique X (7,¢,x). [6]
On dérive le caractéristique par rapporte 7 on obtient :

dX

& = u(X .
o (r,t,x) = u(X(71,t,2),7)
la dérivation second
d dX ou
(7] = () V) X () + GG )
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On prend 7 =t on obtient :

d ou
%[u(X(T, t,2), T))rmt = (u- V)u + 5

donc la formulation variationnelle
trouve(u,p) € H}(Q) x LE(Q).
d
() + va(u,v) +c(v,p) = (£.v) Vo € HY(Q). (3.11)
(g u) =0 Vg e I3(Q)

donc la formulation variationnelle discret

duy!
{ (=2 vn) + va(Vug, v) + cp", Von) = (f0n) Vo € HY(Q) (3.12)
clan,uf) =0 Vv € L§(Q)

3.4 Discrétisation par la méthode des différences finis

La discrétisation la probleme de Navier-Stokes on utilise le méme étape de probleme de
Stokes, mais dans 1’équation de Navier-Stokes il existe un terme non linéaire.[10]
La discrétisation du (u"!' - V)u" Soit Q un domaine de R?, on prend u}(u",v"), P, =

(th,jh) 4,7=0,...,N+1,avec h =

N+1
n n o 0w Ow
Vu" = (Vo", Vu )—Vw—(ax, ay)
On a
(" V)u" = (u" - V"t ut - Vot
et

ow ow
n—1 — n—1-""" n—1-""
U Vuw o + 3y
On discrétise le Vw
Wi — Wi—1
(Vwij)e = — . ’
wy W; -1
(Vwij)y ’ . ’

donc la discrétisation du (u"~!'Vu") est :

(u"'Vu") = u" 'V =

n—1\+ Wij — Wi—1,j n—1\— Wi+1j — Wi, n—1\+ Wij — Wij-1 n—1\— Wij+1 — Wi,
(R ety Sy ety BT () L
n—1\+ - n—1
n=1(p \ ~ <u ) 51 Uy >0
W (Fy) = { (u" 1) "w;;  sinon (3.13)
n—1\+ . n—1
nipy ) @) St v =0
e = LN (3.14)
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La discrétisation div u" =0 :
ﬁ(u?g + qu—&—l - U?+1,j - u?—i—l,j—i—l) + ﬁ(“?] + UZ]’—H - ’Uzn—i-l,j - U?+1,j+1) =0 (3.15)
La discrétisation A u"
1
Anuiy = 5 (Wi = 21+ ig) + (Vi = 2005 + vig-1))
La discrétisation Vp”

On change le point de discrétisation, cela obtient le méme nombre d’équation et d’inconnues.

Piiijajire = {(+1/2)h; (5 +1/2)h}

Piviy2g1172 = P(Piy1/211/2, ") (3.16)
pour 4,7 = 0,..., N. On définit le moyenne de la pression
7 1 7 n
Dit1/2,5 = E(pi+1/2,j+1/2 +pi+1/2,j—1/2) (3.17)
7 1 7 n
Dijyi/2 = §(pi+1/2,j+1/2 +pi—1/2,j+1/2) (3.18)

On approche alors le gradient de la pression en P11/ 41/2 par

Vp(Pi+1/2,j+1/2) ~ (Pi+1/2,j+1/27 Pi+1/2,j+1/2)

avec
1 n n
(Pit1/2,+1/2)s = E( 12 — Pit1y2) (3.19)
1 n n n n
= ﬁ(PiH/z,jH/Q + Pi+1/2,j71/2 - Pzel/2,j+1/2 - Pifl/2,j71/2>
et
1 n n
(Pi+1/27j+1/2)y = E( ij+1/2 i,j—1/2) (3-20)
1

= %( i11/2,j+1/2 + Piril/2,j+1/2 - 111/2,3'71/2 - ]31‘711/2,3‘71/2)

Le systeme de Navier-Stokes est alors discrétisée par

( 1

Uy — Uj; ne Wij — Wi—1,j n—1y—( Wit1,j — Wi n n
B (et (P L ()P A (VP ) = T
n n—1
Vij — Uy n— Wi j — Wi j1 n—1y—( Wij+1 — Wi n n
% + (v 1)%%) + (0" ) (%) —vA + (VP2 ji1/2)y = f((Q))J-j
1
o ity U = W = uith ) o (U 0 = Vi V) =0
{ uZO = UZNH = u&j = u”NHJ =0

(3.21)
Dans ce cas on obtient sur le méme nombre d’équations que d’inconnues. Alors 2/N? équations
de Navier-Stokes et (N +1)? équations pour 'équation de la divergence , donc 2N?+ (N +1)?
équations. Donc , on a 2N? inconnues pour la vitesse et (N + 1)? inconnues pour la pression,

alors 2N? + (N + 1)? inconnues.
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3.5 Forme matricielle

le systeme discrétise de Navier-Stokes nous conduit a systeme matricielle suivant :

n __ n n n n n n n o, n n n o ,n n 2N?
U" = UYL, Uy ooy UNgy - ooy U, Uy« e UN N V11091 e UNgs - o VPN VBN -+ UN N e R
~ TV - ~ TV - TV ~ TV 4
lere ligne pour u™ ligne N pour u” lere ligne pour v ligne N pour v*
(3.22)

De méme pour la pression :

n __ n n n n n n n (N+1)2
P" = ?%}%7}7%7%7 7pN+%’%7?%7%,..',pN+%7%7{)%7N+%,..~,pN+%’N+%J eR (323)
lere ligI:erpour p" ligne 2\;our p" ligne N‘rpour p"
En déduit que :
(la+A+C N U+ BP" = AtF" + U™ (3.24)

Le vecteur F™ € RN a la méme structure que U :

n _ (n) (n) (n) (n) (n) (n) (n) (n)
= f(l),ll’ T f(l),N27 e 7f(1),1N7 T f(l),N]\L’ f(z),nv e 7f(2),N27 T f(2),1N7 e 7f(2),NN

v~ ~~

() (n)
fi2) Ii2)

A désigne la matrice de laplacien de taille 2N? x 2N? .

14 désigne la matrice identité de taille N x N.

La matrice C"~! désigne de la discrétisation de terme de convection u"~'V de taille
2N? x 2N2,

B désigne la matrice gradient le pression de taille N? x (N + 1)2.
e La matrice BT désigne la matrice de divergence .

Finalement on obtient le systéme matricielle :

I,+A+C' B U AtF" 4+ pn—t
() ()= () 320

3.6 Reésolution du systeme discrétisé de Navier-Stokes

Pour résoudre le systeme précédant, on utilise le méthode de pénalisation :
I;+A+C"! B un AtF™ 4+ U™
( C g el ) ( pr ) - ( 0 (3:27)
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avec un parametre € > 0 petit. On découple alors les équations vitesse/pression :

1
(Ig+A+C™ 1+ EBBT)U" = AtF" + U™ ! (3.28)
1 T
p" = -BTy" (3.29)
£

3.7 La simulation le probleme de Navier-Stokes par

free fem-+-+

On modélise les équations de Navier-Stokes par le programme free fem-++[4], on obtient :
Définition du probléeme

1
On choisit 'exemple de la cavité entrainée avec Q2 =0, 1[x]0, 1], la viscosité v = 100" f=0et

o . 1
les conditions aux limites {u = 0 sur les bords v =0, y =0, y =1} et {u = ( 0 ) sur x = 1}.
et avec At = 0.05.
Pour modélise le probléme on prend ¢ = 107%. D’apres le discrétisation du temps de terme
de convection et la méthode de pénalisation on obtient :
un+l —u"o X7

At _ VAun—l—l + Vpn+1 — O

div u"t = gp” (3.30)
u|o0,uan,uan, =0
u1|3Q3 = 1,u2\893 =0

la simulation par free fem++ est :

mesh Th=square(8,8);

fespace Xh(Th,P2); // definition of the velocity component space
fespace Mh(Th,P1); // definition of the pressure space

Xh u2,v2;

Xh ul,vl;

real nu=1./100.;

real dt=0.05;

real alpha=1/dt;

Xh upl,up2;

problem NS (ul,u2,p,vl,v2,q,solver=Crout,init=i) =
int2d(Th)(

alpha*( ul*vl + u2*v2)

+ nu * (dx(ul)*dx(vl) + dy(ul)*dy(vl)

+ dx(u2)*dx(v2) + dy(u2)*dy(v2) )
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- p*q*(0.000001)

- p*dx(vl) - p*dy(v2)

- dx(ul)*q - dy(u2)*q

)

+ int2d(Th) ( -alpha*
convect([upl,up2],-dt,upl)*vl -alpha*convect([upl,up2],-dt,up2)*v2 )
+ on(3,ul=1,u2=0)

+ on(1,2,4,ul=0,u2=0)

for (i=0;i<=10;i++)

{

upl=ul;

up2=u2;

NS;

if (1(i % 10)) // plot every 10 iteration
plot(coef=0.2,cmm=" [ul,u2] and p " p,[ulu2]);
=

Le deux figure suivant représente que le champ du vitesse et le champ de la pression.

32



Y, Ll L
LI
[ul,u2} and,k, / 72T I T

| i L
FF R Jn’ln’ il i‘lfn’l ansialal el i LI LA Lot il i A T e

i I
LM BHh v lei

Adial

FIGURE 3.2 — Solution numérique du probleme de Navier-Stokes par free fem+-+
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Conclusion

Le but de ce travail est étudié un probleme aux limites des équation Navier-Stokes
incompressible. On remarque 1’équation de Navier-Stokes sont définies en deux groupe le
primeur la conservation de la quantité de mouvement et le second est traduction de I'incom-
prisibilté du fluide .

Le probleme de Stokes est un probleme linéaire on utilise la méthode des éléments finis et
méthode des différences finis pour résoudre ce probleme, et pour prouve 'existence et 1'uni-
cité on utilise la condition ”inf-sup”.

Le probleme de Navier-Stokes est un probleme non linéaire cela prouver I’ existence et 1’uni-
cité on utilise la méthode de compacité. On a dans le cas n = 2 , mais dans le cas n = 3

I'existence vérifie et 'unicité reste une question ouverte.
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Résumé :

Les équations Navier-Stokes sont des équations non linéaires , ces équations divisent deux
groupe : la premiere la conservation de la quantité du mouvement fluide et le second la
conservation de la masse. vue que de la difficulté de trouver une solution permanente a ces
équations, en particulier dans ’espace en trois dimensions, nous avons recours aux méthodes
numeériques comme les méthode d’ éléments finis et différences finies .....

La discrétisation des équations de Navier-Stokes en temps et il est obtenu en linéarisant le
terme nonlinéaire.

Mots clés : équations de Navier-Stokes, éléments finis, différences finis, discrétisation, in-

compressible.
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Abstract :
Navier-Stokes equations are nonlinear equations, these equations are two groups : first the
conservation of the quantity of fluid motion and the second the mass conservation . as to
the difficulty of finding a permanent solution to these equations, especially in space in three
dimensions, we resort to numerical methods like the method of finite element and finite
difference...
The discretization of the Navier-Stokes equations in time and it is obtained by linearizing
the nonlinear term.
Key-words : Navier-Stokes equations , finite elements, finite differences, discretization,

incompressible.



