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Rappelles

Espace L2(a, b)

i) On dit qu’une fonction f(x) est de carré intégrale sur [a, b] si l’intégral∫ b

a

f 2(x)dx

existe (est fine ). L’ensemble de tout les fonction de carré intégrable sur [a, b] sera
noté L2(a, b) ou L2.

ii) le produit scalaire de deux fonction f ∈ L2, g ∈ L2 est le nombre

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x)dx

iii) On définie la norme d’une fonction f ∈ L2 le nombre le non négatif

‖ f ‖=

√∫ b

a

| f(x) |2

iv) Soient et T1, T2 deux opérateurs intégraux sur Lp(E) associés aux noyaux K1K2

respectivement , alors

a) Si K est le noyau de T1 ◦ T2 alors

K(x, y) =

∫
E

K1(x, z)K2(z, , y)dz
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b) Si est le noyau de T n = T ◦ T ◦ ........T alors

Kn(x, y) =

∫
E

K(x, z)Kn−1(z, y)dz

Kn est noyau intéré à l’orde n de K

c) Pour chaque p, q ∈ N∗ , si E = [a, b], alors on a

Kp+q(x, y) =

∫ b

a

Kp(x, z)Kq(z, y)dz

d) Les polynômes de Legendre qui sont donnés par

pn(x) =
1

n!2n
∗ dn

dxn
(x2 − 1)n = 2−n

[n/2]∑
m=0

(−1)mCm
n C

m
2n−2mx

n−2m

. Sont orthogonaux sur l’intervalle [-1,+1]∫ +1

−1

pj(s).pk(s)ds =

{
0 si j 6= K

2
2k+1

si j = k

vi) Le polynôme d’interpolation de Lagrange de degré n associé à f et aux points
x0, x1..., xn est :

pn(x) =
n∑
i=0

f(xi)li(x)

ou li(x) = Πi 6=j
(x−xj)
xi−xj 0 ≤ i ≤ n sont les polynômes de Lagrange de base de degré n.

associés à x0, x1, ..., xn telles que{
li(xi) = 1
li(xj) = 0 si j 6= i

vii) Soit F une fonction n fois intégrable sur [a, b], et s ∈ [a, b], alors on a l’identité∫ s

a

∫ sn

a

...

∫ s2

a

F (s1)ds1ds2...dsn−1dsn =
1

(n− 1)!

∫ s

a

(s− t)n−1F (t)dt
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La règle de Leibniz

Soit g de fonction différentiable en y . Est donnée la règle de Leibniz par la formule

d

dy

∫
a

g(t, y)dt =

∫ b

a

dg(t, y)

dy
dt

en cas général

d

dt

∫ B(t)

A(t)

f(t, s)ds =

∫ B(t)

A(t)

δf(t, s)

δt
ds+ f(t, B(t))

dB

dt
− f(t, A(t))

dA(t)

dt
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Introduction

Parmi les branches les plus importantes en mathématiques, dans les temps anciens et ré-
cemment type des Équations différentielle et des Équations Intégrale qui sont considérés
comme l’épine dorsale de la majeure partie de la science actuelle si pas tous.
Est apparu une autre branche d’équations embrasser différentielle et Intégrale dans la même
équation , à été introduit par Volterra par la première fois en 1900, il a appelé les Équations
intégro-différentielles .
Où nous trouvons un grand nombre de questions dans le domaine de l’ingénierie et les
sciences physiques et sociales sont formulées mathématiquement sous la forme d’équations
intégro-différentielles.
Ainsi notre mémoire se compose de quatre chapitres :
Le premier chapitre aborde des notion sur les équations intégrales, définition et classi-
fication des équations integro-différentielles
Le deuxième chapitre est consacré à l’étude les méthodes analytique de résolution exacte
de l’équation integro-différentielle de Volterra et Fredholm linéaire et non linéaire, avec des
exemples
Le troisième chapitre est consacré aux méthodes approchées .
Le quatriéme chapitre est cosacré aux méthodes de résolution numérique où nous avons
utilisés les méthodes des Trapézes et la methode de simpson et la méthode des fonctions
de Haar rationalisées.
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Chapitre 1

Introduction à la théorie des Équations
Intégrales

1.1 Opérateur intégrale linéaire

Définition 1.1 soit k : C[a, b] × C[a, b] −→ R une fonction continue l’opérateur intégrale
linéaire sur C[a, b] par définit par ϕ ∈ C[a, b] −→ Aϕ ∈ C[a, b], tel que,

(Aϕ)(x) =

∫ b

a

k(x, t)ϕ(t)dt (1.1)

ou la fonction k(x, t) s’appelle le noyau de A.

1.1.1 Opérateur compact

Définition 1.2 Soit E et F deux espace normés, A un opérateur linéaire de E dans F ,
on dit que A est un opérateur compact si l’image de la boule unité B(0.1) de E (par A)
est relativement compacte dans F , i.e. si A(B(0, 1)) est compacte. Autrement dit,A est
compacte si pour tout suit (φn) de B(0.1) de E , on peut extraire une sous suite (φn) que
transforme A en une suite convergente(A(φnk)) dans F .

Proposition 1.1 soit X, Y deux espace normés

1) l’ensemble des opérateur compacte de X dans Y est un sous espace vectoriel de l’es-
pace des opérateur linéaire L(x, y).
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2) le produit A1A2 de deux opérateurs bornés A1 et A2 est compact si l’un des opérateurs
A1 ou A2 est compacte.

3) Si A un opérateur borné de X dans Y à image A(x) de dimension finie alors A est
compacte.

Théorème 1.1 Soit X un espace normé et Y un espace de Banach et soit {An} une suite
d’opérateur compacts, si ‖ An − A ‖= 0, alors A est compacte.

Théorème 1.2 l’opérateur intégral A de C(G) dans C(G) à noyau continu est un opérateur
compact.

Preuve. Soit E un ensemble borné de C(G) alors ,on a ‖Aϕ‖ 6 M | G | max | k(x, y) |
,∀x, y ∈ G et ∀ϕ ∈ E
cela veut dire que A(E) est borné. l’opérateur k est uniformément continu sur le compacte
G×G ,d’ou’
∀ε ≥ 0 ∃δ ≥ 0,∀x, y, z ∈ G|x− y|< δ =⇒
|k(x, z)− k(y, z)|< ε

M |G| , d’ou’
|Aϕ(x) − Aϕ(y)| < ε pour tout ϕ ∈ E et x, y ∈ G avec | x − y |< ε, ceci exprime que
l’ensemble A(E) est équicontinu , d’ou’A(E) est relativement
compact d’après le théorème d’Arzelà-Ascoli alors A est compact

1.2 Théorème de Riesz

Théorème 1.3 Soit un opérateur compact A : E −→ E tel que E est un espace normé.
Alors l’opérateur L = I −A, (l’opérateur étudié dans le cadre des équation intégral) a les
propriétés suivantes :

-Ker(L) est de dimention finie.
-Im(L) est fermé, et de co-dimention fini.
-Il existe un unique r ∈ N appelé nombre de Riesz de l’opérateur A,

3



tel que : {0} = Ker(L0) ⊂ Ker(L1) ⊂ ... ⊂ Ker(Lr) = Ker(Lr+1) = ...

E = Im(L0) ⊃ Im(L1) ⊃ ... ⊃ Im(Lr) = Im(Lr+1) = ...

Et on a la somme directe E = Ker(Lr)⊗ im(Lr) .
De pluse ,on a l’alternative de Fredholm :
Im(L) = Ker(L∗)⊥ , ou L∗ est l’opérateur de adjoint de L.
les inclusion énoncés ci-dessus sont strictes.

1.3 Équations intégrales linéaire et leurs classification

Nous savons l’équation intégrales dans ce formulaire :

u(x) = f(x) + λ

∫ β(x)

α(x)

K(x, t)u(t)dt (1.2)

où K(x, t) est appelée le noyau de l’équation intégrale (1.2), α(x)etβ(x) c’est à sont les
limites de l’intégration. On peut facilement observer que la fonction inconnue u(x) apparaît
sous le signe de l’intégrale. Il est à noter ici que le noyau K(x, t) et la fonction f(x) dans
l’équation (1.2) sont des fonctions donné, et λ est une constante paramètre. L’objectif
principal de ce texte est de déterminer la fonction inconnue u(x) qui va satisfaire l’équation
(1.2) en utilisant un certain nombre de techniques de solutions. Nous doit consacrer des
effort considérables dans l’exploration de ces méthodes pour trouver des solutions de la
fonction inconnue.

1.3.1 Équations intégrales de Volterra

La forme la plus classique de Volterra linéaires équations intégrales est de la forme

φ(x)u(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t)u(t)dt (1.3)

où les limites de l’intégration sont fonction de x et la fonction inconnue u(x) apparaît
linéairement sous le signe. Si la fonction φ(x) = 1, alors l’équation (1.3) devient tout
simplement

u(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t)u(t)dt (1.4)
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et cette équation est connue comme l’équation intégrale de Volterra du second type ; consi-
dérant que si φ(x) = 0, alors l’équation (1.3) devient

f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t)u(t)dt = 0 (1.5)

qui est connu comme l’équation de Volterra du premier type.

1.3.2 Équations intégrales de Fredholm

La forme plus standard de linéaires équations intégrales de Fredholm est donnée par la
formule

φ(x)u(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t)u(t)dt (1.6)

où les limites de l’intégration a et b sont des constantes et la fonction inconnue u apparaît de
façon linéaire sous le signe intégral. Si la fonction φ(x) = 1, alors (1.6) devient simplement.

u(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)u(t)dt (1.7)

Cette équation est appelée équation intégrale de Fredholm du second type ; considérant que
si φ(x) = 0, alors (1.6)rendements.

f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)u(t)dt = 0 (1.8)

qui s’appelle l’équation intégrale de Fredholm de première espèce.
Remarque

F (u(x)) = un(x), n 6= 1, ou sinu(x) etc..,puis de Volterra et équations intégrales de Fred-
holm sont classés comme des équations intégrales non-linéaires. Comme pour les exemples,
les éléments suivants équations intégrales sont équations intégrales non-linéaires :

u(x) = f(x) + λ
∫ x
a
K(x, t)u2(t)dt

u(x) = f(x) + λ
∫ x
a
K(x, t)sin(u(t))dt

u(x) = f(x) + λ
∫ x
a
K(x, t)ln(u(t))dt

Ensuite, si nous définissons f(x) = 0, de Volterra ou équations intégrales de Fredholm, puis
la suite équation est appelée une équation intégrale homogène, dans le cas contraire, il est
appelé équation intégrale non homogène.

5



1.3.3 Équations intégro-différentielles

Dans le début des années 1900, Vito Volterra a étudié le phénomène de croissance de
la population, et nouveaux types d’équations développées et nommés comme équations
intégro-différentielles. Dans ce type d’équations, la fonction inconnue u(x) apparaît comme
la combinaison du dérivé ordinaire et sous le signe intégral.
Dans l’électrique problème d’ingénierie, le courant I(t) circulant dans un circuit fermé puisse
être obtenu en la forme de l’équation intégro-différentielle suivante sont classés comme les
équations intégrales singulier.

L
dI

dt
+RI +

1

C

∫ 1

0

I(τ)dτ = f(t), I(0) = I0 (1.9)

où L est l’inductance, R est la résistance, C la capacitance et f(t) l’applique tension. Des
exemples similaires peuvent être cités comme suit :

u′′(x) = f(x) + λ

∫ x

0

K(x− t)u(t)dt, u(0) = 0, u′(0) = 1 (1.10)

u′(x) = f(x) + λ

∫ 1

0

K(xt)u(t)dt, u(0) = 1 (1.11)

Équations (1.9) et (1.10) sont des équations intégro-différentielles de Volterra type, considé-
rant qu’équations intégro-différentielles d’équation (1.11) Fredholm type. Ces terminologies
ont été conclus en raison de la présence de durée indéterminée et déterminée intégrales.

1.3.4 Équations intégrales singulier

Une équation intégrale du singulier est définie comme une intégrale avec les limites infinies
ou lorsque le noyau de l’intégrale devienne non lié à un certain moment dans l’intervalle.
Comme pour obtenir des exemples,

u(x) = f(x) + λ

∫ +∞

−∞
u(t)dt

f(x) =

∫ x

0

1

(x− t)α
u(t)dt, 0 < α < 1

(1.12)
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1.4 Équations intégro-différentielles linéaire et leurs clas-
sification

Soit l’équation inégro-différentielle linéaire

ϕ(n)(x) + a1ϕ
(n−1)(x)...anϕ(x) +

s∑
m=0

∫ x

0

km(x, t)ϕ(m)(t)dt = f(x), (1.13)

où a1, a2..., an sont des constantes, f(x), km(x)(m = 0, 1........, s) des fonctions données, ϕ(x)

la fonction cherchée.
La fonction ϕ(x) est assujettie à des condition initiales de la forme

ϕ(0) = ϕ0, ϕ
′
(0) = ϕ

′

0, ...ϕ
(n−1)(0) = ϕ

(n−1)
0 (1.14)

1.4.1 Équations intégro-différentielles de Fredholm

L’équation intégro-différentielle de Fredholm apparaît dans la forme :

u(n)(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t)u(t)dt, (1.15)

où u(n) indique la dérivée n-ième de u(x). Autres dérivés de l’ordre de moins peuvent
apparaître avec u(n) sur le côté gauche. Des exemples de Fredholm intégro-différentielles

u′(x) = 1− 1

3
x+

∫ 1

0

xu(t)dt, u(0) = 0 (1.16)

et

u′′(x) + u′(x) = x− sinx−
∫ π

2

0

xtu(t)dt, u(0) = 0, u′(0) = 1 (1.17)

1.4.2 Équations intégro-différentielles de Volterra

L’équation intégro-différentielle de Volterra apparaît dans la forme :

u(n)(x) = f(x) + λ

∫ x

0

k(x, t)u(t)dt, (1.18)

où u(n) indique la dérivée de u(x). Autres dérivés de l’ordre de moins peuvent apparaître
avec u(n) sur le côté gauche. Exemples de équations l’integro-différentielle de Volterra sont
données par

u′(x) = −1 +
1

2
x2 − xex −

∫ x

0

tu(t)dt, u(0) = 0, (1.19)
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et

u′′(x) + u′(x) = 1− x− (sinx+ cosx)−
∫ x

0

tu(t)dt, u(0) = −1, u′(0) = 1. (1.20)

1.4.3 Équations intégro-différentielles de Volterra-Fredholm

Équations intégro-différentielles de Volterra-Fredholm apparaissent dans la littérature sous
deux formes, à savoir

u(n)(x) = f(x) + λ1

∫ x

a

k1(x, t)u(t)dt+ λ2

∫ b

a

k2(x, t)u(t)dt, (1.21)

et

u(n)(x, t) = f(x, t) + λ

∫ t

0

∫
Ω

F (x, t, ξ, τ, u(ξ, τ))dξdτ, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (1.22)

où f(x, t) et F (x, t, ξ, τ, u(ξ, τ)) sont des fonctions analytiques sur D = Ω× [0, T ], et Ω est
une partie fermée de Rn, n = 1, 2, 3 . Il est intéressant de noter que (1.21) contient disjoints
équations intégrales de Volterra et Fredholm, alors (1.22) contient mixtes intégrales. Autres
dérivés du moins commander peuvent apparaître ainsi. En outre, les fonctions inconnues
u(x) et vous u(x, t) apparaissent à l’intérieur et à l’extérieur des signes d’intégrale. Il s’agit
d’un trait caractéristique d’une sorte de deuxième partie intégrante équation. Si les fonc-
tions inconnues apparaissent uniquement à l’intérieur des signes d’intégrale, d’équations
résultantes sont de première espèce. Il faudrait des conditions initiales pour déterminer la
solution particulière. Des exemples des deux types sont donnés par

u′(x) = 24x+ x4 + 3−
∫ x

0

(x− t)u(t)dt−
∫ 1

0

tu(t)dt, u(0) = 0, (1.23)

et
u′(x, t) = 1 + t3 +

1

2
t2 − 1

2
t−
∫ t

0

∫ 1

0

(τ − ξ)dξdτ, u(0, t) = t3. (1.24)
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Chapitre 2

Résolution analytique des équations
intégro-différentielles

2.1 Équations intégro-différentielles de Volterra linéaire
la deuxième type

Définition 2.1 les équations intégro-différentielles de Volterra linéaire la deuxième type
soit données sous la forme :

u(n)(x) = f(x) + λ

∫ x

0

K(x, t)u(t)dt (2.1)

Où u(n)(x) = dnu
dxn

.Parce que l’équation a entraîné dans (2.1) combine les opérateur dif-
férentiel et l’opérateur intégral, alors il est nécessaire de définir les conditions initiales
u(0), u′(0), ..., u(n−1)(0) pour la détermination de la u(x) solution particulière de l’équation
intégro-différentielle de Volterra (2.1). Toute équation intégro-différentielle de Volterra se
caractérise par l’existence de une ou plusieurs des dérivés u′(x), u′′(x), ... dehors le signe in-
tégral. Le on peuvent observer des équations intégro-différentielles de Volterra lorsque nous
convertissons un problème de valeur initiale à une équation intégrale à l’aide de la règle de
Leibnitz .
Les conditions initiales sont nécessaires pour déterminer la solution exacte.
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2.1.1 La méthode de solution sous forme série

Le fonction u(x) est appelé analytique si elle a des dérivés de tous les ordres tels que la
série de Taylor à n’importe quel point b dans son domaine

u(x) =
∞∑
n=0

u(n)(b)

n!
(x− b)n (2.2)

converge vers u(x) dans un quartier de b. Pour plus de simplicité, la forme générique de
Séries de Taylor à x = 0 peut s’écrire sous

u(x) =
∞∑
n=0

anx
n (2.3)

Dans cette section, nous allons appliquer la méthode de solution sous forme série pour la
résolution équations intégro-différentielles de Volterra du second type. Nous supposerons
que la solution u(x) de l’équation intégro-différentielle de Volterra est sous la forme :

u(n)(x) = f(x) + λ

∫ x

0

K(x, t)u(t)dt, u(k)(0) = k!ak, 0 ≤ k ≤ (n− 1) (2.4)

est analytique et possède donc par série de Taylor de la forme donnée un développement
en (2.3), où les coefficients an seront déterminés par récurrence. Les premiers coefficients
ak peuvent être déterminés en utilisant les conditions initiales et alors

a0 = u(0), a1 = u′(0), a2 =
1

2!
u′′(0), a3 =

1

3!
u′′′(0) (2.5)

et ainsi de suite. Pour déterminer en appliquant les coefficients ak restants de (2.3) serrent
déterminés par l’application la méthode de solution de série à l’équation intégro-différentielle
de Volterra (2.4).Substitution (2.3) dans les deux côtés de la donne (2.4)(

∞∑
k=0

akx
k

)(n)

= T (f(x)) +

∫ x

0

K(x, t)

(
∞∑
k=0

akt
k

)
dt (2.6)

ou pour plus de simplicité, nous utilisons

(a0 + a1x+ a2x
2 + ....)(n) = T (f(x)) + λ

∫ x

0

K(x, t)(a0 + a1t+ a2t
2 + ...)dt (2.7)

où T (f(x)) est la série de Taylor de f(x). L’équation intégro-différentielle (2.4)sera converti
en une intégrale traditionnelle dans (2.6)ou (2.7) où à la place d’intégrer la fonction incon-
nue u(x) termes de la forme tn, n ≥ 0 sera intégrée. Notez que parce que nous cherchons
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la solution de la série, puis si f(x) inclut des fonctions élémentaires comme les fonctions
trigonométriques, fonctions exponentielles, etc, puis Taylor expansions pour fonctions im-
pliquées dans f(x) doit être utilisé.
Nous intégrons tout d’abord la partie droite de l’intégrale dans (2.6) ou (2.7),et collecter
les coefficients de comme puissances de x. Nous assimilons ensuite les coefficients d’aime
les puissances de x dans les deux côtés de l’équation pour déterminer un relation de ré-
currence dans aj, j ≥ 0. Résoudre la relation de récurrence conduira à une détermination
complète des coefficients aj, j ≥ 0 où certains d’entre eux coefficients seront utilisés à partir
des conditions initiales. Après avoir déterminé la coefficients aj, j ≥ 0 , la solution de série
suit immédiatement à son remplacement par les coefficients dérivés en (2.3). La solution
exacte peut être obtenue si une telle solution exacte existe. Si une solution exacte ne est
pas obtenue, puis la série obtenu peut être utilisé à des fins numériques. Dans ce cas , le
plus termes nous évaluons, le niveau de précision plus élevé nous atteignons.

Exemple 2.1 Utilisez la méthode de solution sous forme série pour résoudre l’équation
intégro-différentielle de Volterra

u′(x) = 1 +

∫ x

0

u(t)dt (2.8)

solution

Son remplacement par u(x) de la série

u(x) =
∞∑
n=0

anx
n (2.9)

dans les deux côtés de l’équation (2.8) conduit à(
∞∑
n=0

anx
n

)′
= 1 +

∫ x

0

(
∞∑
n=0

ant
n

)
dt (2.10)

Différencier le côté gauche une fois par rapport à x , et l’évaluation de l’intégrale sur le
côté droit, nous trouvons

∞∑
n=1

nanx
n−1 = 1 +

∞∑
n=1

1

n
an−1x

n (2.11)
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qui peut être réécrite sous la forme

a1 +
∞∑
n=1

(n+ 1)an+1x
n = 1 +

∞∑
n=1

1

n
an−1x

n (2.12)

où nous avons unifié l’exposant de x les deux côtés et utilisé a0 = 0 de la condition initiale
donnée.Assimiler les coefficients de puissances comme de x à la fois côtés de (2.12) donne
la relation de récurrence

a0 = 0, a1 = 1, an+1 =
1

n(n+ 1)
an−1 ≥ 1 (2.13)

où ce résultat donne
a2n = 0, a2n+1 =

1

(2n+ 1)!
(2.14)

Pour n ≥ 0 . Par substitution de ce résultat dans (2.9) donne la solution de série

u(x) =
∞∑
n=0

1

(2n+ 1)!
x2n+1 (2.15)

qui converge vers la solution exacte

u(x) = sinh x (2.16)

2.1.2 La méthode de décomposition de Adomian

La méthode de décomposition de Adomian [5] donne la solution dans un infini série de
composants qui peuvent être déterminés de façon récurrente. La série obtenue peut donner
la solution exacte, si une telle solution existe. Dans le cas contraire, la série donne une
approximation de la solution qui donne le niveau de précision élevé. Sans perte de généralité,
on peut supposer un’équation intégro-différentielle de Volterra du second type donnée par

u′′(x) = f(x) +

∫ x

0

K(x, t)u(t)dt, u(0) = a0, u′(0) = a1 (2.17)

Intégration des deux côtés (2.17) de 0 à x deux fois conduit à

u(x) = a0 + a1x+ L−1(f(x)) + L−1

(∫ x

0

K(x, t)u(t)dt

)
(2.18)
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où les conditions initiales u(0) et u′(0) sont utilisés, et L−1 est une fois deux opérateur
intégral. Nous utilisons ensuite la série de décomposition

u(x) =
∞∑
n=0

un(x) (2.19)

dans les deux côtés de (2.18) pour obtenir
∞∑
n=0

un(x) = a0 + a1x+ L−1(f(x)) + L−1

(∫ x

0

K(x, t)

(
∞∑
n=0

un(t)

)
dt

)
(2.20)

ou de façon équivalente

u0(x) + u1(x) + u2(x) + u3(x) + ... = a0 + a1x+ L−1(f(x)),

+L−1

(∫ x

0

K(x, t)u0t)dt

)
+ L−1

(∫ x

0

K(x, t)u1(t)dt

)
,

+L−1

(∫ x

0

K(x, t)u2(t)dt

)
+ ...,

(2.21)

Pour déterminer les composants u0(x), u1(x), u2(x), u3(x), ... de la solution u(x), Nous avons
mis la relation de récurrence

u0(x) = a0 + a1x+ L−1(f(x)),

uk+1(x) = L−1

(∫ x

0

K(x, t)uk(t)dt

)
, k ≥ 0

(2.22)

où le zéro élément u0(x) est défini par tous les termes non inclus à l’intérieur le signe
intégral (2.21). Après avoir déterminé les composants ui(x), i ≥ 0, la solution u(x) de (2.17)
est alors obtenu sous forme de série. En utilisant (2.19), la série obtenue converge vers la
solution exacte, si une telle solution existe. Cependant, pour des problèmes concrets, une
série tronquée

∑n
n=0 uk(x) est généralement utilisé rapprochant la solution u(x) qui peut

être utilisé à des fins numériques.
Remarques

1. La méthode de décomposition de Adomian a été présentée avant de gérer une deuxième
équations intégro-différentielles d’ordre Volterra. Pour les autres commandes, nous
pouvons suivre la même approche, telle que présentée. Cela sera expliqué plus loin
dans les détails en examinant les exemples illustratifs, où le premier ordre, deuxième
ordre, thirdorder, et les équations intégro-différentielles de quatrième ordre Volterra
seront étudiées.
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2. La méthode de décomposition modifiées que nous avons utilisé avant peut être utilisée
pour le traitement des équations intégro-différentielles Volterra de n’importe quel
ordre.

3. Le phénomène des termes bruit qui a été appliquée avant peut être utilisé ici si
apparaissent des termes de bruit

Exemple 2.2 Utilisez la méthode Adomian pour résoudre l’équation intégro-différentielle
de Volterra

u′(x) = 1−
∫ x

0

u(t)dt, u(0) = 0. (2.23)

solution

Application de l’opérateur intégral L−1 définie par

L−1(.) = 1−
∫ x

0

(.)dx, (2.24)

des deux côtés de (2.23), ce est à dire intégrant les deux côtés de (2.23) une fois de 0 à x,
et en utilisant la condition initiale donnée nous obtenons

u(x) = x− L−1

(∫ x

0

u(t)dt

)
. (2.25)

Utilisation de la série de décomposition (2.19), et en utilisant la relation de récurrence
(2.22) on obtient

u0(x) = x,

u1(x) = −L−1

(∫ x

0

u0(t)dt

)
= − 1

3!
x3,

u2(x) = L−1

(∫ x

0

u1(t)dt

)
=

1

5!
x5,

u3(x) = L−1

(∫ x

0

u2(t)dt

)
= − 1

7!
x7,

(2.26)

et ainsi de suite. Cela donne la solution sous forme de série

u(x) = x− 1

3!
x3 +

1

5!
x5 − 1

7!
x7 + ..., (2.27)

et par conséquent la solution exacte est donnée par

u(x) = sinx (2.28)
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2.1.3 La méthode de transformation de Laplace

La méthode de transformation de Laplace a été utilisé avant pour résoudre Volterra inté-
grante équations du premier et du deuxième type. Les détails et propriétés Procédé de la
transformée de Laplace est présent dans différentielle ordinaire équations textes.
Dans la transformation de Laplace théorème de convolution, il a été dit que, si le noyau
K(x, t) de l’équation intégrale

u(n)(x) = f(x) + λ

∫ x

0

K(x, t)u(t)dt, (2.29)

dépend de la différence x− t, il est alors appelé un noyau de différence. L’équation intégro-
différentielle peut donc être exprimée comme

u(n)(x) = f(x) + λ

∫ x

0

K(x− t)u(t)dt, (2.30)

Considérons deux fonctions f1(x) et f2(x) qui possèdent les conditions nécessaires de l’exis-
tence de transformée de Laplace pour chacun. Que les transformées de Laplace pour les
fonctions f1(x) et f2(x) est donnée par

L{f1(x)} = F1(s), L{f2(x)} = F2(s) (2.31)

Le produit de convolution de Laplace ces deux fonctions est définie par

(f1 ∗ f2)(x) =

∫ x

0

f1(x− t)f2(t)dt (2.32)

ou
(f2 ∗ f1)(x) =

∫ x

0

f2(x− t)f1(t)dt (2.33)

Rappelons que
(f1 ∗ f2)(x) = (f2 ∗ f1)(x) (2.34)

On peut montrer facilement que la transformée de Laplace de la produit de convolution
(f1 ∗ f2)(x) est donnée par

L {(f1 ∗ f2)(x)} = L

{∫ x

0

f1(x− t)f2(t)dt

}
= F1(s)F2(s). (2.35)
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Pour résoudre les équations intégro-différentielles de Volterra en utilisant la méthode de
transformée de Laplace, il est essentiel d’utiliser les transformations de Laplace des dérivés
de u(x). Nous pouvons facilement montrer que

L{u(n)(x)} = snL{u(x)} − sn−1u(0)− sn−2u′(0)− ...− u(n−1)(0). (2.36)

Cela donne tout simplement

L{u′(x)} = sL{u(x)} − u(0)

= sU(s)− u(0),

L{u′′(x)} = s2L{u(x)} − su(0)− u′(0)

= s2U(s)− su(0)− u′(0),

L{u′′′(x)} = s3L{u(x)} − s2u(0)− su′(0)− u′′(0)

= s3U(s)− s3u(0)− su′(0)− u′′(0),

L{u(4)(x)} = s4L{u(x)} − s3u(0)− s2u′(0)− su′′(0)− u′′′(0)

= s4U(s)− s3u(0)− s2u′(0)− su′′(0)− u′′′(0),

(2.37)

et ainsi de suite pour les dérivées d’ordre supérieur.
Nous appliquons d’abord la transformée de Laplace à deux côtés de (2.30), utilisent la
transformée de Laplace bon pour le dérivé de u(x), puis résoudre pour U(s). Nous utilisons
ensuite la transformée inverse de Laplace des deux côtés de l’équation résultante pour
obtenir la solution u(x) de l’ équation.

Exemple 2.3 Utilisez la méthode de transformation de Laplace pour résoudre l’équation
intégro-différentielles de Volterra

u′(x) = 1 +

∫ x

0

u(t)dt, u(0) = 1. (2.38)

solution

Notez que le noyau K(x− t) = 1 . Prenant la transformée de Laplace de part et d’autre de
(2.38) donne

L(u′(x)) = L(1) + L(1 ∗ u(x)), (2.39)

Et alors
sU(s)− u(0) =

1

s
+

1

s
U(s) (2.40)
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obtenu à l’aide de (2.37). En utilisant la condition initiale donnée et en résolvant U(s) nous
trouvons

U(s) =
1

s− 1
(2.41)

En prenant la transformée de Laplace inverse des deux côtés de (2.41), solution l’exacte est
donnée par

u(x) = ex. (2.42)

2.2 Équations intégro-différentielles de Fredholm linéaire
de deuxième type

Définition 2.2 Soit équations intégro-différentielles de Fredholm linéaire donnée sous la
forme

u(n)(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)u(t)dt, u(k)(0) = bk, 0 ≤ k ≤ n− 1 (2.43)

où u(n)(x) = dnu
dxn

Étant donné que l’équation entraîné (2.43) combine l’opérateur différentiel
et l’opérateur intégral est alors nécessaire de définir conditions initiales u(0), u′(0), · · · , u(n−1)(0)

pour la détermination de la solution particulière u(x) de l’équation (2.43). Toute équation
intégro-différentielle de Fredholm est caractérisé par l’existence d’une ou de plusieurs des
dérivés u′(x), u′′(x), · · · en dehors du signe de l’intégrale.
Nous allons nous concentrer notre étude sur les équations qui impliquent séparables noyaux
où le noyau K(x, t) peut être exprimée comme une somme finie de la forme

k(x, t) =
n∑
k=1

gk(x)hk(t). (2.44)

Sans perte de généralité, nous allons faire notre analyse sur un noyau d’un terme k(x, t)

de la forme
k(x, t) = g(x)h(t). (2.45)

2.2.1 La méthode de calcul direct

Le format standard de l’équation intégro-différentielle de Fredholm est donné près

u(n)(x) =

∫ b

a

k(x, t)u(t)dt, u(k)(0) = bk, 0 ≤ k ≤ n− 1. (2.46)
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où u(n)(x) indique le dérivé n-ième de u(x) par rapport à x et bk les conditions initiales. En
substituant (2.45 ) dans (2.46) donne

u(n)(x) = f(x) + g(x)

∫ b

a

h(t)u(t)dt, u(k)(0) = bk, 0 ≤ k ≤ n− 1. (2.47)

Nous pouvons facilement constater que l’intégrale définie dans le intégro-différentielle l’équa-
tion( 2.47) implique une intégrand qui dépend entièrement de la variable t. Cela signifie que
l’intégrale définie sur le côté droit de (2.47) est équivalent à a une constante α. En d’autres
termes, nous avons mis en

α =

∫ b

a

h(t)u(t)dt. (2.48)

Par conséquent, l’équation. (2.47) devient

u(n)(x) = f(x) + αg(x). (2.49)

L’intégration des deux côtés de (2.49) n fois à partir de 0 à x, et en utilisant conditions
initiales, nous pouvons trouver une expression pour u(x) qui implique la constante α en
plus de la variable x Cela signifie que nous pouvons écrire

u(x) = v(x;α). (2.50)

En substituant (2.50) dans le côté droit de (2.48), l’évaluation de l’intégrale, et résolution de
l’équation résultante, nous déterminons a valeur numérique de la constante α Cela conduit
à la solution exacte u(x) obtenu par la substitution la valeur résultante de α en (2.50). Il
est important de rappeler que cette méthode conduit toujours à la solution exacte et pas
aux composants de série.

Exemple 2.4 Résoudre l’équation intégro-différentielle de Fredholm à l’adresse suivante

u′(x) = 3 + 6x+ x

∫ 1

0

tu(t)dt u(0) = 0. (2.51)

solution

Cette équation peut être écrite comme

u′(x) = 3 + 6x+ αx u(0) = 0. (2.52)
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obtenu en définissant

α =

∫ 1

0

tu(t)dt. (2.53)

Intégrant les deux côtés du (2.52)de 0 à x et en utilisant la donnée initiale condition que
nous obtenons

u(x) = 3x+ 3x2 +
1

2
αx2. (2.54)

En substituant dans (2.53) et évaluer le rendement intégrale

α =

∫ 1

0

tu(t)dt =
7

4
+

1

8
α. (2.55)

C’est pourquoi nous trouvons α = 2 La solution exacte est donnée par

u(x) = 3x+ 4x2. (2.56)

2.2.2 La méthode de décomposition Adomian

On peut supposer un second ordre de Fredholm équation intégro-différentielle donnée par

u′′(x) = f(x) +

∫ b

a

k(x, t)u(t)dt, u(0) = a0, u′(0) = a1. (2.57)

Intégration des deux côtés de (2.57) de 0 à x deux fois donne

u(x) = a0 + a1x+ L−1(f(x)) + L−1

(∫ b

a

k(x, t)u(t)dt

)
, (2.58)

Lorsque les conditions initiales u(0) = a0. Et u′(0) = a1. Sont utilisés, et L−1 double
opérateur intégral. La méthode de décomposition de Adomian admet la utilisation de la
série de décomposition

u(x) =
∞∑
n=0

un(x), (2.59)

dans les deux côtés de (2.58) pour obtenir

∞∑
n=0

un(x) = a0 + a1x+ L−1((f(x))) + L−1

(∫ x

0

k(x, t)
∞∑
n=0

un(x)dt

)
, (2.60)
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ou de façon équivalente

u0(x) + u1(x) + u2(x) + u3(x) + · · · = a0 + a1x+ L−1(f(x))

+L−1

(∫ b

a

k(x, t)u0(t)dt

)
+ L−1

(∫ b

a

k(x, t)u1(t)dt

)
+L−1

(∫ b

a

k(x, t)u2(t)dt

)
+ · · · .

(2.61)

Par conséquent, pour déterminer les composants u0(x), u1(x), u2(x), u3(x) de la solution
u(x), nous avons mis la relation de récurrence

u0(x) = a0 + a1x+ L−1(f(x)),

uk+1(x) = L−1

(∫ b

a

k(x, t)uk(t)dt

)
, k ≥ 0,

(2.62)

où le zéro élément u0(x) est défini par tous les termes non inclus à l’intérieur le signe intégral
de (2.61) . Après avoir déterminé les composants, ui(x), i ≥ 0 le solution u(x) de (2.61)
est ensuite obtenu sous forme de série En utilisant (2.59), la série obtenue converge vers la
solution exacte si une telle solution existe.

Exemple 2.5 Utilisez la méthode de décomposition de Adomian pour résoudre l’équation
integro-differential de Fredholm

u′(x) = 36x2 +

∫ 1

0

u(t)dt, u(0) = 1 (2.63)

solution

Rappelons que l’intégrale sur le côté droit est équivalente à une constante parce que Cela
dépend uniquement de la variable t avec limites constantes d’intégration pour t. Intégration
des deux côtés de l’équation (2.63) de 0 à x donne

u(x)− u(0) = 12x3 + x

(∫ 1

0

u(t)dt

)
. (2.64)

ce qui donne à l’utilisation de la condition initiale

u(x) = 1 + 12x3 + x

(∫ 1

0

u(t)dt

)
. (2.65)

Son remplacement par l’hypothèse de la série

u(x) =
∞∑
n=0

un(x), (2.66)
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dans les deux côtés de la donne (2.65)

∞∑
n=0

un(x) = 1 + 12x3 + x

(∫ 1

0

un(t)dt

)
. (2.67)

Les composants uj(x), j ≥ 0 de u(x) peut être déterminé en utilisant la récurrence Relation

u0(x) = 1 + 12x3, uk+1(x) = x

∫ 1

0

uk+1(t)dt k ≥ 0. (2.68)

Cela donne à son tour

u0(x) = 1 + 12x3, u1(x) = x

∫ 1

0

k(x, t)u0(t)dt = 4x

u2(x) = x

∫ 1

0

k(x, t)u1(t)dt = 2x u3(x) = x

∫ 1

0

k(x, t)u2(t)dt = x,

...

(2.69)

La solution sous forme de série est donnée par

u(x) = 1 + 12x3 + 4(1 +
1

2
+

1

4
+ · · · ), (2.70)

qui donne la solution exacte
u(x) = 1 + 8x+ 12x3, (2.71)

obtenue, évaluer la somme de la série géométrique infinie.

2.2.3 La méthode solution sous forme séries

La méthode de solution de série a été utilisée avant, où la forme générique de Taylor série
pour une solution analytique d’u à x = 0

u(x) =
∞∑
n=0

anx
n, (2.72)

Le série solution méthode sera utilisée pour résoudre Fredholm intégro-différentielles équa-
tions. Nous supposerons que u(x) de la solution d’équation l’integro-differential de Fredholm

u(k)(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)u(t)dt, u(j)(0) = aj, 0 ≤ j ≤ (k − 1), (2.73)
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est analytique et possède donc une série de Taylor de la forme donnée dans (2.72), où les
coefficients an volonté être déterminé de façon récurrente. Son remplacement (2.72) deux
côtés (2.73) donne(

∞∑
n=0

anx
n

)(k)

= T (f(x)) + λ

∫ b

a

K(x, t)

(
∞∑
n=0

ant
n

)
dt, (2.74)

ou pour plus de simplicité, nous utilisons

(a0 + a1x+ a2x
2 + · · · )(k) = T (f(x)) + λ

∫ b

a

K(x, t)
(
a0 + a1t+ a2t

2 + · · ·
)
dt, (2.75)

où T (f(x)) est la série de Taylor de f(x). La volonté de l’équation intégrale (2.73) être
convertie en une intégrale traditionnelle dans (2.74) ou (2.75) où au lieu de intégrant la
fonction inconnue u(x), les termes forme tn, n ≥ 0 sera intégré. Notez que parce que nous
cherchons la solution de série, puis si f(x) inclut des fonctions élémentaires comme les fonc-
tions trigonométriques , exponentielles fonctions, etc. Puis de développements de Taylor
pour les fonctions impliquées dans f(x) doit être utilisé. En outre, les équations initiales
données devraient être utilisées dans la série polypeuse (2.72).
Nous intégrons d’abord le côté droit de l’intégrale ou ( 2.75), et recueillir les coefficients
de puissances comme de x. Nous assimilons côté les coefficients de comme puissances de x
dans les deux côtés de l’équation résultant pour obtenir une récidive relation dans aj, j ≥ 0

Résoudre la relation de récurrence va conduire à une complète détermination des coeffi-
cients aj, j ≥ 0 Après avoir déterminé les coefficients aj, j ≥ 0, La solution de série suit
immédiatement après son remplacement par le dérivé coefficients dans (2.72). La solution
exacte peut être obtenue que si une telle solution exacte existe. Si une solution exacte ne
peut être obtenu, alors le obtenue série peut être utilisé à des fins numériques. Dans ce cas,
les termes plus nous évaluer le niveau de précision plus élevé que nous obtenons.

Exemple 2.6 Résoudre l’équation intégro-différentielle de Fredholm en utilisant la méthode
solution sous forme série

u′(x) = 4 + 4x+

∫ 1

−1

(1− xt)u(t)dt, u(0) = 1. (2.76)
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En substituant u(x) de la série

u′(x) =

(
∞∑
n=0

anx
n

)′
, (2.77)

dans les deux côtés de l’équation.(2.76) conduit à

∞∑
n=0

nanx
n−1 = 4 + 4x+

∫ 1

−1

(1− xt)
∞∑
n=0

ant
ndt. (2.78)

Notez que a0 = 1 à partir des conditions initiales données. Évaluation de l’intégrale sur le
côté droit donne

a1 + a2x+ a3x
2 + · · ·

= 6 +
2

3
a2 +

2

5
a4 +

2

7
a6 +

2

9
a8 +

(
4− 2

3
a1 −

2

5
a3 −

2

7
a5 −

2

9
a7

)
x.

(2.79)

Assimiler les coefficients des puissances comme de x dans les deux côtés de (2.79) donne

a1 = 6, an = 0, n ≥ 2. (2.80)

La solution exacte est donnée par

u(x) = 1 + 6x, (2.81)

où nous avons utilisé a0 = 1 à partir de l’état initial.

2.3 Équations intégro-différentielles de Volterra non li-
néaire la deuxième type

Soit l’équation non linéaire d’intégro-différentielles de Volterra du second type lectures

u(n)(x) = f(x) +

∫ x

0

K(x, t)F (u(t))dt, (2.82)

et la forme standard de l’équation intégro-différentielle non linéaire Volterra [10],[8] du
premier type est donné par∫ x

0

K1(x, t)F (u(t))dt+

∫ x

0

K2(x, t)un(t)dt = f(x), K2(x, x) 6= 0, (2.83)
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Où u(n)(x) est le n dérivé de u(x) Pour ces équations, les noyauK(x, t), K1(x, t) etK2(x, t),et
de fonction f(x) sont donnés valeurs réelles fonctions. La fonction F (u(x)) est une fonction
non linéaire de u(x) tels que u2(x), sin(u(x)), et eu(x). L’équation intégro-différentielles
linéaire de Volterra [4],[7] où les deux différentielles et opérateurs intégraux apparaissent
ensemble dans la même équation. La Volterra non linéaire équation intégro-différentielles
du second type lire

u(i)(x) = f(x) +

∫ x

0

K(x, t)F (u(t))dt, (2.84)

Où u(i)(x) = diu
dxi

et F (u(x)) est une fonction non linéaire de u(x) Parce que l’équation
(2.84) moissonneuses-batteuses l’opérateur différentiel et l’intégrale opérateur, Ensuite, il
est nécessaire de définir les conditions initiales pour déterminer de la solution particulière
u(x) de la non linéaire Volterra intégro-différentielles équation.
L’équation intégro-différentielles de Volterra non linéaire [10], [8] est apparu après sa mise
en place de Volterra. Il apparaît dans de nombreuses applications de physiques comme for-
mant des verre processus, transfert de chaleur, processus de diffusion, engénéral, neutron
diffusion et biologiques des espèces coexistant avec augmentation et baisse du taux de pro-
duction. Plus de détails sur les sources où ces équations se posent peut être trouvée en
physique, biologie et ouvrages de génie applications.

2.3.1 Le combiné Laplace Transform-Méthode de décomposition
Adomian

Nous examinerons le noyau K(x, t) de (2.84) comme la différence noyau qui dépend de la
différence x − t comme ex−t, cosh(x − t) et sin(x − t). L’équation non linéaire du intégro-
différentielles Volterra (2.84) peut donc être exprimé en

u(i)(x) = f(x) +

∫ x

0

K(x, t)F (u(t))dt, (2.85)

Pour résoudre les équations intégro-différentielles de Volterra à l’adresse non linéaires en
utilisant la méthode de transformée de Laplace, il est essentiel d’utiliser les transformations
de Laplace de les dérivés de u(x). Nous pouvons facilement montrer que

L{u(i)(x)} = siL{u(x)} − si−1u(0)− si−2u′(0)− ...− u(i−1)(0). (2.86)
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Cela donne tout simplement voir (2.37) et ainsi de suite pour les dérivés d’ordre supérieur,
où U(s) = L{u(x)}. L’application de la transformée de Laplace à deux côtés de (2.85)
donne

siL{u(x)}−si−1u(0)−siu′(0)− ...−u(i−1)(0) = L{f(x)}+L{K(x− t)}L{F (u(t))}, (2.87)

Cela donne tout simplement

u0(x) = x,

u1(x) = −L−1

(∫ x

0

u0(t)dt

)
= − 1

3!
x3,

u2(x) = L−1

(∫ x

0

u1(t)dt

)
=

1

5!
x5,

u3(x) = L−1

(∫ x

0

u2(t)dt

)
= − 1

7!
x7,

(2.88)

L{u(x)} =
1

s
u(0) +

1

s2
u′(0) + ...+ u(i−1)(0)

+
1

si
+ L{f(x)}+ L{K(x− t)}L{F (u(t))}.

(2.89)

Pour surmonter la difficulté du terme non linéaire F (u(x)), nous appliquons la Adomian
méthode de décomposition de manutention (2.89). Pour atteindre cet objectif, nous repré-
senter d’abord le terme linéaire u(x) sur le côté gauche par une série infinie de composants
donnée par

u(x) =
∞∑
n=0

un(x), (2.90)

où les composants un(x), n > 0 sera déterminé de manière récursive. Cependant, le terme
non linéaire F (u(x)) sur le côté droit de (2.89) seront représentés par une série infinie de la
Adomian polynômes An un sous la forme

F (u(x)) =
∞∑
n=0

An(x), An =
1

n!

dn

dλn

[
F

(
n∑
i=0

λiui)

)]
λ=0

, n = 0, 1, 2..., (2.91)

Où An, n > 0 peut être obtenue pour toutes les formes de non-linéarité. En substituant
(2.90) et (2.91) dans (2.89) conduit à

L

{
∞∑
n=0

un(x)

}
=

1

s
u(0)+

1

s2
u′(0)+...+

1

si
u(i−1)(0)+

1

si
Lf(x)+

1

si
Lk(x− t)L

{
∞∑
n=0

An(x)

}
,

(2.92)
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La méthode de décomposition de Adomian admet l’utilisation de la récursive suivante re-
lation

L{u0(x)} =
1

s
u(0) +

1

s2
u′(0) + ...+

1

si
u(i−1)(0) +

1

si
L{f(x)},

L{Uk+1(x)} =
1

Si
L{k(x− t)}L{Ak(x)}, k > 0

(2.93)

Les conditions nécessaires présentées pour transformée de Laplace Procédé concernant la
limite que s −→ ∞, devrait être satisfait ici pour un succès utilisation de cette méthode.
L’application de la transformée de Laplace inverse à la première partie (2.93) donne u0(x),
qui définira A0. Ce à son tour conduire à la détermination complète des composants de
uk+1, k > 0 à l’aide de la deuxième partie de (2.93). Le Laplace combinée transformer mé-
thode Adomian décomposition pour Volterra résoudre des équations intégro-différentielles
non linéaires du deuxième type cela sera illustré par l’étude des exemple suivant.

Exemple 2.7 Résoudre l’équation intégro-différentielle non linéaire Volterra en utilisant
le combiné Laplace méthode de décomposition transformer Adomian-

u′(x) =
9

4
− 5

2
x− 1

2
x2 − 3e−x − 1

4
e−2x +

∫ x

0

(x− t)u2(t)dt, u(0) = 2 (2.94)

solution

Notez que le noyau k(x, t) = (x− t) Prenant transformée de Laplace à la fois côtés (2.94)
donne

L{u′(x)} = L{9

4
− 5

2
x− 1

2
x2 − 3e−x − 1

4
e−2x}+ L{(x− t) ∗ u2(x)} (2.95)

Et alors
sU(s)− u(0) =

9

4s
− 5

2s2
− 1

s3
− 3

s+ 1
− 1

4(s+ 2)
+

1

s2
L{u2(x)} (2.96)

ou de façon équivalente

U(s) =
2

s
+

9

4s2
− 5

2s3
− 1

s4
− 3

s(s+ 1)
− 1

4(s+ 2)
+

1

s3
L{u2(x)} (2.97)

Son remplacement par l’hypothèse de la série pour élémentaire u(s)et les polynômes de
Adomian pour U2(x) comme indiqué ci-dessus en (2.90) et (2.91) respectivement et à l’aide
de la relation récursive (2.93) on obtient

U0(s) =
2

5
+

9

4s2
− 5

2s3
− 1

s4
− 3

s(s+ 1)
− 1

4s(s+ 2)
,

L{uk+1(x)} =
1

s3
+ L{Ak(x)}, k ≥ 0.

(2.98)
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Rappelons que les polynômes Adomian pour F (u(x)) = u2(x) sont donnés par

A0 = u2
0, A1 = 2u0u1,

A2 = 2u0u2 + u2
1,

A3 = 2u0u3 + 2u1u2,

(2.99)

Prendre l’inverse de Laplace des deux côtés de la première partie de (2.98), et en utilisant
la relation récursive (2.98) donne

u0(x) = 2− x+
1

2
x2 − 5

24
x3 +

7

120
x5 + ...,

u1(x) =
2

3
x3 − 1

6
x4 − 1

20
x5 + ...,

(2.100)

En utilisant (2.90), la solution de la série est donc donnée par

u(x) = 2− x+
1

2!
x2 − 1

3!
x3 +

1

4!
x4 − 1

5!
x5..., (2.101)

qui converge vers la solution exacte

= 1 + e−x. (2.102)

2.3.2 La méthode de solution sous forme série

Procédé de solution de série [10],[7] et [3] a été effectivement utilisé dans ce texte pour gérer
équations intégrales et intégro-différentielles. La méthode découle principalement de la Série
de Taylor pour les fonctions analytiques. Une fonction réelle u(x) est appelée analytique si
il a des dérivés de toutes les commandes de telle sorte que la série de Taylor à tout moment
en b son domaine

uk(x) =
k∑

n=0

u(n)(b)

n!
(x− b)n, (2.103)

converge vers u(x) dans un voisinage de b. Par souci de simplicité, la forme générique de
série de Taylor à x = 0 peut se écrire

ux =
∞∑
n=0

anx
n, (2.104)

La méthode de série de Taylor, ou tout simplement la méthode de solution de série servira
dans cette section pour résoudre des équations intégro-différentielles Volterra non linéaires.
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Nous supposerons que u(x) de la solution de l’integro-differential de Volterra non linéaire
équation

u(n)x = f(x) + λ

∫ x

0

k(x, t)F (u(t))dt, u(k)(0) = k!ak, 0 ≤ k ≤ (n− 1), (2.105)

est analytique et possède donc une série de Taylor de la forme donnée (2.104) où les co-
efficients an volonté être déterminé de façon récurrente . Les premiers coefficients ak peu
peuvent être déterminés en utilisant les conditions initiales et alors

a0 = u(0), a1 = u′(0), a2 =
1

2!
u′′(0), a3 =

1

3!
u′′′(0), (2.106)

et ainsi de suite. Les autres coefficients ak de (2.104) sera déterminé par l’application la
méthode de solution de série pour le non linéaire Volterra intégro-différentielles équation
(2.105). Son remplacement (2.104) deux côtés dans (2.105) donne(

∞∑
k=0

akx
k

)(n)

= T (f(x)) +

∫ x

0

k(x, t)F

(
∞∑
k=0

akt
k

)
dt, (2.107)

où T (f(x)) est la série de Taylor de f(x). L’équation intégro-différentielle (2.105) sera
converti en une intégrale traditionnelle dans (2.107) où au lieu de intégrant la fonction
inconnue F (u(x)), conditions du formulaire tn, n ≥ 0 sera être intégrés. Notez que parce
que nous cherchons la solution de la série, alors si f(x) inclut des fonctions élémentaires
comme les fonctions trigonométriques, exponentielle fonctions, etc, puis de l’expansion de
Taylor pour les fonctions impliquées dans f(x) doit être utilisé . Nous intégrons tout d’abord
la partie droite de l’intégrale dans (2.107) , et recueillir les coefficients de comme puissances
de x. Nous assimilons ensuite les coefficients de comme pouvoirs de x dans les deux côtés de
l’équation pour déterminer une récurrence relation dans aj, j ≥ 0 Résoudre la relation de
récurrence conduira à une complète détermination des coefficients aj, j ≥ 0 où certains de
ces coefficients sera utilisé à partir des conditions initiales. Ayant déterminer les coefficients
aj, j ≥ 0 la solution de série suit immédiatement après son remplacement par la dérivée
dans coefficients (2.104).

Exemple 2.8 Résoudre l’équation intégro-différentielle de Volterra à l’adresse non linéaire
à l’aide de la méthode de solution sous forme série

u′′′(x) = 2 sec2 x(1 + 3 tan2 x)− tanx+

∫ x

0

(1 + u2(t)dt) (2.108)
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avec des conditions initiales u(0) = u′′(0) = 0, u′(0) = 1 , Son remplacement par u(x) par
la série

u(x) =
∞∑
n=0

anx
n (2.109)

dans les deux côtés de l’équation (2.108), évaluer l’intégrale du côté droit,à l’aide a0 = a2 =

0, a1 = 1. et procéder comme précédemment, nous trouvons

u1 = 1, a3 =
1

3
, a5 =

2

15
,

u7 =
17

315
, a2k = 0, k ≥ 0

(2.110)

Par conséquent, la solution de série est donnée par

u(x) = x+
1

3
x3 +

2

15
x5 +

17

315
x7 + ..., (2.111)

qui converge vers la solution exacte

u(x) = tan x. (2.112)
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Chapitre 3

Méthodes de résolution approchées des
équations intégro-différentielles

3.1 Remplacement du noyau d’une équation integro- dif-
férentielle par un noyau dégénéré

3.1.1 Principe de la méthode

Soit donné l’équation integro-différentielle

u(n)(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)u(t)dt, (3.1)

avec un noyau k(x, t) quelconque .On ponse naturellement à remplace de façon approchée
le noyau k(x, t) donné par un noyau dégénéré L(x, t) et à accepter la solution ũ(x) de la
nouvelle équation :

ũ(n)(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)ũ(t)dt, (3.2)

Pour solution approchée de l’équation proosée (3.1)on peut prendre pour ce noyau dégénéré
L(x, t), une serie partielle de Taylor de Fourier.
Proposition Soit l’équation integro-différentielle :

u(n)(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)u(t)dt,

Et soit ũ(x) est la solution approchée :

ũ(n)(x) = f(x) + λ

∫ b

a

L(x, t)ũ(t)dt,
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Tel que L(x, t) noyau dégénéré tel que :

λ

∫ b

a

| K(x, t)− L(x, t) |6 h

Et soit RL(x, t, λ) la résolvante de l’équation à noyau L(x, t) vériant l’inégalité∫ b

a

| RL(x, t, λ) |6 R

Et que | f(x)..f1(x) |≤ η sous l’hypothèse

1− | λ | h(1+ | λ | R) ≥ 0

L’équation (3.1) possède alors une seule solution u(x) telle que :

| u(x)− ũ(x) |≤ N | λ | (1+ | λ | R)2h

1− | λ | (1+ | λ | R)
+ η

Où N est la borne supérieur de | f(x) |.
Preuve.

u(n)(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)u(t)dt

u(n)(x) = f(x) + λ

∫ b

a

L(x, t)u(t)dt = f(x) + λ

∫ b

a

[K(x, t)− L(x, t)]dt = f ∗(x)

| f ∗(x) |=| f(x) + λ

∫ b

a

[K(x, t)− L(x, t)]dt |

≤| f(x) | + | λ |M
∫ b

a

| K(x, t)− L(x, t) | dt

≤ N+ | λ |Mh

Où M est la borne supérieur de | u(x) | on a

u(n)(x) = f ∗(x) + λ

∫ b

a

L(x, t)u(t)dt

donc
u(n)(x) = f ∗(x) + λ

∫ b

a

RL(x, t, λ)f ∗(t)dt
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| u(n)(x) |≤| f ∗(x) | +λ
∫ b

a

| RL(x, t, λ)f ∗(t) | dt

| u(n)(x) |≤ N+ | λ |Mh+ | λ | R(N+ | λ |Mh)

donc
M ≤ N+ | λ |Mh+ | λ | R(N+ | λ |Mh)

M ≤ (N+ | λ | R) +M(| λ | h(1+ | λ | R))

M(1− | λ | h)(1+ | λ | R) ≤ N(1+ | λ | R)

M ≤ (N(1+ | λ | R)

1− | λ | h(1+ | λ | R)

On a l’hypothése de 1− | λ | h(1+ | λ | R) ≥ 0 Soit

v(x) = u(x)− ũ(x)

Donc v(x) est une solution d’éguation inteqro- différentielle.

v(x)− λ
∫ b

a

k(x, t)v(t)dt = f ∗(x)− f1(x)

| f ∗(x)− f1(x) |≤| f ∗(x)− f(x) | + | f(x)− f1(x) |

≤| λ |Mh+ η

| u(x) |=| f ∗(x)− f(x) + λ

∫ b

a

RL(x, t, λ)[f ∗(t)− f1(t)]dt |

≤| λ |Mh+ η+ | λ | R(| λ |Mh+ η) = (| λ |Mh+ η)

Donc :
| u(x) |≤ | λ | hN(1+ | λ | R)2

1− | λ | h(1+ | λ | R)
η(1+ | λ | R)

Et l’écart entre u(x) et ũ(x) est :

| u(x) |=| u(x)− ũ(x) |≤ | λ | hN(1+ | λ | R)2

1− | λ | h(1+ | λ | R)
+ η
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Exemple 3.1 Résoudre l’équation intégrale suivante :

u′(x) = 3 + 6x+

∫ 1

0

sinxtu(t)dt, u(0) = 0

solution par développement en série du noyau K(x, t) = sin xt,

obtenons
K(x, t) = xt− x3t3

3!
+
x5t5

5!
+ · · ·

Prenons pour noyau dégénéré L(x, t) les la deuxième premiers termes du développement :

L(x, t) = xt− x3t3

3!

Et proposons-nous de résoudre une nouvelle équation :

ũ′(x) = 3 + 6x+

∫ 1

0

(xt− x3t3

3!
)ũ(t)dt,

Celle-ci donne :
ũ′(x) = 3 + 6x+ C1x+ C2

x3

6
(3.3)

Où
C1 =

∫ 1

0

tũ(t)dt, C2 =
1

2

∫ 1

0

t3ũ(t)dt, (3.4)

l’intégration les deux côtés de (3.3) 0 à x , et en utilisant la donnée initiale état nous
obtenons

ũ(x) = 3x+ 3x2 + C1
x2

2
+ C2

x4

24
(3.5)

Le rapport de (3.4) dans (3.3) fournit un système pour déterminer C1 et C2.Nous avons

C1 =

∫ 1

0

[t(3t+ 3t2 +
t2

2
C1 −

t4

24
C2)]dt =

7

4
+

1

8
C1 −

1

144
C2

C2 =

∫ 1

0

[t3(3t+ 3t2 +
t2

2
C1 −

t4

24
C2)] =

33

30
+

1

12
C1 −

1

192
C2

Où
7

8
C1 +

1

144
C2 =

7

4

− 1

12
C1 +

193

192
C2 =

33

30
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Résolvons ce système :
C1 ≈ 1.75 , C2 ≈ 1.10,

Donc : suivante :
˜u(x) ≈ 3x+ 3x2 + (1.75)

x2

2
+ (1.10)

x2

24
.

3.2 Méthode des approximation successives

3.2.1 Principe de méthode

Soit l’équation Intégro-différentielles de Volterra de second espèce :

u′(x) = f(x) +

∫ x

0

k(x, t)u(t)dt. (3.6)

f(x) fonction continue dans [0, a] .k(x, y) fonction continue pour 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ t ≤ x

prenons une fonction u0 continue dans [0, a]. Remplaçons la à u(x) du second membre de
l’équation (3.6)

u1(x) =

∫ x

0

k(x, t)u0(t)dt.

u2(x) =

∫ x

0

k(x, t)u1(t)dt.

En continuant le processus nous aboutissons à la suite

u0(x), u1(x), · · · , un(x).

Où
un(x) =

∫ x

0

k(x, t)un−1(t)dt.

Les fonction u0(x), u1(x), · · · , un(x) sont ainsi définie et continue elles aussi sur le segment
[0, a] sur les hypothèses faite sur f(x) et k(x, y) et d’après la théorème de point fixe. un(x)

converge pour n −→∞ vers la solution u(x) l’équation Intégro-différentielle.
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Chapitre 4

Méthodes de résolution numérique des
équations intégro-différentielles

4.1 Rappel Integration Numérique

Le but de ce rappel est donner des méthodes permettant de calculer la valeur approchée
d’intégrale ∫ b

a

f(t)dt. (4.1)

Sur le plan pratique, pour obtenir une approximation lorsque les primitives de f ne sont
pas calculabes. Sur le plan théorique, de connaître des méthodes permettant d’obtenir des
encadrements d’amplitude aussi petite que souhaitée. Lorsque la fonction f est de classe
Cn sur l’intervalle réel I = [a, b], on note : Mi = max | f (i) |;x ∈ [a, b], i = 0, 1, 2, 3, · · ·n,
on subdivise l’intervalle[a, b] en n intervalles n ∈ N∗ de même longueur h = (b− a)/n que
l’on appelle le pas de la subdivision. Et pour tout i = 0, 1, 2, 3, · · ·n; on note xi = a+ ih.

4.2 Méthode des trapèzes

Principe On remplace la courbe représentative de f , sur chaque segment de la subdivision,
par le segment qui joint (xi, f(xi))a(xi+1, f(xi+1)). Cela revient donc a interpoler la fonction
f sur le segment [xi, xi+1] par le polynôme de Lagrange de degré 1 aux points xi et xi+1
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Figure 4.1 – méthode de Trapèze

Proposition 4.1 la valeur approchée de l’intégrale f sur I par le méthode des trapèzes est
alor donnée par

Tn =
b− a
n

(
f(a)− f(b)

2
+

n−1∑
i=0

f(xi)

)
. (4.2)

Preuve. L’aire de trapèzes en base [xi, xi+1] est (xi+1−xi)(f(xi) + f(xi+1))/2 = h(f(xi) +

f(xi+1))/2

on déduit que

Tn =
n−1∑
i=0

h(f(xi) + fi+)/2 = h(
f(a)− f(b)

2
+

n−1∑
i=0

fxi)

4.3 La méthode de Simpson

Principe On remplace f , sur chaque segement [xi, xi+1] de la subdivision, par la fonction
polynômiale de degré inférieur ou égale a 2 qui prend les mêmes valeurs que f aux extré-
mités et au milieu ξi de ce segment. Cette méthode consiste à remplacer fsur le segment
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Figure 4.2 – méthode de Simpson

[xi, xi + 1] par son polynôme d’interpolation Pi de Lagrange de dégre 2 ayant les mêmes
valeurs que f aux bornes de l’intervalle et en son milieu.

4.4 La méthode des fonctions de Haar rationalisées

4.4.1 Les fonctions de Haar

Définition 4.1 Pour n ∈ N et 0 < k ≤ 2n, les fonctions de Haar [12]est définie comme :

Ψ(t) =


1; pour 0 ≤ t ≤ 1

2

−1; pour 1
2
≤ t ≤ 1
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Ψn,k(t) = Ψ(2nt− k + 1)

Une autre façon [11]

Ψn,k(t) =


2
n
2 si t ∈

[
2k−2
2n+1 ,

2k−1
2n+1 [

−2
n
2 si t ∈

[
2k−1
2n+1 ,

2k
2n+1 [

0 si t /∈ [0, 1 [

pour n ≥ 0 et k = 1, 2, · · · 2n

De manière analogue, définir la famille de l’extension des fonctions.

4.4.2 Les fonctions de Haar rationalisées

Définition 4.2 Les fonctions de Haar rationalisées sont composées [2] seulement de trois
valeurs +1,-1 et 0 et peuvent être définie sur lintervalle [0, 1) comme

hi,j(t) =


1 si t ∈

[
j−1
2i
, 2j−1

2i+1 [

−1 si t ∈
[

2j−1
2i+1 ,

j
2i

[

0 si t /∈
[
j−1
2i
, j

2i
[

Exemple 4.1 Considérons les équations intégro-différentielles suivant
y′(t) =

∫ 1

0
esty(s)ds+ y(t) + 1−et+1

t−1

y(0) = 1.

(4.3)

La solution exacte de cette équation est y(t) = et : on va trouver la solution approchée y(t)

de léquation (4.3) par la méthode des fonctions de Haar rationalisées. Les résultats obtenus
pour k = 8 k = 16 k = 32 et k = 64 On applique la méthode de Haar [2],
et sont donnés dans le tableau.
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t pour k=8 pour k=16 pour k=32 pour k=64 soultion exact

0.1 1.0688 1.0996 1.1159 1.1069 1.1052

0.2 1.2156 1.2471 1.2258 1.2349 1.2214

0.3 1.3823 1.3281 1.3465 1.3564 1.3499

0.4 1.5717 1.5062 1.5261 1.4897 1.4918

0.5 1.7868 1.7081 1.6763 1.6620 1.6487

0.6 1.7868 1.8189 1.8413 1.8254 1.8221

0.7 2.0309 2.0626 2.0226 2.0049 2.0138

0.8 2.3080 2.1964 2.2217 2.2367 2.2255

0.9 2.6227 2.4906 2.4403 2.4567 2.4596

1 2.6227 2.6521 2.6805 2.6982 2.7183
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Figure 4.3 – Estimation gomtrique de la solution y pour k = 8
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Figure 4.4 – Estimation gomtrique de la solution y pour k = 16
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Figure 4.5 – Estimation gomtrique de la solution y pour k = 32
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Figure 4.6 – Estimation gomtrique de la solution y pour k = 64
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Conclusion

Nous avons présenté dans cette mémoire les divers méthodes pour trouver les solution des
Équations intégro-différentielles , où on montre qu’on ne peut pas ressoudre tout les types

des Équation integro-différentielles avec les méthodes analytique ( solution de série,
décomposition de Adomian, Laplace, calcul direct, ...) ,aussi nous avons le besoin de
chercher d’autre méthodes approchée (remplacement du noyau d’une éguation integro-
différentielle par un noyau dégénéré , approximation successives, ...) ou appliquent les

méthodes numérique (trapèzes, simpson, les fonctions de Haar rationalisées, ...).
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 ملخص:

 أنواع هناكو , التحليلية بالطرق حلها على عملنا حيث تفاضلية – تكامل المعادلات بدراسة قمنا المذكرة هذه  في

.العددية أو التقريبية الطرق إلى لجأنف  يةلالتحلي بالطرق حلها نستطيع لا المعادلات هذه من  

 الكلمات المفتاحية:

تفاضليه لفريدهولم, -المعادلات تكاملتفاضليه لفولتيرا, -المعادلات تكامل تفاضليه,-المعادلات تكامل   

طريقة التحلل أدوميانطريقة الحلول على شكل سلسلة,   

 

Abstract: 

In this work, we studied  the Integro-Differential Equations . Where we worked to 

resolve them in ways analytical, there  are kinds of these equations can't be solved 

analytically ,we go then to proximate methods or numerical methods .  

Key words :  { Integro-Differential Equations, Volterra Integro-Differential 

Equations, Fredholm Integro-Differential Equations, Series Solution Method ,  

Adomian Decomposition Method .} 

 

Résumé: 

Dans ce mémoire  nous avons étudié Équations Intégro-Différentielles où nous avans 

travaillons sur la résolutions par les méthodes  analytiques. 

Il ya des types de ces équations ne peuvent pas être résolues analytiquement, nous 

passons ensuite aux  méthodes approchées  ou méthodes  numériques. 

    

 Mots clés : { Équations Intégro-Différentielles, Équations intégro-différentielles 

de Volterra, Équations intégro-différentielles de Fredholm, méthode de solution 

sous forme série, méthode de décomposition de Adomian.} 
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