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Notations et Préliminaires

V : espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.) et la norme associée ||.||.

e K : est un ensemble non vide convexe fermé de V.

e a(.,.): V xV — R bilinéaire, continue et V-elliptique sur V' x V'
continue :3¢ > 0 Vu,v € V |a(u,v)| < c||ullv|v]v.

coercive :Ja > 0Vu, € V a(u,u) > afjul/}.

e V' :lespace dual de V.

e En général, nous ne supposons pas af.,.) symétrique, puisque dans certaines applica-

tions formes bilinéaires non symétriques peuvent se produire naturellement.
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Introduction

Les inéquations variationnelles permettent souvent par une résolution approchée de propo-
ser une modélisation des courants océaniques et des mouvements des masses d’air de I’atmo-
sphére pour les météorologistes, la simulation numérique du comportement des gratte-ciel
ou des ponts sous 'action du vent pour les architectes et ingénieurs et des plusieurs pro-
blémes non linéaires en physique et en mécanique.

La théorie des inéquations variationnelles a établie a partir des résultats concernant les
problémes unilatéraux obtenus par Signorini ([II]) et Fichera([12]), la théorie mathéma-
tiques obtenus par Stampacchia([13]).Lions et Stampacchia([14]), et puis développés par
Brézis([15]),(J16]), Stampacchia(|17]), Lions([18]), Masco(|19]), Kinderlehrer et Stampac-
chia (J20]), et pour I'approximation des inéquations variationnelles on rappelle, les contri-
butions de Masco (|21]), Glowinski, Lions et Trémoliéres ([22]) ou Glowinski([23]).

Ce mémoire est divisé en trois chapitres. On débute notre travail par un chapitre comprend,
de fagon générale , les définitions, et les résultats fondamentaux qui sont essentiels pour
comprendre les chapitre qui suivent.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude d’approximation des inéquation variationnelles
elliptiques.

Dans le dernier chapitre, on passe a I’étude d’approximation d’une inéquation variationnelle
parabolique de premiére espéce et de deuxiéme espéce.

Enfin, une conclusion comportant quelques perspectives.



Chapitre 1

Préliminaires mathématiques

Dans ce chapitre, nous abordons certains concepts mathématiques qui sont essentiels pour

comprendre les chapitre qui suivent.

1.1 Rappels
Définition 1 Une fonction f: I — R est dit conveze lorsque :
V(z,y) el vYAel0,1] O+ 1= Ny) <Af(x) + (1= A)f(y)
Définition 2 Une fonction f: I — R est dit strictement convexe si :
V(o) el VAE,1] O+ (1= Ny) < M (@) + (1 - N f(y)
Définition 3 Un ensemble C' est dit conveze si :
V(iz,y) eI VYAe|0,1] A+ (1-=NyeC
Définition 4 a(.,.) : V x V. — R forme bilinéaire est dite continue si :
AC >0 Yu,v €V a(u,v)| < C|ul ||v]
Définition 5 a(.,.) : V x V. — R forme bilinéaire est dite coecive si :
IC >0 YueV a(uu)>olul

Définition 6 Une fonction J de V' dans RU{+o00} est semi-continue inférieurement sur V si
elle satisfait :
Siv, = v dans 'V alors li%n i(l)quh(vh) > j(v)
—



Définition 7 SoitJ une fonctionnelle de V dans R ,conveze et semi-continue inférieure-
ment.Soit K un sous-ensemble convexe, non vide et fermé de V. J est propre c’est a-dire
qu’il existe un élément vy de K tel que :

J(vp) < 400

Définition 8 Une suite {z} C X dans un espace normé converge fortement ¢ x € X si
|z, — z|| — 0 comme n — o

Définition 9 Une suite {x} C X dans un espace normé converge faiblement ¢ x € X si

pour tout f € xy, nous avons que |f(z,) — f(x)] — 0 comme n — oo c’est la séquence
{f(zn)} C F converge vers f(z) € F

Définition 10 Soient By et By deux espaces de Banach, on dit que By s’injecte d’une fagon
continue dans By et on note By — By si :

-B; C Bs.

On dit que By s’injecte d’une fagon compacte dans By, By < By si :

-L’image de tout borné de By est relativement compact dans Bs.

Théoréme 11 (Rellich-Kondrochov) Soit Q0 un ouvert borné de R™ a frontiére Lipschit-
zienne m, | entiers 0 > 1 <m, 1 > p < 400, les injections suivantes sont compactes :

(1)- WmP(Q) — CL(Q) = {u € C(Q)/D est borné sur QV|a|>1 si;(m—p)p<n}.

(2)- WmP(Q) — CHQ) si (m —p)p > n.

np

(3)- Wm2(@) = WH(Q) si (m—plp<p et 1< ¢ < -

1 <qg<oo.

ousi (m—10Dp=mn et
p

4-siim—Dp>n>(m—1—1)p et0<A<m—1—" alors :
_ _ p
Wmp(Q) — C*(Q) = {ue C(Q);T k>0, Vl|a| <I; Yo,y € Q: |D(z) — D*(y)| < klz — y[*}.

Preuve. voir([20]) =



1.2 Théoréme de Stampacchia

Théoréme 12 Soit H un espace de Hilbert réel muni de son produit scalaire noté
< .,. >, soit K une partie conveze fermée non vide de H, si a(u,v) une forme bilinéaire
qui S0t :

o Continue sur Hx H : 4 C'> 0 Yu,v € H

|a(u, v)| < C|lull.[Jv]| (1.1)
e Coercive surH : 3 a >0 Vue H
a(u,u) > alul? (1.2)

Si L(.) une forme linéaire continue sur H.
Sous ces condition, il existe un unique u de K tel que :

Vve K a(u,v) > L(v —u) (1.3)

St de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est ['unique élément de K qui mini-
mise la fonctionnelle J : H — R définie par :

J(v) = %a(v,v) L) (1.4)

pour toutv dekK, en particulier :

3 we K J(v)=minJ(u) (1.5)

ueK

Preuve. voir([I3]) m

1.3 Théoréme de représentation de Riez

Théoréme 13 Soit H un espace de Hilbert, pour toutFF € H* (H* = dual de H), il
existe un unique v € H telle que :

Fu)=(u,v) VYue H (1.6)

et en plus
[E e = llvllm (1.7)

Preuve. voir([3]) =



1.4 Théoréme de Eberlin-Smuljan

Théoréme 14 Soit B un Banach réflexif et (ug)ren C B et ||ugl|lp < C Alors :

1. 3 une suite extrait ug; C (ug) et uw C B tel que :

Upj — U dans B

2. Si tout suit extraite (ug;), convergent faiblement vers la méme limite w alors :

Up — U dans B

Preuve. voir([3]) =

1.5 Les espaces fonctionnelle
1.5.1 Espace LF(0,T,X)

Soit un intervalle [0,7] C R (en généralT < 4oo)et un espace de Banach X avec un
norme |||y, on désigne par L(0,7T, X) l'espaces des classes de fonctions t — f(t), qui

sont mesurables a partir de [0,7] — X pour la measeure dt, et telles que :
1
T Z
1Al o) = (/0 1F @)% dx)P < 400 (p # +00)

Hf”Loo(o,T,X) = tS[up ess | f()]lx < +oo

)

Les espacesL?(0, T, X )sont des espaces de Banach pour la premiére norme si p # +o00, et
pour la deuxiéme norme si p = +o0.
Si X est un espace de Hilbert équipée avec un produit scalaire (, ), alors l'espace L?(0, T, X) est

aussi un espace de Hilbert pour la produit scalaire :

T
(fvg)L2(0,T,X):/O (f,9)xdx



1.5.2 Les Espaces L?

Soit 2 est un sous-ensemble ouvert de R™, pour P donné avec 1 < P < 400 On désigne

par L”(Q) 'espaces des classes de fonctionsv mesurables sur Q et telles que :

1
lollr = ( / jo(@)|Pdz)2 < oo (18)

L’espace L¥(2) muni de la norme est un espace de Banach (évidemment n’est

pas une norme si0) < P < 1), De plus, il est séparable et pour 1 < P < oo réflexif.

Les éléments de LY .Comme classes d’équivalence de fonctions mesurables, seront identifier

si elles sont égales presque partout dans ) .Mais, pour simplifier I’écriture, on note

v € LT(Q) pour tout v satisfaisant et on fait la convention v = 0 dans L¥(Q) si v(z) =

0 presque partout dans 2.

Pour p = 2, L?(2) est un espace de Hilbert, le produit scalaire correspondante 4 la norme étant

donné par :

(u,v) :/Qu(:)s)v(x)d:)s (1.9)

On va identifier 'espace LY (2) a son dual(ce qui n’est pas vrais dans d’autres cas, pour P #
2).

Pour P = oo ,L>®(Q) est I'espace des(classes de) fonction v mesurables et essentiellement
bornées sur 2i.e.il existe une constant C'telle que |v(z)| < Cp.p surQ.C’est un espace de

Banach pour la norme
]| oo ) = sug ess|v(x)| = inf{C;|v(z)| < C pp x € Q} (1.10)
Te

1.6 Espaces de Sobolev WP (Q))

Soit € est un sous-ensemble ouvert de R™, c’est la définition de I'espace de Sobolev W™?((2) :

wmP(Q) ={v, D% € LP(Q) pour |a| < m} (1.11)



Ou Dvest la dérivé au sens des distributions pour tout v € LP(().

L’espace W™P(Q)) est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme

1 .
[ollwmay = () ID0llLo@)? st pe [lo0]

|| <m

[Vllwm.oe () = max [ D] (0
|| <m

De fagon évident, on a W, ,(2) = LP(Q2), la semi-norme sur W, ,(2) est définie par :
1 .
[V wmp) = ( Z | D|| () P si p € [1,00]
|a|=m
[olwmoe ) = max [D%]| Lo (e

Dons le casp = 2, on utilise la notation suivent :

Wm2(Q) = H™(Q)



Chapitre 2

Approximation Numérique d’une IVE

2.1 Inéquations variationnelles elliptique (IVE)

. . , ’ . .
Soit V un espace de Hilbert sur le corpsR des réels avecV son dual.La produit scalaire
dans Vest noté (.,.)et la norme associée||.||soit K un ensemble non vide convexe fermé
deV. Nous considérons la forme bilinéaire continue et coercive a : V x V — R, donc

vérifiant

3C >0 a(u,v) < Cllullllv]  Vuv €V

et
3C >0  a(u,u) > Olul? Yue V

On donne une fonctionnelle j : K — R convexe semi-continue inférieurement et propre.
Soit la forme linéaire et continue f € V'

Définition 15 On appelle inéquation variationnelle elliptique de premier espéce tout in-
équation de la forme :

{trouver u € K tel que 2.1)

a(u,v —u) > (f,v —u) Vve K
Théoréme 16 Sia(.,.): V xV — R forme bilinéaire continue et coercive sur un espace

vectoriel V' f(.) : V.— R forme linaire sur V est K sous ensemble conveze non vide de
V' alors linéquation variationnelle admet une solution unique .

Preuve. voir([17]) =



2.2 Approximation interne de IVE de premiére espéce

Soit I'IVE de premiére espéce suivent :
ue kK
(P) (2.2)
a(u,v —u) > (fv—u) YveK

K convexe non vide et fermé d’un espace de Hilbert V', a(.,.) forme bilinéaire, continue et

coercive sur V x Vet feV’

Remarque 17 D’apres le théoréme @ le probléme admet une solution unique

2.2.1 Approximation deV

Soit Vi, dim Vi, < 0o h € R"™ supposons que :

Yh V,CV
Vi~V dansle sens v CV v =1V tonne que (2.3)
Yoerv F(v,) C Vi avec vy, — v dans V' quand h — 0 .
2.2.2 Approximation deK
pour tout h, on considére un ensemble K, tel que :
K, = conveze fermé de Vj (2.4)

Ky, approrime K dans le sens:
Voe K 3(v,) C Ky t.qu,—wvdansV (2.5)
Siup, € K up—u dansV alors ue K

2.2.3 Approximation de probléme (P)

On défini le probléme suivent :

K
(P g © (2.6)
a(up,vp —up) = (fion—un) YV v, € K

Si Kj, et V, définis par(2.3)-(2.5)), notons que w, existe et unique d’aprés théoreme([12).



Théoréme 18 Sous les hypotheses sur K etKp, on a :
Ii —ul| =
lim [Jup, —ul| =0
Avec uy,  solution de (Py) et u solution de (p)

Preuve.
Dans ce type de convergence nous divisons généralement la preuve en trois parts, premié-
rement nous obtenons des estimations apriori pour u; deuxiémement la convergence faible

de uy, et enfin avec I'aide de la convergence faible de wuj; on preuve la convergence forte.

1. Estimation apriori :

uyp, solution de (FPy) alors :

a(uh,vh—uh) > (f,vh—uh) \V/Uh € Kh
a(un, un) < a(un,vp) — (f,on — up)

D’apres la coercivete de a on a :

allup|]® < alup, up) (2.7)

D’apreés la continuité de a on a :

a(un, vn) < Cllun[[[onl] (2.8)
D’aprés Jet(2.8)on a :
ollun* < aun, un) < || llvellvnll + 1 llvllunll + Cllunvn]

allunl* < C1 + Collun|
lun]l* < Cs + Calua|
lunll* < C(flunl +1) € =max(Cs, Cy)
llun|| < C (Cindépendant de h)

10



2. Convergence faible :
|lup|| < C' alors on peut extraire une sous-suite notée u;, et un élément w € V tel
que :

up, —w dans V

On montre que w est solution de (p)
On a:

K
(B g © (2.9)
a(up,vp, —up) = (fiop—up) Y v, € K

D’aprés (2.5) on a:

we K

Soit v € K d’aprés (2.5) on a :
I(vp) C K, tel que v, - v dans V
par passage a la limite dans (2.9 on obtiennes :
liminf a(up, up) < a(w,v) — (f,v — w)
h>0
On a a(.,.)positive alors :
lir}gionfa(uh,uh) > a(w,w)

Par conséquent w vérifie :

{w €K (2.10)

a(w,v —w) = (f,v—w) Yv e K
Alors w est solution de (P) puisque (P) admet une solution unique d’aprés théo-

réme (|12)) on aw = u par conséquent :

Up — U dans V

11



3. Convergence fort :

D’aprés la coercivite de af(.,.) on a :

alluy — ull* < alup — u,up — )
< alup, un) — a(up, w) — alu, un) + alu, u)
< a(up,vp) — (f,vn — up) — a(un, u) — au, up) + alu, u)
< alup, vn — ) — (f,vn — up) — alu, up) + a(u, w)
< lima(un, v — ) = (f,vn = wn) = alu, w,) + alu, )
<alu,v—u) — (f,v—u)

On prend v =w on a :

<Q(U,U—U)—(f,’l)—u> <0
— lim |jup —ul|* <0
h—0

Donc

lim |lup —ul| =0 = u, — u dansV
h—0

2.3 Inéquation variationnelles elliptique de deuxiéme es-
péce

Définition 19 On appelle inéquation variationnelle elliptique de deuxiéme espéce toute in-
équation de la forme suivent :

(2.11)

Trouver u € V
a(u,v —u) + jv) —j(u) > (f,v —u) YoeV

Théoréme 20 Soient V un espéce de Hilbert, K convexe fermé de V non vide, j: V — R
propre conveze et semi continue inférieurement, a(.,.)VxV — R forme bilinéaire continue
et coercive f € V'. Alors linéquation variationnelle admet une solution unique.

Preuve. voir([22]) =

12



2.4 Approximation interne des IVE de deuxiéme espéce

Soit IVE de deuxiéme espéce suivent :

o (212)
a(u,v —u) + jv) —ju) > (f,v—u) YoveV

e IV un espace de Hilbert
e j:V — R convexe semi continue inférieurement et propre
o fc V!
e a(.,.) forme bilinéaire continue et coercive
Théoréme 21 SiV un espace de Hilbert af(.,.) forme bilinéaire continue et coercive ,

j:V = R convexe semi continue inférieurement et propre et f € V'. Alors IVE
admet une solution unique u

2.4.1 Approximation de V'

Soit (V}) une suit d’espace vérifient :

(1) U CV telque U =1V etun application 7, : U — Vj, vérifient :

limrpv — v dans V VovelU
h—0

2.4.2 Approximation de j

On approximé la fonction j par (j,) Vh j, satisfait :

jh : Vh — ]R
jn convexe,semi continue infrieurement (2.13)

et uniformément propre par rapport a h

La fonction (jj,) est dite uniformément propre par rapport & hsi :

= * R tel
{ re Vv et € tel que (2.14)

Jn(op) = (N\op) + 1 Yo, € Vi, Yh

13



On suppose que jj, vérifient :
Siv, = v dans V alors hl}? iélfjh(vh) > j(v) (2.15)
—

lim j,(rpv) = j(v) Yo eU (2.16)
h—0

Remarques
1. sijest continue, on peut toujours construire des fonctions contiens ,jj, vérifient (2.15)et(2.16))

2. Dans les cas ouj,(vy) = j(vn) Von € V, donce(2.15)et(2.16]) seront vérifiées

2.4.3 Approximation de (P)

On approximé (P) par :

"
p, sV . , (2.17)
a(up, vy, — up) + Jn(vn) — jn(un) = (foon —up) Yo, €'V,

probléme (P;) admet une solution unique d’apreés la théoréme(20)

Théoréme 22 Sous les hypothéses sur Vy, et j, on a :

{limh_)o |up — ul| =0 (2.18)

limy, o Jn(un) = j(u)

Preuve.

Comme la preuve de théoréme([18)), nous divisons la preuve en trois parties.

1. Estimation a priori :

uy, solution de P, alors :
allup|l* < aun, un) < alup, vn) + jn(vn) = ju(un) — (f, o0 — un)

On utilise([2.7)),(2.8)et (2. 14))on a :

14



allunl* < Cllunll-lonll + gn(on) = (A un) = @ = (f, on = un)

< Cllunl[-lvall + 1 on)| + [ Mlv-lfunll + Tul + ([ Fllve-flonll + [ 1l [l

Soit vg € U et v, = rpv.On utilise(i)et(2.16) on obtiens :
lon]l < C et [ju(va)| < C

1 C 1]
lunll* < =(IAllve + C+ L lv)llunll + =@+ 11 llv) + =

lun]l* < Cullun]l + C:

1
Cr=—(Alv +C+ 1 fllv)
C
¢y =S + 1
« «
D’ou :
|lun|| < C (C constante indépendant de h) (2.19)

Convergence faible :
D’apreés(2.19), on peut extraire une sous-suite notée u;, et un élément u* € Vtel

que :
up, — u* dansV

On montre que u* est solution de (p) :

Comme uy, solution de P,et v, =rpv € Vi, Vh
a(up, up) < alup, rpv) + ju(rpv) — jp(uy) — (fyrp —uy) Yo € U

On utilise (2.16)et(2.19)) on a :

lir}}l_jglf[a(uh,uh) + jn(up)] < a(u*,v) +j(w) = (f,v—u*) YoeU (2.20)

15



On a:

{a(., .) positive

alors liminf, o a(up,up) > a(u*, u*)

{Si v, v dans V

alors liminfy, o jp(vn) > j(v)

D’aprés ([2.21))et(2.22)) donc on obtient :

J(u) +a(u®,u”) < liminfla(un, un) + jn(un)]

On utilise (2.23)),(2.20) et la densité de U dansV on obtiens :

Alors u* est solution de (P) puisque (P) admet une solution unique on a :

a(u ;v —u)+j(v) —jw) > (fv—u) YveV

u* =wu par conséquent  up — u dans V

3. Convergent fort :

D’aprés la coercivite de af(.,.)on a :

allup — ull* + ja(un) < alun —u, up — w) + ju(us)

< alup,up) — alup, u) — alu, up) + alu, u) + jn(up)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

< a(up, rpv)+jn(rav)+(0up g, TRO—1)— jn (up) — (f, Tnv—un) —a(up, w) —a(u, up)+a(u, u)

= liminf j;, (up,) < liminf[o|ju, — ul|* + 7, (un)]
h—0 h—0

< limsuplafjun, — ull* + jn(un)] < a(u, v —u) +j(v) = (f,v — u)

h—0
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On utilise la densité de U dans V On a :

— lim inf ji, (us) < limsup[of|u, — ul|® + jn(us)]
h—0 h—0

<a(u,v—u)+j) = (f,v—u) VYoeV
On prend v = uet on utilise la relation (2.15) on a :
J(u) < liminf j (up)
h—0
< limsupla [|up, —ull* + ji(un)] < j(u)

h—0

limy, o [|Jup, —u|| =0

N {hmh—>0 Jn(un) = j(u)
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Chapitre 3

Approximation Numérique d’une IVP

L’objet de ce chapitre est 'approximation numérique de la solution d’une inéquation varia-

tionnelle parabolique de premiére et deuxiéme type.

3.1 Approximation Numérique d’une IVP de premiére
espece

3.1.1 La formulation de probléme

Soit H etV deux espaces de Hilbert réels telle que V' C H, V danse dans H en admet que
H=H ona:
Ve HeV

Le produit scalaire dans H (reps dans V')et les normes correspondantes sont désignées par

(.,.), |-[(resp((.,.)),]l.]l), nous introduisons maintenant :
e un intervalle de temps|0, T]avec 0 < T < 00
e a:V xV — R, une forme bilinéaire, continue et coercive
o f€L?0,T,V), e H

e K convexe, fermée non vide sous ensemble de V'

18



Alors on considére 'inéquation variationnelle parabolique de premiére type suivant :

Trouver u(t) € L*(0,T,V)
(P) fOT(%, v —u)dt + fOT a(u,v —u)dt > fOT(f, v—u)dt YwveK (3.1)
u(0) = uo tel que t €]0, T

Théoréme 23 Sous des hypothéses appropriées sur ug et K notons queadmet une so-
lution unique dans L*(0,T,V) (N C°([0,T], H)

Preuve.
voir([17]) m

Remarque 24 Si1K = V,Alorsse réduisent a [’équation variationnelle parabolique
standard suivent :

trouver u(t) € L*(O,T,V)
foT(%a v)dt + foT a(u,v)dt = foT(f: v)dt Yo eV (3.2)
u(0) = g tel que t €]0,T]|

3.1.2 Approximation de V'

Soit V}, ,dim V}, < oo h € R™ supposons que :

Yh V,CV
Vo~V danslesens dJv CV v =1V tonne que (3.3)
Yo erv F(v,) CVy avec v, — v dans L2(0,T,V) quand h — 0 '
3.1.3 Approximation de K
Pour tout h ,on considére un ensemble K, tel que :
K, = convexe fermé de 'V}, (3.4)

K;, approxime K dans le sens:
Vve K 3 (v C Ky t.q v, —vdans L*(0,T,V) (3.5)
Siup € K up—u dans L*(0,T,V) alors u € K

19



3.1.4 Approximation sur [0,7]

On subdivise [0,7]en N intervalles de longueur K

d
On approche 'opérateur u — v’ = d_/l; par :
t) — t—1
Oup i = () = ) (3.6)
k
et on suppose que :
Supy — v’ dans L*(0,T, H) (3.7)

3.1.5 Approximation du probléme (P)

On approximé le probléme (P) par le probléme suivent :

Trouver — upp = Y i o upXi € Kn

(Pr)
fOT(5uh7k, Vp — U}Lk)dt + fOT a(umk, Uy — Uh7k)dt Z fOT(f, Vp — Uh,k)dt V"Uh € Kh
(3.8)
On peut écrire (3.8)) sous la forme suivent :
Trouver uj
(Fn) i+1 i
U —Uu . . . .
Sy (o — it + [ o= dt > [ (fron— it Vo, € K
(3.9)
Théoréme 25 Sous les hypotheses sur Vi, et Kpon a :
kl}LIEO upy —u  dans L*(0,T,V) (3.10)

Ou upy, solution de P(h) et u solution de(P).

Preuve.

Comme la preuve de théoréme((18]), nous divisons la preuve en trois parties.
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1. Estimation a priori

Comme u}™ solution de (pj) on obtiennes :

T T T
/ k(u}’fl, h— ’+l)dt+/ a(ui™ v, —ufh)dt > / (fyon —uitHdt Vo, € K,
0 0 0

On pose :

a(uy™ vp — upth) = a(utt o, — ultt) + k(uﬁfl, vy, — ujth) (3.11)
et

- 1 .
(Foon = ) = (Foon — ™) + (b o — 05) (3.12)

D’apres(3.12eti3.11]), on écrire le probléme (py,) sous la forme suivent :

{Trouver u”l (3'13)

fo o —ulthdt > fOT(f, op —upthdt Yoy, € Ky
D’aprés la coercivité deaf(.,.)on a :
o Hu’“” < a(uith ultty < a(uitt o) + (f, o — uith)
D’aprés la contineité de af(.,.)on a :

ol < € {uit | lonll + Hf” on] + Hf” it

o[l |F < C [lui |+ €

lui™[ <€
= ™ € L*(0,T,V)
D’apres
L>(0,T,V) — L*(0,T,V)
On a:

Hulﬂ HL?(O,T,V) <C
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= [Junll 207y S C  avec C constant independant de k et h (3.14)

. Convergence faible

D’aprés la relation (3.14), on peut extraire une sous- suite notéeuy et un élément
we L*0,T,V) telle-que :

upy —w  dans L*(0,T,V) (3.15)

Par passage a la limite dans (3.8]) on obtiens :

T T T
hm [/ ((5uh7k, Uh—uhk)dt—i-/ a(uh’k, Uh—uhﬁ)dt] Z hm (f, vh—uhk)dt VU}L € Kh
0 0

h,k—0 h,k—0 0

D’apres la relation3.7] et la relation (3.15)on a :
T T T T
/ (v, v —w)dt —1—/ a(w,v)dt — / (f,v—w)dt > lim inf/ a(wp g, wpx)dt
0 0 0 0

h,k—0

Ona:
{a(., .)positive (3.16)

Siupr — u  Alors  liminfy, ;o a(upk, upr) > a(u, w)

D’aprés (3.16]) on a :

T T
lim Hlf/ a(uhjk,uhk)dt Z / a(w,w)dt
0 0

h,k—0

Donc
v —w)d a dt — —w)d a d A7
/0 (u',v—w) t+/0 (w,v)dt /0 (f,v—w) tz/o (w,w)dt (3.17)

Par conséquent (w) vérifie :

Trouver w € K tel que
(3.18)

fOT(u’, v—w)dt + fOT a(u,v — w)dt > fOT(f, v—w)dt YveK
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Alors w est solution de (P) puisque (P) admet une solution unique d’apres théoreme(23)on

a (w = u) par conséquent :

upy —u  dans L*(0,T,V) (3.19)

3. Convergence fort

D’aprés la coercivité de a(.,.)on a :
o [up e — ul|® < aluppe — w,un g — 1) = altpp, wng) — a(tn g, w) — alu, upg) + alu, w)

< hlligrgo[(éuh,k, v — Up k) + a(Un g, 0n) — (fy0n — un k) — a(un g, vn) — a(u, up ) + a(u, u)]

D’aprés la relation(3.7)) et (3.19)) on a :

= h}fimoaﬂuh,k —ul)® < (W, v —u)+a(u,v) — (f,v —u) — alu,v) — a(u,u) + au, u)
yJK—

h,k—s0

T T T T
= lim a/ ||uh7k—u||2§/ (u’,v—u)dt—f—/ a(u,v—u)dt—/ (fyv—u)dt
0 0 0 0

T T T
. 2 /
:>h}jgoaﬂuh’k—u\|L2(O7T,V) S/o (u,v—u)dt—l—/o a(u,v—u)dt—/o (fyv—wu)dt

Si on prendv = wuon a :

2
[ unx — uHL2(O,T,V) <0
— ||uh7k — UHLQ(O’T’V) =0

Alors :
lim upp — w dans L*(0,T,V) (3.20)
h,k—0

3.2 Approximation Numérique d’une IVP de deuxiéme
espece
3.2.1 La formulation de probléme

Soit H etV deux espaces de Hilbert réels telle que V' C H, V danse dans H en admet que
H=H ona:
Ve H—V
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Le produit scalaire dans H (reps dans V')et les normes correspondantes sont désignées par

(.,.), |-|(resp((.,.)), ||.||),nous introduisons maintenant :

e un intervalle de temps|0, T]avec 0 < T < 00

j 'V — R convexe semi continue inférieurement et propre.

e a:V xV — R, une forme bilinéaire, continue et coercive.

feL*0,T,V"), u’eH

e K convexe, fermée non vide sous ensemble de V. Alors on considére I'inéquation

variationnelle parabolique de deuxiéme type suivant :

Trouver u(t) € L*(0,T,V)
(P) fOT(g—”;f, v—u)dt + fOTa(u, v—u)dt + fOTj(v)dt — fOTj(u)dt > fOT(f,U —u)dt YveV
u(0) = uyg tel que ¢ €0, T
(3.21)

Théoréme 26 Sous des hypothéses appropriées sur ug etV notons que admet une so-
lution unique dans L*(0,T, V) C°([0,T], H)

Preuve.
voir([22]) m

3.2.2 Approximation de V

Soit (V},) une suit d’espace vérifient :
(i) AU CV telque U =1V et un application rj, : U — V}, vérifient :

limr,v — v dans L*(0,T,V) VY wveU (3.22)

h—0
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3.2.3 Approximation de j
On approximé la fonction j par (j,) Vh j, satisfait :
jh : Vh — ]R

Jn convexe,semi continue infrieurement

et uniformément propre par rapport a h

INe V', et peR tel que
jh(?}h)dt = ()\, ’Uh) + u Yo, € V), Vh

On suppose que jj vérifient :

T T
Si v, = v dans L*(0,7,V) alors lim inf/ Jn(vn) = / j(v)
0 0

h—0
lim j,(rpv) = j(v) Yo eU
h—0
Alors on approximé (P) par le probléme suivent :

(Trouver uy, x = SVl € 120, T, Vi)

(Pr) fOT((SUh,k, U, — Upg)dt + fOT a(upp, vp — up ) dt

\+ fOT jh(vh)dt - fOT jh(uh,k)dt Z fOT(f, Up — U}hk)dt Vvh S Vh
On peut écrire le probléme ([3.27) sous la forme suivent :

( Trouveruit! € L(0,T,V},)

M~ Yn) k_ h) ,up — ui ) dt + fo (ui vy — ul ) dt

+f0 ]h Uh dt fO ]h H_l Clt > fOT(f, Up — U;L—H)dt Yo, € Vi,
Théoréme 27 Sous les hypotheses sur Vj, et jpon a :

{limh kooUnk —u  dans LQ(O T, V)

limy, 0 fo Jn(upk)dt = fo

Ou upy, solution de P(h) et u solution de (P).
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Preuve.

1. Estimation a priori :

Comme uh ! solution de P, on a :

( Trouverui™ € L*(0,T, V;)

%T—W o — )t + [T ol v — uit)dt (3.30)

—|—f0 Jn(vp)dt — fo Jn(u “Ll )dt > fo (f,vn —u”l)dt Yo, € V),

On pose :

~ (9 ) 7 7 1 7 2
a(uh+1, v, — uhH) = a(uh+1 v, — uh+1) + k(u,:rl v, — uh+1) (3.31)
et

(Fron — ™) = (Fron — ™) +

D’apres(3.32eti3.31)), on écrire le probléme (F},) sous la forme suivent :

ul, vy, — ujth) (3.32)

Trouveru Ley,
(Pn)
7 a0 e — Nt T ot — [T (> [T o — i Ve € Vi
(3.33)

D’aprés la coercivité dea(.,.)on a :
o flai 7 < @l uyt) < aluy™ on) + gn(on) = gn(ut) = (Fon — wt)
D’aprés la continuité de a(.,.)on a :

aHuz—HH < OHU z—HH + |]h Uh)| o ()\ uz—i—l) m

< Ol ol + | £]

onl + [ £ e[|+ LinCend |+ 1AL [+ L

g, 1 < Ol )+ C”
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= |lu, M <C
— 't e L>™(0,T,V)

D’aprés :
L>(0,T,V) «— L*(0,T,V)

™ L2020y < C (avec C constant independant de het k) (3.34)

= ||unill 200y < C (avec C constant independant de  het k) (3.35)

2. Convergence faible :
D’aprés, on peut extraire une sous-suite notée uy ; et un élément u* € L*(0,T,V) tel
que :
up — u* dans L*(0,T,V) (3.36)

On montre que u* est solution de (P) :

Comme wuy est solution de (Pp,) et v, =m0 €V, ona:

T T T T
/ (§Uh7k, ThU — Uh’k)dt + / a(thg, U — uhyk)dt + / jh(ThU)dt — / jh(u;%k)dt
0 0 0 0

T
> / (f.rnv — up)dt YoelU
0

D’aprés la relation (3.36) et (3.22)et (3.7)),on peut passe la limite dans (3.27]) donc

on a .

h,k—0

T T T T T
liminf[/ a(uh,k,uhyk)dt—l—/ Jn(upg)dt] < / (u',v—u*)dt—l—/ a(u*,v)dt—i—/ J(v)dt
0 0 0 0 0

T
—/ (f,v—u")dt YoeU
0
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On a:

a(.,.) positive
3.37
{alors lim infy, 5o fOTa(uM,uh,k) > fOTa(u*,u*) (3:37)

On a
Si — d L?(0.T,V
Lung = o dans O.ILV) - (3.38)
alors  liminf, o [, ja(vnk) = [ J(v)
D’apres et- ) donc on obtient :
T T
/ Jw*) + a(u*,u*) < lim inf/ la(unk, ung) + Jn(unk)] (3.39)
0 k=0 Jq

On utilise (3.39),(2.20) et la densité de U dansV on obtiens :

/0 J(u*) + a(u*,u*) < 1iminf/0 [a(upt ult) + gu(ulth)]

h,k—0
T
< * _ _ * .
< [ atwo) = (ro=u)+ o)
T T T
:>/ dt—l—/ a(u*,u*)dtg/o (u’,v—u)dt+/0 a(u*,v)dt—/o (fio—u™)dt YveV

T T T T
:>/ (u',v—u)dt—i—/ a(u*,v—u*)dt—i—/ j(v)dt—/ Ju®)dt < / (fyv—u™)dt YveV
0 0 0 0 0

Alors u* est solution de (P) puisque (P) admet une solution unique d’apreés théoréme([23))on

a (u* = u) par conséquent :

upr —u  dans L*(0,T,V) (3.40)
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. Convergence forte
D’aprés la coercivite de a(.,.)on a :

allung — ul® + juluns) < alupp — v, upp — ) + jn(ung)
< a(upg, ung) — alupg, w) — alu, upg) + alu, w) + jn(upk)
< (Sup g, Thv — u) + a(wp g, Thv) + Ju(rpv) — Ja(ung) — (f, 700 — wng) — alup g, w)
—a(u, up ) + alu,uw) YvelU

= liminf gy (upp) < lHm infladfu e —ull* + ja(uni)]
T T
— / lim inf jj, (upx)dt < / lim inf[o|[upp — ul|® + ju(upp)]dt
o k=0 o k=0

T T T
< / lim sup|af|up . — u||2 + jnlupg))dt < / (v, v —u)dt + / a(u,v — u)dt
0 0 0

h,k—0

+/0Tj(v)dt—/0T(f,v—u)dt VoelU

On utilise la densité de U dans V On a :

T T
— / lim inf jp, (upx)dt < / lim sup[o||upx — u|? + jn(upg)]dt
0 h,k—0 0 h,k—0

T T T T
< / (u',v—u)dt+/ au,v —u)dt~l—/ j(v)dt—/ (fiv—uw)dt YveV
0 0 0 0
On prend v = wet on utilise la relation (2.15]) on a :

T T
0 0 h—0
T T
< / lim sup[a [Jup . — u||2 + Jn(upg)]dt < / J(u)dt
0 h,k—0 0

. T . T .
limy, 0 fo ]h(uh,k)dt = fo J(u)dt
limy, ;o ||wn s — U||Lz(07T’V) =0
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Conclusion

Le résulta de ce travail, on a établi I'approximation interne d’'IVE de premiére et deuxiéme
espéce en plus 'approximation interne d’IVP de premiére et deuxiéme espéce .
Pour les perspectives, il serait intéressant de trouver la approximations d’IV hyperbolique

et passer aux testes numériques pour des modéles d’IVP et hyperboliques.
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Résumé
L'objet de ce mémoire est I'approximation numerique de la solution
d'une inéquation variationnelle parabolique de premiére et deuxieme espéce.

Les mots clé : Inéquation variationnalle, parabolique , approximation.
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Abstract

This memory is dedicated to the internal approximation of parabolic inequalities
of first kinde and second kind .

Key word : Variational inequalities, parabolic , approximation .
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