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Introduction

Les écoulements à surface libre de type jet sont présents dans beaucoup d’applications
industrielles et urbaines : les chambres de combustion des moteurs, les pompes à jet, les
réservoirs et l’architecture des barrages. Compte tenu de son importance pratique, ce type
d’écoulement fait l’objet d’un grand nombre d’études théoriques, expérimentales et numé-
riques.

Nous traitons particuliérement les écoulements plan dans les cas incompressible et irrota-
tionnel. Pour trouver la solution exacte du problème d’écoulement traité, où en négligeant
les tensions de surface et les forces de gravité, nous allons utiliser la transformation de
Schwarz-Christoffel. Et on résoud le problème numériquement aprés on cherche une solu-
tion asymptotique en considérant les paramètres du problème.

Le présente mémoire comporte trois chapitres.
Aprés cette brève introduction, nous abordons dans le premier chapitre, on traite des no-
tions fondamentales sur les propriétés en mécanique des fluides telles que les Mouvements
sur les deux méthodes : la méthode lagrangienne et la méthode eulérienne, ensuite la ten-
seur de déformation, fonction de courant et potentiel des vitesses .

Dans le second chapitre on traite le problème dans le cas où la tension de surface et
l’effet de gravité sont négligeables. Dans ce cas, le problème admet un solution exacte. Nous
adoptons une méthode des transformations conformes qui réduit le problème de discrétisa-
tion uniquement sur la surface libre. Nous utilisons d’abord la technique de transformation
Schwarz-Christoffel pour obtenir la solution exacte.
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Dans le dernier chapitre du mémoire on présente une étude le problème d’un écoulement
au-dessus d’un obstacle avec effet de gravité. On s’intéresse à la résolution numérique la
solution du problème considéré en utilisant la méthode de troncation des séries. L’écoule-
ment sera résolu pour chaques valeurs du nombre de Froude F.
Enfin, on présent la conclusion générale de notre travaille et un ennexe pour prsenté la
Méthode de Newton pour la résolution de systèmes non linéaires.
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Chapitre 1

Notions préliminaires sur la mécanique
des fluides

1.1 Résumé

Dans ce chapitre, on présenté les concepts de base de la mécanique des fluides : propriétés des
fluides, équations fondamentales du mouvement des fluides pour un écoulement potentiel,
bidimensionnel et irrotational d’un fluide incompressible et non visqueux pour plus détail
voir [1],[8],[11], [13],[15],[18].

1.2 Descriptions du mouvement

La description du fluide en mouvement peut se faire de deux façons équivalentes. On peut
choisir de suivre les particules fluides dans leur mouvement (méthode de Lagrange) ou on
peut faire un cliché à un instant donné du champ de vitesse de toutes les particules fluides
(méthode d’Euler)

1.2.1 Méthode Lagrangienne (description par les trajectoires)

Dans la description Lagrangienne, on décrit le mouvement par les trajectoires des particules
d’identités déterminées .
Soit ~S(~S0, t) le vecteur position d’une particule donnée et ~S0 est sa position initiale au
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temps initial t0. En coordonnées cartésiennes : ~S = x~i+ y~j + z~k qui s’écrit aussi :
x = x(x0, y0, z0, t)
y = y(x0, y0, z0, t)
z = z(x0, y0, z0, t)

(1.1)

où x0, y0, z0 sont les coordonnées initiales et x, y, z les coordonnées au temps t de la particule.
La vitesse ~u(ux, uy, uz) en ~S0 peut être calculée par :

ux =

(
dx

dt

)
x0,y0,z0

;uy =

(
dy

dt

)
x0,y0,z0

;uz =

(
dz

dt

)
x0,y0,z0

(1.2)

Les avantages de la représentation lagrangienne sont :

• La trajectoire de chaque particule fluide est connue, son histoire peut être tracée.

• La conservation de la masse est satisfaite.

1.2.2 Méthode Eulérienne (description par le champ de vitesses)

Elle consiste à établir à un instant t donné l’ensemble des vitesses associées à chaque point
de l’espace occupé par le fluide. La représentation mathématique de la méthode eulérienne
s’écrit pour la vitesse : ~u(~S, t) où ~u = ux~i+ uy~j + uz~k et ~S = x~i+ y~j + z~k. Par ailleurs les
composantes du champ de vitesse s’expriment sous la forme :

ux = ux(x, y, z, t)
uy = uy(x, y, z, t)
uz = uz(x, y, z, t)

(1.3)

1.2.3 Relation entre la méthode Eulérienne et Lagrangienne

La méthode d’Euler permet d’exprimer la vitesse comme :

u(~S, t) =
d~S

dt
⇒


dx

dt
= ux(x, y, z, t)

dy

dt
= uy(x, y, z, t)

dz

dt
= uz(x, y, z, t)

(1.4)
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Si on intègre le système d’équations ci-dessus, on aboutit à des constantes d’intégra-
tion qui doivent être trouvées à partir des conditions initiales. La solution donne alors les
équations de Lagrange : ~S(~S0, t) et on retrouve le système d’équations (1.1). En principe la
méthode lagrangienne peut donc être déduite de l’approche eulérienne.

1.3 Définitions

1.3.1 Fluide incompressible

Un fluide est dit incompressible lorsque le volume occupé par une masse donné ne varie
pas en fonction de la pression extérieure. Les liquides peuvent être considérés comme des
fluides incompressibles (eau, huile, etc.)

1.3.2 Lignes de courant

Ce sont à un instant donné les lignes de champ vectoriel des vitesses à cet instant c’est-à-
dire les lignes qui en chaque point sont tangentes au vecteur vitesse en ce point. On dé duit
de cette définition l’équation différentielle des lignes de courant

dx1

u1(x1, x2, x3, t)
=

dx2

u2(x1, x2, x3, t)
=

dx3

u3(x1, x2, x3, t)
(1.5)

où t a une valeur fixée.

Figure :1.2 Illustration de lignes de courant à un instant donné pour un fluide

s’écoulant autour d’un solide.
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1.3.3 Trajectoires

On appelle trajectoire d’une particule fluide, la courbe décrite au cours du temps, lieu des
positions successive de cette particule. En comparaison avec les lignes de courant et comme
l’illustre la Figure 1.4, il apparaît que la ligne de courant est relative à un même instant
mais regroupe des particules différentes alors que la trajectoire, qui réfère à une même
particule, est une courbe paramétrée en temps. Les équations paramétriques différentielles
des trajectoires sont définies par : 

dx

dt
= ux(x, y, z, t)

dy

dt
= uy(x, y, z, t)

dz

dt
= uz(x, y, z, t)

(1.6)

Le temps est devenu la variable de parcours de la trajectoire. En conséquence, pour un
régime permanent, ligne de courant et trajectoire qui ont un point commun sont confondues
puisque l’équation différentielle de la ligne de courant devient alors :

dxi
dα

= ui(x, y, z, α), i = 1, 2, 3

On retrouve bien ainsi l’équation d’une trajectoire, à la dénomination près sur le paramètre
(α au lieu de t ) lequel a perdu toute connotation temporelle en régime permanent.
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Figure :1.4 Comparaisons des (a) lignes de courant et (b) trajectoires.

1.4 Quelques propriétés de l’écoulement

1.4.1 Définitions

Un écoulement est dit :
1) Irrationnelle si ~∇∧ ~u = ~0.
2) Incompressible si : ~∇.~u = 0.

1.4.2 Potentiel de vitesse

Si un champ de vitesse ~u est irrotational, on peut définir une fonction ϕ scalaire telle que

~u = ~∇ϕ

Le symbole ϕ représente le potentiel de vitesse. Dans le repère cartésien et en considérant
un écoulement plan, on peut donc écrire que :

ux =
∂ϕ

∂x

uy =
∂ϕ

∂y

(1.7)
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Si de plus le fluide est incompressible :

∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

= 0⇒ ∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
= 0⇒ ∆ϕ = 0

où ϕ vérifie l’équation de Laplace.

1.4.3 Fonction de courant

Si l’écoulement est dans un domaine plan alors le vecteur vitesse est vérifier
pour tout point de ce domaine , à l’instant t on a

div(~u) = 0

∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

= 0

Cela implique que la forme différentielle uxdx + uydy est, à t fixé, la différentielle totale
d’une certaine fonction ψ :

∃ψ, d(ψ) = uxdx+ uydy

Implique 
ux =

∂ψ

∂y

uy = −∂ψ
∂x

(1.8)

où ψ s’appelle la fonction de courant
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Figure :1.5 Mouvement de rotation d’un volume de fluide sans déformation.

De plus, la propriété de l’écoulement irrotationnel pour un écoulement plan entraîne :

~∇∧ ~u = ~0⇒

∣∣∣∣∣∣∣
∂

∂x
∂

∂y

∣∣∣∣∣∣∣ ∧
∣∣∣∣ ux = ∂ψ/∂y
uy = −∂ψ/∂x

∣∣∣∣= .
−∂2ψ/∂x2 − ∂2ψ/∂y2 = 0

⇒ ∆ψ = 0, ψ vérifie aussi l’équation de Laplace.

1.5 Notions de potentiel complexe et de vitesse com-
plexe

On appelle potentiel complexe la fonction f(z) = ϕ(x, y) + iψ(x, y) où z = x + iy est
la variable complexe associée à la fonction potentiel complexe f(z)(ϕ et ψ représentent
respectivement les fonctions potentielle et de courant).
La fonction f a les propriétés suivantes :
1-f(z) est une fonction uniforme, c’est-à-dire qu’à une valeur de z correspond une seule
valeur de f
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2-f(z) est analytique, il faut que sa dérivée soit définie partout, c’est-à-dire

df

dz
=
∂ϕ

∂x
+ i

∂ψ

∂x
= −i∂ϕ

∂y
+
∂ψ

∂y
⇒


∂ϕ

∂x
=
∂ψ

∂y
= ux

∂ϕ

∂y
= −∂ψ

∂x
= uy

Ce système d’équations constitue les relations de Cauchy-Riemann qui vérifient bien les
relations trouvées précédemment.
Conclusion : Pour que f(z) soit analytique, il faut que ϕ et ψ vérifient les relations de
Cauchy-Riemann. La fonction f(z) est appelée potentiel complexe des vitesses.
Propriétés : On a vu que pour qu’un écoulement puisse être décrit au moyen d’une fonc-
tion de courant ψ et d’un potentiel des vitesses ϕ, il faut que ces deux fonctions vérifient
l’équation de Laplace ( ∆ψ = 0 et ∆ϕ = 0 ).

1.6 Equation de Bernouilli

Le théorème de Bernouilli est une application de la conservation de l’énergie au cas des
fluides en mouvement. Un certain travail est fourni au fluide lorsqu’il passe d’un point à
un autre et ce travail est égal à la variation d’énergie mécanique. Dans le cas d’un fluide
laminaire visqueux et incompressible, on obtient la relation suivante :

p1 +
1

2
ρv2

1 + ρgh1 = p2 +
1

2
ρv2

2 + ρgh24p1,2

où pi est la pression aux points Ai où i=1,2. Si le fluide non visqueux dans ce cas 4pi.
L’équation de Bernouilli se réduit à :

p
1

2
ρv2 + ρgh = const
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Figure :1.8 Tube de courant.
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Chapitre 2

Traitement analytique de problème sans
effet de gravité

2.1 Résumé

Notre objectif dans ce chapitre, est l’étude un écoulement en raison d’une plaisanterie contre
une plaque verticale infinie sur la surface libre, où les effets de la gravité et de la tension de
surface ne sont pas pris en considération. Nous utilisons d’abord la méthode de la théorie
aérodynamique libre basé sur la méthode hodographe et de la technique de transformation
Schwarz-Christoffel pour obtenir la solution exacte pour plus détail [3], [6], [11], [14].

2.2 Quelques transformations classiques

Une transformation linéaire w = Az, avec A = aeiα ∈ C est double transformation :
expansion, contraction liée au coefficient d’un angle α.

2.2.1 Transformation de Schwarz-Christoffel

La transformation de Schwarz-Christoffel est la plus connus [14] : elle consiste à associer à
un point d’affixe z l’image Z telle que :

dz

dZ
= M(Z − a1)p1(Z − a2)p2(Z − a3)p3 ...(Z − an)pn (2.1)

par intégration

z = M

∫
(Z − a1)p1(Z − a2)p2(Z − a3)p3 ...(Z − an)pn +N (2.2)

10



avec ai ∈ R et M,N ∈ C. La transformation Z(z) est conforme sauf aux points ai où l’on
a : Z ′ = 0.
On montre facilement que si dans le plan complexe , une frontière a un point anguleux en
ai d’angle αi alors, si on a choisi

pi = ai/π − 1

le point anguleux est transformé en point non angulaire. Notons que si dans la transfor-
mation αi → ∞, alors on omet le facteur (z − ai) dans la transformation puisqu’il serait
associe à l’exposant 0 ; on dit que le polugone est dégénéré en ce point.

Remarque

1. On peut choisir trois points arbitraires parmi les n points a1, a2, ..., an.

2. Il commode de choisir parmi les a1, a2, ..., an un point à l’infini, par example an, cas
dans lequel la dernier facteur de (2.1) et (2.2) n’existe pas.

11



Figure :2.2 Transformation d’une ligne brisée en axe horizontal
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2.3 Position du problème

Le fluide supposé non visqueux, incomperssible et irrotationnal. l’effets de la gravité et de la
tension de surface ne sont pas prises en cosidération en raison de la symétrie de l’écoulement
par rapport à l’axe y′oy, on peut alors étudier le problème sur le demi-plan supérieur. On
prend comme repère de référence la ligne OB sur l’axe x′ox, la ligne AO sur l’axe y′oy, la
surface libre sur la ligne de courant CD (voir figure 1.1(a)). On suppose que l’écoulement
est uniforme lorsque |y| → ∞ de vitesse U , au point O la vitesse est nulle. Nous supposons
que le fluide remplit tout l’espace au dessus de l’obstacle.
Le but du problème consiste à déterminer la fonction potentielle de vitesse ϕ(x, y) qui vérifie
les conditions suivants :

∆ϕ = 0 dans le domaine de l′coulement

∂ϕ

∂y
= 0 sur OB

∂ϕ

∂x
= 0 sur OA

1

2

(
∂ϕ

∂x

)2

+
1

2

(
∂ϕ

∂y

)2

+
p

ρ
= const surCD de forme inconnue

Où p et ρ sont la pression et la densité du fluide respectivements .

13



Figure :2.1(a)Schéma de l’écoulement et des coordonnées.
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Figure :2.1(b)Schéma de l’écoulement et des coordonnées.
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2.4 La solution analytique

Pour trouve la solution analytique de le problème précédent on applique la technique de
transformation Schwarz-Christoffel :
Les points A ,O,B,C etD dans le plan Z se transforment aux points A = −∞, O = −2, B =

−1, C = 0 et D = +∞ dans le plan f ou f(z) = ϕ(z) + iψ(z). Dans la transformation
de Schwarz-Christoffel, tous les points se retrouvent sur le même axe ( ψ = 0 ) comme le
montre la figure (2.3) :
Les angles dans le plan Z entre les n ?uds du polygone sont : αO = π/2, αB = π/2, αC = π

d’où l’on tire : pO = −1/2, pB = −1/2, pC = 0 :
Pour trouver la forme de la surface libre BC, nous utilisons la transformation de Schwarz-
Christoffel (2.1) on trouve :

dz

df
= M(f + 2)

−1
2 (f + 1)

−1
2 (2.3)

ceci implique
z = M

∫
1√

(f + 1)(f + 2)
df +N (2.4)

Ce qui nous donne après intégraion :

z = M
(
ln
(

2f + 2
√

(f + 2)(f + 1) + 3
))

+N (2.5)

Pour déterminer les constantes A et B on a :

• Lorsque f = −1 (au point B), z = H alors : N = H.

• Lorsque f = 0 (au point C), z = H + iH⇒ M=
iH

ln(2
√

2 + 3)

Donc
z =

iH

ln(2
√

2 + 3)

(
ln
(

2f + 2
√

(f + 2)(f + 1) + 3
))

+H (2.6)

Puisque f = ϕ sur la ligne de courant libre CD avec 0 ≤ ϕ ≤ +∞ l’équation (2.6) devient
alors :

z =
iH

ln(2
√

2 + 3)

(
ln
(

2ϕ+ 2
√

(ϕ+ 2)(ϕ+ 1) + 3
))

+H (2.7)
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L’équation paramétrique de la surface libre CD est donnée par : x = H

y =
H

ln(2
√

2 + 3)

(
ln
(

2ϕ+ 2
√

(ϕ+ 2)(ϕ+ 1) + 3
))

17



Figure :2.3 Plan de la variable f = ϕ+ iψ
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Dont le graphe est donné dans la figure (2.4).
Ainsi la connaissance de la surface libre f = ϕ+iψ(ψ = 0) sur la ligne de courant AOBCD,
noté par la suite Γ la valeur de f à l’intérieur du domaine de l’écoulement est donnée par :

f(z) =
i

2ϕ

∫
Γ

f(z)

t− z
dt (2.9)

On remarque que malgré qu’on se prononce avoir trouvé la solution exacte de l’écoulement,
l’évaluation de f(z) se fait numériquement vu la complexité de la représentation de f(z).
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Figure :2.4 Forme de la surface libre
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Chapitre 3

Traitement numérique de problème avec
effet de gravité

3.1 Résumé

Dans ce chapitre on suppose que l’effet de gravité n’est pas négligeable, La solution analy-
tique de problème considéré est difficile, Dans ce cas, on s’intéresse la traitement numérique
de ce problème pour plus détail voir [2], [4], [5], [7], [9], [10], [12], [16] et [17] . Nous avons
besoin d’un concept d’analyse dimensionnelle qui l’étudie de la forme générale des équations
régissant un phénomène physique. Elle s’intéresse aux dimensions des variables intervenant
dans les équations scientifiques. La propriété d’homogénéité des équations, c’est-à-dire leur
indépendance par rapport au système d’unité, permet, à partir des relations entre les va-
riables dimensionnelles de former un système équivalent de variables sans dimensions qui
sont des produits des précédentes. Cette opération permet de réduire le nombre de variables
décrivant le problème physique en ne considérant que des paramètres adimensionnels (fi-
gure3.1).

3.2 Formulation générale du problème

Dans cette section on note les variables avec tilde (∼) les variables de dimensions phy-
siques et les variables sans tilde (∼) sont des variables sans dimensions. Nous supposons
que l’écoulement est potentiel et irrotationnel dans plan bidimensielle et le fluide est in-
crompresssble et non viqueux devant un mur de longueure L̃. On choisie la vitesse de
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l’écoulement s’appeoche de la vitesse uniforme Ũ et l’élévation du fluide est H̃ quand x

tends vers l’infini. On utilisons la transformation de Schwarz-Christoffel pour transforme le
plan variable z̃(z̃ = x̃+ iỹ) à la plans de f̃(f̃ = ϕ̃+ iψ̃) tels que les point A,B,C et D dans
le plan z̃ se transforment aux points −∞,−2, 0 et +∞ dans le plan f̃ (voir figure 3.2)

Le but du problème consiste à déterminer la fonction complexe ϕ̃(z̃) telle que :
∆ϕ̃ = 0

ṽ = 0 sur AB

ũ = 0 sur BC

la condition de Bernoulli sur la surface libre est donnée par :

1

2
q̃2 + gỹ =

1

2
Ũ2 + gH̃ = const sur CD (3.1)

où q̃ =
√
ũ2 + ṽ2 le module du vecteur de vitesse, g est l’accélération de gravitéet H̃ est

la profondeur du fluide à l’ifini.
Avant de résoudre le problème, nous allons écrire l’équation (3.1) en variables non dimen-
sionnelles, pour cela, on choisi H̃ comme unité de longueur et Ũ comme unité de vitesse et
on pose : 

q̃

Ũ
= g

y =
ỹ

H̃

(3.2)

En substituant (3.2) dans (3.1) on trouve :

1

2
(Ũq)2 + g(yH̃) =

1

2
Ũ2 + gH̃ = const (3.3)

L’équation de Bernoulli (3.3) devient alors :

q2 +
2

F 2
(y − 1) = 1 (3.4)

telle que :

F =
Ũ√
gH̃
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où g est l’accélération de gravité, Ũ et H̃ sont respectivement la vitesse et la profondeur du
fluide à l’infini.

Figure :3.1 Plan de la variable z
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Figure :3.2 Plan de la variable f
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3.3 Résolution numérique

Résumé : Dans cette section on utilise la technique de Vanden-Broeck et Keller pour
résolution le problème président numériquement. On note par ξ = u− iv, comme u− iv est
analytique, on définit la fonction τ − iθ par la relation

ξ = u− iv = eτ−iθ

où θ désigne l’angle entre le vecteur vitesse et l’horizontale.
L’équation (3.4) en variable τ et θ sur la ligne de courant libre CD s’écrit alors :

e2τ +
2

F 2
(y − 1) = 1 sur ψ = 0 (3.5)

De plus de la relation ξ = u− iv = eτ−iθ on tire :
∂ϕ

∂x
= u = eτ cos θ

∂ϕ

∂y
= u = eτ sin θ

(I)

Nous cherchons ξ(τ, θ) qui vérifie l’équation (3.5) avec les conditions (I). Ce qui termine la
formulation du problème.
Cette technique devise à quatres étapes :

3.3.1 Première étape

On transforme le domaine occupé par le fluide dans le plan f (figure3.2), au quart de disque
unité supérieur du plan de la variable t (figure 3.3) par la transformation suivante :

f =
2

π
log

2t

t2 + 1
(3.6)

la surface libre CD est transformé sur la quart du cercle (figure3.3) et les parois rigides
sur les rayons du disque. Les points de La surface libre dans le plan t sont donnés par la
relation :

t = |t|eiσ = eiσ tel que 0 ≤ σ ≤ π

2
(3.7)

et dans le plan f par :
f = ϕ ou −∞ ≤ ϕ ≤ ∞ sur CD
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Les point A,B,C et D dans le plan f se transforment respectivement aux points tA = 0,
tB = eπ −

√
e2π − 1, tC = 1 et tD = 1 dans le plan t (figure3.3).

en substituant (3.7) dans l’équation (3.6) on trouve :

f = ϕ =
2

π
log

2eiσ

e2iσ + 1
= − 2

π
log(iσ) sur CD

alors
df

dσ
=
dϕ

dσ
=
−2i

π
tanh(iσ) =

2

π
tanσ

donc
dσ

dϕ
=
π

2
cotσ sur CD (3.8)

d’autre part on a :
dy

dϕ
= e−τ sin θ

On dérive l’équation (3.5) par rapport à σ on trouve :

d

dσ
(e2τ ) +

2

F 2

dy

dσ
= 0 sur AD (3.9)

En utilisant la relation suivant :

∂y

∂σ
=
∂y

∂ϕ

∂ϕ

∂σ
=

2

π
tanσe−τ sin θ

L’équation (3.9) devient :

d

dσ
(e2τ )− 4

π
tanσ

1

F 2
× e−τ sin θ = 0 sur ψ = 0 (3.10)

Puisque ξ(t) = exp(τ(t) − iθ(t)) est analytique partout sauf aux points singuliers B et C,
une étude nécessaire ces points est indispensable.
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Figure :3.3 Plan de la variable t
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3.3.2 Deuxième étape

Comme nous le savons la transformation f et conforme sauf aux points A, B, C et D. Les
points singuliers dans le plan de l’écoulement réel z sont : zB = 0 et zC = i qui correspondent
respectivement aux points t = tB = eπ −

√
e2π − 1 et t = tC = 1 dans le plan t.

Comportement asymptotique au voisinage de t = eπ −
√
e2π − 1

L’écoulement au voisinage de t = tB = eπ −
√
e2π − 1 est un écoulement dans un angle de

π

2
, dans le plan z au voisinage de zB = 0 la fonction complexe f est donnée par :

f(z) ∼ a

2
z2 − 2 quand z −→ 0 (3.11)

ce qui donne
z2 ∼ 2

a
(f + 2) lorsque f −→ 0 (3.12)

On remplace l’équation donnée dans (3.6) dans l’expression ci-dessuson trouve :

z2 ∼
(

2

a

)(
2

π
log

2t

t2 + 1
+ 2

)
∼ 4

aπ

(
log eπ

2t

t2 + 1
+ 2

)
t −→ eπ −

√
e2π − 1

puisque

log eπ
2t

t2 + 1
∼
(
t−
(
eπ −

√
e2π − 1

))2

+ 0(t− tB)3 t −→ eπ −
√
e2π − 1

et comme
(t− tB) ∼

(
t2 −

(
eπ −

√
e2π − 1

)2
)

t −→ eπ −
√
e2π − 1

on peut écrire alors

z ∼
(

4

aπ

) 1
2
(
t2 −

(
eπ −

√
e2π − 1

)2
)

t −→ eπ −
√
e2π − 1

comme ξ =
df

dz
= az ce qui donne :

ξ ∼ az lorsque z −→ 0

i.e

ξ ∼ a

(
4

aπ

) 1
2
(
t2 −

(
eπ −

√
e2π − 1

)2
)

t −→ eπ −
√
e2π − 1

c’est-à-dire
ξ ∼ 0

(
t2 −

(
eπ −

√
e2π − 1

)2
)

t −→ eπ −
√
e2π − 1 (3.13)
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Comportement asymptotique au voisinage de t = tC

La configuration de l’écoulement autour du point t = tC = 1 est la mème qu’au point
zC = i, comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent lorsque la tension de (T=0),
l’angle de séparation entre la surface libre et la paroirigide surface est négligeable γ = π.
Dans le cas où (T 6= 0, γ 6= π) et en ce point de séparation, nous avons un écoulement autour
d’un angle γ > π où l’écoulement est caractérisé par la fonction potentielle suivante :

f ∼ a

n
(z − zC)n lorsque z −→ zC (3.14)

où zC = i et n =
π

γ
Alors

ξ =
df

dz
∼ a(z − zC)n−1 lorsque z −→ zC (3.15)

puisque sur la surface libre ψ = 0 alors :

f = ϕ =
2

π
log

2t

t2 + 1
sur CD (3.16)

de l’équation (3.14) et (3.16) on tire :

z − zC ∼
(

2

aγ

)γ
π
(

log
2t

t2 + 1

)γ
π

quand z −→ zC (3.17)

En substituant (3.17) dans (3.15) on trouve :

ξ ∼ a

( 2

aγ

)γ
π
(

log
2t

t2 + 1

)γ
π


γ

π
−1

quand t −→ 1

puisque
log

2t

t2 + 1
∼ (t− 1)2 + 0((t− 1)3) t −→ 1

alors :

ξ ∼ a

[
2

aγ

]1−
γ

π (t− 1)
2(1−

γ

π
)

quand t −→ 1

c’est-à-dire comportement de l’écoulement au voisinage du point de séparation s’écrit :

ξ ∼ 0((t− 1)
2(1−

γ

π
)
), quand t −→ 1 (3.18)
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3.3.3 Troisième étape

Aprés avoir déterminer le comportement local de l’écoulement au voisinage des singularités
t = tB = eπ −

√
e2π − 1, t = tC = 1, on cherche ξ(t) sous la forme :

ξ = g(t) exp Ω(t) (3.19)

où g(t) contient les singularités et les zéros donnés en (3.13), (3.18). En utilisant les condi-
tions aux limites (3.5) et les relations (3.13) et (3.18), L’équation (3.19) devient alors :

ξ = u− iv = (t2 − (eπ −
√
e2π − 1)2)× (1− t)2(1− γ

π
) ×

(
∞∑
k=0

akt
2k

)
(3.20)

où les coefficients ak et la canstante γ sont à déterminer, la série doit ètre convergente dans
le quart de disque unité du plan t. Il est facile de vérifier qui les conditions u = 0 sur AO
et v = 0 sur OB sont satisfaites, On choisi tous les ak et γ des réelles. En substituant (3.7)
dans (3.20) on obtient :

ξ = eτ−iθ =
(

1 + (eπ −
√
e2π − 1)4 − 2(eπ −

√
e2π − 1)2 cos 2σ

) 1
2 × eiK ×

(
2 sin

σ

2

)2(1− γ
π

)

× exp

(
+∞∑
k=1

ak cos 2(k − 1)σ + i(−π + σ)×
(

1− γ

π

)
+ i

+∞∑
k=1

ak sin 2(k − 1)σ

)
tel que :

K = tan−1 −sin2σ

(eπ −
√
e2π − 1)2 − cos2σ

En conséquence :
θ(σ) =

[
(−π + σ)× (

γ

π
− 1)− tan−1 −sin2σ

(eπ −
√
e2π − 1)2 − cos2σ

−
∑∞

k=1 aksin2(k − 1)σ

]
eτ(σ) =

(
1 + (eπ −

√
e2π − 1)4 − 2(eπ −

√
e2π − 1)2cos2σ

) 1
2 × (2sinσ

2
)2(1− γ

π
)

× exp (
∑∞

k=1 akcos2(k − 1)σ)
(3.21)
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Pour exprimer l’équation de Bernoulli en terme de σ, on remplace τ(σ) et θ(σ) par leurs
valeurs dans l’équation (3.10) on trouve :

2

 −4(eπ −
√
e2π − 1)2 sin 2σ(

1 + (eπ −
√
e2π − 1)4 − 2(eπ −

√
e2π − 1)2cos2σ

) + 4(1− γ
π
)(

1

2
cot σ

2
)

− (
∑∞

k=1 4ak(k − 1) sin 2(k − 1)σ)


[ (

1 + (eπ −
√
e2π − 1)4 − 2(eπ −

√
e2π − 1)2cos2σ

)
× (2sinσ

2
)4(1− γ

π
)

× exp (
∑∞

k=1 2akcos2(k − 1)σ)

]
− 4

π
tanσ

1

F 2

[ (
1 + (eπ −

√
e2π − 1)4 − 2(eπ −

√
e2π − 1)2cos2σ

) 1
2 × (2sinσ

2
)2(1− γ

π
)

× exp (
∑∞

k=1 akcos2(k − 1)σ)

]

× sin

 (−π + σ)× (
γ

π
− 1)− tan−1 −sin2σ

(eπ −
√
e2π − 1)2 − cos2σ

−
∑∞

k=1 aksin2(k − 1)σ

 = 0(3.22)

Pour déterminer les coeffiients ak de la série ci-dessis et l’angle γ. On troncate la série
donnee dans (3.19) aprés N termes. On trouve les N coefficients ak et l’angle des séparation
γ par collocation, ansi, on discrétise l’intervallen [0,

π

2
] en N points, on pose :

σI =
π

2N

(
I − 1

2

)
, I = 1, 2, 3, ..., N (3.23)

En satisfaisant l’équation (3.22) en des points de collocation (3.23) on obtient un système
de N équations algébriques non linéaires à (N-1) inconnus a1, a2, ..., aN−1 et γ. C’est-à-dire
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2

 −4(eπ −
√
e2π − 1)2 sin 2σI(

1 + (eπ −
√
e2π − 1)4 − 2(eπ −

√
e2π − 1)2cos2σI

) + 4(1− γ
π
)(

1

2
cot σI

2
)

−
(∑N−1

k=1 4ak(k − 1) sin 2(k − 1)σI

)


[ (
1 + (eπ −

√
e2π − 1)4 − 2(eπ −

√
e2π − 1)2cos2σI

)
× (2sinσI

2
)4(1− γ

π
)

× exp
(∑N−1

k=1 2akcos2(k − 1)σI

) ]

− 4

π
tanσI

1

F 2

 (1 + (eπ −
√
e2π − 1)4 − 2(eπ −

√
e2π − 1)2cos2σI

) 1
2 × (2sinσI

2
)2(1− γ

π
)

× exp
(∑N−1

k=1 akcos2(k − 1)σI

) 
× sin

 (−π + σI)× (
γ

π
− 1)− tan−1 −sin2σI

(eπ −
√
e2π − 1)2 − cos2σI

−
∑N−1

k=1 aksin2(k − 1)σI

 = 0(3.24)

où I=1, 2,.., N
Pour calculer les coeficients ak et l’angle γ pour différentes valeurs du nombre de Froude F,
on utilise la méthode de Newton et l’algorithme de Jordan avec pivot totalimplicite .

3.3.4 Quatreième étape

Pour déterminer la forme de la surface libre, on utilise la relation suivante :

∂x

∂ϕ
+ i

∂y

∂ϕ
=

1

u− iv
= e−τ+iθ

ce qui est équivalant à : 
∂x

∂ϕ
= e−τ cos θ

∂y

∂ϕ
= e−τ sin θ

(3.25)

avec
∂x

∂σ
=
∂x

∂ϕ

∂ϕ

∂σ
et

∂y

∂σ
=
∂y

∂ϕ

∂ϕ

∂σ
sur la surface libre.

En substituant (3.7), (3.21) et en utilisant (3.25) on trouve
∂x

∂σ
,
∂y

∂σ
en chaque point de
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collocation σI i.e.,

∂x

∂σ
(σI) =

2

π
× tanσ ×

(
1 + (eπ −

√
e2π − 1)4 − 2(eπ −

√
e2π − 1)2cos2σI

)− 1
2

× exp
(
−
∑N−1

k=1 akcos2(k − 1)σI

)
× (2sinσI

2
)2( γ

π
−1)

× cos

[
(−π + σ)× (

γ

π
− 1)− tan−1 −sin2σ

(eπ −
√
e2π − 1)2 − cos2σ

−
∑N−1

k=1 aksin2(k − 1)σT

]
∂y

∂σ
(σI) =

2

π
× tanσ ×

(
1 + (eπ −

√
e2π − 1)4 − 2(eπ −

√
e2π − 1)2cos2σI

)− 1
2

× exp
(
−
∑N−1

k=1 akcos2(k − 1)σI

)
× (2sinσI

2
)2( γ

π
−1)

× sin

[
(−π + σ)× (

γ

π
− 1)− tan−1 −sin2σ

(eπ −
√
e2π − 1)2 − cos2σ

−
∑N−1

k=1 aksin2(k − 1)σT

]
(3.26)

où I=1, 2 ,...,N
Ainsi, la forme de la surface libre est obtenue en intégrant numériquement les relations
ci-desses avec la condition initiale x(1) = 0 et y(1) = 0. Les résultats présentés ici sont
obtenus pour N = 50.
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3.4 Résultats et discussion

3.4.1 Solution sans effet de gravité

lorsque le nombre de Froude F tend vers l’infini, l’effet de gravité tend vers zéro, le système
(3.24) se réduit à :

2

 −4(eπ −
√
e2π − 1)2 sin 2σI(

1 + (eπ −
√
e2π − 1)4 − 2(eπ −

√
e2π − 1)2cos2σI

) + 4(1− γ
π
)(

1

2
cot σI

2
)

−
(∑N−1

k=1 4ak(k − 1) sin 2(k − 1)σI

)


[ (
1 + (eπ −

√
e2π − 1)4 − 2(eπ −

√
e2π − 1)2cos2σI

)
× (2sinσI

2
)4(1− γ

π
)

× exp
(∑N−1

k=1 2akcos2(k − 1)σI

) ]
= 0(3.27)

où I = 1, 2,..., N et σI sont données par la relation (3.23).
Nous utilisons les méthodes de résolutions décrites ci-dessus, on trouve ak et γ. Le tableau
ci-dessous montre quelques valeurs de ak et γ de la série (3.28) pour F →∞

γ a1 a2 a10 a20 a30 a40 a50

3π

2
7.4237 −1.0723 −7.4432 −1.5173 −2.2583 −2.9542103 −3.6354

×100 ×102 ×102 ×103 ×103 ×103 ×103

π −4.8358 4.8393 4.8381 4.8355 4.8323 4.8296 4.8282
×102 ×102 ×102 ×102 ×102 ×102 ×102

Tableau.1. quelques valeurs des coefficients ak et l’angle de séparation γ pour

F →∞.

34



Figure :3.4 Forme de la surface libre pour F →∞ et γ =
3π

2
.
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Figure 3.5 Forme de la surface libre pour F →∞ et γ = π .
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3.4.2 Solution avec effet de gravité

On utilise la méthode numérique décrite présédemment pour résoudre le systéme non li-
néaire (3.22) pour différentes valeurs du nombre de Froude F. On trouve pour chaque valeur
de F les coefficients ak de la série (3.24), le tableau ci-dessus présente quelques valeurs de
ak en fonction du nombre de Froude F.

F γ a1 a2 a10 a20 a30 a40 a50

10000
3π

2
7.4237 −1.072 −7.443 −1.5174 −2.2583 −2.9542 −3.6354

×100 ×102 ×102 ×103 ×103 ×103 ×103

0001 π −4.7868 4.9155 5.4433 6.2650 7.4764 9.6606 1.8753
×10−1 ×10−1 ×10−1 ×10−1 ×10−1 ×10−1 ×100

0.01 π −6.8717 1.3302 9.7126 4.1438 2.2092 1.0347 5.2677
×10−1 ×10−1 ×10−3 ×10−3 ×10−3 ×10−3 ×10−5

Tableau.2. quelques valeurs des coefficients ak et l’angle de séparation γ pour

quelques valeurs de nombre de Froude F.

Notons que dans le tableau 3 les coefficients ak sont décroissants pour F = 0001 et F = 0.01

et que la série est uniformément et absolument convergente pour tout nombre de Froude F.
En effet on a : ∣∣∣∣∣

+∞∑
k=1

akt
2(k−1)

∣∣∣∣∣ ≤
+∞∑
k=1

|ak| ≤
+∞∑
k=1

1

k2
< +∞ k ≥ 1

3.4.3 Conclusion

• Nous avons déterminé avec précision la forme de la surface libre au-dessus d’un obs-
tacle. Ces résultats dépendent du paramètre de Froude F.

• Lorsque F est assez grand F →∞, l’effet de la gravité est négligeable, les conditions
au bord sur la surface libre se réduisent à

e2τ = u2 + v2 = 1

Dans ce cas la solution du problème peut-etre obtennue explicitement en utilisant la
méthode de transformation d’hodographe de Krichhoff ou les transformations conformes
vue dans le chapitre 2. Les figures (3.3 et 3.4) présentent la forme de la surface libre
pour F →∞.
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• Les figures (3.5, 3.6 et 3.7) présentent la forme de la surface pour quelques valeurs de
Froude F , ce qui montre l’influence de la gravité sur la surface libre.
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Figure :3.6 Forme de la surface libre pour F = 0.01 et γ = π .
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Figure :3.7 Forme de la surface libre pour F = 1 et γ = π.
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Figure3.8 Forme de la surface libre pour F = 10000 et γ =
3π

2
.
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Conclusion

Dans ce travail on se propose d’étudier l’effet de la gravité sur un jet bidimensionnel d’un
fluide au dessus des obstacles. Le fluide est supposé non visqueux et incompressible et
l’écoulement est irrotationnel.
Les objectifs principaux de ce travail est de donner une formulation mathématiques à ce
problème pour quelques configurations possibles de l’objet, de chercher la solution dans
chaque cas en utilisant les deux méthodes, la technique de troncation de la série et la
méthode intégro-différentielle et d’étudier l’influence de la tension de surface sur la forme
du jet.
Nous avons déterminé avec précision la forme de la surface libre au-dessus d’un obstacle.
Ces résultats dépendent du paramètre de Froude F. L’effet de la gravité est négligeable
Lorsque F →∞.
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Annexe A

Méthode de Newton pour la résolution
de systèmes non linéaires



f1(x1, x2, ..., xn) = 0,
f2(x1, x2, ..., xn) = 0,
.
.
.
fn(x1, x2, ..., xn) = 0

(A.1)

où f1, f2, ..., fn sont des fonctions non linéaires. En posant f = (f1, f2, ..., fn)T et X =

(x1, x2, ..., xn)T , le système (A.1) peut s’écrire sous la forme compacte

f(X) = 0. (A.2)

Pour étendre la méthode de Newton au cas d’un système, on remplace la dérivée de la fonc-
tion scalaire f par la matrice jacobienne Jf de la fonction vectorielle f dont les coefficients
sont, par définition,

(Jf )ij =
∂fi
∂xj

, i, j = 1, 2, ..., n

la méthode de Newton (A.2) s’écrit alors : étant donné X(0) ∈ R, pour k = 0, 1,..., jusqu’à
convergence ∣∣∣∣∣∣

rsoudre Jf (X
(k))δX(k) = −f(X(k));

poser X(k+1) = X(k) + δX(k)

∣∣∣∣∣∣ (A.3)

.
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الهدف من هذه الدراسة هو دراسة مسالة تدفق سائل غير قابل للانضغاط وغيرلزج  :ملخص 

 .نعتمد على طريقة التحويلات المطابقة لدراسة السطح الحر للسائل . عبر عائق

 .(Vanden-Broeck et Keller)تقنية الحل هي نفسها المعتمدة من طرف الباحثين 

 .Fفرود النتائج المحصل عليها من اجل عدد 

 .عدد فرود ,سطح حر , تدفق , سائل  : ثحبكلمات ال

Abstract 

The object of this study was to study a two dimensional and irrotationnal 

flow of an incompressible and inviscid fluid over obstacle. 

We adopted a method of conformal transformation which reduces the 

problem of discriptization only on the free surface. The solution 

technique used by Vanden-Broeck and Keller. We computed the results 

for all Froude number.  

Keywords : Free surface,  Flow, Fluid,  Froude number. 

  

Résumé 

Le présent travail port sur un problème d'écoulement potentiel 

bidimensionnel d'un fluide incompressible et non visqueux, 

passant au- dessus des obstacle. Nous adoptons une méthode 

des transformations conformes qui réduit le problème de 

discrétisation uniquement sur la surface libre.  

La technique de résolution utilisée par de Vanden-Broeck et 

Keller. Nous avons trouvé les résultat pour chaque noumbre de 

Froude F. 

Mots-clés : Surface libre, écoulement, fluide  nombre de 

Froude.  
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