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Notations

» A2( : L’opérateur bi-laplacien.

» ¢ : Fonction d’Airy.

» ( : Le déplacement.

» ) : Valeur propre simple réelle.

» w C R?: Un ouvert borné de R2.

» 7 : La frontiere de w.

» 0 € H?(w) : Une fonction définie la surface moyenne de la coque.
» [P(w) : Les espaces de Lebesgue pour 1 < p < +o0.

» H™(w) : Les espaces de Sobolev.

» |.|opw : La norme dans LP(w) et |.|o,, : La norme dans L*(w).

» ||.|lmw €t |-|mw : La norme et la semi norme habituelles dans H™(w).
» M, : L’analogue discret du tenseur de dérivées secondes.

» L : Opérateur linéaire continu.

» L, : Opérateur linéaire discret.



Introduction

Les équations de von Karman, qui constituent un systeme d’équations non linéaires de
quatrieme ordre, ont été proposées par von Kérman [I1] en 1910. Les équations classiques
de Marguerre-von Karman pour les coques peu profonde non linéairement élastique, soumis
a des conditions aux limites analogues a celles d'une plaque de von Karman. Elles ont été
initialement proposé par Marguerre [3] et de von Karmén et Tsien [10], et justifié plus
tard par Ciarlet et Paumier [6] au moyen d'une analyse asymptotique formelle. Dans ce
travail on s’intéresse au calcul des branches de bifurcation (a partir de la solution triviale
¢ = 0) des équations de Marguerre-von Karmén, ces équations, qui sont un modele pour
le flambage d'une coque peu-profonde par des forces latérales. Nous allons considérer ici
I’application d’'une méthode d’éléments finis mixte pour ce probleme. Nous démontrons la

convergence de la méthode et nous obtenons des estimations d’erreur.

Le premier chapitre est consacré a la formulation mixte pour 1’équation biharmonique

due & Miyoshi [9], et & un bref rappel des résultats préliminaires utilisés par la suite.

Dans le deuxieme chapitre, nous étudions le probleme de la bifurcation pour les équations
de Marguerre-von Karman, dans le cas continu. On traite le probleme linéarisé, non linéaire
continu et I'algorithme pour le probleme non linéaire continu. On donne également dans ce
chapitre le probleme continu de I'alternative de Fredholm, qui joue un role important dans

les estimations d’erreur.

Dans le troisieme chapitre, on va étudier le probleme discret pour le probleme du cha-

pitre 2, on traite le probléme linéarisé et non linéaire discret et on démontre ’existence



et I'unicite de la solution, et I'algorithme pour le probléeme non linéaire discret. On donne
également dans ce chapitre le probleme discret de I'alternative de Fredholm, qui joue un

role important dans les estimations d’erreur.

Au dernier chapitre, on va donner les estimations d’erreur et quelques remarques im-

portantes.



Chapitre 1

Probleme mixte pour I’équation
biharmonique

Ce chapitre est consacré a la formulation mixte pour I’équation biharmonique, et a un

bref rappel des résultats préliminaires utilisés par la suite.

Soit w un ouvert borné de R? dont la frontiere v est suffisamment réguliere (Lipschit-

zienne). Soit f € L?(w) une fonction donnée. On considere le probleme suivant :

(1.1)

A =f dans w,
(=0,=0 sur~.

La formulation faible dans HZ(w) de (1.1)) est équivalente & la formulation mixte

suivante :
Trouver (o, () € ¥ x V tel que
(P){vr € %, alo, 7)+b(r, () =0, (1.2)
Yo eV, —b(o, v) = [ fudz,
ol

%= {0 = (0y) € (L3w)'lor2 = om} = (L3w))}, V = H(w) ct i,j =T.2

et (avec la convention de sommation sur les indices répétés) :

Vo, 7€ X, alo, 7) = /O'ijTij dx, (1.3)

w
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82
VUEE,’UG‘/, b(O’, U):—/Oijﬁ
w 1Yy

Ce probleme admet une solution unique et pour f € L?(w) on a ¢ € H?*(w) N HZ(w)
et Oi5 = 8%/89&,8:15] € HI(UJ).

dx. (1.4)

1.1 Probleme continu

Grace au résultat de régularité, la solution unique du probleme (P) est aussi solution

du probleme suivant :

Trouver (o, ¢) € X x V tel que
(P)Svres, a(o, 7)+b(r, ¢) =0, (1.5)
Yo eV, —b(o, v) = [, fu dex,

ou
X = (H'w))5, V = Hy(w)
et 0.
VoeX, YoeV, bo, v) = ’ 82: 8;:- d. (1.6)

Notons que la forme bilinéaire b(.,.) vérifie la condition de Brezzi [2], i.e. il existe une

constante a > 0 telle que

~ b
Yv eV, sup (7, v)
TEX HTHL w

> o]y, o (L.7)

Donc (P) admet une solution unique, pour plus détails voir [I2].

1.2 Probleme discret

Pour 'approximation de la solution de (}Nj) on se donne des espaces > C 3 et Ve CV

de dimension finie, qui vérifient les propriétés d’approximation habituelles, ainsi que la
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condition (V;,)* € . Cette deuxiéme condition nous permet de conclure que b(.,.) vérifie
la condition de Brezzi discrete uniformément par rapport a h, i.e. il existe une constante
a1 > 0 indépendante de h telle que, pour tout h :

b
Yo, € Vi, sup —(Th’ Un)

= ai||vnllt, - (1.8)
mes, 7l w

On considere le probleme suivant :

Trouver (op, (n) € Xp X Vj, tel que
(Py) & Y7h € Sy alon, 70) + b(Th, ) =0, (1.9)
Yu, € Vy, —b(Uh, Uh) = fw f’Uh dx.

Le probléme approché (P,,) admet toujours une solution. Puisque V}, est de dimension finie

il existe S(h) > 0 tel que :
Vup, € Vi, Junlli, w S S(R) [uslo, w, (1.10)
et on a l'estimation d’erreur abstraite due a Brezzi [1J,
o= oo, 10— Gl o £ CLint flo =l o+ (1 () inf €= vl b, (1L11)

C > 0 étant une constante indépendante de h.

On utilisera par la suite les espaces Y, et V}, décrits ci-apres. Pour simplifier I’étude, sup-
posons que w est un polygone convexe. On se donne une famille réguliere de triangulations
{Fp}n de w et on définit :

Wy = {vy € C°@) | VK € Fy, vy, |x€ Pu(K)}, (1.12)

I'espace associé aux polynomes de degré < k, par élément fini de Lagrange de type (k) (voir
[4]). On pose
Sp=WH Vi, =WFn H}(w), k2> 2. (1.13)

Si de plus, la triangulation est uniformément réguliere, i.e. il existe Cy > 0 indépendante
de h telle que

min hx < Cy. max hgx = Cy h, (1.14)
KeFy, KeF,



ou hy est le diametre du triangle K, on a

C > 0 étant indépendante de h. Dans ces conditions si ¢ € H*(w) N H(w), on a,

d’apres ((1.9)) :

Si ¢ € H3(w)N HE(w) :

donc

S(h) < C bt

lo —onlo, w+ ¢ = Cul1, w = C h[C]l4, w-

|0 - Uh|0, w=C h”CH?), ws

|C - Ch|17 w g C h2||C||3, Wy

¢ = Culo, w < C R2([C]l5, o
|C - <h|0, 00, w é C h“C“B, w-

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)



Chapitre 2

Le probleme continu pour les
équations de Marguerre-von Karman

Dans ce chapitre, nous étudions le probleme de la bifurcation pour les équations de
Marguerre-von Karman, dans le cas continu. On traite le probleme linéarisé, non linéaire
continu et l'algorithme pour le probleme non linéaire continu. On donne également dans ce

chapitre le probleme continu de ’alternative de Fredholm.

A =19, + 0]+ Nf,¢+0] dansw,
A?¢p = —[(, ¢ + 20] dans w, (2.1)

oll w est un ouvert borné de R? dont la frontiere 7 est suffisamment réguliere, ¢ le déplacement
et ¢ + Af est la fonction d’Airy. § C HZ(w) définie la surface moyenne de la coque.
Pn 0*C  0*n 0% Pn 0%
[777 C] = 2 2 + 2 2 - 2 .

2.1 Le probleme linéarisé

Considerons le probleme de valeurs propres suivant :

Trouver (o, ¢, \) € X x V x R tels que
(PV) q¥r €5, a0, 7) +b(7, () =0, (22)
YoeV, —b(o, v) =\ [ [f, o +6v da,

w
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ou f;; = 0*f/0z;0x;, on définit :

VT € i If, 7] = fi1To2 + foomi1 — 2f12712, (2.3)

par les raisonnements habituels (régularité de solution et densité de V dans V), (o, ¢, \)
est solution de (PV) si et seulement si (¢, A) et solution faible dans HZ(w) xR du probleme

de Marguerre-von Karman linéarisé :

{AQC =\f, (+0] dans w, (2.4)

(=0,=0 sur 7.

Ce dernier est décrit dans [7] ; il s’agit d’un probleme de valeurs propres d’un opérateur
L qui est compact et symétrique de H(w) dans lui-méme. Donc il existe une suite de valeurs
propres réelles et une suite de vecteurs propres normalisés. Sous I’hypothese supplémentaire
(fait uniquement pour fixer les idées) que L est défini positif, les valeurs propres sont

positives. La forme de l'opérateur L est donnée par ’équation suivant :

p=AL¢. (2.5)

2.2 Le probleme non linéaire

Théoreme 1 On peut écrire le probleme dans la formulation mixte de Miyoshi comme

ci-dessous :

( Trouver (9, y) € Y xV, (o, ) € SxVetA€R tels que

Vr ey, a(p, 7) +b(r, y) =0,

(PN){ Vv eV, —b(¢, v) =— [ o0+ 26]v dx, (2.6)
Vr €3, a(o, 7)+b(r, ¢) =0,

| Vv € V, —b(o, v) = A If, o+ 0lvde+ [ [p, o+ 0]v dr,

ol les espaces 2, V sont définis : & = (H'(w))}, V = H} (w).
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Preuve. On utilise le résultat (1.5)) du chapitre 1 on trouve :
Vre X, a(g, T)+b(r, y) =0,

Yo € ‘7, —I;(gb, v) = — /[0,0 + 20)v dz,

w

et
V1 e i, a(o, T) + 5(7’, ¢) =0,

Vo eV, —b(o, U):)\/[f, o+ 0Jv dm—i—/[(b, o+ 0Ju du.
|

Théoréme 2 Soit (og, (o, Ao) € 3 x V x R une solution du probleme de valeurs propres
(]3\1//) avec Ao valeur propre simple et |oglo, o = 1. Soit € > 0 un paramétre. Alors pour e

assez petit il existe une solution unique du probleme (1/5]/\[) de la forme suivante :

o =c¢cog+ [, (2.7)
C = €C0 + 2, (28)
A= Xo(1—¢? /[a + 0, ¢|¢o dw), (2.9)

Preuve. (¢, y) est calculé a partir de (o, ¢) par (2.6) et ou (5, 2) est la solution ortho-
gonale a (o9, (o) [au sens de 1) du probleme de Dalternative de Fredhom (F];), avec
second membre (A — Xo)[f, 0+ 0]+ [0+ 0, ¢]; cette solution vérifie de plus, |8y o, = €.

Puisque I'on va voir le cas discret plus en détails, on indiquera simplement le résultat
sans démonstration dans ce cas. La solution 1)1} du probleme (]3\]/V ) peut étre décrite

comme un point fixe d’'un certain opérateur. m

L’algorithme suivant converge vers cette solution :

Etape 1 : On choisit (30, 2() orthogonal & (o, (o) [au sens de (2.12)] avec |3©)]o, ,, <

e. Par exemple on peut choisir (0 =0, 2 = 0.

12



Etape 2 : Supposons que (3@, z®) soit connu. On pose 0 = egg+87, (D = ey+2D,
et on résoud le probléme biharmonique (P) avec second membre —[o(®, ¢ + 2] pour ob-
tenir (¢, y@).

Etape 3 : On calcule
NG — Ao(1—et /[Qﬁ(i), o@ 4 0]¢o dz). (2.10)

Etape 4 : On résoud le probleme de Fredhélm (PF) avec second membre
A —X)[f, o@D 4+ 0] + [0 + 6, ¢ pour obtenir (30, 2(+1)) et on

retourne a l’étape 2.

2.3 Le probleme de Fredholm

Considerons le probleme de l'alternative de Fredholm sous la forme suivante. Soit A une

valeur propre simple du probléeme (ﬁ/ ) correspondant & un vecteur propre normalisé (o, ().

Trouver (f, z) € > x V tels que
(PF){Vrex, a(ﬁ )+6(T z) =0, (2.11)
VUE\N/, AU B+0lvde = [ gvdz,

olt g € L*(w).

Théoreme 3 Soit A une valeur propre simple du probleme (F‘//) correspondant a un vec-

teur propre normalisé (o, (), le probléme (ﬁﬁ) admet une solution si et seulement si

/gvdx:(),

telle que :
/[f, o+ 0]z de = 0. (2.12)

Preuve. On va voir le cas discret plus en détail, on indiquera simplement le résultat sans

démonstration dans ce cas. m

13



Chapitre 3

Le probeme discret pour les
équations de Marguerre-von Karman

Dans ce chapitre, on va étudier le probleme discret pour le probleme du chapitre 2, on
traite le probleme linéarisé et non linéaire discret et on démontre ’existence et 'unicite de
la solution, et I'algorithme pour le probleme non linéaire discret. On donne également dans

ce chapitre le probleme discret de 'alternative de Fredholm.

3.1 Le probleme linéarisé

Considerons le probleme discret suivant :

Trouver (op, Ch, An) € Xp X Vi, X R tels que
(PVi) { Y74 € Sy alon, ) + b(7h, ) =0, (3.1)
Yup € Vi, —b(O'h, Uh) =\ fw[f, on + Q]Uh dx.

Afin que le probleme (PV},) soit I'analogue discret du probleme continu (]3\‘// ) on sou-
haiterait que les valeurs propres )\, soient toutes réelles. Mais cela n’est pas évident a priori
avec le raisonnement qui suit on aboutit & une condition [cf. et (3.6)] qui est suffisante
pour que cela soit vrai. On verra plus tard que cette condition suffisante est nécessaire pour

obtenir la condition de compatibilité que doit vérifier le second member du probleme de

14



lalternative de Fredhdlm discret [cf. (3.36])] qui est analogue au cas continu [cf. (2.12))].

Cette analogue est essentielle dans le traitement du probleme non linéaire.

Posons d’abord ce probleme sous forme d’un probleme de valeurs propres d’un opérateur
linéaire Lj. S’inspirant du cas continu, on définit un produit scalaire sur V} qui imite le
produit scalaire en Hg(w). Pour ¢, € Vj, donné, grace a la dimension finie de %y, il existe
o, unique tel que est vérifiée. On pose M(, = oy, [on voit que My, est 'analogue
discret du tenseur de dérivées secondes, pour ¢, € H}(w) donne, il existe o € 3 tel que
est verifiée si et seulement si ¢, € H3N HZ et 0;; = 0°¢/dx;0z; |. On définit le produit

scalaire (, ), sur V}, par

VChy vn € Viy (Chy vn)n = a(MpCh, Mpvy). (3.2)
Alors pour wy, € Vj, donne, Lywy, = (, ou (oy,, () € Xp X Vj, vérifie

V1, € S, alon, ™) + b(1h, G) =0 (3.3)

Y, € Vh, —b(O’h, Uh) = /[f, Mywy, + Q]Uh dz. (34)

I1 est maintenant facile de voir que le probleme (PV}) n’est rien d’autre que le probleme
de valeurs propres de 'opérateur L;, pour que le probleme (PV}) n’admette que des valeurs
propres réelles il est suffisant que Ly, soit symétrique par rapport a (, ). Cela est vrai si et
seulement si la propriéte suivante est vérifiée
(p) Si(at, ¢') ey xVy, | =1,2 vérifient

vTh S Eha CL(O’;” Th) + B(Tha C}lz) = 07 (35)

alors :

/[f, or + 0] ¢} dx:/[f, or + 0] ¢} dx. (3.6)

w

L’analogue de cette propriété dans le cas continu est toujours vérifié grace a la formule
de Green donnant ainsi la symétrie de 'opérateur L. Dans le cas discret ce n’est pas toujours

évident. On donne ci-dessous un cas particulier ou cette propriété est vérifiée.

Lemme 1 Si ['hypothése (H) ci-dessous a lieu, alors la propriété (p) est vérifiée :

(H) Les fonctions fi; sont des constantes, i.e. f est un polynome de degré < 2.

15



Preuve. On définit 77 € X, i = 1, 2 par

(72)11 = fa2 Ciiw (T}i)ll = fu C}iﬁ (T}i)12 = (Té)m = —f12 Cflz (3-7)

Alors on a

/ [f. o +0] ¢ dz = alor, 7)) = —b(7y, ¢i) = —b(ri, Gb),

utilisant (H) :

—alo}.7i) = [ [f.0} +6) G

d’ou le lemme. m

Remarque 4 Une exemple important dans la pratique ot cette hypothése est vérifiée est
celui ot

[ = —1/2(z* + y?). Cette situation correspond d une plaque soumise et d une pression
horizontale appliquée au bord et constitue le modéle le plus étudié. Les équations

correspondantes sont

A?C = —AAC dansw, (=0, =0 sur~. (3.8)

Avec cette hypothese (H), Lj est symétrique et on a N (h) valeurs propres toutes réelles,
N(h) étant la dimension de V},. Pour fixer les idées supposons que Ly, est défini positif de
sorte que ses valeurs propre soient positives. On peut traiter I’etude de la convergence dans
le cas général comme indiqué, sur un exemple de ’homogénéisation d'un probléme non
nécessairement elliptique. La démonstration de la convergence de la méthode se fait a peu
prés de la méme maniére qu’en théorie de 'homogénéisation des valeurs propres. On se
contentera d’indiquer ici les étapes essentielles. Soit ', 1 < ¢ < [, les | premiéres valeurs
propres du probleme (1517) Pour h assez petit, de sorte que N(h) = [, soit A\, 1 <4 <1
les [ premiéres valeurs propres du probleme (PV}). On définit (®%, wi) € ) x Vj, par

V1, € B, a(®, 1) + b(1h, wh) = 0. (3.9)

16



Yo, € Vi, —=b(®E, vp) = /\i/[f, o'+ Ovy, de, (3.10)

w
olt (0, ¢') € £ x V est une fonction propre normalisée (i. e. o]y o, = 1) correspondant
a Al On sait que w}, — ¢! dans H}(w) fort et ® — ¢! dans (L%*(w))? fort lorsque h — 0
d’aprés les résultats sur le probleme stationnaire et on a les estimation d’erreur du type

.Onale:

Lemme 2 Les fonctions {wi}._, sont linéairement indépendantes dans Vi, et la suite A}

des l-iémes valeurs propres est bornée indépendamment de h.
Preuve. Voir lemme 3.2 de [§]. m

Théoréme 5 Pour chaque entier | > 1, la suite des l-iémes valeurs propres {\}} converge
vers X, la l-iéme valeur propre du probléme (?‘7)

Preuve. Voir théoreme 3.1 de [§]. m

Théoréme 6 Etant donné (of, ) € Xy x Vi, vecteur propre normalisé correspondant a
AL, alors on peut trouver (a'(h), C'(h)) € > x V vecteur propre normalisé correspondant a

N tel que

o' (h) = ahlo, w +1¢'(R) = G, w
< C{IIc'(h) = wylh, w + o' (R) = P, o} (3.11)

ou (®L, wl) est défini par (@ et a partir de (a'(h), Cl(h), A).

Preuve. Voir théoreme 3.2 de [§]. m

En ce qui concerne l'estimation de l'erreur pour les valeurs propres, ’estimation est
moins bonne que dans le cas ou le membre de droite de I'équation est de la forme A (.
Mais on va montrer que 'estimation de ’erreur est meilleure que pour les vecteurs propres.
Soit Al — Al et soit (o, ') et (0!, ¢!) des vecteurs propres normalisés choisis tels que les
estimations du type soient valables. On a, grace a la symétrie de la forme bilinéaire
)

Ag/[f, oh + 0] w, dr = Al/[f, o'+ 0] ¢ dox = (P}, o). (3.12)
w w

17



Puisque
JU i oru oo [17. 0 w0 ¢ de =)

il en résulte que pour h assez petit

/[f, ob + 0] wh, dr > (2\)7! (par exemple). (3.13)

Théoreme 7 1[I existe une constante C; > 0 indépendante de h telle que

A = NS Cfh ¢ = wil, o+ ¢ = whlo, o} (3.14)
Preuve. Voir théoréeme 3.3 [§]. m
Corollaire 8 9i ¢! € H3(w) N HE(w), alors :

h(lo" = ahlo, w + 16" = Gl w) + 1IN = N = G2 Clls, w- (3.15)

3.2 Le probleme non linéaire

L’analogue discret du probleme non linéaire (ﬁ\f ) s’écrive :

[ Trouver (Dn, yn) € Zp X Vi, (on, Cn) € Bp X Vi et X € R tels que

V7h € Sh, alon, Th) + b(h, yn) =0,

(PNp) { Yoy, € Vy, —5(¢h, vp) = — fw[ah, op + 20]uy, dx (3.16)
V7, € S, alon, 1)+ b(h, ) =0,

| Vo, € Vi, —b(on, vp) = M\ fw[f, op + 0vy, dx + fw[gbh, op + 0luy, dx.

Soit (oon, Con, Aon) solution du probleme linéaire de valeurs propres (PV},), approchant
(00, Co, Ao) avec Agp, valeur propre simple et |ogp|o = 1. Pour € > 0 donnée on s’intéresse

aux solution de la forme

o = €0on + Br; Ch = €Con + 2, (3.17)

et en substituant (3.17) dans derniers équations de (3.16) on déduit que (5, zp) vérifie

18



(PFy,) avec second membre (A, — Aop)[f, on+60]+[on+6, ¢pn]. Donc Uexistence de (B, zp)

exige que [cf.(3.36)] :
(An — Aon) = /[f, on + 0] Con dx + /[ébh, o+ 0] Con dx =0, (3.18)

ce qui nous permet de calculer A\, en foncation de (o3, (). Notons que :

/[f, on + 0] Cop dx = /[f, oon + 0] ¢, dx = 6/[f, oon + 0] Con dz =€ /\l;hl #0, (3.19)

w

ou on a utilisé d’abord la propriété (p) [cf. (3.5)] et ensuite 'orthogonalité de (B, zp) a
(oon, Con) au sens de (3.36)) et finalement la condition de normalisation de (o¢p, Copn). Alors

(3.18) nous donne \;, explicitement, a savoir :

Ay = )\0h<1 — 1 /[O'h + 0, ¢h] Con d%) (320)

Pour v, € V}, donné on calcule d’abord Mjv;, et on résoud le probleme biharmonique discret
(P) avec second membre, —[Mpvy, Mpv, 4 26] pour obtenir (¢n(vy), yn(vn)) € X X V.
Maintenant on peut définir

A‘,ivh = )\Oh(l — 671 /[thh + ‘9, gbh(vh)] C(]h d]?) (321)

et
Spon = (Ajun — Xow)[fs Mpop + 0] + [Muvy, + 0, ¢n(vp)]. (3.22)

Finalement pour g € L?(w) données définissons Qg la composante dans V}, de la solution
du probleme de Fredholm discret (PF},) vérifiant (3.37). Pour z;, € V), donné, définissons

T,izh = Qh(SZ(E C(Jh + Zh)). (323)

Avec ces définitions il est évident que toute solution du probleme (Ff\f n) de la forme

(3.17) provient d’un point fixe de T}.
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Théoréme 9 Soit | = 2 un entier quelconque. Il existe une constante C = C(l) > 0,

indépendante de h, telle que

Vg € Wy, lon(gn)lo, w + 1Cu(gn), w < Clglo, 1, w (3.24)
ot (or(gn), Cn(gn)) € X XV}, est la solution du probléme (Py,) avec second membre gp,.

Preuve. Voir théoreme 4.3 de [§]. m

Théoréme 10 Supposons que (o, ¢, A) solution de (ﬁ) vérifie :

¢ € H(w) N Hi(w)

Alors il existe une constante C; > 0 independante de h telle que

Van € Wi, 1Br(gn)lo, w + [20(gn)|1, w < Clylo, 1, w (3.25)

ou (Br(gn), zn(gn))est la solution du probléme de Fredhélm discret (PFy) avec second

membre Popgn

Preuve. Le principe de la démonstration est le méme qu’au théoréme [0 mais les détails va-
rient légerement. L’hypothese ¢ € H3(w) est utilisée pour montrer que (;, le vecteur propre
approché reste borné dans L°°(w) [cf. (1.18))] et donc Pyngn, — 0 dans L'(w) avec g,. =

On montre que, pour € assez petit, T; est contraction de la boule de centre 0 et de rayon

€. Pour cela on a d’abord les estimations suivantes :

Lemme 3 Supposons que (o € H*(w) N HZ(w), [0lo. w < C¢, et 2z, 2, € B(h; 0; ¢),
1=1, 2, ou
B(h, 0; 6) = {Uh eV, ||Uh”h = |thh|0, w é 8}. (326)

On pose
/Bh = MhZh, 6;7, = Mhz;‘m 1= 17 2

et

G = elon + 2n, on = e0on + B, C, = elon + 2}, oh =coon+ B, i=1, 2.
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Alors il existe une constante C' > 0 indépendante de h et de ¢ telle que

|ALCh — Aon| = 052,
ARG — ARGl < Celay, — ailo, w,
1ShChlo, 1, w = Ce?,
197G — SiCilo, 1, w = C€%|oy, — 0o,

IT5zlls < C<

Preuve.

(i) puisque ¢y € H?*(w), on a {o,} bornée dans L>(w) [cf. (1.18)]. Alors :

—~ — —~ —~ —~
w [\] [\
(=) < 09)

~— ~— ~— ~— ~—

A2 — Aon| = = Aon / (o + 0, dn)Con dx < CeVon + 0lo. wlnlonlConl, s, o

Mais |onlo. w < € €t |op + 0o, w < Ce pour |0o, , < Ce, par ailleur puisque [0, +

0,01, + 0] € W2F, on peut appliquer le théoreme @ pour obtenir
|¢h|0, w é CHU + 97 o+ 9”1, w é 0527
donc on obtient :

|A5Ch — Aon| = 06_1(05)(052)(0)
= (&2

d’out on déduit (3.27))

(ii) De la méme facon que (3.27) on déduit ([3.28]), on a :
MG = dlL== [ MG+ 0, (G G )

A = Ap(l—c! / MAC2+ 6, 6u(C2)] Con d)
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donc
NG = MG = Don(1= <7 [IG 6. onch] Gon o)
= (= [ MG 6. on(D)] G d)
= D= done ™" [ MG+ 6, 6(61) Gon )
— ot done ™ [ MG+ 0, 64(G)] G )
= D= [ 6L+ 0, (6] G do
+ [ MG+ 0, au(D] G o).

w

on utilise M(} = o pour i = 1,2. Alors :

mm-mdwzMm”e/w+a@@n@m+/M+a%@nwmm

w

=Mwﬁk/ﬁbwimﬁﬂjﬂﬁ+&%@mmwx

T / (02 10, dn(C2)] Con d]
- \)\Ohﬁl(—/[gi—@%? ¢h(§i)]§0h+/[02+97 on(Cr) — d(Cp)]Con d|

w

donc
A5G — ARG S Phaone (] —/[Ui—aﬁ, ¢h(Ci)]C0hI+I/[02+9, on(Ch) — &(Ch)1Con dal)

On utilise les relations suivant :

[énlo, w = Cllont0, ont0]lo, 1, w = C%, loh—0ul5, o = Cloi—0lo, w(lont0lo, wtloh+0lo, )-
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ARG — MGGl CeHlop — arlo, wldn(Ch)lo, wlConlo, w + |07 + 0lo, wldn(Ch) — A(Ch)lo, wlConlo, w)
Ce loy, — arlo, w(CE*)(C) + (Ce)(Clloy — on, 07 — apllo, 1, w)(C))
Ce Y (lop — orlo, w(C*)(C) + (Celop — a4lG, )
Ce 1(052|0l11 - 0l21|0 w T+ 05|0121 - UIHO w(|‘7llz + 0|0, w T+ |‘7l21 + ‘9|0, w)
Ce N (Ce|oy, — aplo, w + Celoy — aplo, w(2C%))
(
1
h

Ce Y(Ce 2|Uh _Uh|0 w+052‘0—h _O—h‘o W)

AN VAN | VAN | VAN 1 VAN I AN [ VAN

Alors la rélation (3.28) est demontré.

On utilise (3.22)) pour montrer (3.29))

[ShChlo, 1, w [(AGCh — Aon)[fs MuCh + 0] + [MiCr + 6, on(Cn)llo, 1, w
S (ARG — Aor)lILf, MiCh +0]]o, 1, w + [[MaCh + 0, dn(Ch)]lo, 1, w
= (ARG — Aa)lIlfs on + 0]+ [on + 0, dn(G)]lo, 1, w
< C(Iflo, 1, wlon +0lo, 1, w) + lon + 0o, 1, wldn(Ch)lo, 1, w
< C(0)(Ce) + (Ce)(Ce?)
< Cel.
donc

1S5Chlo, 1, w S CE°.
On va montre ([3.30]), on utilise (3.22)) on a :

SiGh = (MG = Aan)lf, op + 0]+ [0 + 0, 6(G,)]
SiGi = (MG = Aaw)lf, ah + 0]+ [o, + 0, dn(G)].
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1S5¢h — SiGhl = (ARG — AanlSfs o + 6]+ [0 + 6, o(C)])

— (ARG = 2an)lf, ok + 0]+ [0} + 6, én(G)))]
((ASGalfs o + 0 = Aanlf, oy + 0]+ [0, + 0, ¢(G)])

— NGIS on + 01+ danlf, an + 6] —[oh + 0, on(GR)

IASGlfs an, + 0] = NSGRLS, o+ 0] + danlf, o7 — 03]

+ o +0, ()] = loh — ohs on(G)] = [on + 0, GG
= INGL 0w+ 0] = MGIf, on — on] = NG, o0+ 0]
+ Aalf, oh —oul + o + 0, (G = [oh — oh: Su(G)] = [on + 0, GG

= (ARG = ARGOLS, on + 0] + Qon = ASGOLS. a7 — 03]
+ [0}11 + 97 Cb(Cé) - ¢(C}%)] - [O-}QL - 0_}1” th((i%)”

De ([3.32)) pour obtient ({3.30)

157¢h — Siérl IAGGE — A5Ghlo, wlflo, wlon + 8lo, w + 1Xon — ARG o, wl flo, wloh — ahlo, w

+ oy, + 0o, w|6(Gr) — (G0, w + [0k = Thlo, wldr(Clo, w
S Celoj = aplo, w(O)(Ce) + (C*)(C)|oh — aplo, w

+ (Ce)(Ce)(|oh = aplo, w) + (CE¥)|oh — aplo, w

S ACEo} — aplo, w

< Célo} — ailo, w-

Donc on obtient ([3.30)).

(iii) On a T;z, = Qn(S;(Con + 21)) et on sait que S5 (eCon + 21,) € W2F. De (3.29) pour
obtient

1T 2n] CSh(€ Con + zn)lo, 1, w

C(Ce?)
= (g

d’ott on déduit (3.31)), donc complétement démontré.
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Théoréme 11 Si € est suffisamment petit, de telle sorte que Ce? < 1, alors T}, est une
application de B(h,0,¢) dans elle-méme et d’autre part cette application est une contraction

donc il existe un point fixe unique.

Preuve. On a Tf : HZ(w) — {Con}* par définit
Tyzn = Qu(SK(e Gon + 2n)), (3.33)

ou
zn = Qun(S;C), Trzp = Qn(Si(e Con + 24)), Trzi = Qu(Si(e Con + 27)

on montré que 7} est une application contraction :

1752 — Tizilln 1Qn(Si(e Gon + 21)) — @n(Si(e Con + 21))lIn
= | Qul(Si(e Con + 21)) — (Si(e Con + 2i))]ln
C|(S5(e Gon + 21)) = (Si(e Gon+ 2z0)lo, 1, w

C(Ce*|oy, — ail)o, w

A IA

[IA

Cz<€2|a,11 — 0,21|0, w

A

C€2|0,£ — 0,21|0, w-

Pour Ce? < 1 alors Tf est une application contraction. Donc il existe un point fixe unique.

Qui peut etre calcule par la suite itérative
z}(fﬂ) = Thz,gi).

L’algorithme suivant pour résoudre (PN) :

Etape 1 : On choisit (B,(LO), z,go)) orthogonal [au sens de (3.36)] a (oon, Con) avec
|B}(lo)|07 w = e (exemple, ﬂ}(LO) =0, z,(lo) =0).

Etape 2 : On suppose (B,(:), z,(f)) connu. Alors on pose a,(f) = 500h+5,(1i), ,ﬁ“ = €C0h+z,(f)

et on résoud le probleme biharmonique discret P, avec second membre —[U,(f), U,(f) + 20
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pour obtenir (¢§f), yﬁf)).

Etape 3 : On calcule
A = \gu(1 — e / 0 + 0, 6\ Conda). (3.34)
Etape 4 : On résoud le probléme de Fredhdlm (PF},) avec second membre

MY do)lfs 03 + 6]+ [0 + 6, ¢n]

pour obtenir (ﬁ,(fﬂ), z,(fﬂ)) et on retourne a ’étape 2.

Cet algorithme converge vers la solution ((¢n,yn), (on,Cn), An) du probleme (Fth)

3.3 Le probleme de Fredholm

Le probleme discret correspondant s’écrit :

Trouver (fBp, zxn) € Ly X Vj, tels que
(PFy) S ¥y, € S, al(Bh, 7h) + b(7h, 2n) =0, (3.35)
Yon € Vi, =b(Br, vi) — A [Ifs Br + 0lup do = [ guy, d,

ou (op, Cn, An) est solution de (PV},) approchant (o, (, ).

Théoreme 12 Ce probléme admet une solution si et seulement si

/ Cudz = 0. (3.36)

Preuve.
Grace a la propriété (p) qui est vérifiée sous 'hypothese (H). Il existe une solution

unique telle que
/ [, on + 0]z dz — 0. (3.37)
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Observons que pour g € L*(w) quelconque, le probleme (ﬁf’) posé avec Pyg,
ol
Pog =9 — Mg, OLf, o+, (3.38)
admet une solution unique (3, z) € 3 x V. Dé méme, le probleme (PF},) posé avec Pyg, ou

Porg = g — Mnlg, Cu)lfs on +0], (3.39)

admet une solution unique (8, zn) € Xp, x V3, vérifiant (3.37)), et on a la théoréme suivant :

Théoreme 13 Il existe une constante C > 0 indépendante de h et de g telle que, pour h

assez petit

1Brlo, w + [20]1, w = Cl9lo, w, (3.40)

8= Bilo. o+ 12 = b o S CLinE ([ 8=, + inf [l =70 |1,
(U S int == ol inf ¢ = v, )} (3.41)

Preuve. On ne donne pas les détails ici. La démonstration s’effectue exactement comme
dans le théoreme 5.1 de [7]. =

Grace aux résultats de(1.17)-(1.20) on a

16 = Bulo, w + 12 = 201, w = Ch([[Clls.0 + 213, w)- (3.42)
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Chapitre 4

Estimations d’erreur

Dans ce chapitre nous allons obtenir des estimations de I’erreur commise en passant au

probleme discret, et quelques remarques importantes .

Soit (c9, Co, o) solution du probleme (PV) avec A valeur propre simple et loolo, w =1
et soit (oon, Con, Aon) son approximation, et solution de (PV}). Pour h assez petit, Agp
est également valeur propre simple. Soit {(¢, vy), (o, ¢), A} solution du probleme (]/DTV )
obtenue & partir de (og, (p, Ag) comme dans section 2.2. Soit {(¢n, yn), (on, Cn), An}

solution de (I/D\JJV 1) son analogue discret.
Lemme 4 [] existe une constante C' > 0 indépendante de h et de € telle que
¢ = dnlo, w + [y = wnh, w S Cl{ra +elo — anlo, w +€°R}, (4.1)
ou rp, — 0 lorsque h — 0.
Preuve. Soit g, € ¥, tel que ||o — &3]/1, w — 0 lorsque A — 0.
On définit (¢}, yi) € 3y X Vj, solution du probléme biharmonique discret (P,) avec
second membre —[o, o + 26] :

Trouver (¢}, yi) € Xy X Vi, tels que
vTh € Zha a(¢i1w Th) + 6(7—ha yllz) = O? (42)
Yoy, € Vy, —E((ﬁ}w ’Uh) = — fw[O', o+ 2(9]’Uh dzx,
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on utilise la relation suivant :
o, c0+20]=[0—0, 0+0] =0, o] 10, 6],
donc on obtient
Yoy, € Vi, —E(Qb,ll, vp) = —/[a, o+ 20]uy, dx

= —/([a, o) — 16, 0])v, dx

_ /w [0, olo dz+ /w 0, 0oy, dz.

et (47, y7) € Xy x Vj, solution de (P,) avec second membre —[dy,, dy, + 26 :

Trouver (¢7, y?) € X X V;, tels que
V1, € Xy, a(gb,ll, Th) + Z)(Th, y%) =0, (43)
Yo, € Vi, =b(¢2, vn) = — [ [6n, Gn + 20]vy, da.

Pour o = 7, I'équation (4.3)) équivalant I’équation (4.2]).

Alors on a d’apres les estimations ((1.17)) et (1.18]) :

|6 = drlo, w + [y = Wnlo, w = 1611, w- (4.4)

On peut majorer les quantités |¢; — @7 |o. w €t |yp — y2|1, » par la norme de L?(w) de

o, o+ 20] — [6p, &5 + 26]. Ainsi on a

|91 — Prlo, w + [Uh — Uilo, w (4.5)
< O(llo+ 201, w + llon +20][1, w)llo = Gnllr, w = Cllo + 201, wllo — Fully, w- (4.6)

Finalement, puisque [64, &5, + 26] — [0, on +20] € W2F, on peut appliquer le théoréme

9] pour obtenir :

‘¢}21 - ¢h’0, w + |y2 - yh’l7 w

< C(|on + 200, w + lon + 200, w)|oh — onlo, w
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é C(|&h + 29|07 w T |O’h + 2¢9|07 w)(|0‘ — 5h|0, w T |0' — Uh|0, w). (47)

Observons que |0, w = €, |onlo, w = €. De plus, puisque (o, () est solution du probleme

continu, on a ¢ € H3(w) N HZ(w) et estimation ||C]|3, w < CJ|¢||2, » grace au théoréme de

régularité démontré dans [7]. Donc

lofl, o = ClIclls, » < Ce (4.8)

et
16]l1, w < Cllo, 0+ 26]lo, w = Clloly, wllo +26]1, » < C?, (4.9)

d’ou (4.1)) avec rp, = ¢l|o — apll1, - ®

Théoréme 14 Soit (o, () € SxV solution du probléme (P) [cf. / avec second membre
[ € L*(w). Alors il existe une constante C' > Oindépendante de f telle que :

|O-‘07 w T ‘<|1, w é C’|f|07 1, w- (410)

Preuve. Grace a la condition de Brezzi, il suffit de démontrer que |o|y, ,, est bornée par
|flo. 1. w- On a déja remarque que ¢ € H*> N HZ(w) et o la tenseur des dérivées second de .

Donc on a

|0'|?)7 w CL(U, U) = / deSC é |f’0, 1, w|C|O, 00, Wy
w
§ C|f‘0, 1, wHCH2 w § C‘f’o, 1, w|0-‘0, w-

Lemme 5 Supposons que (o € H*(w) N HE(w). Alors il existe C > 0 indépendante de h et
de ¢ telle que

A= SO+ 2h+ 1y, +elo — onlo, w)- (4.11)

Preuve. On a

A=l —¢? /[a +6, @] Co d), A = don(1 —e? /[ah + 0, én) Con dx

/\h — A= (/\Oh - )\0) + 6_1)\0 /[O’ + Q,gb] CO dx — 6_1)\0h/[0'h + 07¢h] COh dx. (412)

w w
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Et on a

)\h —A = (>\Oh — )\0) + 671()\0 — )\0h> /[O’ + 9,¢] CO dx

w

+ A0h 6_1 /[O- - Jh7¢] CO dZL’,
+ Aon e /[Uh + 0, ¢(Co — Con) d,

+ don e’ /[O'h + 0,0 — ¢n) Con d.

Nous allons semplifie cette equation. Alors on obtient :

M=A = o)+ [l 46,00 Godo =< [l 40,61 G do

w w

+  don 5_1/[0+0,¢] Co dx — Aop, 5_1/[ah + 6,9 ¢ dz
+ Aone! /[Uh + 0, ¢]Co — Aon e? /[Uh + 0, ¢|Con dx

+ Aon e’ /[Uh +0,0] Con dx — N, €7! /[Uh +0, ¢n] Con dz.

A=A = (Aon — Ao) +e X /[0 + 0, 9] o dx — 5_1)\0h/[0h + 0, ¢n) Con d.

w w

Sous I'hypothese ¢, € H3(w), on a :
G0 = Conl, w = O(F?), [Ao — Aon| = O(h?).
C-a-d :
G0 — Conl, w = CRZ.
Ao — Aon| < CH2.

(4.13)

(4.14)
(4.15)

et {Con} est bornée dans L>(w), c-a-d [(olo, o, w = C. Par ailleurs, pour 6 petit assez et
8]0, w < Ce.on a |+ 0o, » < Ce et grase a au théoreme et |@lo, w < Ce? et on utilise

I’equation suivant :

e Y onl /[Uh + 0, dn)Con dx < Ce™ Moy, + 0o, wl|PnlonlConlo. so, ws |on + 00, o < Ce.
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Alors on obtient :

A

00—l [l 0,01 o de < O + 0l alol, ol .

e LOR*(Ce)(CeH)(0)

Ch2e?

= COh’e, (4.16)

A IIA

A

Ce Yo — anlo, wldlo. wlColo, co, w

e Aol /[U —op, @] Go dx

< Ce Mo — aplo, w(CH(C)

< C3€|0 — 0nlo, w

< Celo — anlo, w, (4.17)

de alors :
8_1|/\0h|/[0h+97¢](<0_Coh) dr < e 'Clow + 0o, w|dlo, wlCr — Conl, w
< e7'C(Ce)(Ce?)(Cn?)
< o2
— COh2e?, (4.18)
e Aon| /[Uh +0,6 = ¢n) Con dv = €7 Cloy, + 0o, wld — drlo, wlConlo, o, w

e'C(Ce)(Clp — dnlo, w)
03|¢ - ¢h|0, w
Clo — éulo, w- (4.19)

A IA

De (4.15), (4.16), (4.17), (4.18), (4.19), donc on obtient :

A= M| £ Ch? + Ch?e® + Celo — opo, w + Ch*e* + Cld — dnlo, w,

d’ott on déduit (A 1T). m

Maintenant on donne les estimations finales.
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Théoréme 15 On suppose que (o € H*(w) N H(w). Alors il existe une constante C' > 0

indépendante de h et de € telle que, pour € assez petit,
|U_Uh|0,w+|C_Ch|1,w é Ch+0h2€+8h, (420)
|)\—)\h| é Oh2+0h5+0rh+053h, (4.21)
ou 1y, est la apparaissant dans l'inéqualité et s, — 0 lorsque h — 0.

Preuve. On a d’abord :

S}ELCh = ()\h - )\Oh)[f, op + 9] + [¢, op + 9] (423)

Choisissons d;,, ¢, € 3 tels que lo —cnlli, w — 0, || — Qthl, w — 0 lorsque h — 0.
On définit

Sih = (= Aan)lf, on + 6] + [on, Fn+ 0] (4.24)

On définit (8}, 21), (87, 27) dans Xj, x V}, solutions de probleme de Fredholm (PF},)

avec second membres Py, (S°¢) et Py (S:¢) respectivement, de sorte que l'on a

z=Q(S°C), zn = Qn(S;Cn), Zilz = Qn(5°¢), Zf% = Qh(g;Ch)' (4.25)

(i) Tout d’abord, grace au théoreme (13|, on a
1B = Balo, w + 12 = 2l1, w < Chll|zlls, w + IClls, w) & Che® + Ch,
puisque
I]ls, < Cllolli, o, < Ch. (4.26)

On utilise par la suite les definitions de 8, = Mz, et 8; = M,z pour i =1, 2.
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(ii) Ensuite, grace au méme théoréme [L3] on a également

1Bh = Bilo, w + |2a — 221, w = [Muzy — Mazilo, w + 12 — 2211, w
= Mz — 20, o + |24 — 2721, w
= [Ma(Qn(S°¢) = Qn(Si6n))lo, w + 1Qn(5°C) = Qu(SiC)1, w
< OIS°¢ — S5Gulo, w + CIS°¢ = S5, w

donc
|6}1L - 62‘0, w + |Z}1L - Z?L’L w é C|S€< - g}iCh’O, w-

On utilise les relations (4.22)) et (4.24]) donc :

Cl8°¢ — SiChlo,w S (A= X)f, o+ 0]+ [0, o +6))
— (M= don)[fs on+ 0]+ (b, T+ O)lo, o

donc

=y
I

[((A=X)[f, o460 = (A= Aon)lf5 o+ O]o, w

IALf, o +6] —Xolf, o +6] —Aulf, on+ 0]+ Aonlf, on+ 0o, w

(A= )[f, o+ 0]+ No[f, o+ 0] = Xo[f, o+ 0] = Nulf, o+ 6]

+ (Aon = A)[f, on + 0]+ Aolf, on+ 0o, w

= [(A=M)f, o+ 01+ Mlf, o= on]+ Xolf, on— 0]+ (Aon — Ao)[f, o + 6]
+ (A A)lfs o= 0onlo, v

donc

A=Al flo, wlo + Blo, w + [An[| flo, wlo = anlo, w + [Aollflo, wlon = olo, w

[Aon = Aolo, wlflo, wlon + 0o, ws +[An + Aol flo, wlo — nlo, w

C(h* + e*h + 1y + €lo — onlo. w)(Ce) + 2C|oy, — oo, » + Ch*(Ce) + Clo — anlo,
C(h? +eh + 1y + €lo — anlo, w)(Ce) + 3C|oy, — alo, o + Ch*(Ce)

Ch’e + Che® + Cery, + C?|o — oo, o + 3C|on — alo, o + CR*(Ce)

Ch%c + Che* + Cery, + Ce*|lo — oo, w- (4.27)

A IA A NN +
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Ensuite a :

6, o+ 6] = [én, 1+ 0o, w

AN+ N+ IAN +

A

A

¢ = 6n, (0 +6) + (0 + )] = ¢, G0+ 6]+ [6n, o +6]lo,
6= on, (0 +0) + (0 +0)] = [6, 61+ 0]

[6n, 0 — &4) + [Bn, T3+ Ollo, w

¢ = on, (0+6) + (G + o, w + [Dn, = Fnllo, w

l[én — 6, &n +0]lo,

6 = s, wllo + ), w + 1(Gn + O)11, o) + lén, 0 = Gnll, w
16n — &, o1+ 0], w

¢ = Gnllr, (Ce) + (C)lo = Gullr, w + (CE)llon — Bll1, w
(2Ce)ll¢ = dnll, w + (C*) o = Gl w

Ce?|lo — &nllr, w + Celld — dnll1, w- (4.28)

Donc de (4.27)) et (4.28)), on obtient :

8L =520, wt|2t =221, o S C|o—0nlo, w+Ch2e+Che®4-Cery+Ce2||o =41, wt+Celld—dnll1, w-

(4.29)

(iii) Finalement, grace au théoreme , on a ( puisque S',iéh — S£¢, € WPk -

‘5}% — Brlo, w + 12;21 — 2w = ‘MhZ}QL — Myzplo, w + |Z}2L — 21, w

on utilise (4.25) alors :

|Bi - ﬁh|07 w + |Zi21 - Zh|1, w

IVARNIVAN

A

= |Mu(z — 2n)lo, w + 22 — 201, w

|MQn(S5Ch) — Qn(SiCi)lo. w + 1Qn(SiCh) — Qn(S5Ch)|h, w
ClQw(S5¢h — Si)lo, 1, w
C195¢h — Siculo, 1, w-
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De (L23) et (L24), on a

Ol = SiGulo, 1,0 = CUw = Aaw)[f o + 0] + [on, G0 +6])

— (W= Aanlfs on+ 0]+ [dn, on+0])|

= Cllpn, Gn+0]—[pn, on+0|
Cllgn — bn, On+ 6] + [0n, Gn+ 0] — (b, o0 — 6] — [dn, Fn+ 0]
C|(én — bn, 1+ 0] — (b1, on — 54|

< C{lnlo, wlon — Gulo, w + 5h + Olo, wldn — dulo, w}

< C{Coh — nlo, w + Celdn — dnlo, w}

< C{CE oy — 0+ 0 —Gnlo, v+ Celdn — + b — drlo. w}

< C{o — onlo, w +€%l0 — Galo, w + €10 — Brlo, w + Eld — Bulo, w}-

Donc

|B}2L_6h|0, w+|z}21_zh|1, w é C({52|C’-_0-h|[), w+52|0_5h|0, w+€|¢_¢h|0, w+€|¢_§5h|0, w}~

(4.30)
On a
B = By+Bh— B+ By = Bulo.w + lz—z+zm—z+2—alo
< 1B = Bilo, w + 18k = Bilo, w + 187 = Bulo, w
+ 2=zl w2 = 2l W+ 2R = 20l w
< Che* + Ch+ Ch*c + Che® + Cery, + Ce*lo — aplo,

Ce’llo = Gnll1, w + Cellg = dullr, w + CE2lo — onlo, w
Ce2lo = Gnlo, w + Ol — dnlo, w + Ol — dnlo, «

Ch + Ch*e + 2Che* + Cery, + 2Ce*|0 — anlo,

Csp + Ce2|o — Galo, w + Celd — o, w + Celd — Pulo, w-

AN+ +

+

De (4.27)) (4.29) (4.30]) et on pose

sn==(llo = anll, v+ 16— dnlh, o). (4.31)
Puisque s;, — 0 lorsque A — 0. Alors on obtient :
18 = Bulo, w+ 12— 2nl1, w £ C{sn + |0 — onlo, w} + Ch + Che, (4.32)
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Remarque 16 Si(y € HY(w)NHZ(w), alors on a de méme pour z et donc o, ¢ € (H*(w))?

et donc
lo — anlo, w+ ¢ — Chlo, w < Che + Ch + Ch*c + s, + C*lo — Thlo, w- (4.33)

Si € est suffisamment petit pour que Ce? < 1/2 (par exemple) on obtient (4.20)).
Alors :

lo — onlo, w £ Che + Ch+ Ch*e + s, +1/2|0 — onlo, w
lo — onlo. w < Che + Ch + Ch’e + sy,
lo — onlo, w +1¢ = Clo, w £ Che + Ch + Ch*e + s,
Donc 'estimation est une conséquence directe de (4.11)) et de .

|)\ — >\h| é C(h2 —|—€2h+ Th +5|0' - Uh|0, w)u

|0 — onlow + ¢ = Chliw £ Ch+ Ch’e + s,
Donc
lo — onlow < Ch+ Ch*e + sy,
alors
A= | £ C(R? +2h + 1y, + e(Ch + Ch’e + s1,)),
A= M| £ Ch? + Ce*h + Cry 4+ Che + Ch*e* + Cesy,

A= An| £ Ch® + Che + Cry, + Cesy,.

s°*

Par conséquent on a

lo = nll, w = Ch(lIC]la, w + [1Colls, )

et de méme pour || — ¢ull1, w. Dans ces conditions on obtient

Iral = Ceh, |sp| = Ceh

et donc on a

{l‘f — onlo, w + € = Cul1, w £ Ch + Ch, (4.34)

A= An| < CR? + Che.
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Conclusion

La méthode de Miyoshi est bien adaptée pour les équations de Marguerre-von Karman
parce que l'on obtient I’approximation du déplacement, de la fonction d’Airy et du tenseur
des contraintes (dérivées secondes de la fonction d’Airy). Mais on a va qu’il y a une difficulté
sérieuse, méme dans le cas linéaire, qui nous a conduit a supposer que f est un polynome
de degré 2. On a démontré la convergence de la méthode avec 'hypothese minimale de

régularité, de la solution dans H?(w).
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Résume

L'objectif de ce travail est l'étude de l'approximation numérique des solutions
non-triviales des équations de Marguerre-von Karman pour le flambage d'une coque
peu-profonde. On propose une méthode d' éléments finis mixte. On étend les résultats
obtenu par Kesavan [8] pour les équations de von Kdarman au les équations de
Marguerre-von Kdrmdn .

Mots clés:

Elasticité non linéaire, Théorie de coque peu-profonde, Méthode d'éléments finis
mixtes, Equations de Marguerre-von Karman.

Abstract

The aim of this work is to study the numerical approximation of non-trivial
solutions of the Marguerre-von Karman equations for the buckling for shallow shell.
We propose mixed finite element method. We extend the results obtained by Kesavan
[8] for the von Karman equations to the Marguerre-von Karman equations.

Key words:

Nonlinear elasticity, the shallow shell theory, Mixed finite element method,
Marguerre-von Karman equations.
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