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Notations

I’ensembles
N I’ensemble des nombres naturélle .
R I’ensemble des nombres réels .
R la ligne réelle étendue des nombres réels .
R? I'espace euclidien de dimension (d =1,2;3) .
S I'espace de second ordre sur les tenseurs symétriques on R? tell que (d = 1,2, 3).

Qf est un domaine de R4(d = 2, 3).
Of I'adhérence de QF.

It la fontiére de Qf supposée réguliére.

i =1,2,3) une partie mesurable de la frontiére I'* .
mesl'§ la mesure de Lebesgue(d — 1) dimenstionnelle de I'{.
[0,T] I'intervalle de tempe 7" > 0 .

L’operateure

et opérateur des déformations ou linéarisées petits i,e

EZ = €(UZ) s Eij = %(@uf -+ 81U§)

Div l'opérateur de divergence .

\Y% I’ opérateur gradient.

A I’ opérateur de Laplace .

~v:H — Hrp I’ opérateur de trace pour 'espace H .

Ok I'opérateur de dérivation partielle par rapport a la variable xy.
I I’édentiti de 1" opérateur en l'espace R3 .



Espaces fonctionnels

soit £ =1, 2.
C(Q) Pespace des fonctions réel continument différentiables sur QF.
D(Q) I’espace des fonctions réel indéfiniment différentiables et a support compact

continu dans QF.
D'(Q) I'espace des distribtions sur €.
H* espace L2(Q°)N.
H! I'espace H'(Q°)N.
H=(TY) I’espace de Sobolev d’ordre % sur T*.
Hye 'espace H=(I'")?.
H~=(I'Y) I'espace dual de Hz(T).
HE l'espace dual de Hpe = Hz (%)<,
H =Hi+H3
Ey = L*(QY) + L*(QY)
By = H'(QY) + H'(Q?)
H* lespace L2(Qf)dxd.
H I'espcae {0 € H/divo = (0,0,j) € H}.
v H* — Hf I’application trace puor les fonctions vectorielles.
Si HY est un espace de Hilbert réel et d € N*, on utilise les notations suivantes.
HY Vespace {x € (v;)/v; € H, i=1,N}.
Hxd espace {z € (z;;)/7y; = x; € H,i,j=1,N}.
() ) e le produit scalaire de H.
|- [ e la norme de H*.
H" I'espace dual de HY.
(-, Yo xme le produit de entre H” et H*.
L(H") 'espace des applications linéaires et continues de H* dans H*.
Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, k € N et 1 < p < 400, on note par.
C([o,T]; H) I'espace des fonctions continues de [0, 7] dans H*.
CY([0,T]; HY) I’espace des fonctions continument dérivables de [0,7] dans H*.

vi



Lr(0,T; HY) I'espace des fonctions f mesurables de [0, 7] dans H.
Wk»(0,T; HY) I’espace de Sobolev de paramétres k et p.

Si H! et H? sont deux espaces de Hilbert réels, on note par
L(H', H?) I’espace des applications linéaires et continues de H? dans H?2.

- || £ a2y la norme de £(H', H?)

D’autres symboles

v la normale unitaire soetante & I'.

Ve, vt les composante normale et tangentielle du champ vectoriel ¥¢ défini sur Q.
Pour une fonctions f, on note

f , f les dérivées premiére et seconde de f par rapport au temps.

oif la dérivée partielle de f par rapport & laiéme composante x;.

Vf le gradient de f.

e(f) la partie symétrique du gradient de f qui vaut %(Vf + VTF).

Divf la divergence de f.

af le sous différentiel (classique)de f.
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Introduction

La théorie mathématique de la mécanique du contact a fait impressionnante progrés ces
derniéres années. A présent, de nombreux résultats mathématiques et numériques traitant
de divers aspects de la théorie sont dispersés a travers un variété de revues savantes et
actes de conférence. Le principal intérét de cette théorie réside dans ce qui se passe sur les
frontiéres des domaines sous enquéte. En effet, les modéles sont sous la forme d’équations
variationnelles ou les inégalités avec des termes de limites non standard. Le temps est venu
de mettre ces résultats et les méthodes mathématiques sous-jacentes dans un format unifié
qui est plus accessible aux professionnels et aux études supérieures spécialisées étudiants.
Des mesures dans ce sens ont été accomplis récemment dans le monographies de Han et
Sofonea [13], et Shillor, Sofonea et Telega [26].

Les problémes de contact avec ou sans frottement entre corps déformables ou entre
deux corps viscoélastiques sont abondants en industrie et dans la vie de tous les jours. le
simple contact entre une roue de voiture et une route, le piston avec la chemise, du train
d’atterrissage avec le sol, ne sont que quelques exemples parmi bien d’autres.

Le contact entre corps déformables abonde dans l'industrie et tous les jours vie. En
raison de 'importance industrielle des processus physiques qui aura lieu lors d’un contact,
un effort considérable a été fait dans leur modélisation, ’analyse, 'analyse numeérique, et
des simulations numériques. Méme si on se restreint aux publications traitant uniquement
avec les processus impliqués dans collage ou dommages matériels, on trouve que 'ingénie-
rie et la littérature de calcul sur ces questions et de sujets connexes est vaste. Par ailleurs,
la littérature mathématique concernant ces sujets est en croissance rapide.

Le but de ce mémoire est de fournir une contribution dans I’étude de probléme de

contact bilatéral sans frottement avec adhésion pour les matériaux viscoélastiques avec
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endommagement.

Partout dans ce manuscrit le comportement du matériau est modélisé a 1’aide d’une
équation constitutive viscoélastique de Kelvin-Voigt, le contact est décrit a I'aide de com-
pliance normale ou bilatéral, avec adhésion et endommagement.

Chacun des problémes est étudié selon le formalisme général suivant, nous commen-
¢ons par décrire le probléme mécanique de départ, et, aprés avoir précisé les hypothéses
sur les données, nous présentons une formulation variationnelle du probléme mécanique
pour laquelle nous démontrons ’existence et I'unicité de la solution faible pour le modéle
considéré.

Outre les problémes cités ci-dessus, il y a d’autres phénomeénes réels et qui sont trés
importants tels que I'endommagemment du matériau et ’adhésion des corps. Le sujet
d’ endommagements est extrémement important dans 'ingénierie de conception, car il
affecte directement la durée de vie utile de la structure ou du composant concu. Il existe
une trés grande littérature d’ingénierie sur elle. Les modéles prenant en compte I’en uence
de les dommages internes de la matiére sur le processus de contact ont été étudiés ma-
thématiquement. Nouveaux modéles généraux pour les dommages ont été tirées dans |7,
8] de la principe de la puissance virtuelle. L’analyse mathématique de problémes unidi-
mensionnels peut étre trouvé dans [9]. Dans tous cette memoire I’ endommagement du
matériau est décrit par un endommagement la capacité. La fonction d’endommagement
o’ varie entre 0 et 1. Quand o = 1 il n’y a pas d’endommagement dans le matériau, quand
o’ = 0 le matériau est complétement endommagé, quand 0 < of < 1 'endommagement
est partiel. Les problémes de contact quasistatiques ont été investi dans [9,10].

Un autre phénomeéne sera considéré dans ce mémoire, ce phénomeéne a regu récemment
une trés grande attention dans la littérature mathématique. L’analyse des modéles de
contact avec adhésion est peut étre trouver dans [1,3,8,9,10,12,21,24].

Processus d’adhésion sont importants dans 'industrie ou les parties, habituellement
non métallique, sont collés ensemble. Récemment, les matériaux composites ont atteint
la proéminence, car ils sont trés forts et la lumiére, et par conséquent, d’une importance

considérable dans 'aviation, ’exploration de l’espace et dans le I'industrie automobile.
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Cependant les matériaux composites peuvent subir une délamination sous l'effet des ten-
sions, o les différentes couches se détachent et bougent réciproquement une par rapport a
I'autre. Pour modéliser le processus quand I'assemblage n’est pas permanent et le détache-
ment peut se produire, il est nécessaire d’ajouter le processus d’adhésion a la description
du contact.

nous devons décrire le contact adhésif entre les corps, quand une colle est ajoutée pour
maintenir la surface visages du mouvement relatif, a aussi récemment re¢u une attention
accrue dans le littérature mathématique. L’analyse des modéles de contact adhésif peut
étre trouvée dans [8, 14 , 13, 27, 16] et dans les monographies récemment [17, 18|. Analyse
des modéles pour adhésif de contact par. La nouveauté dans tous les documents ci-dessus
est l'introduction d’un de surface variable interne, le domaine de liaison, désigné dans
ce document par, il décrit dans cette memoire on introduit une variable interne d’état
$ définie sur 'y x (0,7") qui représente U'intensité d’adhésion sur la surface de contact,
telle que 0 < B < 1. Quand 5 = 1 l'adhésion est compléte et tous les liens sont actifs,
quand 3 = 0 tous les liens sont désactivés et il n’y a pas d’adhésion, quand 0 < 5 < 1
c’est le d’une adhésion partielle et mesure la fraction des liens.Nous renvoyons le lecteur
a I'étendue bibliographie sur le sujet dans 26, 17].

Ce mémoire est composé de deux chapitres et deux annex.

Dans le premier chapitre, le but est d’établir le modéle mathématique décrivant I’évolu-
tion deux corps déformable ayant une loi viscoélastique sous I'action des efforts extérieurs
, et rappele de quelque notation de base de la mécanique des milieux continus. on com-
mence par définir le cadre physique ,Contrainte et déformations, les lois de comportement
avec endommagment , les conditions aux limites et puis la formulation mécanique de
probléme a étudier.

Dans le second chapitre du mémoire nous considérons une version d’un modéle qua-
sistatique décrivantle contact bilatéral, sans frottement, avec adhésion entre deux corps
viscoélastiques non linéaires et endommagement.

Le probléme se formule par un systéme qui comporte une équation varitionnelle par

rapport au champ de déplacement, une inéquation variationnelle du type parabolique par



rapport au champ d’endommagement, une équation différentielle d’ordre un par rapport
au champ d’adhésion. On établit un résultat d’existence et d’unicité de la solution. La dé-
monstration est basée sur des arguments d’équations variationnelles, un résultat classique
concernant les inéquations paraboliques et des arguments de point fixe.

Finalement, ce mémoire se termine par une conclusion dont on résumé les principaux

résultats obtenus durant I’étude du probléme considéré .
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Historique générale de contact

La mécanique de contact modernes est vieille d’environ 130 ans. Il a commencé en 1882
avec le publication du fameux papier de Hertz sur les contacts des élastiques solides
, qui donne la solution pour le contact sans frottement entre deux corps ellipsoidales.
Cette probléme est venu de l'interférence optique entre les lentilles de verre. Plus loin
développements de la théorie de contact apparaissent seulement au début du 20éme siécle
en application aux chemins de fer, des réducteurs et des roulements a contact de roulement.
Les progrés réalisés dans la mécanique de contact a été associée a la suppression des
restrictions de la théorie de Hertz : élasticité linéaire, le contact sans frottement et petites
déformations. L’école russe de mécaniciens, a partir de Galin , et Muskhelishvili , apporté
une contribution importante a ce développement. Une synthése des analyses des solutions
et des approches pour des problémes de contact peuvent étre trouvées,

Depuis la solution analytique est réalisable seulement pour quelques géométries simples,
conditions aux limites et surtout pour les matériaux linéaires, il ne peut fournir rugueuse
approximations pour des problémes de contact industrielle complexes, qui comprennent
complexe géométries, la friction, 'usure, 'adhérence, grandes déformations et des maté-
riaux non linéaires. Des outils plus puissants sont nécessaires pour répondre & la demande
industrielle pour un rapide et précis solution de ces problémes.

Depuis 1965 (NASTRAN), la MEF est I'un des plus utilisable et efficace des outils
pour le traitement des problémes dans la mécanique des structures. Pour répondre a
la exigences de I'industrie, la communauté scientifique ont élaboré un rigoureux cadre
mathématique valable pour I'incorporation du contact dans la MEF, qui exigé des efforts
considérables de mathématiciens et mécaniciens. Tout d’abord, la probléme de frottement

Signorini (de contact unilatéral entre un corps déformable et une fondation rigide) a été

xii



traité, outre les approches développées ont été étendues le cas de contact avec frottement
unilatérale dans les petites et grandes déformations et enfin a bilateral ou le contact de
corps multiples. Dans le méme temps, la pratique du génie testé le régimes de solutions
et de nouvelles taches difficiles proposé. Le travail sur un précis et méthode fiable pour
traiter de grandes coulissant contact de frottement est toujours en cours.

L’histoire de contacts de calcul a commencé en 1933 avec les travaux de Signorini. 11
fut le premier qui a formulé la problématique générale de I’équilibre d’un linéaire corps
élastique en contact sans frottement avec une fondation rigide . La ouvres d’Fichera re-
présentent le premier traitement des questions de I'existence et unicité de la solution de
inéquations variationnelles résultant de la minimisation de fonctionnelles sur convexes
d’espaces de Banach, ce qui donne de sa rigoureuse analyse d’une classe de problémes de
Signorini . Variational inégalité est une nouvelle structure dans le domaine de la théorie de
I'optimisation ; de nouvelles approches sont nécessaire pour utiliser une telle formulation
pour les problémes pratiques de la physique et de la mécanique.

"Les inégalités dans la mécanique et la physique" par Duvaut et les Lions a été une
percée scientifique dans ce direction, les auteurs ont étudié la solution des problémes de
contact de frottement et contact de grande déformation. Parmi les contributions perti-
nentes début, nous pouvons énumérer Cocu , Panagiotopoulos et Rabier et Un cohérente
description de I’approche de l'inégalité variationnelle problémes de contact est donnée
dans le livre de Kikuchi et Oden , ou, entre autres résultats importants du existence et
I"unicité de la solution du probléme de Signorini est prouvée. La les questions de la stabi-
lité de la solution de contacts probléme ont été discutés par Klarbring , les exemples de
non-unicité ou la non-existence étaient démontré par Klarbring et par Martins . L’exis-
tence et les résultats d’unicité pour des problémes de contact dynamiques peuvent étre
trouvés dans Martins et Oden , Jarusek et Eck et d’autres.

Le probléme de contact sans frottement formulée comme une inéquation variationnelle
présente une type particulier de probléme de minimisation avec contraintes d’inégalité,
qui peut étre efficacement traitée de maniére standard (méthode de pénalité (PM), multi-

plicateur de Lagrange méthode (LMM), méthode lagrangienne augmentée (ALM)). Mal-
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heureusement, il n’y a pas principe de minimisation associé pour le contact de friction
probléme . Un tel probléme est compliqué et inhabituel pour théorie d’optimisation que
Iénergie du systéme (en fonction objective optimisation) dépend de I’état de frottement,
ce qui dépend & son tour le contact normale pression, qui dépend elle-méme sur les dépla-
cements, enfin I’énergie dépend de la solution du probléme, qui est inconnue. Comme il n’y
a pas d’énergie en douceur fonctionnelle associée au probléme du contact de frottement,
sa formulation et résolution présentent de véritables défis.

Ce n’est qu ’environ cent ans plus tard, en 1971, que Johnson, Kendall, et Roberts
trouveront une solution similaire pour le cas des contacts adhésifs.

L’hypothése d’une interface de contact priori connu du courant les résultats de 1’étape
de calcul dans une reformulation de I'inégalité variationnelle dans un probléme de 1’éga-
lité variationnelle avec une durée de contact spéciale; la forme de ce terme dépend de
la méthode choisie pour respecter les contraintes de contact. Parmi les méthodes bien
connues et largement utilisées, il ya des méthodes barriére et pénalités, LMM et leurs
combinaisons. Une autre branche de méthodes fait usage de différents techniques de pro-
grammation mathématique : application de la méthode simplex & problémes de contact,
la programmation quadratique paramétrique méthode . Indépendamment de ces deux
branches, il existe un groupe de méthodes directes, qui traite le probléme de contact indé-
pendamment de la probléme structurel. La méthode de flexibilité proposé par Francavilla
et Zienkiewicz et modifié et amélioré par Jean est rarement mentionné dans la littérature
scientifique sur le contact de calcul. A la pratique , cette méthode démontre une plus
grande robustesse et rapidité decomparaison avec les méthodes ordinaires si le nombre de
neuds en contact reste modérée. Mais il est non applicable pour les grands problémes de
contact et la parallélisation de la méthode est difficilement possible. Une liste compléte

des méthodes utilisées pour le numérique le traitement des problémes de contact .
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Chapitre 1

Formulation mathématique des
problémes aux limites

L’objet de cete premiér chapitre est d’établir le modéle mathématique décrivant I’évolution
deux corps déformable ayant une loi viscoélastique sous ’action des efforts extérieurs. Ceci
se traduit mathématiquement par ’établissement d’un systéme d’équations aux dérivées
partielles posées sur un domaine de R4(d = 2;3).

Ce systéme comprend la loi de comportement du matériau, I’équation du mouvement
entre deux corps ainsi que les conditions initiales et aux limites auxquelles il est soumis.

Ce chapitre est consacrée aux rappels de quelques notions de base de la mécanique
des milieux continus telles que le tenseur des contraintes, le tenseur des déformations
linéarisées et l'introduction des lois de comportement viscoélastiques. Il traite aussi les
conditions aux limites de contact sans frottement avec adhésion entre de deux corps
viscoélastiques.

La suite est reservée a la formulation des différents problémes aux limites qui vont

faire 'objet de cette mémoire.



FIGURE 1.1 — Cadre physique de probléme mécanique
1.1 Cadre physique de probléme mécanique

Dans cette section, nous allons introduire le cadre physique et les modéles mathéma-
tiques des problémes utilisés dans ce mémoire. Ensuite, nous indiquerons les formulations
mathématiques pour les problémes de contact avec adhésion et endommagement entre
deux corps viscoélastique.

Soit deux corps matérielles qui occupent les domaines bornées Q! et Q% de R?, (d =
2,3), avec les surfaces frontiéres réguliére I'Y, partitionnée en trois parties mesurables I'{,
% et TG, telles que mes 'Y > 0. Nous notons par ¢ la normale unitaire sortante a I'*. Les
corps sont encastré sur I'{ dans une structure fixe. Sur I'; agissent des tractions surfaciques
de densité f5 et dans agissent des forces volumiques de densité ff. Nous supposons que
£} et f5 varient trés lentement par rapport au temps et par conséquent le processus est
quasistatique. Soit 7' > 0 et soit [0, 7] I'intervalle de temps en question. Les corps sont en
contact sans frottement et adhésion avec un obstacle sur la partie I's.

Nous prenons en considération les propriétés mécaniques du corps. Notre objectif sera
d’étudier I’évolution de ces propriétés dans le temps, sous 'hypotheése des petites trans-
formations.

Nous utiliserons ce cadre physique dans le dexieme chapitre de ce mémoire.



1.2 Rappels de la mécanique des milieux continus

oL CONTACTEITR
o1,
ML
.
L =0

I

a5
CLBLL £ 0
any

FIGURE 1.2 — Contact entre deux solides d’eformables.

Dans cette partie, aprés quelques rappels de mécanique des milieux continus, en par-
tant de la modélisation du probléme physique, nous présentons le formalisme des lois de
comportement viscoélastiques. Ensuite, nous rappelons le systéme d’équations aux dé-
rivées partielles qui sera 'objet de notre étude. Pour compléter le modéle, on présente
quelques considérations physiques sur les conditions aux limites de contact sans frottement

avec adhésion.

1.2.1 Contrainte et déformations

On considére un corps déformable occupant un domaine borné Qf et Qf C R? (d =
2,3 et £ = 1,2), avec une surface frontiére réguliére et de Lipschitz continue I'¥. L’objet
du probléme, du point de vue mécanique est 1'étude dans un intervalle de temps [0, 7]
de I’évolution entre deux corps matériels due a l'application des forces extérieurs sur

I'intérieur deux corps et sur sa frontiéres et en adhésion avec endommagement.



Les inconnues du probléme sont le champ des déplacements u = (u',u?) tel que
ut: Q'x[0,T] — R%, et le champ des contraintes o = (ot 02) tel que o : Q% [0, T] — S¢,
S? + R%*? est I'espace des tenseurs symétriques du dexiéme ordre sur R? et le champ
endommagement o = (at,a?) tel que af : Q° x [0,T] — R et le champ d’adhésion
B:T3x[0,T] = R, et par e/ = e(u’) le tenseur de déformation linéariseé.

La loi fondamentale de la mécanique des milieux continus exprimant 1’équivalence

entre des efforts extérieurs et le torseur des accélérations pour un systéme quelconque,

conduit & I’équation du mouvemen
pit = Dive® + £, dans Q°x (0,7), (1.1.1)

Dans cette équation, p désigne la densité de masse, i est le champ des accélérations,
fo: 2x[0,T] — R? et le champ des densités des forces volumiques appliquées sur le corps
et qui sont des données du probléme, Div o¢ est la divergence du champ des contraintes.

Ces processus d’évolution modélisée par (1.1.1) s’appellent processus dynamiques, dans
certaines situations équation (1.1.1.) peut se simplifier, par exemple dans le cas on ¢ =
0, il s’agit d’un processus d’équilibre (processus statiques), ou bien dans le cas ou le

champ des vitesses 1’

, varie trés lentement par rapport au temps, c’est-a-dire que le
terme p‘ii’ = 0, peut étre negligé (processus quasistatiques). Dans ces deux cas I’équation

(1.1.1) devient :

Divet+ £, =0, dans Q°x(0,7), (1.1.2)

Dans la suite, on va considérer des matériaux élastiques et viscoélastiques dans le
cadre des petites transformations. Dans ce cas, on a besoin du champ des déformations

linéarisé &’ : Qf x [0,T] — S¢ défini par :
1
% (uy), 553' = 5(8juf + &-u?), dans Q° x (0,7). (1.1.3)

ot O représente I'opérateur de dérivation partielle par rapport a la variable zf. On
précise en outre qu'on adopte la convention de I'indice muet. Souvent, pour marquer la
dépendance du champ des déformations par rapport au champ des déplacements u, on va

le noter £°(u).



Les équalions précédentes sont insuffisantes a elles seules pour décrire les mouvements
des milieux continus, elles doivent étre complétées par d.autres relations caractérisant le
comportement de chaque matériau, ce sont les lois de comportement que nous décrivons

dans la section suivante.

1.2.2 Lois comportement avec endommagement

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le tenseur
des déformations et leurs dérivées. C’est toute série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser
pour établir une loi de comportement. Les expériences physiques pour les matériaux unidi-
mensionnels constituent le point de départ dans I’établissement des lois de comportement.
L’équation du mouvement (1.1.1) ou I’équation d’équilibre (1.1.2), chacune des deux équa-
tions équivaut & d relations scalaires, et du point de vue mathématique cette équation ne
suffit pas & modéliser le probléme d’équilibre du corps car, par exemple les d composantes
uf champ de déplacement ne gurent pas dans cette équation. Du point de vue physique,
chacune des équations (1.1.1) et (1.1.2) exprime une loi universelle valable pour tous
les matériaux. Si donc cette équation su¢ sait a déterminer tous les paramétres, cela
signifierait que, soumis & des conditions identiques, les divers milieux continus auraient
des comporte- ments identiques. Ceci est naturellement absurde. Donc chaque équation
(1.1.1) ou (1.1.2) est insuffisante, a elle seule, a décrire I’équilibre des corps matériels, elle
doit étre complétée par d’autres relations qui caractérisent le comportement de chaque
type de matériau et que I'on désigne sous le vocable général la loi de comportement qui est
une relation reliant le tenseur de contrainte, le tenseur de déformation et leurs dérivées.
On présente dans cette mémoire, la loi de comportement de matériaux viscoélastiques

avce endommagement.

(a) Lois de comportement des matériaux élastiques

La loi de comportement est de la forme

o' = Flef(uh).



ot F* est une application linéaire ou non linéaire. Cette loi peut modeler quelques pro-
priétés mises en évidence par les expériences de chargement monotone : linéarité de la
courbe

o' = o'(g) (suivant que F soit linéaire ou non), durcissement ou adoucissement de la
courbe o = a‘(g) (suivant que F* soit monotone ou non). Par contre, ni le fluage, ni la
relaxation ne peuvent étre décrits par la loi (1.1.4).

En élasticité linéaire o est une fonction linéaire de &%, c’est a dire o = £(c?), on

(0f; = Ep est un tenseur d’ordre quatre.

b) Lois de comportement des matériaux viscoélastiques.

La loi de comportement est de la forme
ol = Ale() + G4 (e(uh), (1.1.4)

Ot A? et G’ sont des fonction constitutives non linéaires. A’ repérateur de viscosité et G
désigne I'opérateur d’élasticité. Et pour un corps élastique lorsque A* = 0, la loi se réduit
a

o' =G (e(u),a) (1.1.5)

Nous rappelons qu’en viscoélasticité linéaire, le tenseur de contraintes o = (afj) est

donné par
(O’ij)z = aijklskl(ilz) + gijklekl(uz) (116)

Al = (afjkl) est le tenseur de viscosité et G¢ = (g;;x1) le tenseur d’élasticité, pour i, j, k, | =
1,---,d. Laloi de comportement (1.1.5) est une loi viscoélastique du type Kelvin-Voigt.

L’investigation des propriétés mécaniques des matériaux tels que les pates, les huiles
et les cires, a mis en évidence que certains phénomeénes, tels que le fluage et la relaxation,
ne peuvent étre décrits par les lois de comportement élastique. C’est pour cela que les
lois viscoélastique ont été introduites. Elles décrivent le comportement des matériaux
comme les métaux, les polyméres, les caoutchoucs et les roches. Nous envisageons ici des
matériaux qui ont des propriétés élastique, mais on méme temps, les essais monotone

indiquent que la courbe o = o*(e) dépend de , ¢ = £(11"). Ces sont les matériaux



viscoeélastiques. Parmis les lois viscoélastiques, nous citons la loi de viscoélastiques de

Kelvin-Voigt.

c) Loi de comportement viscoélastique avec endommagement.

Si nous prenons en considération l'effet de I'endommagement du matériau durant le
contact, nous arrivons a une généralisation de la loi (1.1.5) qui est la loi de comportement

viscoélastique avec endommagement ayant la forme

ol = Ale(0) + G'(e(u), ), dans Qfx (0,7). (1.1.7)

Notons que les valeurs de la fonction d’endommagement af sont comprises entre zéro
et un. Lorsque af = 1, il n'y a pas d’endommagement dans le matériau, quand af = 0,
le matériau est complétement endommagé, pour 0 < of < 1, il y a un endommagement
partiel et le systéme a une capacité de résistance réduite.

L’inclusion différentielle suivante sera utilisée pour décrire 1.évolution du champ d’en-

dommagement

af — k'Aa + 0pe(a’) 3 Se(uf), af) (1.1.8)

L’ensemble des fonctions d’endommagement admissibles K* défini par
K'={em©) /<<l dans QF (1.1.9)

k est un coefficient positif, dp e représente le sous-difféntielle de la fonction indicatrice
pe, est S une fonction constitutive donnée qui représente la source d’endommagement

dans le systéme.

1.2.3 Conditions aux limites de contact avec adhésion.

Comme I'* est partitionnée en trois parties mesurables et disjointes F{, Fé et I's, nous

donnons dans ce paragraphe les conditions aux limites sur chacune des trois parties.



La condition aux limites de déplacement.

Les corps sont encastré a la partie I'Y x (0,7), le champ des déplacements y est par
conséquent nul

u'=0, sur TYx(0,7) (1.1.12)
Les conditions aux limites de traction.

Une traction surfacique de densité f4 agit sur la partie I's x (0,7 , et par conséquent le

vecteur des contraintes de Cauchy o'V’ satisfait

o't = f5, sur  THx(0,7) (1.1.13)

Cette condition représente la condition aux limites de traction, sa signification consiste
en ce que le vecteur des contraintes de Cauchy o‘v* est imposé sur la partie T' de la fron-
tiere I'* la fonction f4 représente la densité des forces appliquées de surface et constituant
une donnée du probléme.

Si I'Y = 0 le probléme aux limites est un probléme de traction pure et si I'y = 0. le
probléme aux limites est un probléme de déplacement pur. Si les parties I'{ et '} sont
toutes les deux de mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle strictement positive, le

probléme considéré est un probléme mixte déplacement-traction.

Les conditions aux limites bilatéral de contact

dans (fig (1.3)) soit g, la diplacemment normal de contact
si g, > 0, les deux corps sont séparés
si g, = 0, les deux corps sont en contact
si g, = 0, les deux corps sont sépétration
Le contact dite bilatérale décrit la situation lorsque le contact entre le corps et la
fondation est maintenue en tout temps. Ca peut étre trouvé dans beaucoup de machines
et de piéces et composants de mécanique mobile équipement. Ensuite, il n’y a pas d’écart
Le terme «contacts bilatéraux» a ce sens tout au long de cette monographie. Ce-

pendant, dans la littérature de l'ingénierie «contact bilatéraly» des moyens parfois que
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FIGURE 1.3 — Etat d’écart, de contact et de pénétration du point y(x, t).

le systéme est restreint pour se déplacer entre deux obstacles ou les fondations. A titre
d’exemple, on peut considérer les vibrations d’un faisceau entre deux butées.
Le contact entre les deux corps est bilatéral si le contact est maintenu pendant le

mouvement. Cette propriété se traduit mathématiquement par
ob=0% | ul+ul=0 ,sur TG % (0,7) (1.1.14)
Condition aux limites de contact avec adhésion.

On considére deux corps déformable (voir .g 1) occupent les domaines bornées Q! et Q2
de R4(d = 2, 3), avec une surface frontiére 9Q° = T'* supposée assez réguliére, partitionnée
en trois parties mesurables disjointes deux & deux 'Y = Y U TS U T, TN F§ = (), pour
i # j. Soit v* la normale unitaire sortante a I'‘.

On va décrire les conditions aux limites de contact avec adhésion I's x (0,7"), on
introduit une variable interne d’état [ définie sur I's x (0,7') qui représente l'intensité
d’adhésion sur la surface de contact, telle que 0 < 5 < 1. Quand § = 1 'adhésion est
compléte et tous les liens sont actifs, quand 5 = 0 tous les liens sont désactivés et il n’y a
pas d’adhésion, quand 0 < § < 1, c’est le d’'une adhésion partielle et mesure la fraction

des liens(voir .g 1.4).
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FIGURE 1.4 — Variable interne 5 de mesure de I'adhésion.

On suppose que la contrainte normale satisfait

op =02, sur T3x(0,7). (1.1.15)

On suppose que la résistance au mouvement tangentiel entre deux corps est générée
par la colle en comparaison & ce que la traction tangentielle soit négligeable. Ainsi, elle

dépend seulement de 'intensité d’adhésion et du déplacement tangentiel.
—ol =0 =p,(3ul —u?) sur T3x(0,7). (1.1.16)

En particulier, on doit considérer le cas :

) (/ i Ly,
p-(3,7) :{ 57((5))2 Slsi HC,““ <> L(Z); (1.1.17)

(7l
Ot Ly est la longueur limite liée, et p, est une fonction de raideur tangentielle non

négative. Le processus est supposé étre gouverné par I’équation différentielle
B = Haa(B, R(Jul —v?|)) sur I's x (0,7), (1.1.18)

H,4 est une fonction générale qui s’annulle quand le premier de ses variables s’annulle.
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La fonction R : Ry — R est une troncature définie par

R(s) =

i 0<s<
{ sLblo_s_L (1.1.19)

sis>1"L

ou L > 0 est la longueur caractéristique des liens.

On donne quelques exemples de ce genre de fonctions

Had(ﬁgv T‘) = _A/vﬂ+r2'
ol v, est la constante de I’énergie de collage.

1.2.4 Formulation des problémes

L’évolution deux corps déformable sous I'action des efforts extérieurs est modelisée ma-
thématiquement par un systéme d’équations aux dérivées partielles conteant ’équation
de mouvmement (ou d’équlibre) des corps la les comportement du matériau ainsi que les
condition initiales et au limites auxquelles il est soumis. On considére dans les dexiéme
chapitre des matériaux avant des lois comportements viscoélastiques souis & des condition

aux limites de contact avec adhésion citées dans la paragraphe, dans le cas qusistatique.
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Probléme

Trouver le champ des déplacements u = (u', u?) tel que u’ : Q¢ x [0, T] — R%, et le champ
des contraintes o = (!, 0?) tel que a* : Qf x [0,T] — S?, et le champ endommagement
a = (al;a?) tel que af : Q° x [0, 7] — R et le champ d’adhésion 3 : '3 x [0, 7] — R telles

que :

ol = Ale(i’) + G'(e(u’), ), dans Q° x (0,7),
At — k' A + 0pge(at) 3 S¥(e(uh), o), dans Q° x (0,7),
Dive! + ff =0, dans Q° x (0,7,
u‘ =0, sur I'Y x (0,7),
o'vt = fL, sur I'y x (0,7),
ol=02, u +u=0, sur I's x (0,7,
— ol =02 =p,(B,ul —u?), sur I's x (0,7,
B = Hoa(B, Rl —2)), sur T x (0,7),
g_ij =0, sur ' x (0,7),
u‘(0) = uj a4 (0) = af, dans Q°,
B(0) = fo, sur I's.
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Chapitre 2

Probéme bilatéral de contact avec
adhésion et endommagement entre
deux corps viscoélastitque

Dans ce chapitre nous considérons une version d’un modéle quasistatique décrivant le
contact bilatéral, sans frottement, avec adhésion entre deux corps viscoélastiques non
linéaires et endommagement.

Le processus d’adhésion sur la surface commune de contact est modélisé par une surface
variable, le champ d’adhésion. L’endommagement causé par les déformations élastiques
du matériau est modélisé par une variable interne du corps appellée champ d’endomma-
gement, la contrainte tangentielle, due a I’adhésion est inclue.

Le probléme est formulé comme un systéme qui comporte une équation variationnelle
par rapport au champ de déplacement, une équation intégro différentielle pour le champ
d’adhésion et une inéquation variationnelle du type parabolique par rapport au champ
d’endommagement. Notre but est d’obtenir un résultat d’existence et d’unicité par la
construction des applications qui sont des contractions dans les espaces de Hilbert.

Cette section est divisée en trois paragraphes. Dans le premier paragraphe, nous com-
mencons par formuler le probléme mécanique, puis nous indiquons les hypothéses sur les
données. Ensuite, dans le deuxiéme paragraphe nous donnons la formulation variationnelle
du probléme mécanique.

Enfin, dans le troisiéme paragraphe, nous énongons et démontrons un théoréme d’exis-

tence et d'unicité de la solution faible relatif au probléme.
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La démonstration est réalisée en plusieurs étapes et s’appuie sur la théorie des opéra-
teurs fortement monotones suivie d’une version du théoréme de Cauchy-Lipschitz et des

arguments du point fixe.

2.1 Formulation du probléme mécanique-Hypothéses

Les particules matérielles des corps occupent les domaines bornées Q' et Q% de R%. Dans
la suite, nous employons un indice supérieur ¢ pour indiquer que la quantité est liée au
domaine Qf, ¢ = 1,2. Pour chaque domaine Q¢, nous supposons que sa frontiére I'* est
lipschitzienne continue, et divisée en trois parties disjointes mesurables I'{, T'5 et T'{ avec
mes(I'Y) > 0,

La normale unitaire extérieur a I' est noté par v* = (1)

Ces deux corps sont encastrés dans 'Y x (0,7, soumis & une densité de forces volu-
miques f¢ qui agissent sur Qf x (0,7), et des forces surfaciques de densité fs qui agissent
sur Ty x (0, 7). Les deux corps sont en contact avec adhésion le long de la partie commune
['} = I'2 qui sera noté 'y ci-dessous.

On note par u’ les vecteurs des déplacements, et par o le tenseur des contraintes,

et par ¢ = ¢(u’) le tenseur de déformation linéarisé. La loi de comportement pour un

matériau viscoélastique non linéaire et endommagement est de la forme
o(t)" = A'e(t’) + G (e(u’). o)

ou A et G sont des fonctions constitutives non linéaires. A représente 'opérateur de
viscosité et G désigne 'opérateur d’élasticité.
On note par u = (u',u?), o = (6',0?%), a = (a',a?) et, pour la simplicité¢ on note
aussi
e(v)= (e, ) e H x HE, el =e(v), e =c(v?), Vv=(HLv)eV,
Ae(¥)) = (AN (e(vh), A(e(¥))),  VY(',€%) € H,
G(e(v),a) = (G'(e(v!),a'), G%(e(v?),0?)), V(e e®) € H,¥(a',a®) € H'(Q).
On décrit maintenant les conditions sur la surface de contact I'3. On suppose que le

contact est bilatéral, i.e., il n’y’aura pas de séparation entre les corps pendant le processus.

14



Par conséquent

ub+u2=0 onlyx|[0,7] (2.1.1)
De plus
vi=—1* sur Iy, et o'vt=—a?? surlyx|[0,7].
Par conséquent
o, =02 et ol =—0?sur 'y x [0,7]. (2.1.2)

On suppose que la résistance au mouvement tangentiel est générée par la colle en
comparaison a ce que la traction tangentielle soit négligeable. Ainsi, elle dépend seulement

de l'intensité d’adhésion et du déplacement tangentiel

—ol =02 =p,(3,ul —u?) onl3x|[0;7]. (2.1.3)

Le processus est supposé étre gouverné par I’équation diférentielle

B = Ho(B, R(ju! — u2)). (2.1.4)
H,q est une fonction générale qui s’annulle quand son premier argument s’annulle,et la
fonction R
est une tracature Soit 3y les conditions initiales du champ de liaison, nous supposons
que le processus est quasistatique et ainsi nous négligeons le terme d’inertie dans les
équations du mouvement.
La formulation classique du probléme mécanique de contact bilatéral sans frottement

avec adhésion entre deux corps viscoélastiques correspondant est la suivante .
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Probléme P

Trouver le champ des déplacements u = (u', u?) tel que u’ : Q¢ x [0, T] — R?, et le champ
des contraintes o = (o', a?) tel que o’ : Qf x [0,7] — S? le champ d’endommagement

a = (al,a?) tel que o : QF x [0,7] — R et le champ d’adhésion 3 : I's x [0,7] — [0,1]

tels que

o) = Ale(’) + G'e(u’, ") dans Q° x (0,7), (2.1.5)
af — E'Aa’ + 0pge(at) 3 S¥e(u), o), dans Q° x (0,7) (2.1.6)
Dive? + £ =0 dans Q x (0,7), (2.1.7)
u’'=0 sur I'Y % (0,7), (2.1.8)
otvt =1} sur Ty x (0,7), (2.1.9)
o,=0’u,+u’=0 sur T'§ x (0,7), (2.1.10)
— ol =0? =p,(B,ul —u?) sur I's x (0,7, (2.1.11)
B = Haa(B3, R(|ul — u?])) sur I's x (0,7, (2.1.12)
fa’ _ 0 sur T x (0,7), (2.1.13)
ot

u‘(0) = uf), a*(0) = af dans Q°, (2.1.14)
£(0) = B sur I's. (2.1.15)

L’équation (2.1.5) représente la loi de comportement viscoélastique non linéaire avec
I’endommagement. L’évolution du champ d’endommagement est modelisée par I'inclusion
du type parabolique donnée par la relation (2.1.6) ou S* est la fonction source d’endom-
magement, supposé étre une fonction générale radher des souches et se nuire, et Jpx est
le sous-différentiel de la fonction indicatrice des fonctions d’endommagement admissibles
fixé K. L’équation (2.1.7) représente I’équation d’équilibre du mouvement , (2.1.8)-(2.1.9)
sont respectivement, des conditions aux limites de déplacement-traction. Les conditions
(2.1.10)-(2.1.12) représentent les conditions de contact avec adhésion est endommagement

sur la partie I's de la frontiére Q°. L’équation (2.1.13) représente une condition aux limites
¢
o

de Neumann homogéne ot 5 représente la dérivée normale de o.

vt

Dans (2.1.14) nous considérons les conditions initiales ot uf est le déplacement initial,
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et af le endommagement initial.

Finalement, la relation, (2.1.15) est la condition initiale, dans laquelle [, désigne
I’adhésion initiale.

Pour ’étude du probléme mécanique (2.1.5)-(2.1.15) on considére les hypothéses sui-
vantes

Nous supposons que l’opérateur de viscosité A®: Qf x ST — S? satisfait

((a) Il existe L > 0 tel que
|AY(x", &) — AY(x", &,)| < Laelé — &
V€ € €S pp. xl € Q)
(b) 1 existe m¥ > 0 tel que
(A(x", &) — A'(x,&,)) - (&1 — &) = myl&) — &) (2.1.16)
Ve, €, €84 PP x €
(c) L'application x — Af(x, &) est Lebesgue measurable sur ¢,
pour tout & € S%.
| (d) L'application x — A‘(x,0) € H’.

L’opérateur d’élasticité G* : Qf x R x S¢ — S¢ satisfait

((a) Il existe Lge > 0 tel que
|gZ(XZv€17O‘1) - gé(xlv£27a2)| < Lge(|£1 - €2| + |a1 - Oé2|).
VE, €, €S Var, a0 € R, p.p. xF € OF
(b) L'application x¢ — G*(x, &%) est (2.1.17)
Lebesgue measurable sur .
pour tout £ € S¢, a € R.
| (c) L'application x* — G*(x,0,0) € H"

La fonction de la source d’endommagement S* : QY x S x R — R satisfait

(a) 11 existe Mge > 0 tel que
’ SZ(Xéaghaﬁ) - Sé(xz7€27ag)’ < MS‘Z(‘él - 52’ + \a{ - aQD'
VEL €, €S Yoy, a0 €R,pp. xP € QF.
(b) Pour tout £ € S, a e R, x! — S4(x, &, ) est
Lebesgue measurable sur €2
(c) L'application x* — S%(x,0,0) € L?(Q2).

(2.1.18)

La fonction de contact tangentiel p, : I's x R — R satisfait

[ (a) Il existe L, > 0 tel que
|pI/(X7T1) - pu(xa T2)| < LV|T1 - T2|
r,mo €ERY, pp.x €y
(b) L'application x +— p,(x,7) est Lebesgue measurable sur I's
r € R?
[ (c) L'application x — p,(x,7) = 0 pour tout r <0

(2.1.19)
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La fonction de contact tangentiel p, : I's x R x R? — R? satisfait

(a) Il existe L, > 0 tel que
[P+ (%, B1,71) = pr(X, B, 12)| < Lo (81 — Ba| + |11 — 12)
Vﬁl, 62 eER, ry,r € Rd, pp. x €T

(b) L'application x — p,(x,3,7) est Lebesgue measurable sur I's (2.1.20)
VB eR,r € RY.

(c) L'application x — p,(x,0,0) € L>=(I'3)%.

(d) pr(x, B,7).v(x) =0, VreR?tel que r.v(x) =0, p.p. x € I'.

La fonction d’adhésion Hyq : I's x R x R x [0, L] — R satisfait

(a) Il existe Lyqq > 0 tel que
|Haa(x,b1,71) — Hag(X, ba,72)| < Lizaa(|by = ba| + [r1 — 12])
Wby, by € [0,1], 11,79 €[0,L], p.p. x € T3,

(b) L'application x — H,4(x,b, 1) est Lebesgue measurable sur I's,
vb, rel0,L],

(c) L'application (b,r) — H,q(x,b,r) est continu sur (2.1.21)
R xR x[0,L], p.p. x € T3,

(d) Haa(x,0,7) =0, Vre|0,L], pp.xe€Tls,

(e) Hua(x,b,7) >0, Vb<0, rel0,L], pp.x€T}y

et

Hu(x,b,7) <0 Vo>1, rel0, L], pp. x€eTls.

\

On note que si € L>®(I'3), z € L>®(T'3) et 7 : I's — R est une fonction mesurable,

alors les conditions (2.1.17) impliquent que
x — Hyg(z, B(x), z(x), Rr(x)) € L=(T3).
Et on suppose que les forces volumiges et la traction surfacique ont la régularité
fo € C(0,T;HY, fieC(0,T;L*(T%)Y), (2.1.22)

Finallement, les conditions initiales suivantes

ul eV, (2.1.23)
af € K, (2.1.24)
Bo € L>®(I'3) et 0 < By <1 p.p.xsur . (2.1.25)

Nous définissons la forme bilinéaire a : H*(Q%) x H'(Q) — R par
2
a(C,¢) = Zké/ V¢ Ve'da. (2.1.26)
=1 J
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La diffusion de la microfissure de confficients est vérifie
k> 0. (2.1.27)
Pour I'étude du probléme P, on définit le sous-espace fermé V de H; par :
V={v=w,iv) eV xV? v +v2=0o0nT3} (2.1.28)

Nous définissons I'application f = (f!,£?) : [0,7] — V par I'égalité

2
(£(t),v)y = Z((fé(t), v e + / fg(t).v‘da) (2.1.29)
=1 I
Vv = (v!,v?) € V,p.p.t € (0; T). Nous notons que, en utilisant (2.1.22), nous obtenons

la régularité suivante
feC,T;V). (2.1.30)
Soit j : L>(T's) x V x V — R la fonctionnelle

j(Bu,v) = / p-(8,ul —u?).(vl — v?)da. (2.1.31)
I's

Alors, la formulation variationnelle du probléme mécanique de contact bilatéral sans
frottement, avec adhésion est endomagemment entre deux corps viscoélastiques est la

suivante.
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2.2 Formulation variationnelle

En utilisant la formule de Green

(0%, e(v))ye + (Dive’,vh) e = / o'V’ vida,

on a

K4

/a‘és(vé)dx—i—/ Diva£~védx=/ o' vividrt
Qo 0

)
¢

2

La formule de Green pour £ =1

/a‘le(vl)dx—i—/ Dive' -
o1 ol

1.1
+ ov -
Tl

2

La formule de Green pour ¢ = 2

/025(V2)dx+/ Divo? -
02 02

+ a?.
F2

2

Iy

oVt vt + / oVt vidTt vt e V¢

£
r3

vidz :/ olvt - viar!
r}

vidr! —I—/ oot vidlt vl e vV
Fl

3

vidx :/ ov? - vidr?
ry

v2dI? + / o2? - viIr? wv? e v?
F2

3

vt € HY.

(2.1.1)

(2.2.2)

(2.2.3)

En combinantles relations précédentes et utilisant (2.1.3),(2.1.4),(2.1.5) on obtient

2 2 2
ole(vHdr — /fét vida = /f[t -vlda
Z/ s =3 [ 500 > [ 80
2

+Z/ o' -vida VYveV
=113
et, puisque
cvt vt = - vit ol = —p(Bul — w2Vt +olul,
et
ot v =02 V24 o2l = —p, (B, uZ — ud)v: — olv?,

20
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il vient

2
E / O'€I/£~V£da:/ —p, (B, ul —u2 )\ + olv)
=1 /1% I3
J 2\ 2 12
+/ _pT(/37u7' U,T)V — o0
I's

=~ [ po(B,ut— ub)(vt — v Ada+ ol — ol
I's

nous avons o, = o2 on trouve

/rf o't vida = —/F pr(B,ul —ul) (vl —v.?)da
3 3

Ainsi, la relation devient plus simplification

2 2 2
Z/ ole(vh)de = Z/ £(t) - vida + Z/ £5(t) - vida
=1 7 (=1 7 =1 /15 (2.2.5)

- / pe(Bk — ) (vE - v,2)da
s

~
Il N
-

D’apres (2.1.24) et (2.1.26) obtenons

e+ 3(B( Z (f(t) (2.2.6)

=1

[V

HMM

wie Vvt pp.te(0,T).
Enfin, soit of(t) € K¢ et pour tout ¢ € [0,7], de la définition (A.4.2) de pge(at) et
(2.1.6), on obtient
(@().6" = a’(t)) 20 — K (Al (t), € — (1))
>(S(e(u (1)), 0 (1)), £ — o' (1)) agan), €' € K
Pour £ =1
(a'(1),€" = a' ()12 — K (Aa' (1), €' = ' (1)
>(S(e(u (1), a1 (1)), €' — o} (1)) g2y, €' € K
Pour £ =2
(62(1), &% = a®(t))r2(2) — k*(Da?(1), &% — a?(1))
>(S(e(u?(t), (1)), € — @*(1))r2(@2), € € K
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En combinantles relations précédentes on obtient

(=1

SO (@), € — (1)) — SR(Dal(D), € — al(1))
=1

> (S(e(#), ' (1), & — a' (1)) 2gar), & € K

=1
En appliquant I'integrale par partie de la formule de Green avec (2.1.13) et (2.1.26),
on trouve

D (@(6),6" = (1)) 2oy + alalt),€ — alt))

=t (2.2.7)

[V

> (S'(e(’(t), a'(1),€" = a’(t) 2y, € € K

=1
De (2.1.5), (2.1.12), (2.1.14)-(2.1.15) (2.2.6) et (2.2.7), on obtient la formulation va-

riationnelle du probléme P.

Probléme PV

Trouver le champ de déplacement u = (u',u?) : [0,7] — V, a le champ de contrainte
o= (o',0%) :[0,T] — H,1le champ endommagement o = (a!,a?) : [0,T] — H'(Q)et le
champ d’adhésion 5 : [0,7] — L*°(I'3) tells que

o(t) = Ale(a(t)) + Gle(u'(t), ") pp.te (0,7), (2.2.8)

S (0 (1), (V) + J(B(E) ult), v) = (B, v)v, Vv EV, (2.2.9)

=t 27 (2.2.10)
> Z;(Sé(e(ué(t))vaz( ), & = af ()2 (ary, E €K
p.p.t €10,7]
B(t) = Haa(B(t), R(Jul(t) — w2(8)])), 0<B(t) <1 pp.tel0,T], (2.2.11)
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u(0) = (u'(0),u%(0)) = wp(up,ul), a(0)=a, B(0)= 7j. (2.2.12)

Nous remarquons que le probléme variationnel PV est formulée en termes de dépla-
cement, champ de contrainte, terrain de endommages et champ d’adhérence. L’existence
d’une solution unique de probléme PV est déclaré et prouvé dans la section suivante.

Notre résultat principal concernant le bien posé du probléme PV est la suivante.

Théoréme 2.2.1 Supposons que (2.1.16)-(2.1.21) détiennent. Alors il existe une solution

unique {u, 0, o, B} qui satisfait

ueCY0,T;V), (2.2.13)
o< L*(0,T;H), Dive € L*(0,T; H), (2.2.14)
a € WH(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H(Q)), (2.2.15)
B e Whe(0,T; L(T)). (2.2.16)

Un quadruplet {u, o, «, f} qui satisfait (2.2.2)- (2.2.5) est appelé solution faible pour
le probléeme P. Nous concluons que, dans les hypothéses énoncées , le probléme (2.1.5)-
(2.1.15) a une satisfaying unique solution (2.2.13)-(2.2.16). La preuve du théoréme 2.2.1
sera réalisée en plusieurs étapes et est basé sur les équations d’évolution de la théorie
avec des opérateurs monotones , un argument de point fixe et une existence classique et
résultat d’unicité pour les inégalités paraboliques cette fin, nous supposons dans la suite
que (2.1.12)-(2.1.22) tenir. Ci-dessous, C' désigne une constante positive générique qui
peut dépendre de Qf, T%, T%, T§, A% G p,, L et T, mais ne dépend pas de t et sur le
reste des données d’entrée, et dont la valeur peut changer d’un endroit a I’autre. En outre,
pour des raisons de simplicité, nous supress, dans ce qui suit, la dépendance explicite des
différentes fonctions sur x‘ € Qf UT*.

La démonstration du théoréme 2.2.1 sera fournie dans la section suivante.
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2.3 Existence et unicité de la solution
Lemme 2.3.1 Pour tout u € C(0,T;V), il existe une unique solution

By € WE(0,T; L=(T'5)

satisfait
Bu(t) = Haa(Bu(t), R(Jur(t) =w2(t)]),  p.p. t € (0,T), (2.3.1)
B4(0) = Bo. (2.3.2)
ainsi,
0 < Bu(t) <1 Vte[0,T)pour tout , p.p. sur Ts, (2.3.3)

et il existe une constante C' > 0, tel que, pour tout u; = (ub* u**) € C(0,T;V),
1B () = Buy (D) I72rs) < C/Ot [wi(s) — uz(s)[[ds,
Preuve. Nous considérons l'application H : [0,7] x L>®(I's) — L*>°(I'3) défini par
H(1,B) = HulB, R(L(t) — (1)), pp. £ € (0,T), V5 € L=(T)

Il est facile de vérifier que H est Lipschitz continue par rapport a la seconde variable
uniformément dans le temps, en outre, pour tout t € [0,t] et § € L>(T3).

L’application t — H(t, ) appartient a L>(0,7, L>°(I'3)). Ainsi, I'existence d’une
fonction de 3, unique es satisfait (2.3.1) - (2.3.2), suit a partir d’une version du théoréme
de Cauchy Lipschitz.

Enfin, la preuve de (2.3.3) est une conséquence des hypothéses (2.1.21) et (2.1.25),
voir [16] pour les détails.

Maintenant soit u; = (uj,u?),uy = (u,ud),u; € C(0,7,V),uy € C(0,T,V) et soit

t € [0, T]. Nous avons, pour i = 1,2

Pu;(t) = bo+ /0 Haa((Bu,(s), R(Juz'(s) — uZ(s)]))ds, i = 1,2
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on lorsque u; = (u', u*") et [, = 3; utiliser mantenant 2.1.21 et 1.1.19. Nous obtenons

151(2) — B2()] SC/Ot [[81(s) — B2(s) || ds

# [~ u6) - (i) - u)lds)
0
Ensuite, nous appliquons l'inégalité de Gronwall de déduire

| Bi(t) = Ba(t) |< C(/Ot(hﬁl(s) —u(s) = (u(s) — uP(s)|ds))

ce qui implique
| Bu(t) = Ba(t) < C/Ot(!un(s) —u(s)]* — [u*(s) — u*(s)|*ds))

L’intégration de la derniére inégalité plus I's et en gardant a 'esprit (B.1.12) nous

trouvons

181(t) = B2 () [72(ry) < C/O (Il (s) = u(s)I[5 + [[(w(s) — u*(s)[,)ds

Tenant compte de (B.1.13) nous déduisons

181() = Be(t) |72y < C/O [[ui(s) — wz(s)|[3-ds

Probléme QV

Trouver le champ de déplacement u = (u*,u?) : [0,7] — V, le champ de endamagement
a = (a',a?) : [0,T] — HY Q) et le champ de contraintes o = (o',0?) : [0,T] — H,
satisfaisant (2.2.8), (2.2.11) et

al(t) = Ale(i'(t)) + G'e(u’(t),a") p.p.t€(0,T), (2.34)

S0 (0,9 D+ T30, 0(0).v) = (0. V), 255
YweV, tel0,T],

u(0) = uy, a(0) = ay. (2.3.6)

Soit n = (n',n?) € C(0,T; H), et considérer le probléme variationnel suivant.
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Probléme QV,

Trouver le champ des déplacements u, = (u, u?) : [0, 7] — V, et le champ des contraintes

o, =(0,,07):[0,T] = H telle que

o(t) = Ale(ia, (1) +1'(1), (2.3.7)

éﬁ (), (V)Y + 5By (8), 0y (1), v) = (£(1), V)v, (2.3.8)
YwevV, te [0, T]v
. (2.3.9)

Pour résoudre le probléme QV, nous considérons 8 = (0',0%) € C(0,7;V) et nous

construisons le probléme intrmédiaire suivant.

Problem QV

Trouver le champ des déplacements u,y = (u,y,uly) : [0,7] — V, et le champ des

contraintes o9 = (o, o1y) : [0, T] = H tel que

oly(t) = Ale(ily(t) +1'(2), (2.3.10)

Sty (0)2(0) e + (60,0 = (0. )y )
YweV, telo,T],

u,0(0) = uy (2.3.12)

Lemme 2.3.2 [l existe une unique solution Wy, 0,9 de probleme PQ,, qui satisfait (2.2.13)-

(2.2.14).

Preuve. Par le théoréme de représentation de riesz nous pouvon définir I'opérateure

A:V — V par

(Au,v)y = (Ae(u),e(v))u,Vu,v € V (2.3.13)
(Ae(u),e(v))s = Y _(A'e(u’), e(v))pe, Vu', v € V* (2.3.14)
/=1
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En utilisant (B.1.1),(B.1.11) et( 2.1.16) on montre que Aest fortement monotone et de
Lipschitz.
En effet Vu,v,w € V

[(Au = Av,w)v || = [[(As(u) = As(v), w)a|l

=) _(A%e(u’) — A'e(v"), )l
=1
< D I(A%e(uf) = Ae(vE), )
=1

< DI (u) = A% (V) e lle (@) e
=1

<D Laelu’ = vl flve
=1

< Lafla =vlvlwlv Vu,v,eV.

d’ont A est lipschitzienne avec Ly = max(La1 + L 42)

De méme pour tout Yu,v € V on a
(Au— Av,u—v)y = (Ae(u) — A=(v), £(w) — £(v))y

= || (A'e(u’) — Ae(vh),e(u’) = (v))e

[V

> ) mille(u’) = (v e
d’aprés I'inégalité de Korn, il vient
2
(Au—Av,u—v)y > > mefu’ — vy
=1
= mfju—vlly

d’ott est A est fortement monotone avec m = min(my, ms)
Utilisation (2.1.16), il se ensuit que A est un opérateur Lipschitz fortement monotone,
donc A est inversible et A7! : V' — V est également un opérateur Lipschitz fortement

monotone.
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I1 suit qu’il existe une fonction unique v,g qui satisfait

v € C(0,T, V), (2.3.15)
Avyg(t) = hyp(t), (2.3.16)

avec h,g € C(0,T,V) est tells que
(hoo(t), v)v = (£(t), V) — (n(t), £(v))a, (0(t), V)v, Vv € V. (2.3.17)

Soit u,p : [0,7] — V est un fonction defini par il
t
Uy = / Vyeds + g,V € [0, 7] (2.3.18)
0

Il resulte de (2.3.18) ,(2.3.15) et (2.3.19) que u,y € C(0,T,V) considérez o,y définie
en (2.3.8) ,depuis n € C(0,T,V),u,y € C*(0,T,V) et apartir de la relation (2.1.16), en
déduit que o,y € C(0,7T, H),depuis Div o,9 = —fy € C(0,7, H), nous avoir de plus
amples 0,9 € C(0,T,H), ce ci conclut la partie de I'existence du lemme 2.3.3 =

Nous considérons maintenant 'opérateur A : L>(0,7; V) — L>°(0,T; V), donnée par
(AO(1),V)v = j(Bu,(t), up(t),v), VYveV, tel0,T], (2.3.19)
Nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.3.3 Pour chaque 6 € L*(0,T7;V) la fonction A9 : [0,T] — V appartient a
L>(0,T;V). En outre, il existe un élément unique 8* € L>(0,T; V') pour chaque A§* = 6*.

Preuve. Soit §; = (0;,67) € C(0,T,V), nous utilison la notation uly = u’ = (u*’, u),et
Bui = ; pour tout i=1,2.

Les égalités et inégalités ci-dessous sont valables pour tout v € V p.p, t € (0,7).
Utilisation (2.3.19), (2.1.30) et les propriétés de la fonction p,, on obttient

[AG1(8) = Aba(t), v)vl| < Cla (1) — w ()]l r2rgya + 1 (0 (8) — 0 (1) 2(ry)a
H1BLE) = Bl z2wa) (10 ] 2rgye + 107 z2(ra)
En outre, en gardant a l'esprit B.1.12 etB.1.13 nous pouvons écrire :
(A0 () = Abs(2), v)v || < C([181(E) = Ba(B)l L2ra)
+ [t () — w2 (@) lve + o () — w2 (@) ]lv2) ([0 [l + [[0*]lv2)

28



et former cette inégalité nous trouvons

(A6 (8) = AG> () [lv < CllA(E) = Ba(b)l] sy + [ (t) = wa(t)]lv). (2.3.20)

alors par le lemme 2.3.2, nous avons

(A8 (1) = A2 (D)} < ClJma(t) — wa()] + /0 [us(s) — uz(s)|[i-ds)

(A6 (t) — Aba (1))} < C/O [vi(s) = va(s)l[i-ds. (2.3.21)

En outre, a partir de (2.3.8) il se ensuit que
(As(vy) — Ae(va),e(vi — V) + (01 — O3, vi — vo)y =0 sur (0,7) (2.3.22)

ainsi

[vi(s) = va(s)lly < Cll(61(s) — Bu(s)lv, Vs € [0,T] (2.3.23)

Maintenant des inégalités (2.3.20) et (2.3.23), nous avons
1
(A6 (t) — Abx (1))} < C/O 1(61(s) = O2(s))II5, Vs € [0, 7]

Réitérant cette inégalité n fois rendements

er)"
n!

I(A"01(t) = A"02(t))[E0.mv) < 161 = O2E0,1v-

Nous concluons que, pour un nombre suffisamment grand n, 'aplication A™ de A est
une contraction dans 'espace de Banach C(0,7;V'). Par conséquent,il existe un unique

0* € C(0,T;V) telle que A"0* = 6* est, 8% est un point fixe de A. m

Lemme 2.3.4 [l existe une unique solution de probleme QV, satisfying u, € C'(0,T;V)
et o, € C(0,T;H1). Nous utilison la notation u' = (u',u*), et By = B; pour tout
i=1,2.

1A} (1) = AG*(t), v) || < C(I[ w'' (1) = u(t) [zary) +lu® (8) — w(B)[| 2 (e

+HBillawa) (10 | z2y)” + (10| 2
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Preuve. Soit 8° € C(0,7;V) est une point fixe de A, lemme (2.3.6) implique que
(g, 09«) € C(0,T;V) x C(0,T, Hy) est un unique solution de probleme QV,¢ pour
6 = 0" since A* = 6* et on les relations (2.3.19),(2.3.7), (2.3.8) est (2.3.9), est obtenie
(u,,0,) = (W, 0+) est un unique solution de QV,. L’unicité de solution est une
conciquonce de l'unicité de point fixe de 'opérateure A given en (2.3.19). m

Soit w € C(0,T; L*(€2)). Nous supposons que les hypothéses du théoréme 2.2.1 détenir

et nous considérons le probléme intermédiaire suivant pour le champ de endommagement

Probléme PV,

Trouver le champ de endommagement av, = (o}, a2) : [0, T] — H'() telle que a,(t) € K,

pour tout ¢t € [0,7] et

> z< 1), € — o)y VE€ K (2:3.24)
p.p.t€(0,7) -
a,(0) = ayp, (2.3.25)

Ol\lK:K1XKQ,

(A (t),§ — aw)r2() Z o) @

=1

et
2

(@(8),€ = aw(®)) 2@ = Y@ (1),€" — al(t)) 20

=1
Pour résoudre PV, nous rappelons le résultat standard suivant les inégatilés varia-

tionnelles paraboliques (voir par exemple [18] p. 124]) et notte Ey = L*(Q') x L*(Q?) et
Ey = HY(QY) x H'(Q2).

Lemme 2.3.5 Probléme PV, posséde une solution unique o, (t) telle que

a, € WH(0,T; Eog) N L*(0,T; Ey) (2.3.26)
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Preuve. L’application d’inclusion de <E1, |||z, ) dans (EO, ||| ) est continue et a image
dense. Notant par (E;) l'espace dual de E; et identifiant le dual de Ej avec lui-méme,

nous pouvons écrire le triplet de Gelfand
EyC Ey= (Eo)/ C (El)/, Ya € Ey C € E.

Nous utilisons la notation (-, -) g,y x (g, pour désigner le produit de dualité entre (E;)’

et (1), nous avons

(@, Oy xen = (@, (),

On sait que ’ensemble des endommagements admissibles K est un sous-ensemble non
vide, fermé et convexe dans F;. Ainsi, le champ d’endommagement initial oy € K.
Maintenant, en utilisant la définition (3.1.32) de la forme bilinéaire a, pour tout «, ¢ €

Ei,ona

a(p,§) = a(&, »),

et
a(p,§) < 3k|VeollulVE| a,

< cllellz iz

donc, a est continue et symétrique. Ainsi, pour tout ¢ € E;, nous avons

alp.€) < kI Vel
alors
alp, @) = (b + DlglE, > k(IVel + el )
et d’ou
a(p, ) = collelly, = cillollz,,  avecco=k+1etci =k

Nous remarquons que toutes les conditions du théoréme 1.5.19 sont vérifiées. Ce qui

conclut la preuve du lemme 2.3.5. =
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En conséquence des problemes QV, et PV, nous pouvons définir Uopérateur L :

C(0,T,V x L*(Q)) — C(0,T;V x L*(Q)) par

Limw)(t) = (£ m.w)(), Lm.w)(t)) €V x LX(9), (2.3.27)
(L (m,w)(1),v) = Z(gl(e(ug),ai),v))#, (2.3.28)
L2, w)(t) = (S (e(u,(1)), (1)), S*(e(w(1). ag(1))- (2.3.29)

Pour tout (n,w) € C(0,T;V x L?(Q2)). Alors nous devons
Lemme 2.3.6 Il existe un élément unique (n*,w*) € C(0,T;V x L*(Q)) tel que
L(n,w) = (n",w7)

Preuve. Soit (1;,w1), (ny,ws) € C(0,T,V x Ey). Soit t € [0,T] et utiliser la notation

u, =w;, 0, =V, =V, et a,, = ; pour i = 1,2.. Compte tenu de la relations (2.1.17),

i

(2.1.18) et (2.3.26), on en déduit que

124y 00) (8) = £y 00) (B)] v = anf al(1)) — G (e(ub(t)), ab(t)) e
< Z(He w{(1)) — (i)l + laf(t) - a5l

<Z(Ilu1 )~ (D)l + k(1) — ab(D)le ).

< (Hul( ) = w(t)lv + [len(t) — az(t)]|s,)
(2.3.30)

Maintenant, de (2.3.29) et (2.1.18), on obtient
1£2(ny, wi) () = £2(my,01)(D]lgy < () = wa(@)lly + flon(t) — az(t)llz,)-  (2.3.31)
Alors, depuis (2.3.30) et (2.3.31), on a

1£(m1, w1) = L0, wa)llvzzo) < (o — w2l + flon = aslr2(@)) (2.3.32)
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En outre, en utilisant (2.1.8), nous obtenons

(Ae(vy) — Ae(va),e(v1) — e(V2))n = 7 (Bug, U2, V1 — V2)

— J(Buy, a1, vi — va) 4+ (ny — My, e(vi) — e(ve))y pp- t € [0,7T).
Compte tenu (2.1.16) et (2.1.20), nous trouvons

IVi6) = V2@l < C (18, (8) = Bua®)2aqro
() = wa(®) + 2 (1) = ma(OII )

on utiliser lemme 2.3.2 on a

Ivi(t) = va (@)l < C(llm (1) = o)1 +/0 [ (s) — wa(s)|[i-ds)

< C(Im(t) = ()5 +/0 [vi(s) = va(s)I[(s))

Application Gronwall d’inégalité yields
[V1(t) = v2 ()15 < C(llm(8) — ma (B3,
depuis u;(0) = uy(0) on a
s () — wa(t)[lv < C/Ot [v1(t) = va(s) v (s)ds
De les deux inégalités précédentes, nous trouvons

i () —ua (@) ly < C/O 7, (8) = ma (1)l v ds

De (2.3.24) on en déduit que

(G — Ao, 00 — ) p2(0) + Al — ag, 00 — ) < (w1 — wWa, 1 — (2) 120,

(2.3.33)

(2.3.34)

(2.3.35)

(2.3.36)

(2.3.37)

p.p. t €[0,7T)

Intégration de l'inégalité par rapport au temps, en utilisant les conditions initiales

a1(0) = an(0) = oy est le ineguality a(a; — ag, a1 — a2) > 0 we find

1

ce qui implique que

sllen(t) = aa(®)ll7z ) < C/O (wi(s) — wa(s), aa(s) — aa(s)) L2 ds.

t t
llon (8) = a2 (t) 1720 < C/O lwi(s) — wa(s) | Z2 () ds +/O lan(s) = aa(s)|[72(q) s,
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Cette inégalité combiné avec 'inégalité de Gronwall conduit &
t
Jos(0) — axOlzy <€ [ fenls) — iz, w71 (2339)
0
En substituant (2.3.37) et (2.3.38) dans (2.3.32), nous obtenons

LG, wn)(t) = L(1, w2) (1) vz, < C/O (171, 1) (8) = (13, w2) () [V s

Reitérant cette inégalité m fois on trouve

t
1L£(n1,wi1) = L(N2,w2)|loqorv xEe) < C/ (11, w01)(8) = (M2, wa) (8) | Lo ((0,7):V x E20) A
0

qui implique que pour m suffisamment grand, un itéré A™ de A est une contraction dans
I'espace de Banach L>(0,T;V x Ey) tel que £!(n*,w*) = (n*,w*) est aussi 'unique point
fixede £ m

Maintenant, nous avons tous les ingredients pour résoudre QV .

Lemme 2.3.7 [l eziste une solution unique {u, o,a} de probléme QV satisfaisant (2.2.13)-

(2.2.16).

Preuve. Soit (n*,w*) € L*>*((0,7);V x Ej) est une point fixe de £ donnée par
(2.3.37), par lemme 2.3.5, nous conclisons que {u,,o,} = {wp,0,0-} € C(0,T,V) x
C(0,T,H;) est un unique solition de QV,. Depuis L(n*,w*) = (n*,w*) & partir des re-
lations (2.3.4),(2.3.5), (2.3.6) et le lemme 2.3.7 {u,o,a} = {u,g+, 0+, Qg+ } est un
unique solition de QV. La régularité de la solution suit du lemme 2.3.5 et lemme 2.3.6.
L’unicité de la solution conduit a partir de 'unicité de la fixe point de 'opérateur £ m

Théoréme 2.2.1 est maintenant une conséquence du lemme 2.3.2 et le lemme 2.3.7

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour prouver le théoréme 2.2.1.

Preuve de Dexistence. Soit (n*,w*) € C(0,T;V x Ej) étre le point de fixe L(-, ")

et dénoter
uﬁ = uf]*, ozﬁ = afﬁ, Bs = Byr, (2.3.39)
ol = Ale(al) + G'(e(ul) + o), (2.3.40)
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Nous prouvons que le {u,, o, 3.} satisfait (2.2.8)—(2.2.12) et les régularités (2.2.13)—
(2.2.16).

En effet, nous écrivons (2.3.8) pour n = n* et 'utilisation (2.3.39) pour trouve

2
D (A% (l), e(v))ue + 3 (Bay (1), (0, v) + (77 (8), v)v = (£(2), v)v (2.3.41)
=1

Vv € V, p.p. t € [0,T]. et nous écrivons (2.3.24) pour w = w* et 'utilisation (2.3.39)

on obtenir

D (6h(), € = al()) raae + aln(t), € — (b))
=t (2.3.42)

>3 (S (el alm). ¢ — al(t))

= 120’
pour tout £ € K, p.p. t € (0,7).

Les équalities £'(n*,w*) = n* et L%(n*,w*) = w* combiné avec (2.3.27)-(2.3.29) mon-
trer que

(), v)v = > _(Ge(ul),on,e(v))ze VW EV, pp.t € (0,T), (2.3.43)
=1

wi(t) = S (e(ul(®),al(t)), pp.te(0.T), £=1,2. (2.3.44)

Nous substituons maintenant (2.3.43) dans (2.3.41) on obtenir

> (Ae(@l)(t), (v + ;(gfs(ufi)@)va(t),WW (233.45)

2
=1
+3(0:(1), u.(t),v) = (£(t),v)y  ¥v eV pp. 1 €[0,T],

et nous substituons (2.3.44) dans (2.3.42) a avoir a,(t) € K et

D (E(1), € = L)) 12y + ala(t),€ — au(t))
=t (2.3.46)

> Y (S (eul®).alt). ¢~ allt) |,

=1
pour tout £ € K, p.p. t € (0,7).
et nous écrivons pour 7 = 1* et 'utilisation (2.3.39) pour trouver

Bu(t) = Haa(Be, R(Jw(8) —uZ (1)), (2.3.47)
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p.p. t €1[0,7].

Les relations (2.3.45), (2.3.46) et (2.3.47) nous permettent de conclure que (u., a., )
satisfait (2.2.8)—(2.2.11). Suivant, (2.2.12) et la régularité (2.2.13)-(2.2.16) suivez les lemmes
2.3.1, 2.3.3 et 2.3.5. Depuis u,, et a, satisfait (2.2.13) et (2.2.15), respectivement, il résulte
de (2.3.40) avec H = H' x H? tel que

o. € C(0,T,H). (2.3.48)

pour £ = 1,2, nous choisissons v = 11+ ¢ dans (2.3.45), avec ¢ = (¢!, ¢?), ¢* € D(Q)4

et ¢>~¢ =0, on obtine
Divel(t)= —fi(t) Vte[0,T], (=12,

ott D(Q) est I'espace infiniment différentiables fonctions réelles avec un support compact

Q. Nous utilisons (2.1.22) et (2.3.48) pour trouver
o, < C(O,T,H1).

Enfin, nous concluons que la solution faible {u,, o, o, 5.} PV a un probléme de la
régularité (2.2.13)—(2.2.16), qui conclut la partie de 'existence du théoréme 2.2.1. m

Preuve de 'unicité. L’unicité de la solution est une conséquence de I'unicité du
point fixe de opérateur A définie par (2.3.27)-(2.3.29)et les solutions unique de la pro-
blemes PV 7, PV 5, et PV ] =
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Annexe A

Elements d’analyse non-linéaire dans
les espaces de Hilbert

Afin de faciliter la lecture de cet ouvrage, il nous est paru utile de rappeler, dans cette
deniére chapitre de la mémoire, quelques éléments d’analyse fonctionnelle. Cet annexe est
divisé en deux parties.

Nous commencons de rappeler quelques éléments d’analyse non linéaire dans les es-
paces de Hilbert, et sur les opérateurs fortement monotones, et particuliérement des ré-
sultats d’existence et d’unicité concernant les inéquations variationnelles elliptiques, et a
la présentation du théoréme de Cauchy-Lipschitz.

La deuxiéme partie concerne les espaces fonctionnels. On y introduit les espaces de
distributions et les espaces de type Sobolev associés a 'opérateur déformation et a ’'opé-
rateur divergence, et on présente leurs principales propriétés, notamment les théorémes
de trace. Enfin, on passe en revue quelques propriétés fondamentales des espaces des fonc-
tions a valeurs vectorielles et quelques résultats fondamentaux d’analyse fonctionnelle.On
cite aussi dans cette partie quelques lemmes du type Gronwall qui sont utilisés tout le

long de ce travail et quelques théorémes que nous utilisons dans cette mémoire.

A.1 Elements d’analyse non-linéaire dans les espaces
de Hilbert.

Cette section comporte des rappels de quelques résultats d’analyse non linéaire utilisés

tout au long de cette mémoire. On précise que pour avoir plus de détails sur les rappels
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figurant dans cette section de consulter par exemple Brézis , Yosida et Sofonéa .

A.1.1 Rappels sur les espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (.,.)y un produit scalaire sur H c’est -a -dire (-, )y :
H x H — R est une application bilinéaire symétrique et définie positive.

On note par || - ||z l'application de H — R définie par

1
[allz = (u,u)z, (A.1.1)
et on rappelle que || - ||z est une norme sur H qui vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwartz
(w,v)g < ||ullg||v]g, Vu,veH. (A.1.2)

On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme définie par
(A.1.1).

Dans la suite, H désigne un espace de Hilbert réel muni de son produit scalaire ainsi
que de la norme associée notés respectivement par (-,-)y et || - ||z. On note aussi par
H' Tespace dual de H c’est & dire I'espace des fonctionnelles linéaires et continues sur H

muni de la norme

N, V)H xH
Inllyr = sup U0 (A13)
vervzoy  |[0llm
ou (v, *)mx g représente la dualité entre H' et H
a) Propriétés élémentaires
Théoréme A.1.1 (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet).
Etant donné nn € H’, il existe f € H unique tel que
(n, ) g = (f,v)m, Yve H. (A.1.2)
On a de plus
1l = [1f]la- (A.1.3)

Ce théoréme montre que toute forme linéaire continue sur H peut se représenter de
maniére unique a I'aide du produit scalaire. L’application 1 +— f est un isomorphisme

isométrique qui permet d’identifier H et son dual H'.
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b) Théoréme du point fixe

On va commencer par rappeler un résultat classique qui est le théoréme de point fixe
de Banach. Ce résultat intervient dans les démonstrations de bon nombre des résultats
d’existence et d’unicité étaablis dans les chapitres précédents

théoréme A.1.2 Soit (X,d) un espace métrique complet et soit F' : X — X une

application contractante, ¢’ést-a-dire qu’il existe un réel k vérifiant 0 < k < 1 tel que
d(F(Il), F(Ig)) < kd(l’l, IQ) Vxl, To € X (A14)

L’application F' admet alors un point fixe unique z € X ije F(x) =z

A.1.2 Opérateurs fortements monotones

Nous commencons ici par un bref rappel sur les opérateurs fortements monotones et de
Lipschitz. Pour cela, on considére un espace de Hilbert X munit du produit scalaire (-, )
et de la norme associée |-|y. Soit A : X — X un opérateur non linéaire.

Définition A.2.1 L’opérateur A est dit :

(1) monotone si

(Au— Av,u —v)y >0 Vu,v e X, (A.1.5)

(2) fortement monotone s’il existe m > 0 tel que
(Au— Av,u—v)x >mlu—vlx VYu,v € X; (A.1.6)
(3) de Lipschitz s'il existe M > 0 tel que

|Au — Av|y < M ju—wv

v Vu,veX. (A.1.7)

A.1.3 Théoréme du point fixe-Théoréme de Lax-Milgram

Théoréme A.3.1 ( Théoréme point fixe) Soit X un espace de Banach, A: X — X
un opérateur satisfait 1.5.9 (3) avec 0 < M < 1. L’opérateur A admet un point fixe unique
r € X, c’est-a-dire Az = = et nous appellons A un opérateur contractant.

Proposition A.3.1 Soit A : X — X un opérateur fortement monotone et de Lip-

schitz. Alors pour tout f € X il existe un élément unique v € X tel que Au = f.
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Le résultat précédent est un cas particulier du théoréme de Minty-Browder (voir par
exemple [6] p.88).

Définition A.3.1 Soit A : X — X’ un opérateur défini sur X. L’opérateur A est
dit :

(1) monotone si

(Au— Av,u —v) iy >0 Vu,ve X,

(2) hémicontinu si
Vu,v € X, Tapplication t — A (u+ tv) : R — X' est continue. (A.1.8)

Deéfinition A.3.2 Une forme bilinéaire a : X x X — R est continue s’il existe un réel
M > 0 tel que
la (u,v)| < M u|y |v]y Vu,veX. (A.1.9)

Définition A.3.3 Une forme bilinéaire a : X x X — R est dite coercive g’il existe
une constante m > 0 telle que

alu,u) >mluly  Yue X, (A.1.10)

Théoréme A.3.4 (Théoréme de Lax-Milgram) Soit X un espace de Hilbert, a :
X x X — R une forme bilinéaire continue et coercive. Soit [ : X — R une forme linéaire

continue. Alors, il existe une solution unique v € X qui satisfait
a(u,v) =1v) YveX. (A.1.11)

A.1.4 Sous différentiabilité

Nous considérons dans tout ce paragraphe que X est un espace de Hilbert et K un sous-
ensemble de 'espace X.

Définition A.4.1 On appelle fonction indicatrice de K, la fonction Wy définie par

0 si ue K,
Uk (u) —{ too i ug K. (1.1.12)
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Définition A.4.2 Soit une fonction j : X — R et u un élément de 'espace X tel que
Jj(u) # %oo. Le sous-différentiel de la fonction j en u, noté 95 (u) est 'ensemble défini
par

Aj(u)={u e X" |j)>7u)+ W, ,v—u) YveX}. (A.1.13)
Le crochet (-,-) désignant la dualité entre X’ et X.

Tout élément v’ de ’ensemble 07 (u) est appelé sous-gradient de la fonction j en u. La
fonction j est dite sous-différentiable en u si 9j (u) # (). Elle est dite sous-différentiable si
elle I'est en tout point v de 'espace X

Nous pouvons caractériser le sous-différentiel O j d’une fonction indicatrice ¥ d’un

ensemble convexe non vide

N (u)={v e X' |(v,v—u)<0 Yve K}. (A.1.14)

A.1.5 Equations et inéquations variationnelles d’évolution

Nous allons rappeler dans ce paragraphe deux résultats sur les équations d’évolution et
un résultat sur les inéquations variationnelles d’évolution.

Equation différentielle ordinaire

Théoréme A.5.1 (Cauchy-Lipschitz) Soit (X, |-| ) un espace de Banach réel et soit

F(t,): X — X un opérateur défini p.p.sur (0,7"), qui satisfait les propriétés suivantes :

il existe Ly > 0 tel que (A.1.15)
|F (t,x1) — F (t,22)|y < Lp|v1 — 22|y Vai,20 € X, p.pt € (0,T); o
il existe 1 <p <400 tel que F (-, x)e€ LP(0,T;X) Vo e X. (A.1.16)

Alors pour tout zy € X, il existe une fonction unique z € W7 (0,T; X) telle que
z(t)=F(t,x(t)) p.pte0,1), (A.1.17)
x (0) = zo.
Maintenant nous considérons V' et H deux espaces de Hilbert réels tels que ’application
d’inclusion de (V,|-|,,) dans (H,|-|,;) est continue et dense. Identifiant le dual de H avec
lui-méme, c’est-a-dire nous pouvons écrire le triplet de Gelfand V' € H C V'. Les notations

Il |1y et ()i représentent les normes sur V, V' et le produit de dualité entre V'

et V, respectivement.
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A.1.6 Equation aux dérivées partielles d’évolution
Théoréme A.6.1 Soit V, H satisfaisant les hypothéses décrites ci-dessus et soit A : V —
V' est un opérateur hémicontinu et monotone qui satisfait

ilexiste A\ >0eta €R  (Av,v)y .y > A|vfi +a Yo eV,

Je >0, |Av|, <c(v]y, +1) YweW

Alors, pour tout ug € H et f € L?(0,7; V"), il existe une fonction unique u qui satisfait
we L*(0,T;V)NC(0,T;H), weL*0,T;V'), (A.1.18)

{a(t)+ Au(t) = f(t) p.pte(0,T),

u (0) = wo. (A.1.19)

A.1.6 Inéquation variationnelle d’évolution

Inégalités variationnelles paraboliques

soit V et H deux espaces de Hilbert réels tels que 'application d’inclusion de (V/|-|)
dans (H,|-|,) est continue et dense. Identifiant le dual de H avec lui-méme, c’est-a-dire
nous pouvons écrire le triplet de Gelfand V' C H C V'. Les notations ||y, , ||y et (-, -)v/xv
représentent les normes sur V', V' et le produit de dualité entre V’ et V| note par f € H
par

(fivyviwv = (f,o)g YveV

Ce qui suit est un résultat normal pour les inégalités variationnelles paraboliques
Théoréme A.7.1S0it V C H C V'est un triplet de Gelfand, K est un sous-ensemble
fermé non vide et convexe de V', et soit a : V x V' — R est une forme bilinéaire symétrique

et continue qui satisfait
il existe ¢; > 0 et cg a(v,v) +colv]y > cr|v)y VoeV.
Alors, pour tout ug € K et f € L?(0,T; H), il existe une unique fonction u qui satisfait
we H (0, T; HYNL*(0,T;V), (A.1.20)

42



u(t)e K Vte0,7T],
u (0) = wo. (A.1.21)

Pour les démonstrations de ces trois théorémes on peut regarder dans [39].

A.1.7 Lemme de Gronwall

Nous rappelons ici le lemme du type Gronwall qui intervient dans de nombreux problémes
de contact, en particulier pour établir 'unicité de la solution.

Lemme B.8.1 Soient m,n € C (0,T;R) telles que m (t) > 0 et n () > 0 pour tout
t €10,7], a > 0 une constante et ¢ € C' (0,7;R)

(1) Si t t
¢@)ga+A7n@ms+A7u@¢@ms vt € [0,T],
alors
6 (1) < (a4jgtﬂl(s)ds>(ﬂq)(jgtn(s)ds> vt € [0,7].
(2) si
s <mva [ o6)ds e,
alors

t t
/ o (s)ds < eo‘t/ m(s)ds Vtel[0,T].
0 0
Dans le cas particulier a = 0, n = 1, la partie (1) de ce lemme devient.

Corollaire A.8.1 Soit m € C(0,7;R) telle que m () > 0 pour tout ¢ € [0,77]. Si
¢ € C(0,T;R) est une fonction telle que

mwgfm@@+l%@@ vt e 0,77,

alors, il existe ¢ > 0 tel que

o (1) §c/otm(s)ds Vt € [0,T].
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Annexe B

Espace fonctionnels

On introduit dans cette partie les espaces de type sobolev utilisés en mécanique de contact,
asavoir les espaces de Hilbert associés aux opérateurs divergence et déformation, ainsi que
les espaces de fonction avaleurs vectorielles. On présente en plus leurs principales proprié-
tés, notamment les théoréme de trace. On rappele aussi quelques espaces de fonction
définies sur un intervalle réel et a valeurs dans un espace de Hilbert. Pour plus de details
sur les espace de Sobolev et les espaces de distributions.

Espace de Hilbert associés aux opérateurs divergence et déformation. Nous désignons
par S 'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur RY(d = 2,3). Et ||.|| représentent

le produit scalaire et la norme Euclienne sur R? et S%, repectivement. Ainisi,

ut vl = bt Y = (vz,’ué)%, vut, v’ € R%.

i

o'l =oymy, T = ('3, Vel Tl e st

ici partout dans ce manuscrit nous utilisonts la convention de I'indice muet par ailleurs,
I'indice aprés une vigule dénote ladérivée par rapport & la composante crrespondante de
la variable spatiale z .

Dans toute la suite, QY C R? est un domaine borné avec une frontiére de Lipschitz
notée I'Y. Pour le champ de déplacements et le champ des contraintes nous utilisons les
espaces suivants

On va utiliser les notations
H' = {u’ = (u)/ul € L*(QY),i =1,N} = L*(QHV. (B.1.1)
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Ot le espace H’ sont défini par
H' =o' =(0),)) ol =0 € L*Q), ij=10N}=L*Q")"N. (B.1.2)

Les espaces H et H sont des espace Hilbert réels menus des produit scolaires canoniques

(', vy = / uvide Yu,v € H
Q

1) gt

(%, T) e :/ olrtdr, Vo' ' cH
ot

Les normes associées & ces produits scalaires seront notées respéctivement par || - ||

et | - e
Compte tenu de 'identification de L*(2°) & un sous-espace de distrubutions sur (2. Par
conséquant, les opérateurs déformation et divergence peuvent étre définis respéctivement
sur les H® et H’. Pour I'instant, on rappelle la définition de 'espace de sobolev H!(£2)

défini par
HY QY = {u’ € L*(QY) o' € L2(QY, i=1,N}. (B.1.3)

L’espace H'(QY) est un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire

(ué, V[)Hl(nl) = (u[, V)LQ(QE) + (@-u[, aiV[)L2(QZ) Vué, V[ € HI(Q[) (B14)
On notera la norme associée par ||.||g1qe). On note plue par Hj(QF) I'adhérence de

D(QF) dans H(Q). L'espace H((Q) est un espace férme de H! ().

B.1 Espace liés a I'opérateur déformation

Pour l'opérateur déformation défin par(1.1.9), il est naturel d’introduir I'espace
Hf = {u’ € H'/e(u") € H'} (B.1.5)
On considére sur HY le produit scalaire
(uz,vé)le = (u’, v e + (e(u?),e(v¥)ye WU, vi € HY (B.1.6)

et not la norme associée par ||-||z,. On obtientb ainsi que I'injection H¢ C H* et 'opérateur

déformation ¢ : Hf toH* sont des opérateurs continus.

45



Théoréme B.1.1 Muni du produit scalaire (-, -) HY I'espace HY est espace Hilbert réel.

On munit maintenant 1’espace produit H;(2)" du produit scalaire canonique et de la

norme associée respéctivement par (-, ) g1~ et || || g1oey~y. On a alors le résultat suivant

Théoréme B.1.2 On I'égalité algébrique Hf = HY{(Q)V et |- |22, |- |z~ sont les

normes équivalentes sur HY{

On suppose maintenant que dans toute la suite, la frontiére I'* de Q¢ est de classe C'!.

Compte tenu du théoréme précédent, toutes les propriétés de I'espace H'(Qf) peuvent étre

transportées sur 'espace H{ par passage aux espaces produit. Plus précisément, on a les

résultats suivants :

1.

C'(Q)N est dense dans H;.

. H{ C H avec injection compacte (Théoréme de Rellich).

Il existe une application linéaire et continue v : H; — L*(T') vérifiant 'égalité

yu=ur, Yue CYQN.

Lapplication v est appelée application trace. Elle est défine comme le prolongement
par densité de l'applicatin v — wr définie pour tout u € C*(Q)N. L’application
trace v : H; — L*(T")" n’est pas surjective. L’'image de H; par cette application

est notée par v. On a en outre :
Hr C L*(I)Y avec injection et continue.
Il existe une application linéaire continue z : Hp — H; vérifiant I’égalité
v(2(£)) =& V& € Hr. (B.1.7)

Le noyau de l'application trace est H}(Q)Y i.e H(Q)N = {u € Hy/yu = 0}.
Soit maintenant et soit I' = I'y ULy UT's, et I NI = @ pour 7 # j et V est 'espace
défini par

V={ue H/yu=0 pp surIl}. (B.1.8)
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Théoréme B.1.3 L’espace V est un sous-espace fermé de Hj.
Théoréme Inégalité de Korn. Soit mes(I'Y) > 0. Alors il existe une constane C' > 0

qui dépend de Qf et I'Y telle que
le()!lly, > Clllull gy Vut € V" (B.1.9)

En utilisant ce résultat, il vient.

Rémark B.1.1 Si mes(T%) > 0 alors u — ||e(u’)||5¢ est une norme sur le sous-espace
V* défini par(2.1.28), équvalent & la norme canonique ||- ||, -

Une preuve de cette inégalité peut étre trouvée dane [21]. Sur V¢ nous considéros le

produit scalaire par

(u, v ) e = (e(u’),e(v®)) e Vub 0t € VE (B.1.10)
et soit ||- ||y« la norme associée, ie
vl = [le(®) ||y V0 € V* (B.1.11)

Il résulte par I'inégalité de Korn, il vient qui || ||g, et |||l sont des normes équivan-
tentes sur V' et ainsi (V¥ |- ||) est un espace de Hilbert réel.. En outre, par le théoréme
de trace de Sobolev, il existe une constante C§j > 0 dépendant uniquement de Q¢ T'{ et
% telle que :

[0 lzaege < Chllfllve V' € V° (B.1.12)

et on note C§ une fourmi constante donnée par :
b = max {c}, 2} (B.1.13)

Par I'inégalit¢ de Korn que (V|- [|y¢) est un espace de Hilbert réel.

B.2 Espace liés a 'opérateur divergence

Comme dans le cas I'opérateur déformation, il est naturel d’introduire espace H{ lié a

I'oprateur divergenc et défini par
H = {0 e H') Divo € H} (B.1.14)
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sur lequel on considére le produit scalaire
(o, TZ>H1{ = (o, 7 + (Dive’, Divt e Vo', 1 e HL. (B.1.15)

On note la norme associée par |- ||l;.. On obtient ainsi que I'injection HE C HE et
I'opérateur divergenc.

Divo’ : H{ — H* sont des opérateurs continus.

Théorém B.2.1 Muni du produit scalaire (-, - )H’{ 'espace H{ est un espace de Hilbert
réel.

On peut prouver que l'espace
CHQO)YN = {o" = (0y)) o0y =05 € C'QT), i,j=T,N} (B.1.16)

est dense dans H'. De plus, pour tout o/ € C(Q)N*N on note par o‘v! le vecteur
de composantes (o;;v;), i = 1, N. Comme dans le cas de l'espace Hy, on peut définir
I'application trace pour I'espace H{ a I'aide de résultat suivant :

Théoréme B.2.2 [l existe une application linéaire, continue et surjective 5 : H; — HIQ

telle que
(7o, £>lexHr = /Ul/.fda (B.1.17)
r
Pour tout & € Hy et o € C'(Q)NY*. Pour tout ¢ € Hy, 'image jo € Hy est élément
de Hy vérifiant églité
(yo, 7u>lexHF = (o,e(u)y + (Divo,u)y  VH;. (B.1.18)
De plus, il existe une application linéaire et continue Z : HIQ — @ telle que
y(zZ(X) =% VX € Hf. (B.1.19)
Rappelons aussi la formule de Green ci-dessous :
(o, e(v")) e + (Dive®, v*) e :/ o'vuda VH! (B.1.20)
I3

On note par vf . et ’Uf . la composante normale et respectivement tangentielle de tout

champ vectoriel

R A
vl =0 vt =,

v + virt
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De meme, soit O’iz et Uf[ la composante normale et respectivement tangentielle de

tenseur des contraintes de Cauchy o‘v%. 1l vient : 0!, = (6'v%),¢, 0%, = (0°7%) ¢, Cest a

dire :

L oy

ol = (")t ot ¢ ¢

0= 0,0 — Oyl

B.3 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Soit H un espace de Hilbert. Soient £ € N et 1 < p < 400 et T > 0. On rappele
que WH*P(0,T; H) est l'espace des distributions vectorielles u € D’(0,T; H) telle que
Dju € L?(0T,; H) pour j = 0,k, D; désignant la dérivée d’ordre j au seus des distribu-

tions.

Si1<p<+4oo, WEP(0,T; H) est un espace de Banch réel pour la norme définic par
ka7 1
[wllwero,rm = (Z/O |Dju(zx)[Pdx)»
§=0

Vu € WHP(0,T; H)

En particulier, W*2(0,T; H) est un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire

définie par
k T
(0, Oz = 3 / (Dju(t), Div(t))ndt
0=; Y0
Yu,v € W0, T; H)

D’autre part, W*°(0,T; H) est un espace de Banch réel pour la norme définie par
k
[wllwroe o,y = ZSUP |Dju(t)|n
0= [0.7]

Vu € W5(0,T; H)

pour le cas particulier £ = 0, on remarque que
WO(0,T; H) = LP(0,T; H)

49



et on note alors la norme LP(0,T; H) par |- | ez pour tout 1 < p < +o00, on

définit aussi, pour k € N, I'espace C*(0,T; H) des fonctions u : [0, 7] — H telles que pour

tout 7 = 0,k les dérivées % existe et sont continue sur [0,7], on note, en particulier,

C%0,T; H) par C(0,T; H). L’espace C*(0,T; H) est un espace de Banch pour la norme

définie par
k

du
) = —(
lelloxoan = > max, 175 (Ol

Yu € C*(0,T; H)

En particulier, les normes sur les espaces C(0,T; H) et C*(0,T; H) sant données par

H) = t
et = mas. [u(t)ln

[ullerorm = ax lulg + mmax ||

Yu € C*(0,T; H)

On précise que le ponit au dessus d’une expression désgine la dérivée de cette expression

par rapport au temp, représentée la varibale ¢ € [0, T]

50



Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié I'existence et I'unicité de la solution de probléme mécanique
aux limites de bilatéral de contact avec adhésion et endommagement entre deux corps
viscoélastiques.

On a utilisé la formule de Green pour obtenir la formulation variationnelle de cet
probléme. Comme la frontiére des corps et les données des problémes ont des bonnes
régularitées ; donc, la solution du probléme mécanique et du probléme variationnelle est
la méme.

On a montré 'existence et 'unicité de la solution des problémes précédents par 1'utili-
sation des arguments suivants équation variationnelle dépendant du temps, équation varia-
tionnelle d’évolution, inéquation variationnelle d’évolution du type parabolique, équation

différentielle et point fixe.
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résumeé

L'objet de ce mémoire est I'étude de problemes de contact bilatéral sans

frottement avec adhésion, et endommagement entre deux corps viscoélastique
,ici nous considérons des lois comportement non linéaires pour des matériaux
viscoélastique dans le processus quasistatiques .pour ce probléme obtenons des
formulations variationnelles suivies des résultats d'existence et d'unicité des
solution faibles .
Mots clés: processus quasistatiques, le contact sans frottement,  bilatéral,
adhésion, matériaux viscoé€lastique avec endommagement ,opérateur monotone,
équation différentielle, Inégalités variationnelles paraboliques, point fixe,
solution faible.

AMS(2010):74M15,74F99,74G25,74R99.

abstract

The object of this thesis is the study of bilateral problems
without contact with frottemment adhesion and endommagemment
between two viscoelastic body, here we consider nonlinear
commportement laws of viscoelastic materials in the process
Quasistatic ,to get this problem formulations followed variational
results of existence and uniqueness of weak solution .

Keywords: quasistatic process, the contactless frottemment, bilateral,
accession, viscoelastic materials with damage, monotone operator
differential equation, parabolic variational inequalities, fixed point,
weak solution.
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