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NOTATIONS

» Vv = grad(v) = ( gxz > : Le gradient d’'un vecteur v.
Y
2
» D*v= V¥ = < gfv %’;U ) : La matrice Hessienne
wyV Oyl
2
» D?*w:D*n =Y We,z,Vz;z,; © Le produit scalaire dans R*.

1,7=1

1/2
» |v)g, = (ZQHDQUHO,Q,) )

*u  O%*u

> =, 7"

A 0x? + 0y?
» [v] =v-n" +ov,n".
) {'U} _ Vv_ + VU+ .

2

0%v

) % =nNn- (V2U)n .

ov
> Ha—nﬂ = (Vg + Vo) - n.

> Osca(f) = (Crer, WIS = frll2, )2



INTRODUCTION

Les origines de la méthode des éléments finis remontent aux années 1950 lorsque des
ingénieurs 1'utilisérent afin de simuler des problémes de mécanique des milieux continus
déformables [10]. Depuis, le champ d’applications s’est considérablement étendu et les
fondements théoriques de la méthode se sont amplement consolidés Il existe de nos jours
un nombre important de logiciels commerciaux et académiques qui utilisent la méthode
des éléments finis comme un outil de simulation robuste pour des problémes de mécanique
des milieux continus , de mécanique des fluides, de thermique, d’électromagné tisme ou
de finance, pour ne citer que quelques exemples. L'idée de la MEF [10][3][4][11] est de
décomposer (on dit discrétiser) le domaine €2 en un certain nombre de sous-domaines
(les éléments). Les éléments recouvriront 'intégralité du domaine et sans chevauchement
entre eux. De plus, on va chercher la fonction solution u comme étant interpolée par des
«bouts» de solutions définis sur chaque élément.

Le probléme étant interpolé sur les éléments, on se doute que le nombre d’éléments va
jouer sur la qualité de cette approximation de la solution. On se doute également que,
comme on résout un probléme comportant des dérivées, c’est plutot dans les endroits ol
la solution va varier vite qu’il sera nécessaire de «resserrer» le maillage.
L’approximation par MEF conformes de plusieurs probléme mathématique a été utilisée

par plusieurs chercheurs, mais I’éstimation d’erreur dans ces méthode est basé sur I'exis-
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tence est la contunuité de 'interpolé de la solution exacte, mais 'interpolé de la solution

n’est pas toujeur bien défini par exemple la solution en 2D de probléme,

u=0 surl

{—Au: f dans Q

O Q est un polygonal, est seulement dans 1'espace H' les éléments de cet espace en 2D

peut étre non bornées comme il montre I’exemple suivant :

Soit €2 la boule ouverte B(0,1/2),
u(x) = log|log |||

Alors u est dans H'(B(0,1/2)), mais u n’est pas bornée au voisinage de 0. Donc on ne puet
pas définir 'interpolé de Lagrange de cette fonction. Et dans ce cas, nous devons trouver
un autre dinterpolé pour le fonctions peu réguliere, Dans ce mémoire, nous allons étudier,
L’interpolé de Clément [6][13] et son importance dans l’estimation d’erreur a posteriori
[21[7].

Dans ce mémoire nous suivons le plan suivant : Dans le premier chapitre, nous rappelonns
quelque rappels sur les espace de Sobolov . Puis au deuxiéme chapitre, nous introduisons
la notion des élement fini de Lagrange et la définition de l'interpolé de Lagrange. Au
troisiéme chapitre nous donnons la définition et les propreités de l'interpolé de Clément.

En fin nous abordaons la définition et des exemples sur estimation d’erreur a posteriori.




CHAPITRE 1

ESPACES DE SOBOLEV H' ()

1.1 ESPACES DE SOBOLEV H'(Q), H™(Q)

On adoptera dans ce qui suit les notations suivantes :

Q) désignera un ouvert borné de R?, D'(Q2) I'espace des distributions définies sur
a=(a,as),a; e NJi=1,2
un multi-indice et on notera
D® =0105%, o] =1 + as.

Définition 1.1.1 On note H'(Q)) l’ensemble des éléments qui satisfont :

ou

2 . ou
we L)

€ L*(Q),i=1,2} (1.1)

Plus généralement on introduit les espaces suivants :
Définition 1.1.2 Pour m € N

H™(Q) ={uecD(Q);Dc L*(Q) |a|<m} (1.2)
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Alors pour m = 0 on a H(Q) = L*(Q) et pour m = 1 on retrouve I’espace introduit dans
la définition (1.1.1).
On munit H™(£2) du produit scalaire[9][5]

(U, ) = Z /QDQUD% dx. (1.3)

la|<m
La norme associé a ce produit scalaire
1/2
e = | 32 [ 1Dl (14)
laj<m 7 <

Proposition 1.1.3 /5]
i) Sim >m', H™(Q) est contenu, avec injection continue, dans H™ ().

i) H™(Q) munit du produit scalaire (1.3) est un espace de Hilbert.

Preuve. La partie (i) est évidente, car si m > m/,
[l < llullm g

Pour prouver la partie ii) Nous rappelons tous d’abord que les espaces LP se sont des
espaces complet (voir cours du troisiéme année), et pour démontrer (ii) il suffit de montrer
que H™(Q) est complet pour la norme |||, . Soit (u,) une suite de Cauchy dans H™(€2).

Alors

Up = u, in L?

D%, — w’, in L*

ensuite nous utilisons la définition de la dérivée faible, on trouve que D% = w’. m
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1.1.1 Densité et injections

Théoréme 1.1.4 [5] Pour d > 2, linjection de H'(Q) dans LP(Q) est continue pour tout

nombre réel p qui satisfait a la fois 1 < p < oo et p < pg, ou py vérifie pio = % — é et cette

injection est compacte pour tout p < py. Pour d > 1, linjection de H™(Q2) dans C™(£2) est

m—n

a -

continue pour tout n et m, tels que % <

Preuve. voit ([12]) =

Théoréme 1.1.5 Soit Q un ouvert borné de R? de frontiére Lipschitzienne et soit m et
k deux entiers satisfont k — m > 1. Alors il existe une constante C' tel que pour tout
u € H*(Q) nous avons :

1Dl (@) < Cllullko (1.5)

De plus, il existe une fonction de classe C™ égale presque partout a u dans l’espace L*(1).
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1.1.2 Théoréme de trace

Supposons que le domaine Q est suffisamment régulier (de classe C', par exemple), alors
on définit 'opérateur de trace vy par

o : HH(Q)NC(Q) — L2(0Q) N C°(00) 16)
1.6
u = y0(u) = ujo0

Théoréme 1.1.6 L’application linéaire vy définie par (1.6) se prolonge par continuité a
une application linéaire et continue de H'(Q) dans L*(0R), i.e., il existe une constant c
tel que :

ullz2a0) < ¢ [lullio, Vu € HY (). (1.7)

Preuve. Pour simplifier, nous démontrons le résultat pour le cas :
QO =R% = {(z,y) e R?,y > 0}

ov(z,y)
oy

fo(z, 0) = —2 / (e y) dy

En utilise I'inégalité 2ab < a® + b%, on obtient :

v(z,y)|”

o 0P < [ ot + |25 ay

Nous intégrons par rapport a x on obtient ainsi,

vllz200) < Cllv| 1@ (1.8)

1.1.3 L’espace H}(Q)

On définit Pespace H{(2) comme le noyau de 7y, i.e.,
Hy(Q) = {u € H(Q),u/p0 = 0}
Théoréme 1.1.7 D(Q) est dense dans Hy (), i.e., D(Q)H'Hl’Q = H}(Q).

Preuve. Voit ([5][1]) . =
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1.1.4 Equivalence des normes

Lemme 1.1.8 /5] (Poincaré). Soit Q un ouvert borné de R%. Alors, il existe une constante

strictement position C' ne dépendant que de §2 et telle que
Yo € Hy(Q), vl < C||Vvlz2. (1.9)

Preuve. Nous démontrons I'inégalité (1.9) pour les éléments de C§°(2). Soit a,b deux

réels tels que Q Cla, b[x]a, b[. Alors
u(z) = /a %dt.
Ju(z)[* < /1’1 ult, x2) |’
ot

/ V(W)L

—a)" 2|V (w)]|Z.

Donc,

dt

Ce qui implique que,

/Q ju(a)2d < C||V ().

Par argument de densité le résultat reste vrai pour les éléments de Hj(Q2). En effet, si

u € H}(Q) il existe u, € C5°(Q) telle que :

. 2 1 2 : 2
i = wlfey = fim [ o =l + in [ V(- 0P =0 (110

lim |un|2 /|u|2 et hm/|Vun|2 /|Vu|2
n—00

/Q ()P < OV (w22 = / jua) P < OV (1)

Ce qui implique,

Puisque,
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Lemme 1.1.9 (L’inégalité de Poincaré-Wirtinger)[10] soit Q2 un ouvert borné régulier
il existe un constante Cq ne dépendant que de ) telle que pour tout fonction f € HY(Q),

on a
/ = m(f)P < Cq / IV [2de (1.11)
Q [9]

ou m(f) est la moyenne de f sur €
Preuve. Voit ([4]) =

Théoréme 1.1.10 (Analogue du Théoréme de Bolzano-Weierstrass) De toute suite bor-

née dans H'(Q), on peut extraire une sous-suite qui converge faiblement dans H'(S2).

Remarque 1.1.11 SiQ est lipschitzien, (H(Q2))' est différent de H=1(Q) et ne s’identifie
pas & un sous-espace de D'(Q)). Exemple, lapplication v — fm vdo est dans (H*(Q)),
mais est nulle sur D(Q2), alors que ce n'est évidemment pas 'application nulle. On dit que
(HY())" n'est pas un espace de distributions. Par contre, si Q = R%, alors (H'(RY))" =
H=Y(RY).

Preuve. Voit ([12]) =




1.2. APPROXIMATION POLYNOMIALE CHAPITRE 1. L’ESPACE HM ()

1.2 APPROXIMATION DANS LES ESPACES DE SOBOLEV

Nous dans que cette section est basée essentielement sur la réfrence [4]
Dans cette section nous nous intéressons a la construction du polynéme analogue a celui
de Taylor (qui est défini pour des fonctions de classe C*), mais pour les fonctions qui

appartiennent a des espaces de Sobolev.

1.2.1 Polynome de Taylor et de Sobolev

Nous commencons par la définition du polynéme de Taylor. Soit u € C™ 1(RY).

Définition 1.2.1 [}/ Le polynome de Taylor d’ordre m évalué au point y est donné par

Tru(e) = 3~ D%uly)r — y)" (1.12)

lo|<m

telle que a = (a1, a0) € N2, 2 € R%, 2% = [, 2%, ol = [, ! et |a] = 327, oy

[

Définition 1.2.2 (Fonction de trancature) On appelle fonction de trancature toute fonc-

tions qui satisfait les proprieter
1. ¢ € C=(RN)
2. fRN pdr =1

L’exemple suivant montre 'existence de fonctions de troncature. Soit la fonction
e~ (WO=I=1M) g 2] < 1

p(z) =
0 silz[>1

c:/ pdzx.
RN

Alors la fonction ¢ = £ st une fonction de troncature.
c

et soit

10



1.2. APPROXIMATION POLYNOMIALE CHAPITRE 1. L’ESPACE HM ()

Définition 1.2.3 Soit w € H™ 1(Q),B CcC Q,m > 1. Le polynéme de Sobolev d’ordre

m €évalué au point x est donné par

@ (o) = [ Tyu(@)oly)dy
B
Proposition 1.2.4 pour tout « telle que |a| < m — 1

DT Mu(x) = T 11 Deu(z)  Vu € CloN(Q)

(1.13)

(1.14)

Dans cas générale, si lafonction u est dans I'espace soboleve, D®u est dan sens généralise.

Donc on défini le polyndéme de fonction

Définition 1.2.5 Soit u € H™1(Q),BCcC Q,m > 1
@"ula) = [ Tyutroiy
Proposition 1.2.6 pour tout « telle que |a| <m —1
D2Qru(z) = Q1 DSu(z)  Vu € C(Q)
Preuve. siu € C*(Q), alors
D2Q™u / DT u(x) () dy

— [ T e iDzu()o(a)dy
B
= Q" Dou(x).

1.2.2 Représentation d’erreur

Pour f € C™([0,1]), on a

Zk'f(k +m/ s — §)ds

soit uw € C™. Pour z € Q et y € B, on définit f(s) = u(y + s(x — y))

par des calcul direct on conclu que

= 3 S D%uly + s - ) — )"

|laf=k

(1.15)

(1.16)

(1.17)

11
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Définition 1.2.7 [}/ Le reste d’ordre m est défini par
R"u(x) = u(x) — Q"(z)
Proposition 1.2.8 Le reste R™u(x) satisfait :

R™u(x) =m Z / k(z,z)D%u(z)dz

laj=m

avec z =1 + s(y — 1), ko(z,2) = (5)(z — 2)%k(2, 2) et

al

|k(x,2)] < C <1 + v = x0|> |z —x|™"
p
Preuve. Pour z = x + s(y — ), en utilise le changement de variable,
dsdy = s "dsdz

Soit A ={(z,s):s€(0,1],[(1/s)(z —x) + x — xo| < p}
On note
(2,5) € A: _lezal <s
|x—x0\+p
alors

(x—y)*=s""(x—2)%sl|al=m

a partir de (1.13) et (1.17) on obtient

Donc,

R™u(x) =m Z /0 iDo‘u(Z)(:c —2)

|a|=m

X [/O oz + (1/8)(z — x)xalz,8)s " ds]dz
=m ko(x, 2)D%u(2) dz,
Si on prend

k(x,z) = /0 o(x + (1/5)(z — x)xa(z,8)s " 'ds

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

12
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et
ko(z,2) = (1/a!)(x — 2)%(x, 2).

Il reste de montré l'estimation (1.20) pour k(z, z)

Soit t = |z — x|/(Jx — xo| + p). Alors
a2 =1 [ e 0ot + (1/5)(z = )~ s
/ |p(z + (1/8)(2 — x))|s " ds (d’aprés(1.21))

< [¢llz= B)_|1
< (1/n)[[¢ll Loyt

= (1/n)[|@|(B)(p + |z — z0])" |z — 2"
<Cp"(p+ |z —xo))"|z — 2"

1
=C(1+ ;\x —xo|)"|z —x|™"

13



1.2. APPROXIMATION POLYNOMIALE CHAPITRE 1. L’ESPACE HM ()

1.2.3 Le potentiel de Riesz

Lemme 1.2.9 Soit f € LP(2), m > n/p.
Alors,
/ |2 — | 7" F(2)|dz < Cod™ || flle Vo € Q (1.24)
Q

cette inégalité est ausst valable pour p =1 st m > n.

Preuve.
1. Supposons d’abord que 1 < p < oo et m > n/p.
/ 2 — 2 F(2) |z < ( / & — 2| £ gy (Linegalité de Holder's)
Q Q

d
< C(/ ptmEEn=Lg)a) £l oy (utilise Les coordonnées polaires)
0
=C (d(—n+m)q+n))1/q||f||Lp(Q)

=C dm—(n/p)”fHLp(Q)

2. au cas ou p =1 and m > n. Donc,
|l < e = 2 ol
n
Proposition 1.2.10 Soit u € W (£2)
|R™ul| L) < CA™ " |ulwmq), (1.25)

oul<p<ooetm>n/p, oup=1etm>n.

14
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1.2.4 Lemme de Deny-Lions

Notation : Pour tout entier £ > 0, P, est I'espace des polynomes de degré total inférieur
ou égal a k. Pour tout entier m, puisque Q est borné, P, C H™(2) et on peut définir

I'espace quotient H™(2)/Px, qui est un espace de Hilbert pour la norme quotient

£l zrm @y, = nf [|f + pllmgo (1.26)
pEP

Lemme 1.2.11 (Deny-Lions) On suppose que ) est lipshitzien et connexe. Pour tout

entier k > 0, il existe une constante C' telle que
Yu € Hk+1(Q)/Pk, ||U||Hk+1(Q)/Pk S C|’U‘k+17g (127)

Preuve.

1. La premiére des choses est de se débarrasser de la norme quotient dans (1.26).
Pour cela, il suffit de construire un repésentant cenvenable de la classe de v. Soit
II l'opérateur de projection orthpgonale sur P}, pour la norme de L?*(f2) : pour tout

v e LY (N), Tv € Py, est défini par
/(Hv —v)qdx = 0,Yq € Py. (1.28)
Q

C’est un systéme linéaire carré dont la dimension est celle de Py. I1 admet une

solution unique, ITv. De plus, ITv vérifie [I(ITv) = I1v et ||Iv||o.Alors
lollzerioy e, < llv = Mollkrre = (o =Tl g + [oli 0" (1.29)
Comme II(v — ITv) = 0, il suffit de montrer qu'il existe une contante D telle que
Vo € H*(Q), telle que v = 0, [[v]|k0 < Dlv[i 0, (1.30)

et on aura (1.2.11) avec C' = (1 + D?)¥/2.

15
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2. On démontre (1) par 'absurde. si (1) est faux, on peut costruire une suite v,, de
H*1 telle que

lm |v,lkr1.0 =0 ¢t ||vg]ro =1 (1.31)
—00

n
Comme v,, est bornnée dans H*"1(2), grace a une extention du Théoréme (1.1.4),
on peut extraire de v, une sous-suite, encore notée v,, qui converge faiblement
dans H*"(Q) (en fait le théoréme (1.1.4) est valable pour des espaces de Banach

réflexifs) : il existe v dans H*1(Q) telle que

lim v, = v faiblement dans H"*™(Q). (1.32)

n—aoo

Mais Ilv, = 0, i.e. fQ vgdx = Opour tout pdans Pp. Donc, en passant a la limite
faible dans cette égalité, on a fQ vgdz = 0 pour tout ¢ dans Py, ce qui veut dire que
[Ty = 0.
D’autre part

lim 0!, dans L*(Q). (1.33)

n—so00
Mais 0¥ *1v,, converge faiblement vers 9**v dans L?(€2). L’unicité de la limite entrine
que 9%y = 0. Alors (grace a un résultat difficile), ceci entraine que v € P;. Donc
[Tv = v, et comme IIv = 0, ceci entraine v = 0.

Enfin, comme l'injection de H**(Q) dans H*(Q) est compacte (ce qui est une
extension facile de Théoréme (1.1.1)), quitte & extraire une sous-suite, v,, converge

vers v = 0 dans H*(2). Ceci contredit le fait que ||v,|[x0 = 1.

remarques sur les hypothéses : Lacontradiction ne s’obtient qu’a la fin, quand on
sesert de la compacité de l'injection. Si on n’a pas cette compacité, on ne peut rien
conclure. Cette injection est fausse si {2 n’est pas borné et 1’énocé du théoréme est faux
dans ce cas car aucun polynéme de Pj, n’apartient a L*(€2).

La connexité de Q de permet de conclure que si 9**'v = 0 alors v € Pj. Si  n’est pas
connexe, les polydome ne sont pas les mémes dans chaque composante connexe de €2 et

I’énoncé du théoeéme est faux. m
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1.2. APPROXIMATION POLYNOMIALE CHAPITRE 1. L’ESPACE HM ()

1.2.5 Lemme de Bramble-Hilbert

Lemme 1.2.12 (Bramble-Hilbert)
v = Q™vlwr) < C d" Molwpy  k=0,1,..,m (1.34)

Ou d = diam(£2).

Preuve.

1. On supose diam (2) = 1. Alors pour tout u € C™(Q) N W,*(£2),0on a

‘U - QmU’Wé“(Q) < C’U|W5n(g) Vk = 0, 1, ...... ,m (135)
Pour k =m, |[u — Q™ulwx ) = [ulws @)-
Pour £ =0,
lu = Q" ullLr (@) = [[R™ul[Lr (@)
<m Y / Ko (2, 2) Du(2)dz| o
|a|=m 0
<L+ 1/p" 30| [l ol Do (e
|a)|=m Q
< ulwme
Pour 0 < k < m,
lu— Q" ulwy o) = R ulwy o)
< (D IR™ Dl (o) /P
la|=k
<C (Z |Dau|wgn—k(9))1/p
la|=k
< C |U|W£n(Q). (136)

2. Pour un domaine général (), define

Q={i=(1/dz ;zeQ}
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1.2. APPROXIMATION POLYNOMIALE CHAPITRE 1. L’ESPACE HM ()

Soit u € W™(Q) et @ € W™(Q2) ot 4(2) = u(di)
Par un changement des variables, nous avons

Soit Q™ (&) = vaib(x) = Q™u(dz) Alors

[ = Q" g0y < Clithwyq (1.37)

_ C dm_n/p|u|W;”(Q)
D’autre part

|7f4 - Qmﬁng(fz) = \ﬁ - Qmulwg(()) (1.38)

= d"Pu — Q" ulwe (@)
D’aprés (1.37) et (1.38), on obtient

lu — Qmu\wf(ﬂ) <C dm_k’U‘WZ’;ﬂ(Q) VO<k<m

18



CHAPITRE 2

ELEMENTS FINIS EN 2D

2.1 INTRODICTION

Dans ce chapitre, nous allons rappeler certains concepts de la méthode des éléments finis
en 2D [8][10] et d’étudier les éléments finis de Lagrange, et donner la définition et les
proprietés de l'interpolé de Lagrange [8| et son importance dans l'estimation d’erreur
pour la méthode des éléments finis.

Ce chapitre est organisé comme suit. On donne d’abord une définition générale d’un
élément fini de Lagrange. On présente ensuite les exemples classiques des éléments finis
de Lagrange. On donne la définition de maillages régulier. En fin on définit 'intepolé de

Lagrange et 'estimation d’erreur.
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2.2. ELEMENTS DE LAGRANGE CHAPITRE 2. ELEMENTS FINIS EN 2D

Définition 2.1.1 Un élément fini est la donnée d’un triplet (T, P, f]) tel que :

» 71 est une partie compacte, connexe, d’interieur non vide de R2.

> P un espace vectoriel de fonctions définies sur T.

>3 est un ensemble de ny formes linéaires (61, ...,6n,) agissant sur les fonctions de P

telle que lapplication :
p— (01(p), ....&nf(ﬁ))
soit un isomorphisme.

Les formes lincaires (61, ....0n,) sont appelées degrés de liberté locauz.

2.2 ELEMENT FINI DE LAGRANGE EN 2D

A

Définition 2.2.1 Soit (T, P, ﬁ]) un élément fini. S’il existe une famille de points (a1, ..., Gn, )
de T tel que pour tout p € P, 6i(p) = p(a;i),1 < i < ny,, on dit que (T, P, 2) est un

élément fini de Lagrange. Les points (a1, ..., G, ) sont appelés neeuds de T.

2.2.1 L’espace polynomial P,

En deux dimensions d’espace, on pose
Py = {p:R* = R;p(z,y) = a + Bz +y; (a, f,7) € R’} (2.1)

P, est un espace vectoriel de dimension 3.
Le résultat suivant joue un roéle clé dans la construction de 1’élément fini de Lagrange Py

en dimension 2.

Proposition 2.2.2 Un polynéme p € Py est déterminé de maniére univoque par la valeur
qu’tl prend en trois points non-alignés. De plus, sa restriction a un segment non réduit a
un point est déterminée de maniére univoque par la valeur qu’il prend aux deuz extrémités

de ce segment.
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2.2. ELEMENTS DE LAGRANGE CHAPITRE 2. ELEMENTS FINIS EN 2D

Nous allons maintenant identifier une base naturelle de I’espace V;! en procédant comme
dans le cas unidimensionnel. Soit S un sommet intérieur du maillage. Notons wg l’ensemble
des mailles dont S est un sommet. Pour 7" € wg, notons Az s la coordonnée barycentrique

de T associée au sommet S et posons

Ars(z,y) si(z,y) € T pour T € wg
0 si non

(2.2)

Le support de le graphe d’une fonction ¢g sont illustrés sur la figure Fig. Sur cet exemple,
le support de ¢g est constitué de 6 triangles. Par construction, ¢, vaut 1 au sommet
intérieur S et s’annule sur tous les autres sommets du maillage. De plus, la restriction
d’un polynéme de P; & une face séparant deux triangles adjacents étant déterminée de
maniére univoque par la valeur que prend ce polynéme aux deux extrémités de cette face,

il est clair que ¢, € C°(Q). Par ailleurs, Soit K* un triangle fixé de R?, que 1’on suppose

non-dégénéré (c’est-a-dire que ses trois sommets ne sont pas alignés). Notons {a}, a3, a}}

ses sommets. De la proposition 2.2.2, il existe une unique fonction A} € [P; telle que
Ni(a) =1, N(@) =0,  Af(a}) =0.

De méme, il existe une unique fonction A5 € P; telle que
Ay(ay) =0, Ay(a3) =1, Ay(a3) =0,

et une unique fonction A\; € P; telle que
N(@) =0, M) =0, Al =1

Définition 2.2.3 Les fonctions {\j, A5, A5} s’appellent les coordonnées barycentriques du

triangle K*.

Voici quelques propriétés essentielles des coordonnées barycentriques, touts de vérification

relativement immédiate :

21



2.2. ELEMENTS DE LAGRANGE CHAPITRE 2. ELEMENTS FINIS EN 2D

T =21 + A5z + 323
Y =AY + A3y + Asys

1 =X7+ N+ Aj

e pour tout z* € K* et pour tout i € {1,2,3},0 < A\f(2*) < 1;

1
e en notant G* le barycentre de K*, on a A\f(G*) = 3 pour tout ¢ € {1,2,3},

FIGURE 2.1 — Une fonction de base P;
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2.2. ELEMENTS DE LAGRANGE CHAPITRE 2. ELEMENTS FINIS EN 2D

2.2.2 L’espace polynomial P,

Pour le cas d’éléments Py les noeuds du maillage seront les sommets des triangles et les

milieux des cotés des arétes (voir figure 2.2). Les fonctions de forme 6;, i = 1, ...., ce sont

FIGURE 2.2 — Un élément P,.

les restrictions des fonctions de base ; dans un élément triangulaire et elles sont définies

localement selon la technique de Lagrange :

0.(X;) = 6i;,%,i,j =1, ..., N. (2.3)
0; =X\i(2\; — 1), pour i =1,2,3 (2.4)
B, =4\ N, (2.5)
B —4Xo)s, (2.6)
O =4A3)\;. (2.7)
et
VO, = (4\; — 1)V, pouri=1,2,3 (2.8)
VO, =4(MV A2 + V) (2.9)
VO5 = 4(AaV A3 + A3V ) (2.10)
Vil = 4(A3V A1 + AV 3) (2.11)

2.2.3 L’espace polynomial P

(k+ 1)(k +2)

Un polynome de degré k a deux variables a coefficients.

Soit I'espace polynomial P, des polynomes en les variables coefficients réels et de degré
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2.2. ELEMENTS DE LAGRANGE CHAPITRE 2. ELEMENTS FINIS EN 2D

global inférieur ou égal & k. On pose

Pe={p(z,y) = Y o'y ;a; €R}. (2.12)

0<i+j<k
Proposition 2.2.4 Soit K le simpleze unitaire de R?. Posons P= Py pour k > 1. Consi-
dérons l'ensemble des noeuds (a;)i1<i<n, de coordonnées (%,%) avec 0 < iy,i9 < k et

11 +1i9 < k. Notons S = {61,....0n,} les formes linéares sur Py, donnée par 6;(p) = p(a;).

Alors, (l?, 16, i]) est un élément fini de lagrange de degré k
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2.3. MAILLAGES CHAPITRE 2. ELEMENTS FINIS EN 2D

2.3 MAILLAGES

Définition 2.3.1 Un maillage ou triangulation est un recouvrement du polygone 2 par

des triangles. En notant {K, ..., K.} ces triangles, on a donc

i=1
On dit que la triangulation est admissible si pour tout @ # j, 'ensemble K; N K; est soit
vide, soit réduit a un point qui est un sommet a la fois de K; et de K;, soit égal a un

segment qui est une aréte a la fois de K; et de Kj.

Par la suite, les triangles K; sont appelés mailles et les arétes des triangles sont appelées
faces.
Pour tout 1 < i < N, nous notons h; le diamétre de la maille K; (défini comme la plus

grande des longueurs des arétes de K;) et nous posons

h = max h;
1<i<N.

Ce paramétre caractérise la finesse globale du maillage.
Nous notons {s; 1, S; 2,53} les trois sommets de la maille K;. En regroupant tous ces
sommets, nous obtenons un ensemble de points de cardinal noté N, et dont les éléments,

appelés sommets du maillage, sont numérotés sous la forme {sy, ..., sy, }.
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2.3. MAILLAGES CHAPITRE 2. ELEMENTS FINIS EN 2D

2.3.1 Maillages réguliers

Dans la suite, 7 désigne le triangle de référence définit par :
T={(z,y) eR:z >0,y >0,z +y <1} (2.13)
Les transformations affines générant le maillage s’expriment sous la forme

VT €T, Fr(i)=Ari+br, 2eT. (2.14)

Définition 2.3.2 Une famille de maillages Ty, est réguliere s’il existe une constante o

telle que
h
VR VNT €Ty, op = — <0y (2.15)
Pr
Lemme 2.3.3 Supposons (2.14). On a
T hr —1 hy
det(A = —, A S -, A S —. 2.16
| det(Ar)] 7] [ Az o Azl e (2.16)

Preuve.

|T|:/dx:/|detAT|d;e: |detAT|/df::|detAT||T|
T T T

T
]detAT| = ‘A|

T

On utilise la norme matricielle subordonnée a la norme euclidienne

|4l = sup ia
x
on pose & = i — &y et ||#]| = ps (ps le rayon de boule inscrite dans 7))
Ar(Zy — 2
g = sup AT 2]
T=pp P
|Ardy + br — ArZy — by |
= sup
E=pp P
Fr(z,) — Fr(x
— sup [Fr (1) — Fr(@)|
T=pp P

1

= — sup |21 — 22|
T T=pj

< chy
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2.3. MAILLAGES CHAPITRE 2. ELEMENTS FINIS EN 2D

—1
Az =
[l

IAZ| = sup
On pose x = x1 — x9 et ||z|| = pr (pr le rayon de boule inscrite dans T')
_ Ail T1 — T2
”ATlH = sup || T ( )H

T=pT PT
|A7_~1$2 + bT — A;IZL‘l — bT”

:sup|

T=pT Pr
F — F
_ up 1Frm) = Frl)]
T=pT Pr

1
— = sup [l — s

T z=pr
1
< hp—.
Pr
h 1
On a de (2.3.2) o7 = —- < 0y, alors — < o0
pr pr  hr
Donc, on obtien
IAZ| < chz!
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2.4. INTERPOLATION CHAPITRE 2. ELEMENTS FINIS EN 2D

2.4 INTERPOLATION

2.4.1 Interpolé de Lagrange

Nous introduisons 'opérateur d’interpolation
Ns,1
T CUQ) S v > w(S)ps € V3 (2.17)
i=1

v est Punique fonction de V;! prenant la méme valeur que la fonction v en tous les
sommets intérieurs. Notre objectif est maintenant d’estimer la précision de l'opérateur
d’interpolation 7;!. Plus précisément, nous souhaitons obtenir des bornes supérieures pour

les quantités [v — 71 (V) |7

Théoréme 2.4.1 Soit (T, P,N') un élément fini. Alors il existe une constant c telle que :

VT,Yv € HX(T) |v— 1 (0)|lmr < e h ™oy, 0<m <2 (2.18)

Preuve.

v =75 (V)| < |0 — Q0|1 + Q% — 75 (V) [,

< |v = Q%lmr +1Q% — 7, (V) lm1

< |v = Q*|pmr + |7 (Q*0 — V) |mr  (ThH(Q*) = Q%v et 7, est linéaire)
< v = Q*lmr + €| Q%0 — vl r
<chZ™ular ( Daprés 1.2.12)
]
Théoréme 2.4.2 Soit (T, P,N) un élément fini. Alors il existe une constant c telle que :
1. P* cC P.
2. N C (C?).
Alors

VT,Vv € HTYT) v — 78 ()|mr < ¢ B olir, 0<m<I1+1 (2.19)
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2.5. INEGALITES INVERSES CHAPITRE 2. ELEMENTS FINIS EN 2D

2.5 INEGALITES INVERSES

Lemme 2.5.1 (Inégalité inverse) VI' € Ty, Vv € P¥(T) il existe une constante C' indé-

pendante de hr tel que
[ollo.r

) <C
Jolhr < € 250

(2.20)

Preuve. Pour simplifier supposons que hy < h < 1.

On passe au triangle de référence T défini par

A

T :={z = (z1,75) € R* tel que z; > 0,29 >0, et z; + x5 < 1}.

Nous avons pour chaque triangle 7' € 75, du maillage, il exist A7 matrice 2 x 2 et by € R?
tels que T' = Fr(T}) oit Fr est Papplication affine définie par Fr(#) = Ap(2) + br.

Soit v € P¥(T), et on pose ©(2) = (v o F)(&), on utilise le fait que en dimension finie les
normes sont équivalentes, on déduit que [|9]|, 4 < Cy [|0]]g 7-

D’autre part on a
ofir = / V,oPde < / |AZ 1?30 *|det(Ar)|dz  ( puisque Vo = A7l V;0)
T T

= || A7 *|det(Ar)[[0f; 7 < Cll A7 [IPdet(Ar)| [[B]IF -

_ _ . _ P
< CIIAZ P ollor < Chelllvllgy  puisque [|A7M| < ﬁ
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2.5. INEGALITES INVERSES CHAPITRE 2. ELEMENTS FINIS EN 2D

Lemme 2.5.2 (Inégalité de trace discréte) VI' € Ty, e € OT et Vv € P*(T) il existe une

constante C' indépendante de h tel que

ov

elll5-1I5e < C IVelgr (2.21)

Preuve. Nous passons au triangle de référence T'. On utilise le fait que les normes sont

équivalente en dimension finie donc on
100/0n]loe < [[Vadllo4

On a d’une part

100/0nll5 ;= lel|dv/on|3,
d’autre part on a ! :

| Ar||?

HV@@H(%,TA = Tdet(Ar)]

IVavllgr ~ [IVavllr-

h
lsi le maillage 7y, est régulier, i.e., Jog, tel que VT € Tp, L <o
PT
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CHAPITRE 3

INTERPOLE DE CLEMENT

3.1 INTRODUCTION

IL est bien connu que pour définir I'intérpolé de Lagrange d’une fonction, celle ci doit
étre au moins une fonction continue [9][5]. Donc dans le cas uni-dimentionnel on peut
définir L’intérpolé d'une fonctions de H'. Mais dans le cas bi-dimensionnel les fonctions
de l’espace H' ne sont pas nécessairement continue, danc I'interpolé de Lagrange dans ce
cas est pas défini. Alors dans ce chapitre on défini 'interpolé de Clément, et nous donnons

I’estimation d’erreur d’interpolation .
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3.2. NOTATIONS ET DEFINITIONS CHAPITRE 3. INTERPOLE DE CLEMENT

3.2 NOTATIONS ET DEFINITIONS

Soit © un domaine polygonal de R%. Soit (73), une fonction famille réguliére de 2. On
note A, 'ensemble des noeuds du maillage. Pour chaque triangle 7' du maillage, on note

N(T) I’ensemble de ses sommets. De plus, pour tout noeud x € N}, du maillage, on note

wo= |J T (3.1)
)

zeN(T

I'union des triangles du maillage dont I'un des sommet est le noeud x.

Définition 3.2.1 Soit x € N,,. Pour tout v € H'(Q), on note m,v € R la moyenne de v

sur louvert V.. On définit C, Uopérateur de Hl(Q) a valeurs dans Vj, par

(m20)(x) pour tout x € Njy \ T
Cho(z) =
0 pourtoutx € Ny N T

3.3 PROPRIETES

Proposition 3.3.1 pour tout x sommet de maillage, il existe un entier m indépendant

de h, on a

Card{T € Tp;T Cw,} <m (3.3)

tel que m = [270/Omin] + 1

pour tout sommet x et T triangle du maillage
T € w, = diam(w,) < Chyp (3.4)
tel que C' = 200"

Preuve. soit 7, est un maillage réguliére, et 6; les angles du w, telle que la sommet x

c’est un tette de cette les engles est borné inférieurement, indépendamment de h, soit O,
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3.3. PROPRIETES CHAPITRE 3. INTERPOLE DE CLEMENT

telle que 0 < Oy < 0;, soit d = |Card{T € Ty; T C w,}|, alors

Alors |Card{T € Tp; T C w,}| < m telle que m = [27/Opin] + 1

Ty est un maillage régulier alors Z—T <0y < 00, h = maxpc,, hr Alors,

ho_ hhnhe

— = < gt 3.5
hr  hr by, hyy hr 70 (3:5)
Donc,
h <oy thy (3.6)
Alors,
T C w, = diam(w,) < 205" 'hy (3.7)
[ |

Proposition 3.3.2 soit Q et Q deuz ouverts bornés, réguliers et connexes de R? et F' une
application continue et bijective de Q vers Q, C* par morceausr.

pour tout o € HY(QY), il existe une constante C' ne dépendant que de Q telle que

1 ) Ipeag; det(VF(z)) ) )
— Q| 2y < C= F(2 2 :
o =190 | Gl < Ot max V@IVl (35)
zEe

Lemme 3.3.3 pour tout sommet x du maillage et tout élément v € H(w,) il existe une

constante C' indépendante de h, on a
v = T2v|| 12w,y < C(diam(ws))|| V| L2 (w,)- (3.9)
Preuve. D’aprer (3.8) on trouvrer

max det(VEF(z))

A

9 N 2

A

(3.10)

wg)
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3.3. PROPRIETES CHAPITRE 3. INTERPOLE DE CLEMENT

il existe un 2o € Tj telle que maxdet(VF(2)) = |det(VF (io))] = 2Ll — =Tl

€D, nTo| @z
il existe un &, € 7} telle que min det(VF(2)) = | det(VF (i))| = % = @

TEWr n T
il existe un @, € T} telle que max | VF(2)||? = | VF(i&,)] < ¢ h?

TEWL
Alors,

o = R0l < O (diam(w,) 2|V
Ul L2(w,) = ’le x L2(w,)

En fin on trouver

o = ol 2 < € (diam(w)||Vol 2oy

Telle que " = 'Ll »

T2
Soit 7, une suite de maillage réguliers de €2. On note &, I’ensemble des arétes du maillage,
Soit wr un élément de 7, qui ont une intersection non vide avec 1. Soit e une aret de T’
et notons w, ’ensemble de tous les éléments de T, qui ont une intersection non vide avec
e.

Ou
wr = U Wy et w, = U Wy (3.11)

zeN(T) z€N (e)

FIGURE 3.1 — L’ensemble w, et ’ensemble wr
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3.3. PROPRIETES CHAPITRE 3. INTERPOLE DE CLEMENT

Proposition 3.3.4 [10] pour tout triangle T € Ty, toute aréte e € &, ,toute fonction

V € X il existe une constante ¢ > 0 tels que :
[v = Cuollor < ¢ hrl[vfl1w;
(3.12)
lo = Chollo.e < ¢ he? (ol

Preuve.

1. soit v € H(Q2), on a

w=Co)r= Y (=C@)@)= > (v—m)A (3.13)

zEN(T) zeN(T)

ainsi,

lv = Crollzzry <1 D (0= Cu(@)(@)Aell 2y

zeN(T)
< > v =Cu@)(@)lzry (dapres 0< A, < 1)
zeN(T)
< D o= mvllrae,)
zeN(T)
< Y (Cdiam(w,)|| Vvl 2, (daprés(3.12))
zeN(T)
SclhT Z HVUHLQ(UJT)
zeN(T)
<Cihr Y ol
zeN(T)

2. soit e et é deux arét telle que

6 — r = — ; (=
e={z W T x€ e}
Ou h, = le| et |é] =1

Donc,
T olege = / ()2 di
é

=h! / (v — mv)* do d’aprés le changement de variable

= h. o = mollr2e). (3.14)
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Ainsi, d’aprés I'inégalité de Poincaré-Wirtinger et le changement de variable On obtient,

L —

v — 7T$U||iQ(é) <c ||VUHL2(é)
S C ||VUHL2(6)

< ¢ folly (3.15)
Alors, d’apreés (3.14) et (3.15), on obtient
he v = vl < e lvlli,-

En fin trouver,

”U - 7TJ:U||L2(6) <c hé/QHUHLUJe‘
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CHAPITRE 4

ESTIMATION D’ERREUR A POSTERIORI

Nous dans que cette partie est basée essentielement sur la réfrence |7]

4.1 CADRE GENERALE

Considérons un probléme modéle de la forme :

{ Trouver u € V telle que (4.1)

a(u,v) = f(v),Yv €V,

ou V sont des espace de Hilbert, f € V' et a € L(V x V,R).
Nous supposons que la forme a satisfait les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram si
bien que ce probléme est bien posé. Etant donné un maillage 7, du domaine et un

espace d’approximation V;, C V', nous considérons le probléme approché

{ Trouver u;, € V,, telle que (4.2)

a(uh, Uh) = f(Uh),V’Uh < Vh

que nous supposons bien posé.
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4.1. CADRE GENERALE CHAPITRE 4. ESTIMATION A POSTERIORI

Définition 4.1.1 Une fonction n = n(h,uy, f) est appelée erreur a posteriori si
||u_uhHV S'I’/(h,Uh,f> (43)

Sin(h,up, f) se met sous la forme

(NI

n(h,up, f) = <Z77T(Uhaf)2> (4.4)

TETh,

nous dirons que nr(uy, ) est un indicateur d’erreur.

La connaissance d’un indicateur d’erreur permet de mettre en ouvre une stratégie d’adap-
tation de maillage. Heuristiquement, si nr(uy, f) est grand, nous pouvons envisager de
diminuer l'erreur en raffinant le maillage, c’est-a-dire en découpant T en élément plus
petits, alors que si nr(up, f) est trés petit, nous pouvons économiser des degrés de liberté
en recombinant 1" avec ses voisins.

Un point important concerne notamment ’optimalité de 'indicateur d’erreur (ou effica-
cité de I'indicateur) qui garantit que ny(uy, f) n’est pas une estimation trop pessimiste de
Ierreur locale, i.e., que le raffinement du maillage est porté a un niveau de finesse suffisant

sans étre excessif. Dans ce contexte, nous établirons des inégalités du type :
VI € Th, cnr < |lu—unlvir < conr (4.5)

ou nous avons localisé la norme||u — ||y sous la forme

(Z \|u—uh\!2v,T> (4.6)

TeT

Une telle inégalité signifie que I'indicateur d’erreur ny est équivalent a ||ju — wy||v,7.
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4.2 PREMIER EXEMPLE MODELE

Dans cette section nous considérons le probléeme modéle du Laplacien avec conditions aux
limites de Dirichlet.
Soit © un domaine polygonale de R?. Pour f dans L?(Q).

Nous considérons le probléme suivant :

1
{ Trouver u € H;(£2) tel que (A7)

alu,v) = [, fo.v0 € H(Q)

ol Nous avons pPosé

a(u,v) = / Vu- Vo dx.
Q

Afin de donner une portée plus généra aux résultats ci- dessous , nous n’allons pas expli-
citement la coercitive de la forme bilinéaire a mais uniquement sa propriété de stabilité,

i.e, il existe une constant o > 0 telle que :

inf  sup _a(wv) > . (4.8)
weh (@) wemyo) lullallvlo

Soit (7p)n une famille de maillage régulier de €.
Le probléeme approché s’écrit
trouver uy € Vj, tel que

4.9
a(uh,vh) = / fvh,‘v’vh € Vh ( )
Q

Nous avons déja établie I’estimation a priori suivant

1/2
lu = wnlla < ¢ inf flu —vhllue < chllu — Tyulie < (Z h%\lﬂH%,T) (4.10)
TeTh

L’estimation (4.10) n’entre pas dans le cadre des estimations a posteriori, car I’estimation

fait intervenir la quantité ||ul|er qui est inconue.
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Pour obtenir une estimation a posteriori, nous revenons a propriété de stabilité (4.12).
Proposition 4.2.1 On a
1
lu = unllie < —|If + Dunll-r0. (4.11)
Preuve. Nous avons

ol — unllia < sup a(u — un, v)

vEHE(Q) ||U||1,Q
A(u—up),v) -
< sup (A( h) V) -1 (@), HL(Q)
veHL(Q) [v][1,0

< |[f + Aup| 10

|

L’estimation (4.11) entre dans le cadre de la définition 4.1, nous venons ainsi de prouver
une premier estimation a posteriori. Mais elle n’est pas trés intéressante car elle fait in-
tervenir la norme || - ||_1.o qui est trés difficile & valeur en pratique. Toute fois, I'idée de
I'intégration par parties et bonne car elle fait disparaitre la fonction inconnue u dans le
second membre. En fait, nous pouvons éviter la norme || - ||; o en réalisant l'intégration
par parties sur chaque élément du maillage. En localisant le calcul ci-dessus, nous allons

établir le résultat fondamental suivant.

Théoréme 4.2.2 Supposons que la famille 7, soit réguliére. Alors, il existe ¢ > 0 telle
que

lu—unllio <c <Z nT(uhaf)) 7

TET,

ol nous avons introduit 'indicateur d’erreur
1
nr(un, f) = hellf + Dunlloz + > lel2 [[Onun] |5
ecoT

Dans cette formule, e est une aréte de T, E% est 'ensemble des arétes de T' qui ne sont

pas sur la frontiére de Q, |e| le diameétre de e et [0,u] le saut de la dérivée normale de
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up, a travers e.

Preuve. On a la propieté da stabilité, i.e, il existe une constant o > 0 telle que :

inf  sup _a(wy) > . (4.12)
wet§(@) vempo) lulhellvlie

Puisque

a(u — up,vy) = 0 pour tout v, € Vj,
I'inégalité de stabilité (4.12) donne

a(u — up, v — vy)

1
Vo, € Vi, ||lu —upllio < — sup
vEH} () )10

nous pouvons développer le numérateur de second membre comme suit

a(u —up, v —vp) = /(—Au)(v —vp) — Vuy - V(v — vp)

Q

— Z(/T(f+Auh)— Z/(anuh)(v_vh))

TeTy ec€h ¢

ou e désigne une face d’un élément 7.

mme v — vy, nul sur r mmation sur e ne fait intervenir qu
Comme est nul sur la bord de €2, la sommation sur e ne fait interve e les faces
qui sont communes & deux éléments. Ces faces sont donc des interfaces. Comme v — vy,

est continu a travers chaque interface e, il vient :

a(u—up, v —vp) < Y (I1f + Aunlor o+ Y IBsun]llocllo = valloe)

Te€Th e€&l,

|v — v

ou &L est lensemble des faces de T' qui ne sont pas sur la frontiére. Nous choisissons
maintenant v, = Chv, ou C), est I'opérateur de Clément et en appliquant les estimation

de (3.3.4), on obtient

a(u—up,v—vy) < Y (hrllf + Aullozlvllor + > lel||[0nun]

TETh ee&l,

0,e UHO,e)

<lollua | D 02lf + Aunlgz + D lel* | [Buunlllz.)

TeTh 665’%
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Alors )

3

HU - uhHl,Q S & (Z UT(Um f)2> )
TeTh
ou
1 1
nr(un, ) = hrl[f + Aupllor + 5 Z le]2 H[[anuh]]Hae-
eES%

[]
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4.3 DEUXIEME EXEMPLE : APPROXIMATION DES DONNEES

Soit 2 un ouvert polygonal borné connexe de R2. On suppose que sa frontiére I' = 92 se
décompose en deux parties I'p et 'y telles que I'p soit de mesure non nulle. On considére

le probléme aux limites suivant :

—Au=f dans )

u=0 surlp (4.13)
0
G_Z = sur I'y

ou f € L*(Q) et g € L*(T'y). L'objet de ce probléme consiste a estimer 'erreur effectuée
lors du calcul d’une approximation u;, de u par la méthode des éléments finis P; en fonction
non pas de la solution u du probléme au limite (qui est inconnue) mais des données f, g
et I' ainsi que de la solution u; du probléme discretisé.

soit le probleme variationnelle :

{ Trouver u € X tel que (4.14)

a(u,v) = L(v),Yv € X
ol nous avons posé

a(u,v) = / Vu- Vo dx.
0

et

L(v):/ﬂfvdx—i—/FNgvds

X ={ve H (v, =0}

ou

Proposition 4.3.1 Le Probléme formulation variationnelle (4.14) admet une solution

unique.
Preuve.

1. L’espace X est un espace de Hilbert.
2. af(.,.) est continue est bilinéaire

a0 = | Va9 < Jullzllvllz < lulln ol o
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3. L(v) est continue est linéaire
L(v)| = | / fot / goll < (1 ez + N9l om0l < cllollan o,
N
4. a(.,.) est coertcive
ofuu) = [ Va2 clullmo
Q

Donc, d’aprés la théoréme de Lax-Milgram, cette probléme variationnelle admet une so-

lution unique. =

Proposition 4.3.2 la solution du probléme variationnel (4.14) satisfait :

[ull @) < ellfll2@) + llgllz2n) (4.15)

Preuve. Pour tout v € X, on a, [, Vu-Vv = [, fv dz+ fFN gv ds On supposant v = u,

d’apeérs la coercivité et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

lull ) < el fllez) + l9llz2ay))

|
Discretisation par éléments finis
Soit T, une suite de maillage réguliers de €2. On note &, I'ensemble des arétes du maillage
et on suppose que toute aréte du maillage appartenant au bord du domaine I' est incluse
soit dans I'y, soit dans I'p. On note &, y les arétes incluses dans I'y et & ; les arétes du

maillage incluses dans 2.

Eni={e€& e CQ}

Enn={ecé&:eCcly}; &Ep={ec& :eCTp}

On introduit les fonctions f(h) (respectivement g(h)), approximations de f (respective-
ment de g), constantes par morceaux sur chaque triangle 7' de 7, (respectivement sur

chaque aréte de e de &, ), définis par

f(R)(2) := fr = |T|™* /Tf(y)dy pour tout z € T (4.16)
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g(h)(z) := g := |e|™" /g(y)dy pour tout = € e (4.17)

ou |T| est laire du triangle T" et h. la longueur de I'aréte e.

On note u(h) la solution du probléme aux limites

—Au(h) = f(h) dans Q
u(h) =0 sur T'p (4.18)
81551}1) =g(h) sur I'y

Soit le probleme variationnelle :

{ Trouver u € X tel que (4.19)

a(u(h),v) = L(v),Yv € X
ol nous avons posé
a(u(h),v) = | Vu(h)- Vv dz.
(u(h).) = [ u(h)
et
V) = h)v dx h)v ds
L) = [ sde [ ot

X ={ve H(Q);v[r, = 0}
Proposition 4.3.3 Le probleme variationnelle (4.19) admet une solution unique.
Preuve.
1. L’espace X est un espace de Hilbert.

2. af.,.) est continue est bilinéaire
ofuth), o) = [ Vu- V0 < ulo ollia < el el
3. L(v) est continue est linéaire

[ L(v)| = !/Qf(h)H/F gl < (LF (W[ 2@+ g L2 vl @) < ellvllmo)-

4. a(.,.) est coertcive

a(u,u) = / Vul? > cf|ullmio-
Q
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Proposition 4.3.4 soit u la solution du probléeme (4.14) et u(h) la solution du probléme

(4.19), alors il existe une constante ¢ ne dépendant que de Q2 et de T'p telle que

lw = w(h) |z < cllf = F(P)llz2@) + 119 — 9(M)llz2y)) (4.20)

Preuve. D’aprés les égalités (4.19 et (4.14), on a

/QV(U —u(h)) - Vodr = /Q(f — f(h))vdx +/r (9 — g(h)vds

N
On supposant v = v — u(h) et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Scharz et le théoréme de

trace que

/Q [V (u—u(h)Pde < cllu—ulh)lmye)(1f = F(B)l2@ + g — 9Pl 2(r)

D’apres I'inégalité de Poincaré, on obtient

|u —u(h) ||y < c(llf = F(R)l|z2@) + lg — 9(h)|lz20y))

Proposition 4.3.5 soit T' un triangle du maillage, Alors il existe un constante C' indé-

pendante h telle que pour tout fonction f € H(Q2), on a

/T I —m(f)P < Chy / VP (4.21)

on rappelle que hy est le diameétre T'.
soit e une aréte du triangle T' (T un triangle du maillage), Alors il existe un constante C

indépendante de h telle que pour tout fonction g € H(2), on a

/ 9~ m(g)P < Ch, / Vgl (4.22)

On rappellons que h, est le mesure de e.
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Preuve.

1. soit T est triangle de réference telle que T = Ffl(T) On pose f = fo F~YT). On
a, Vf= A"V f D’aprés I'inégalité de Poincaré-Wirtinger

[V -m(pp ai <c [ Vi (1.23
T T
D’aprés la changement de variable, on obtient
/ f = m(f)[2ldet Al < c/ AV fP|detA|" da (4.24)
T T

On a [|A|| < hr, alors
/ |f —m(f))Pdx < Ch?p/ IV f|*dx (4.25)
T T

2. soit ¢ est un aréte telle que e = G71(¢) On pose g = goG~1(e). Ona Vg = A7'Vy

D’aprés 'inégalité de Poincaré-Wirtinger
[lo-m@p s <c [ vgP as (1.20
é T
D’aprés la changement de variable, on obtient
/ lg — m(g)?|detA|™! < C’/ |AV g|?|det A|™" ds (4.27)
T T

On a [|A]| < he, alors

/\g —m(g)]* ds < Chg/]Vg\Q ds (4.28)

Proposition 4.3.6 soit f € H'(Q) et g € H'(T'y), u(h) converge vers u lorsque h tend

vers 0.

Preuve. D’aprés (4.20) On a,

[ = ()| @) < e(lf = F(Ml2@ + [l = 9l 20m))
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On utilise I'estimation de (4.3.5), on obtient

= W)y < e(hr |V £z + hel Vol zzary)
< ch(|IV fllz2@) + IVl @ry)
<ch

=0 (h—0)

On note X}, l'espace de éléments finis IP; de 7, s’annulant sur I'p
Xp, :={v € C(Q) : vr € Py pour tout triangle T € Tj,,v = 0 sur I'p}. (4.29)
soit le probleme approché :

{ Trouver wuy, € X, tel que (4.30)

a(up,vp) = L(vp), Yo, € X},
ol Nous avons pPosé

a(up,vp) = / Vuy, - Vo, dex.
Q

et
L(vh):/fvh d:):+/ guy, ds
Q 'y

Théoréme 4.3.7 Supposons que la famille Ty, soit réquliere. Alors, il existe une constante

C indépendante de h telle que

1/2
[u(h) = unllaro) < C <Z %) : (4.31)

TETh,
ol
1 8uh auh
R A P W O | <5 | R W A L O =)

ey aNE(T) 665}17]\705(']1)

et E(T) est l'ensemble des arete du triangle T

Preuve. soit v € X. On a

/ Vup Vo= / Vuy,. Vo (4.33)

TeT
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sur chaque triangle T', u; est régulier, on peut danc effectuer I'integration par partie

/Vuth—Z/Vuth

TeT
:_Z/Auhv+2/ aUh
TeT TeT
8uh 8uh 8uh _
:_Z/Auhv—l—Z/ Z/e(a_ +_%v)
TeT ec&y, ecéy

out Auy, = 0, et on utilise I'égalité ab — cd = (a + ¢)(5%)(a — ¢)(4). On trouver

/Vuh Vv = Z /auh Z /[[ne Vup]v

e€€h N eegh i
o o
| s -
Alors,

S EYRT
/Qf(h)vm—/FN v—/Vuh Vv—Z/f

Ainsi, on a

TeTh e€&,
TeTh

+ 3 / ) = e Vup)o+ Y /[[ne Vuy]v (4.34)

665}1 N eegh i

Ainsi, pour tout v, € Xy, on a

/Qf(h)thr/rN g(h)v, — /QVuh.Vvh =0

On utilise la formule de Green, on trouver

L Uh—/FN vh—z/a“h +%lﬂm-%ﬂm=o (4.35)

ecly,

Alors, d’aprés I'égalité (4.34) et (4.35), on trouver

/f H/FN ()v—/Vuh VU_Z/f (v —vp)

TET,
+ —ne - Vug) (v — vp)
2 Joo
+ Z /[[ne Vup] (v — vp) (4.36)
e€Eh,;
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Donc, on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur (4.36), il vient

/Q F(hyo + / g(h)v — / Vun - Vo < CCS 1) e |0 — on) 22y

TeT,

+ Y g(h) = ne - V)l | (0 = on) 120

e€én N

+ Y e - VanJell 2o 10 = o) ll220)

e€€h;

On supposant v, = Cp,(v) et d’apreés les estimations (3.12), on obtient

h h)v — Vuy, -V C h 1wTh L wrp
/Qf( >v+/FNg< o / w0 < OO 1F) s ony ol o

TeT),
+ 5 lgth) = e - un)llin B2l
€€£}L’N
+ 57 e Vandlim ool )
ees;w-

Alors,

/Qf(h)er/FN g(h)v —/QVUh-W < Cllvllasoy (D 1F ) sy

TET
the Y ll(g(h) = ne - Vun) |32,

665;,,7]\7

+ he Z ||[[n€ ’ Vuh]]”%—ﬂ(we))l/Q

665;,,71'

Ainsi, u(h) est un solution de probléme (4.19). On a, pour tout v € X, on a

_/Qf(h)v_/FNg(h)er/QVu(h).Vv:0

Donc,

/Q(VU(h) = Vup) - Vo < Cllollme (g Y 1By

TET,
+ he Z [(g(h) — ne - vuh)”%%we)
668}17]\]
+ he Z 176 - Vun] )
eeS;m-

On supposant v = u(h) — vy, et on appliquant l'inégalité de Poincaré, on obtient

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)
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lu(h) = unll @y < Cllu(h) = unllm@) (B3 Y I1F () wry

TeTh
+he Y (g(h) = ne - Vup)|[72(,)
eEEh,N
+ he Z [[ne - VUh]]H%{l(we))l/Q (4.41)
eGEhyi
Alors,
1/2
[u(h) = upllpr@) < C <Z 77%) , (4.42)
TeT),
ou
1 8uh auh
e = hzllfrlliee + 5 > he [[Swa [[FZ% > hellge——— o iz (443)
665}1?(205( ) 6€5h7ng(T)

et £(T) est 'ensemble des arete du triangle 7. m
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4.4 TROISIEME EXEMPLE : COEFFICIENTS VARIABLES

Soit  un ouvert polygonal borné connexe de R? de frontiére I' = 9. On considére le
probléme qui consiste a chercher une fonction u : 2 — R solution de probléme aux

limites suivant :

—div(A(z)Vu(z)) = f(z) dans Q
(4.44)
u=0 surl
ou f € L*Q), A(z) = (ai(x))1<ij<2 une matrice de fonctions. Nons supposons que

A(z) = a(x)I; est coefficients variables Lipscitziens et satisfait la propriété suivante :
MICPP < A(x)¢ < Mol¢f, V¢ € R?

avec 0 < A\ < Ay < 0

soit le probléme variationnelle :

Trouver u € HJ () tel que (4.45)
a(u,v) = L(v),Yv €€ H}(Q) '
ou
a(u,v) = / A(x)Vu - Vo dx.
0
et

:/vadx

Proposition 4.4.1 Le probléme variationnelle (4.45) est bient posé, et la solution u sa-
tisfait [’estimation :

lull ) < ellfll2@

Preuve. pour démontrer ’existence et 'unicité de la solution il suffit d’appliquer le théo-

réme de Lax-milgram
1. Le cadre fonctionnel V' = H} () est un espace de Hilbert.
2. La forme : a(u,v) = [, A(x)Vu - Vv dz est bilinéaire, et continue, en effet,

a(u,v)| = |/ 2)Vu - Vo dz| < Xo||Vul 20 || VY] 22() (Cauchy-Schwarz)

< Xellull gy l|v] a1 (@)
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3. La coercivité :

a(v,v) > M||Vv| r2@) 2> [[v||a1@) (Poincaré)

4. La forme L(v) = fQ fvdx est linéaire et continue grace a l'inégalité de Cauchy-

Schwarz :
\/vadfl?! < fllz@llvllize) < [l llollme
Donc toutes les conditions de Lax-Miligram sont saisfaites, et par conéquent le

probléme est bient posé.

5. La stabilité : on utilise la solition © comme fonction test dans la formulation varia-

tionnelle on obtient :

M < ullfp e < alu,u) = /vadl“ < [l llullm @)
et donc
Jullin @) < 3112
]
Soit 7, une suite de maillage réguuliers de (2. On note &, ’ensemble des aretes du maillage.
On introduit Ay, approximations A(z), constantes par morceaux sur chaque triangule T’

de T, définér par
Ap(z) = |T|™ / A(z)dx pour tout z € A

T

ou |T'| est aire de triangle T'.

On note V}, l'espace de élément finis P; de 7 s’annulant sur I’
Vi :={v € C(Q):vr € Py pour tout triangle T € Tp,v = 0 sur I'}
Soit uy, € Vj, la solution du probléme varietionnel :
ap(up, vy) = /QVuh -Vupdr = /vahdx (4.46)

pour tout vy, € V.

Proposition 4.4.2 Le probléme approché (4.46) admet une solution unique
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Preuve. Si A(x) = a(x)I et donc Ap(x) = a(x)I avec

B 1
(@) = 77 / a(y)dy > A

Donc, on obtient

MICP < Ap(@)C < \C% VCeR:z e R

2

et par conséquent la forme a; sera coercive. les autre condition de Lax-Miligram sont

vérifiées. m

Proposition 4.4.3 si de plus u € H*(Q) alors

lim [ju — = 0.
lin [ — gl = 0

Preuve.

1. Soit wy, arbitraire dans V},. On a :

(4.47)

| — unll i) < lu—willgr@) + |wn — unllpr@), (inégalité triangulaire)

6Lh(wh — Up, Uh)

AIUhEVh HU}LHH1

< [lu — wp | g1 ) +

(la coercivité de ay,)

ap(wp, — u vh) + ap(u,vp) fQ fu dx

1
= ||lu — wp|| g1 (@) + — sup
1vp,eVy ||Uh

[ )

A 1 |ah u, vp) fo dz|
< flu = wn sy + 22l = wnlley + - —Jo
A AlueVi ||Uh||H1(Q)
puisque wy, arbitraire dans V}, donc
| [o, fonda —

lu—up||lm < C ( mf Hu — Wy + sup
WpE UhEVh

A 1

avec C' = max(1 + N )\—1)

2. Pour démontrer (4.47) il suffit d’estimer le terme :

fQ AhVu : Vvhdx|)

[[on ]l a1

sup
v €V HUhHH1

| Jo fundz — [, AnVu - Vupdz|
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En effet,
‘ | [o fonde — [ AnVu - Vupdz] B ’ | [ AVu - Voyde — [, AyVu - Vo,dz| ‘
[vn|m [[vnlm
| > J(A = Ap)Vu- Vodz|
| TeT
[[vn[

< A = Anllr20) | Vull 120
< C h (d’aprés I'inégalité (1.1.9))  (4.48)
3. Il suffit de prendre wy, = 7u linterpolé de Lagrange.
]

Théoréme 4.4.4 Supposons que la famille Ty, soit régquliere. Alors, il existe une constante

C indépendante de h telle que

1/2
|u(h) = unllpr) < C <Z 77%) : (4.49)

TeT,

ol

W = hp | f + di( AV un) | Zary + D lell[ARVun - ne]l[Z2) + 1A = An)Vun]|Z2

ecoT
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Preuve.

/ AV (u —up) - Vodx :/ fodx — Z / AVuy, - Vodxr  (on ajoute et retranche Ap)
Q Q T

TeT
—/ fode = /(A—Ah)Vuh-Vvd:c
Q TeT;, T
= > | AyVuy, - Vudz
TeT, VT
_/ fodz =y /(A—Ah)Vuh-Vvdx
— Z / A, Vuy, - V(v —uvp)de
TeT, VT
-y / AV, - Vopde
TeT, ’ T
:/ fv—wp)dx — Z / A, Vuy - V(v —vp)dx
Q T€7—h T
-y / (A — Ap)Vuy, - Vodz (4.50)
TeT, VT
D’apres l'intigration par partei et ’égalité
b—d b+d

ab—cd = (a+ ¢)( )(a—¢)( ).

2

On trouver

/QAV(U — uy) - Vodz = /Q flo—v)de+ ) /Tdiv(AhVuh)(v — vp)dx

TeT,

- / [ne - AnVu]o (v — vp)ds

6652 ¢

— > [ (A= Ay)Vu - Vodz (4.51)

TeT, /T

On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur la formule (4.51), on obtient

/QAV(U —u) - Vodz =| fll 2@l (0 = on)l20) + Y 1div(ARVun) 2ol (0 = on) |l 2cr)

TeTh
= > llne - AnVun]llz2oll(v = va)llz2e)
eegi
= > A = AV - |2y Voll2iy (4.52)
TeTh
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4.4. TROISIEME EXEMPLE CHAPITRE 4. ESTIMATION A POSTERIORI

Il suffit de remarquer que :

a(u — up,v)

| — upl| i) < sup (4.53)

veri) IVllm@

On utilise la formule (4.54) avec vy, = Cpv (L’interpolé de Clément).

/ AV(U — Ch?)) . Vvdx :HfHLQ(Q)H(U — Chv)HLQ(Q) -+ Z Hdlv(AhVuh)HLz(Q)H(v — Chv)HLQ(T)
Q

TETy,
= > lne - AnVun]llz2oll(v = Chv)llz2(e)
6652
= > A = Ap) V|2V 2y (4.54)
TeTh

D’aprés l'estimation (3.12)

/ AV(U — Chv) . V’Udl‘ :HfHLz(Q)”UHLQ(Q) + Z HdiV(Ahvuh>HLQ(T)}LTHUHLQ(T)
Q

TeTh
= llne - AnVun]llz2elel (V] z2 )
665};
= > A = Ap) V|2 IVl 2y (4.55)
TeTh

m On a l'inégalité (4.53), on utilise 'inégalité de Poincaré on trouver

1/2
|l — wp || g1y < C (Z n%) , (4.56)

T€Th

ol

p = W |Lf + div(ARVun) [ Gaiy + Y [ell[ARVun - ne]lIZ20e) + (A = An)Vun|Z2ery2

ecoT
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudie la possibilité de l'interpolation de fonctions peu
réguliére.

Nous avans constaté que I'interpolé de Clément résoud le probléme et il fournit un interpolé
ayant des propriétés similaires & celle de l'interpolé de Lagrange.

L’utilisation de cet interpolé est indisponible dans I’estimation d’erreur a posteriori pour
les problémes de faible régularité.

Mais, nous avons remarqué, que cet interpolé est inutile pour les problémes qui font
interenir des inéquation variationnelles, et danc il naturel de se pose la question suivante :

Exist-il un interpolé pour les fonctions de H' qui preserve la positivité ?.

o8
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Resume

Dans cette memoire on considere le cas un domaine () C Rz borné et
régulier de classe C11 .

On s'intéresse a l'interpolation de fonctions peu réguliéres i.e., de H1(()
en utilisant I'interpolé de Clément clement et a l'utilisation de cet
interpolé dans le contexte des €léments finis pour avoir des estimation
d'erreur a posteriori.

Mots Clés: interpolation, Clément, Lagrange, espace de Sobolev, analyse
a posteriori .

Abstract

In this work, we consider the case an area bounded ) c R2.

We are interested in the interpolation of some regular functions ie, de
H'(Q) using the interpolated Clement clement and use of this
interpolated in the context of finite elements for the error estimate a
posteriori.

Keywords: : interpolation, Clément, Lagrange, space of Sobolev, analyse
a posteriori .



