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Notations

ä ∇v = grad(v) =

(
∂xv
∂yv

)
: Le gradient d’un vecteur v.

ä D2v = ∇2v =

(
∂2
xv ∂yxv

∂2
xyv ∂2

yv

)
: La matrice Hessienne

ä D2w : D2v =
2∑

i,j=1

wxixjvxixj : Le produit scalaire dans R4.

ä |v|2, ω =

(∑
α=2

‖Dαv‖0,ω

)1/2

.

ä ∆ =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

ä JvK = v−n
− + v+n

+.

ä {{v}} =
∇v− +∇v+

2
.

ä
∂2v

∂n2
= n · (∇2v)n .

ä

s
∂v

∂n

{
= (∇v+ +∇v−) · n.

ä Osc2(f) = (
∑

T∈Th h
4
T‖f − fT‖2

L2(T ))
1
2 .
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Introduction

Les origines de la méthode des éléments finis remontent aux années 1950 lorsque des

ingénieurs l’utilisèrent afin de simuler des problèmes de mécanique des milieux continus

déformables [10]. Depuis, le champ d’applications s’est considérablement étendu et les

fondements théoriques de la méthode se sont amplement consolidés Il existe de nos jours

un nombre important de logiciels commerciaux et académiques qui utilisent la méthode

des éléments finis comme un outil de simulation robuste pour des problèmes de mécanique

des milieux continus , de mécanique des fluides, de thermique, d’électromagné tisme ou

de finance, pour ne citer que quelques exemples. L’idée de la MEF [10][3][4][11] est de

décomposer (on dit discrétiser) le domaine Ω en un certain nombre de sous-domaines

(les éléments). Les éléments recouvriront l’intégralité du domaine et sans chevauchement

entre eux. De plus, on va chercher la fonction solution u comme étant interpolée par des

«bouts» de solutions définis sur chaque élément.

Le problème étant interpolé sur les éléments, on se doute que le nombre d’éléments va

jouer sur la qualité de cette approximation de la solution. On se doute également que,

comme on résout un problème comportant des dérivées, c’est plutôt dans les endroits où

la solution va varier vite qu’il sera nécessaire de «resserrer» le maillage.

L’approximation par MEF conformes de plusieurs problème mathématique a été utilisée

par plusieurs chercheurs, mais l’éstimation d’erreur dans ces méthode est basé sur l’exis-
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tence est la contunuité de l’interpolé de la solution exacte, mais l’interpolé de la solution

n’est pas toujeur bien défini par exemple la solution en 2D de problème,{−∆u = f dans Ω

u = 0 sur Γ

Où Ω est un polygonal, est seulement dans l’espace H1 les éléments de cet espace en 2D

peut être non bornées comme il montre l’exemple suivant :

Soit Ω la boule ouverte B(0, 1/2),

u(x) = log | log |x||

Alors u est dansH1(B(0, 1/2)), mais u n’est pas bornée au voisinage de 0. Donc on ne puet

pas définir l’interpolé de Lagrange de cette fonction. Et dans ce cas, nous devons trouver

un autre dinterpolé pour le fonctions peu réguliere, Dans ce mémoire, nous allons étudier,

L’interpolé de Clément [6][13] et son importance dans l’estimation d’erreur a posteriori

[2][7].

Dans ce mémoire nous suivons le plan suivant : Dans le premier chapitre, nous rappelonns

quelque rappels sur les espace de Sobolov . Puis au deuxième chapitre, nous introduisons

la notion des élement fini de Lagrange et la définition de l’interpolé de Lagrange. Au

troisième chapitre nous donnons la définition et les propreités de l’interpolé de Clément.

En fin nous abordaons la définition et des exemples sur estimation d’erreur a posteriori.
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Chapitre 1

Espaces de Sobolev Hm(Ω)

1.1 Espaces de Sobolev H1(Ω), Hm(Ω)

On adoptera dans ce qui suit les notations suivantes :

Ω désignera un ouvert borné de R2, D′(Ω) l’espace des distributions définies sur Ω

α = (α1, α2), αi ∈ N, i = 1, 2

un multi-indice et on notera

Dα = ∂α1
1 ∂α2

2 , |α| = α1 + α2.

Définition 1.1.1 On note H1(Ω) l’ensemble des éléments qui satisfont :

{u ∈ L2(Ω);
∂u

∂xi
∈ L2(Ω), i = 1, 2} (1.1)

Plus généralement on introduit les espaces suivants :

Définition 1.1.2 Pour m ∈ N

Hm(Ω) = {u ∈ D′(Ω);Dαu ∈ L2(Ω) |α| ≤ m} (1.2)

4



1.1. ESPACES DE SOBOLEV H1(Ω), HM(Ω) CHAPITRE 1. L’ESPACE HM(Ω)

Alors pour m = 0 on a H0(Ω) = L2(Ω) et pour m = 1 on retrouve l’espace introduit dans

la définition (1.1.1).

On munit Hm(Ω) du produit scalaire[9][5]

(u, v)m =
∑
|α|≤m

∫
Ω

DαuDαv dx. (1.3)

La norme associé à ce produit scalaire

‖u‖m,Ω =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|2
1/2

. (1.4)

Proposition 1.1.3 [5]

i) Si m ≥ m′, Hm(Ω) est contenu, avec injection continue, dans Hm′(Ω).

ii) Hm(Ω) munit du produit scalaire (1.3) est un espace de Hilbert.

Preuve. La partie (i) est évidente, car si m ≥ m′,

‖u‖m′,Ω ≤ ‖u‖m′,Ω.

Pour prouver la partie ii) Nous rappelons tous d’abord que les espaces Lp se sont des

espaces complet (voir cours du troisième année), et pour démontrer (ii) il suffit de montrer

que Hm(Ω) est complet pour la norme ‖u‖m,Ω. Soit (un) une suite de Cauchy dans Hm(Ω).

Alors

un → u, in L2

Dαun → wj, in L2

ensuite nous utilisons la définition de la dérivée faible, on trouve que Dαu = wj.
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1.1. ESPACES DE SOBOLEV H1(Ω), HM(Ω) CHAPITRE 1. L’ESPACE HM(Ω)

1.1.1 Densité et injections

Théorème 1.1.4 [5] Pour d ≥ 2, l’injection de H1(Ω) dans Lp(Ω) est continue pour tout

nombre réel p qui satisfait à la fois 1 ≤ p <∞ et p ≤ p0, ou p0 vérifie 1
p0

= 1
2
− 1

d
et cette

injection est compacte pour tout p < p0. Pour d ≥ 1, l’injection de Hm(Ω) dans Cn(Ω̄) est

continue pour tout n et m, tels que 1
2
< m−n

d
.

Preuve. voit ([12])

Théorème 1.1.5 Soit Ω un ouvert borné de R2 de frontière Lipschitzienne et soit m et

k deux entiers satisfont k − m > 1. Alors il existe une constante C tel que pour tout

u ∈ Hk(Ω) nous avons :

‖Dmu‖L∞(Ω) ≤ C‖u‖k,Ω (1.5)

De plus, il existe une fonction de classe Cm égale presque partout à u dans l’espace L2(Ω).
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1.1. ESPACES DE SOBOLEV H1(Ω), HM(Ω) CHAPITRE 1. L’ESPACE HM(Ω)

1.1.2 Théorème de trace

Supposons que le domaine Ω est suffisamment régulier (de classe C1, par exemple), alors

on définit l’opérateur de trace γ0 par

γ0 : H1(Ω)∩C0(Ω̄)→ L2(∂Ω) ∩ C0(∂Ω)

u 7→ γ0(u) = u/∂Ω

(1.6)

Théorème 1.1.6 L’application linéaire γ0 définie par (1.6) se prolonge par continuité à

une application linéaire et continue de H1(Ω) dans L2(∂Ω), i.e., il existe une constant c

tel que :

‖u‖L2(∂Ω) ≤ c ‖u‖1,Ω,∀u ∈ H1(Ω). (1.7)

Preuve. Pour simplifier, nous démontrons le résultat pour le cas :

Ω = R2
+ = {(x, y) ∈ R2, y > 0}

|v(x, 0)|2 = −2

∫ ∞
0

v(x, y)
∂v(x, y)

∂y
dy

En utilise l’inégalité 2ab ≤ a2 + b2, on obtient :

|v(x, 0)|2 ≤
∫ ∞

0

(|v(x, y)|2 +

∣∣∣∣∂v(x, y)

∂y

∣∣∣∣2)dy

Nous intégrons par rapport à x on obtient ainsi,

‖v‖L2(∂Ω) ≤ C‖v‖H1(Ω) (1.8)

1.1.3 L’espace H1
0(Ω)

On définit l’espace H1
0 (Ω) comme le noyau de γ0, i.e.,

H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω), u/∂Ω = 0}

Théorème 1.1.7 D(Ω) est dense dans H1
0 (Ω), i.e., D(Ω)

‖·‖1,Ω
= H1

0 (Ω).

Preuve. Voit ([5][1]) .
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1.1. ESPACES DE SOBOLEV H1(Ω), HM(Ω) CHAPITRE 1. L’ESPACE HM(Ω)

1.1.4 Equivalence des normes

Lemme 1.1.8 [5] (Poincaré). Soit Ω un ouvert borné de Rd. Alors, il existe une constante

strictement position C ne dépendant que de Ω et telle que

∀v ∈ H1
0 (Ω), ‖v‖L2 ≤ C‖∇v‖L2 . (1.9)

Preuve. Nous démontrons l’inégalité (1.9) pour les éléments de C∞0 (Ω). Soit a, b deux

réels tels que Ω ⊂]a, b[×]a, b[. Alors

u(x) =

∫ x1

a

∂u(t, x2)

∂t
dt.

Donc,

|u(x)|2 ≤
∫ x1

a

∣∣∣∣∂u(t, x2)

∂t

∣∣∣∣2 dt
≤
∫ b

a

|∇(u)|2L2

≤ (b− a)1/2‖∇(u)‖2
L2 .

Ce qui implique que, ∫
Ω

|u(x)|2dx ≤ C‖∇(u)‖2
L2 .

Par argument de densité le résultat reste vrai pour les éléments de H1
0 (Ω). En effet, si

u ∈ H1
0 (Ω) il existe un ∈ C∞0 (Ω) telle que :

lim
n→∞
‖un − u‖2

H1(Ω) = lim
n→∞

∫
Ω

|un − u|2 + lim
n→∞

∫
Ω

|∇(un − u)|2 = 0 (1.10)

Ce qui implique,

lim
n→∞

∫
Ω

|un|2 =

∫
Ω

|u|2 et lim
n→∞

∫
Ω

|∇un|2 =

∫
Ω

|∇u|2

Puisque, ∫
Ω

|un(x)|2dx ≤ C‖∇(un)‖2
L2 =⇒

∫
Ω

|u(x)|2dx ≤ C‖∇(u)‖2
L2 .
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1.1. ESPACES DE SOBOLEV H1(Ω), HM(Ω) CHAPITRE 1. L’ESPACE HM(Ω)

Lemme 1.1.9 (L’inégalité de Poincaré-Wirtinger)[10] soit Ω un ouvert borné régulier ,

il existe un constante CΩ ne dépendant que de Ω telle que pour tout fonction f ∈ H1(Ω),

on a ∫
Ω

|f −m(f)|2 ≤ CΩ

∫
Ω

|∇f |2dx (1.11)

ou m(f) est la moyenne de f sur Ω

Preuve. Voit ([4])

Théorème 1.1.10 (Analogue du Théorème de Bolzano-Weierstrass) De toute suite bor-

née dans H1(Ω), on peut extraire une sous-suite qui converge faiblement dans H1(Ω).

Remarque 1.1.11 Si Ω est lipschitzien, (H1(Ω))′ est différent de H−1(Ω) et ne s’identifie

pas à un sous-espace de D′(Ω). Exemple, l’application v 7−→
∫
∂Ω
vdσ est dans (H1(Ω))′,

mais est nulle sur D(Ω), alors que ce n’est évidemment pas l’application nulle. On dit que

(H1(Ω))′ n’est pas un espace de distributions. Par contre, si Ω = Rd, alors (H1(Rd))′ =

H−1(Rd).

Preuve. Voit ([12])
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1.2. APPROXIMATION POLYNOMIALE CHAPITRE 1. L’ESPACE HM(Ω)

1.2 Approximation dans les espaces de Sobolev

Nous dans que cette section est basée essentielement sur la réfrence [4]

Dans cette section nous nous intéressons à la construction du polynôme analogue à celui

de Taylor (qui est défini pour des fonctions de classe Ck), mais pour les fonctions qui

appartiennent à des espaces de Sobolev.

1.2.1 Polynôme de Taylor et de Sobolev

Nous commençons par la définition du polynôme de Taylor. Soit u ∈ Cm−1(RN).

Définition 1.2.1 [4] Le polynôme de Taylor d’ordre m évalué au point y est donné par

Tmy u(x) =
∑
|α|<m

1

α!
Dαu(y)(x− y)α, (1.12)

telle que α = (α1, α2) ∈ N2, x ∈ R2, xα =
∏2

i=1 x
αi
i , α! =

∏2
i=1 αi! et |α| =

∑2
i=1 αi

Définition 1.2.2 (Fonction de trancature) On appelle fonction de trancature toute fonc-

tions qui satisfait les proprieter

1. φ ∈ C∞c (RN)

2.
∫
RN φdx = 1

L’exemple suivant montre l’existence de fonctions de troncature. Soit la fonction

ϕ(x) =

 e−(1/(1−‖x‖2)) si ‖x‖ ≤ 1

0 si ‖x‖ ≥ 1

et soit

c =

∫
RN

ϕdx.

Alors la fonction φ =
ϕ

c
est une fonction de troncature.

10



1.2. APPROXIMATION POLYNOMIALE CHAPITRE 1. L’ESPACE HM(Ω)

Définition 1.2.3 Soit u ∈ Hm−1(Ω), B ⊂⊂ Ω,m ≥ 1. Le polynôme de Sobolev d’ordre

m évalué au point x est donné par

Qmu(x) =

∫
B

Tmy u(x)φ(y)dy. (1.13)

Proposition 1.2.4 pour tout α telle que |α| ≤ m− 1

Dα
xT

m
y u(x) = Tm−|α|y Dα

xu(x) ∀u ∈ C |α|(Ω) (1.14)

Dans cas générale, si lafonction u est dans l’espace soboleve, Dαu est dan sens généralise.

Donc on défini le polynôme de fonction

Définition 1.2.5 Soit u ∈ Hm−1(Ω), B ⊂⊂ Ω,m ≥ 1

Qmu(x) =

∫
B

Tmy u(x)φ(y)dy. (1.15)

Proposition 1.2.6 pour tout α telle que |α| ≤ m− 1

Dα
xQ

m
y u(x) = Qm−|α|

y Dα
xu(x) ∀u ∈ C |α|(Ω) (1.16)

Preuve. si u ∈ C∞(Ω), alors

Dα
xQ

m
y u(x) =

∫
B

Dα
xT

m
y u(x)φ(x)dy

=

∫
B

Tm−|α|y Dα
xu(x)φ(x)dy

= Qm−|α|
y Dα

xu(x).

1.2.2 Représentation d’erreur

Pour f ∈ Cm([0, 1]), on a

f(1) =
m−1∑
k=0

1

k!
f (k)(0) +m

∫ 1

0

1

m!
sm−1f (m)(1− s)ds

soit u ∈ Cm. Pour x ∈ Ω et y ∈ B, on définit f(s) = u(y + s(x− y))

par des calcul direct on conclu que

1

k!
f (k)(s) =

∑
|α|=k

1

α!
Dαu(y + s(x− y))(x− y)α (1.17)

11



1.2. APPROXIMATION POLYNOMIALE CHAPITRE 1. L’ESPACE HM(Ω)

Définition 1.2.7 [4] Le reste d’ordre m est défini par

Rmu(x) = u(x)−Qm(x) (1.18)

Proposition 1.2.8 Le reste Rmu(x) satisfait :

Rmu(x) = m
∑
|α|=m

∫
Cx

k(x, z)Dαu(z)dz (1.19)

avec z = x+ s(y − x), kα(x, z) = ( 1
α!

)(x− z)αk(x, z) et

|k(x, z)| ≤ C

(
1 +
|x− x0|

ρ

)n
|z − x|−n (1.20)

Preuve. Pour z = x+ s(y − x), en utilise le changement de variable,

dsdy = s−ndsdz

Soit A = {(z, s) : s ∈ (0, 1], |(1/s)(z − x) + x− x0| < ρ}

On note

(z, s) ∈ A :
|z − x|

|x− x0|+ ρ
< s (1.21)

alors

(x− y)α = s−m(x− z)α si |α| = m (1.22)

a partir de (1.13) et (1.17) on obtient

Rmu(x) =
∑
|α|

∫ ∫
χA(z, s)φ(x+

(z − x)

s
)× m

α!
s−n−1(x− z)αDαu(z)dsdz. (1.23)

Donc,

Rmu(x) =m
∑
|α|=m

∫
Cx

1

α!
Dαu(z)(x− z)α

× [

∫ 1

0

φ(x+ (1/s)(z − x)χA(z, s)s−n−1ds]dz

= m
∑
|α|=m

∫
Cx

kα(x, z)Dαu(z) dz,

Si on prend

k(x, z) =

∫ 1

0

φ(x+ (1/s)(z − x)χA(z, s)s−n−1ds

12



1.2. APPROXIMATION POLYNOMIALE CHAPITRE 1. L’ESPACE HM(Ω)

et

kα(x, z) = (1/α!)(x− z)αk(x, z).

Il reste de montré l’estimation (1.20) pour k(x, z)

Soit t = |z − x|/(|x− x0|+ ρ). Alors

|k(x, z)| = |
∫ 1

0

χA(z, s)φ(x+ (1/s)(z − x))s−n−1 ds|

≤
∫ 1

t

|φ(x+ (1/s)(z − x))|s−n−1ds (d’aprés(1.21))

≤ ‖φ‖L∞(B)
s−n

n
|t1

≤ (1/n)‖φ‖L∞(B)t
−n

= (1/n)‖φ‖L∞(B)(ρ+ |x− x0|)n|z − x|−n

≤ Cρ−n(ρ+ |x− x0|)n|z − x|−n

= C(1 +
1

ρ
|x− x0|)n|z − x|−n

13



1.2. APPROXIMATION POLYNOMIALE CHAPITRE 1. L’ESPACE HM(Ω)

1.2.3 Le potentiel de Riesz

Lemme 1.2.9 Soit f ∈ Lp(Ω), m > n/p.

Alors, ∫
Ω

|z − x|−n+m|f(z)|dz ≤ Cpd
m−n/p‖f‖Lp ∀x ∈ Ω (1.24)

cette inégalité est aussi valable pour p = 1 si m ≥ n.

Preuve.

1. Supposons d’abord que 1 < p <∞ et m > n/p.∫
Ω

|x− z|−n+m|f(z)|dz ≤ (

∫
Ω

|x− z|(−n+m)q)1/q‖f‖Lp(p) (L’inégalité de Hölder’s)

< C(

∫ d

0

r(−n+m)q+n−1dr)1/q‖f‖Lp(Ω) (utilise Les coordonnées polaires)

= C (d(−n+m)q+n))1/q‖f‖Lp(Ω)

= C dm−(n/p)‖f‖Lp(Ω)

2. au cas où p = 1 and m ≥ n. Donc,∫
Ω

|x− z|−n+m|f(z)|dz ≤ ‖(x− z)−n+m‖L∞(Ω)‖f‖L1(Ω)

Proposition 1.2.10 Soit u ∈ Wm
p (Ω)

‖Rmu‖L∞(Ω) ≤ Cdm−n/p|u|Wm
p (Ω), (1.25)

où 1 < p <∞ et m > n/p, ou p = 1 et m ≥ n.

14
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1.2.4 Lemme de Deny-Lions

Notation : Pour tout entier k ≥ 0, Pk est l’espace des polynômes de degré total inférieur

ou égal à k. Pour tout entier m, puisque Ω est borné, Pk ⊂ Hm(Ω) et on peut définir

l’espace quotient Hm(Ω)/Pk, qui est un espace de Hilbert pour la norme quotient

‖f‖Hm(Ω)/Pk
= inf

p∈Pk

‖f + p‖m,Ω (1.26)

Lemme 1.2.11 (Deny-Lions) On suppose que Ω est lipshitzien et connexe. Pour tout

entier k ≥ 0, il existe une constante C telle que

∀v ∈ Hk+1(Ω)/Pk, ‖v‖Hk+1(Ω)/Pk
≤ C|v|k+1,Ω (1.27)

Preuve.

1. La première des choses est de se débarrasser de la norme quotient dans (1.26).

Pour cela, il suffit de construire un repésentant cenvenable de la classe de v. Soit

Π l’opérateur de projection orthpgonale sur Pk pour la norme de L2(Ω) : pour tout

v ∈ L1(Ω), Πv ∈ Pk est défini par∫
Ω

(Πv − v)qdx = 0,∀q ∈ Pk. (1.28)

C’est un système linéaire carré dont la dimension est celle de Pk. Il admet une

solution unique, Πv. De plus, Πv vérifie Π(Πv) = Πv et ‖Πv‖0,Ω.Alors

‖v‖Hk+1(Ω)/Pk
≤ ‖v − Πv‖k+1,Ω = (‖v − Πv‖2

k,Ω + |v|2k+1,Ω)1/2. (1.29)

Comme Π(v − Πv) = 0, il suffit de montrer qu’il existe une contante D telle que

∀v ∈ Hk+1(Ω), telle que Πv = 0, ‖v‖k,Ω ≤ D|v|2k+1,Ω, (1.30)

et on aura (1.2.11) avec C = (1 +D2)1/2.
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2. On démontre (1) par l’absurde. si (1) est faux, on peut costruire une suite vn de

Hk+1 telle que

lim
n−→∞

|vn|k+1,Ω = 0 et ‖vn‖k,Ω = 1. (1.31)

Comme vn est bornnée dans Hk+1(Ω), gràce à une extention du Théorème (1.1.4),

on peut extraire de vn une sous-suite, encore notée vn, qui converge faiblement

dans Hk+1(Ω) (en fait le théorème (1.1.4) est valable pour des espaces de Banach

réflexifs) : il existe v dans Hk+1(Ω) telle que

lim
n−→∞

vn = v faiblement dans Hk+1(Ω). (1.32)

Mais Πvn = 0, i.e.
∫

Ω
vqdx = 0pour tout pdans Pk. Donc, en passant à la limite

faible dans cette égalité, on a
∫

Ω
vqdx = 0 pour tout q dans Pk, ce qui veut dire que

Πv = 0.

D’autre part

lim
n−→∞

∂k+1vn dans L2(Ω). (1.33)

Mais ∂k+1vn converge faiblement vers ∂k+1v dans L2(Ω). L’unicité de la limite entrine

que ∂k+1v = 0. Alors (grâce à un résultat difficile), ceci entraine que v ∈ Pk. Donc

Πv = v, et comme Πv = 0, ceci entraine v = 0.

Enfin, comme l’injection de Hk+1(Ω) dans Hk(Ω) est compacte (ce qui est une

extension facile de Théorème (1.1.1)), quitte à extraire une sous-suite, vn converge

vers v = 0 dans Hk(Ω). Ceci contredit le fait que ‖vn‖k,Ω = 1.

remarques sur les hypothéses : Lacontradiction ne s’obtient qu’à la fin, quand on

sesert de la compacité de l’injection. Si on n’a pas cette compacité, on ne peut rien

conclure. Cette injection est fausse si Ω n’est pas borné et l’énocé du théorème est faux

dans ce cas car aucun polynôme de Pk n’apartient à L2(Ω).

La connexité de Ω de permet de conclure que si ∂k+1v = 0 alors v ∈ Pk. Si Ω n’est pas

connexe, les polyôme ne sont pas les mêmes dans chaque composante connexe de Ω et

l’énoncé du théoeème est faux.
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1.2.5 Lemme de Bramble-Hilbert

Lemme 1.2.12 (Bramble-Hilbert)

|v −Qmv|Wk
p (Ω) ≤ C dm−k|v|Wm

p (Ω) k = 0, 1, ...,m (1.34)

Où d = diam(Ω).

Preuve.

1. On supose diam (Ω) = 1. Alors pour tout u ∈ Cm(Ω) ∩Wm
p (Ω),on a

|v −Qmv|Wk
p (Ω) ≤ C|v|Wm

p (Ω) ∀k = 0, 1, ......,m (1.35)

Pour k = m, |u−Qmu|Wk
m(Ω) = |u|Wk

m(Ω).

Pour k = 0,

‖u−Qmu‖Lp(Ω) = ‖Rmu‖Lp(Ω)

≤ m
∑
|α|=m

‖
∫

Ω

Kα(x, z)Dαu(z)dz‖Lp(Ω

≤ c(1 + 1/ρ)n
∑
|α|=m

‖
∫

Ω

|x+ z|−n+mDαu(z)dz‖Lp(Ω

≤ |u|Wm
p (Ω)

Pour 0 ≤ k ≤ m,

|u−Qmu|Wm
p (Ω) = |Rmu|Wm

p (Ω)

≤ (
∑
|α|=k

‖Rm−kDαu‖Lp(Ω))
1/p

≤ C (
∑
|α|=k

|Dαu|Wm−k
p (Ω))

1/p

≤ C |u|Wm
p (Ω). (1.36)

2. Pour un domaine général Ω, define

Ω̂ = {x̂ = (1/d)x ;x ∈ Ω}
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Soit u ∈ Wm
p (Ω) et û ∈ Wm

p (Ω̂) où û(x̂) = u(dx̂)

Par un changement des variables, nous avons

|û|Wm
p (Ω̂) = dm−n/p|u|Wm

p (Ω) ∀0 ≤ k ≤ m.

Soit Q̂mû(x̂) = ˆQmu(x) = Qmu(dx̂) Alors

|û− Q̂mû|Wk
p (Ω̂) ≤ C|û|Wm

p (Ω̂) (1.37)

= C dm−n/p|u|Wm
p (Ω)

D’autre part

|û− Q̂mû|Wk
p (Ω̂) = |û− ˆQmu|Wk

p (Ω̂) (1.38)

= dk−n/p|u−Qmu|Wk
p (Ω)

D’après (1.37) et (1.38), on obtient

|u−Qmu|Wk
p (Ω) ≤ C dm−k|u|Wm

p (Ω) ∀0 ≤ k ≤ m

18



Chapitre 2

Eléments finis en 2D

2.1 Introdiction

Dans ce chapitre, nous allons rappeler certains concepts de la méthode des éléments finis

en 2D [8][10] et d’étudier les éléments finis de Lagrange, et donner la définition et les

proprietés de l’interpolé de Lagrange [8] et son importance dans l’estimation d’erreur

pour la méthode des éléments finis.

Ce chapitre est organisé comme suit. On donne d’abord une définition générale d’un

élément fini de Lagrange. On présente ensuite les exemples classiques des éléments finis

de Lagrange. On donne la définition de maillages régulier. En fin on définit l’intepolé de

Lagrange et l’estimation d’erreur.
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2.2. ELÉMENTS DE LAGRANGE CHAPITRE 2. ELÉMENTS FINIS EN 2D

Définition 2.1.1 Un élément fini est la donnée d’un triplet (T̂ , P̂ , Σ̂) tel que :

äT̂ est une partie compacte, connexe, d’interieur non vide de R2.

äP̂ un espace vectoriel de fonctions définies sur T̂ .

äΣ̂ est un ensemble de nf formes linéaires (σ̂1, ..., σ̂nf
) agissant sur les fonctions de P̂

telle que l’application :

p̂ 7→ (σ̂1(p̂), ....σ̂nf
(p̂))

soit un isomorphisme.

Les formes linéaires (σ̂1, ....σ̂nf
) sont appelées degrés de liberté locaux.

2.2 Elément fini de Lagrange en 2D

Définition 2.2.1 Soit (T̂ , P̂ , Σ̂) un élément fini. S’il existe une famille de points (â1, ..., ânf
)

de T̂ tel que pour tout p̂ ∈ P̂ , σ̂i(p̂) = p̂(âi), 1 ≤ i ≤ nnf
, on dit que (T̂ , P̂ , Σ̂) est un

élément fini de Lagrange. Les points (â1, ..., ânf
) sont appelés nœuds de T̂ .

2.2.1 L’espace polynomial P1

En deux dimensions d’espace, on pose

P1 = {p : R2 → R; p(x, y) = α + βx+ γy; (α, β, γ) ∈ R3}. (2.1)

P1 est un espace vectoriel de dimension 3.

Le résultat suivant joue un rôle clé dans la construction de l’élément fini de Lagrange P1

en dimension 2.

Proposition 2.2.2 Un polynôme p ∈ P1 est déterminé de manière univoque par la valeur

qu’il prend en trois points non-alignés. De plus, sa restriction à un segment non réduit à

un point est déterminée de manière univoque par la valeur qu’il prend aux deux extrémités

de ce segment.
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Nous allons maintenant identifier une base naturelle de l’espace V 1
h en procédant comme

dans le cas unidimensionnel. Soit S un sommet intérieur du maillage. Notons ωS l’ensemble

des mailles dont S est un sommet. Pour T ∈ ωS, notons λT,s la coordonnée barycentrique

de T associée au sommet S et posons{
λT,s(x, y) si (x, y) ∈ T pour T ∈ ωS

0 si non (2.2)

Le support de le graphe d’une fonction ϕS sont illustrés sur la figure Fig. Sur cet exemple,

le support de ϕS est constitué de 6 triangles. Par construction, ϕs vaut 1 au sommet

intérieur S et s’annule sur tous les autres sommets du maillage. De plus, la restriction

d’un polynôme de P1 à une face séparant deux triangles adjacents étant déterminée de

manière univoque par la valeur que prend ce polynôme aux deux extrémités de cette face,

il est clair que ϕs ∈ C0(Ω). Par ailleurs, Soit K∗ un triangle fixé de R2, que l’on suppose

non-dégénéré (c’est-à-dire que ses trois sommets ne sont pas alignés). Notons {a∗1, a∗2, a∗3}

ses sommets. De la proposition 2.2.2, il existe une unique fonction λ∗1 ∈ P1 telle que

λ∗1(a∗1) = 1, λ∗1(a∗2) = 0, λ∗1(a∗3) = 0.

De même, il existe une unique fonction λ∗2 ∈ P1 telle que

λ∗2(a∗1) = 0, λ∗2(a∗2) = 1, λ∗2(a∗2) = 0,

et une unique fonction λ∗3 ∈ P1 telle que

λ∗3(a∗1) = 0, λ∗3(a∗2) = 0, λ∗3(a∗3) = 1.

Définition 2.2.3 Les fonctions {λ∗1, λ∗2, λ∗3} s’appellent les coordonnées barycentriques du

triangle K∗.

Voici quelques propriétés essentielles des coordonnées barycentriques, touts de vérification

relativement immédiate :
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2.2. ELÉMENTS DE LAGRANGE CHAPITRE 2. ELÉMENTS FINIS EN 2D

•

x =λ∗1x1 + λ∗2x2 + λ∗3x3

y =λ∗1y1 + λ∗2y2 + λ∗3y3

1 =λ∗1 + λ∗2 + λ∗3.

• pour tout x∗ ∈ K∗ et pour tout i ∈ {1, 2, 3}, 0 ≤ λ∗i (x
∗) ≤ 1;

• en notant G∗ le barycentre de K∗, on a λ∗i (G∗) =
1

3
pour tout i ∈ {1, 2, 3},

Figure 2.1 – Une fonction de base P1
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2.2.2 L’espace polynomial P2

Pour le cas d’éléments P2 les noeuds du maillage seront les sommets des triangles et les

milieux des cotés des arêtes (voir figure 2.2). Les fonctions de forme θi, i = 1, ...., ce sont

• •

•

•

• •

Figure 2.2 – Un élément P2.

les restrictions des fonctions de base ϕi dans un élément triangulaire et elles sont définies

localement selon la technique de Lagrange :

θi(Xj) = δi,j,∀, i, j = 1, ...., N. (2.3)

θi =λi(2λi − 1), pour i = 1, 2, 3 (2.4)

θ4 =4λ1λ2, (2.5)

θ5 =4λ2λ3, (2.6)

θ6 =4λ3λ1. (2.7)

et

∇θi = (4λi − 1)∇λi, pour i = 1, 2, 3 (2.8)

∇θ4 = 4(λ1∇λ2 + λ2∇λ1) (2.9)

∇θ5 = 4(λ2∇λ3 + λ3∇λ2) (2.10)

∇θ6 = 4(λ3∇λ1 + λ1∇λ3) (2.11)

2.2.3 L’espace polynomial Pk

Un polynôme de degré k à deux variables a
(k + 1)(k + 2)

2
coefficients.

Soit l’espace polynomial Pk des polynômes en les variables coefficients réels et de degré
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global inférieur ou égal à k. On pose

Pk = {p(x, y) =
∑

0≤i+j≤k

xiyj ;αij ∈ R}. (2.12)

Proposition 2.2.4 Soit k̂ le simplexe unitaire de R2. Posons P̂ = Pk pour k ≥ 1. Consi-

dérons l’ensemble des noeuds (âi)1≤i≤nf
de coordonnées ( i1

k
, i2
k

) avec 0 ≤ i1, i2 ≤ k et

i1 + i2 ≤ k. Notons Σ̂ = {σ̂1, ....σ̂nf
} les formes linéares sur Pk donnée par σ̂i(p̂) = p̂(âi).

Alors, (K̂, P̂ , Σ̂) est un élément fini de lagrange de degré k
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2.3 Maillages

Définition 2.3.1 Un maillage ou triangulation est un recouvrement du polygone Ω par

des triangles. En notant {K1, ..., KNe} ces triangles, on a donc

Ω̄ =
Ne⋃
i=1

Ki

On dit que la triangulation est admissible si pour tout i 6= j, l’ensemble Ki ∩Kj est soit

vide, soit réduit à un point qui est un sommet à la fois de Ki et de Kj, soit égal à un

segment qui est une arête à la fois de Ki et de Kj.

Par la suite, les triangles Ki sont appelés mailles et les arêtes des triangles sont appelées

faces.

Pour tout 1 ≤ i ≤ Ne, nous notons hi le diamètre de la maille Ki (défini comme la plus

grande des longueurs des arêtes de Ki) et nous posons

h = max
1≤i≤Ne

hi

Ce paramètre caractérise la finesse globale du maillage.

Nous notons {si,1, si,2, si,3} les trois sommets de la maille Ki. En regroupant tous ces

sommets, nous obtenons un ensemble de points de cardinal noté Ns et dont les éléments,

appelés sommets du maillage, sont numérotés sous la forme {s1, ..., sNe}.
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2.3.1 Maillages réguliers

Dans la suite, T̂ désigne le triangle de référence définit par :

T̂ = {(x, y) ∈ R2;x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1} (2.13)

Les transformations affines générant le maillage s’expriment sous la forme

∀T ∈ Th, FT (x̂) = AT x̂+ bT , x̂ ∈ T̂ . (2.14)

Définition 2.3.2 Une famille de maillages Th est régulière s’il existe une constante σ0

telle que

∀h,∀T ∈ Th, σT =
hT
ρT

< σ0 (2.15)

Lemme 2.3.3 Supposons (2.14). On a

| det(AT )| = |T |
|T̂ |

, ‖AT‖ ≤
hT
ρT̂
, ‖A−1

T ‖ ≤
hT̂
ρT
. (2.16)

Preuve.

|T | =
∫
T

dx =

∫
T̂

| detAT |dx̂ = | detAT |
∫
T̂

dx̂ = | detAT ||T̂ |

| detAT | =
|T |
|T̂ |

On utilise la norme matricielle subordonnée à la norme euclidienne

‖AT‖ = sup
x̂ 6=0

‖AT x̂‖
‖x̂‖

on pose x̂ = x̂1 − x̂2 et ‖x̂‖ = ρT̂ (ρT̂ le rayon de boule inscrite dans T̂ )

‖AT‖ = sup
x̂=ρT̂

‖AT (x̂1 − x̂2)‖
ρT̂

= sup
x̂=ρT̂

‖AT x̂2 + bT − AT x̂1 − bT‖
ρT̂

= sup
x̂=ρT̂

‖FT (x̂1)− FT (x̂2)‖
ρT̂

=
1

ρT̂
sup
x̂=ρT̂

‖x1 − x2‖

≤ chT
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‖A−1
T ‖ = sup

x 6=0

‖A−1
T x‖
‖x‖

On pose x = x1 − x2 et ‖x‖ = ρT (ρT le rayon de boule inscrite dans T )

‖A−1
T ‖ = sup

x=ρT

‖A−1
T (x1 − x2)‖

ρT

= sup
x=ρT

‖A−1
T x2 + bT − A−1

T x1 − bT‖
ρT

= sup
x=ρT

‖FT (x1)− FT (x2)‖
ρT

=
1

ρT
sup
x=ρT

‖x1 − x2‖

≤ hT
1

ρT
.

On à de (2.3.2) σT =
hT
ρT

< σ0, alors
1

ρT
<
σ0

hT
.

Donc, on obtien

‖A−1
T ‖ ≤ ch−1

T
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2.4 Interpolation

2.4.1 Interpolé de Lagrange

Nous introduisons l’opérateur d’interpolation

τ 1
h : C0(Ω̄) 3 v 7→

Ns,i∑
i=1

v(Si)ϕi ∈ V 1
h . (2.17)

τ 1
hv est l’unique fonction de V 1

h prenant la même valeur que la fonction v en tous les

sommets intérieurs. Notre objectif est maintenant d’estimer la précision de l’opérateur

d’interpolation τ 1
h . Plus précisément, nous souhaitons obtenir des bornes supérieures pour

les quantités |v − τ 1
h(v)|m,T .

Théorème 2.4.1 Soit (T,P ,N ) un élément fini. Alors il existe une constant c telle que :

∀T,∀v ∈ H2(T ) |v − τ 1
h(v)|m,T ≤ c h2−m

T |v|2,T , 0 ≤ m ≤ 2 (2.18)

Preuve.

|v − τ 1
h(v)|m,T ≤ |v −Q2v|m,T + |Q2v − τ 1

h(v)|m,T

≤ |v −Q2v|m,T + |Q2v − τ 1
h(v)|m,T

≤ |v −Q2v|m,T + |τ 1
h(Q2v − v)|m,T (τ 1

h(Q2v) = Q2v et τ 1
h est linéaire)

≤ |v −Q2v|m,T + c|Q2v − v|m,T

≤ c h2−m
T |v|2,T ( D’après 1.2.12)

Théorème 2.4.2 Soit (T,P ,N ) un élément fini. Alors il existe une constant c telle que :

1. Pk ⊂ P .

2. N ⊂ (C0)′.

Alors

∀T,∀v ∈ H l+1(T ) |v − τ kh (v)|m,T ≤ c hl+1−m
T |v|l+1,T , 0 ≤ m ≤ l + 1 (2.19)
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2.5 Inégalités inverses

Lemme 2.5.1 (Inégalité inverse) ∀T ∈ Th,∀v ∈ Pk(T ) il existe une constante C indé-

pendante de hT tel que

‖v‖1,T ≤ C
‖v‖0,T

hT
. (2.20)

Preuve. Pour simplifier supposons que hT ≤ h ≤ 1.

On passe au triangle de référence T̂ défini par

T̂ := {x = (x1, x2) ∈ R2 tel que x1 > 0, x2 > 0, et x1 + x2 6 1}.

Nous avons pour chaque triangle T ∈ Th du maillage, il exist AT matrice 2× 2 et bT ∈ R2

tels que T = FT (T̂0) où FT est l’application affine définie par FT (x̂) = AT (x̂) + bT .

Soit v ∈ Pk(T ), et on pose v̂(x̂) = (v ◦ F )(x̂), on utilise le fait que en dimension finie les

normes sont équivalentes, on déduit que ‖v̂‖1,T̂ ≤ CT̂ ‖v̂‖0,T̂ .

D’autre part on a

|v|21,T =

∫
T

|∇xv|2dx ≤
∫
T̂

‖A−1
T ‖

2|∇x̂v̂|2|det(AT )|dx̂ ( puisque ∇xv = A−1
T ∇x̂v̂)

= ‖A−1
T ‖

2|det(AT )||v̂|2
1,T̂
≤ C‖A−1

T ‖
2|det(AT )| ‖v̂‖2

0,T̂
.

≤ C‖A−1
T ‖

2 ‖v‖2
0,T ≤ Ch−2

T ‖v‖
2
0,T puisque ‖A−1

T ‖ ≤
ρT̂
hT
.
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Lemme 2.5.2 (Inégalité de trace discrète) ∀T ∈ Th, e ∈ ∂T et ∀v ∈ Pk(T ) il existe une

constante C indépendante de h tel que

|e|‖∂v
∂n
‖2

0,e ≤ C ‖∇v‖2
0,T . (2.21)

Preuve. Nous passons au triangle de référence T̂ . On utilise le fait que les normes sont

équivalente en dimension finie donc on

‖∂v̂/∂n‖0,ê ≤ ‖∇x̂v̂‖0,T̂

On a d’une part

‖∂v̂/∂n‖2
0,ê = |e|‖∂v/∂n‖2

0,e

d’autre part on a 1 :

‖∇x̂v̂‖2
0,T̂

=
‖AT‖2

|det(AT )|
‖∇xv‖2

0,T ∼ ‖∇xv‖2
0,T .

1si le maillage Th est régulier, i.e., ∃σ0, tel que ∀T ∈ Th,
hT
ρT
≤ σ0
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Chapitre 3

Interpolé de Clément

3.1 Introduction

IL est bien connu que pour définir l’intérpolé de Lagrange d’une fonction, celle ci doit

être au moins une fonction continue [9][5]. Donc dans le cas uni-dimentionnel on peut

définir L’intérpolé d’une fonctions de H1. Mais dans le cas bi-dimensionnel les fonctions

de l’espace H1 ne sont pas nécessairement continue, danc l’interpolé de Lagrange dans ce

cas est pas défini. Alors dans ce chapitre on défini l’interpolé de Clément, et nous donnons

l’estimation d’erreur d’interpolation .
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3.2 Notations et définitions

Soit Ω un domaine polygonal de R2. Soit (Th)h une fonction famille réguliére de Ω. On

note Nh l’ensemble des noeuds du maillage. Pour chaque triangle T du maillage, on note

N (T ) l’ensemble de ses sommets. De plus, pour tout noeud x ∈ Nh du maillage, on note

ωx :=
⋃

x∈N (T )

T, (3.1)

l’union des triangles du maillage dont l’un des sommet est le noeud x.

Définition 3.2.1 Soit x ∈ Nh. Pour tout v ∈ H1(Ω), on note πxv ∈ R la moyenne de v

sur l’ouvert Vx. On définit Ch l’opérateur de H1(Ω) à valeurs dans Vh par

Chv(x) =

{
(πxϕ)(x) pour tout x ∈ Nh \ Γ

0 pour tout x ∈ Nh ∩ Γ
(3.2)

3.3 Propriétés

Proposition 3.3.1 pour tout x sommet de maillage, il existe un entier m indépendant

de h, on a

Card{T ∈ Th;T ⊂ ωx} ≤ m (3.3)

tel que m = [2π/θmin] + 1

pour tout sommet x et T triangle du maillage

T ∈ ωx =⇒ diam(ωx) ≤ ChT (3.4)

tel que C = 2σm−1
0

Preuve. soit Th est un maillage régulière, et θi les angles du ωx telle que la sommet x

c’est un tette de cette les engles est borné inférieurement, indépendamment de h, soit θmin
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telle que 0 < θmin ≤ θi, soit d = |Card{T ∈ Th;T ⊂ ωx}|, alors

d∑
i=2

θi = 2π

θmin

d∑
i=2

≤ 2π

d θmin ≤ 2π

Alors |Card{T ∈ Th;T ⊂ ωx}| ≤ m telle que m = [2π/θmin] + 1

Th est un maillage régulier alors hT
hi
≤ σ0 ≤ ∞, h = maxT⊂ωx hT Alors,

h

hT
=

h

hT1

hT1

hT2

hT2

hT3

.......
hTm−1

hT
≤ σm−1

0 (3.5)

Donc,

h ≤ σm−1
0 hT (3.6)

Alors,

T ⊂ ωx =⇒ diam(ωx) ≤ 2σm−1
0 hT (3.7)

Proposition 3.3.2 soit Ω̂ et Ω deux ouverts bornés, réguliers et connexes de R2 et F une

application continue et bijective de Ω̂ vers Ω, C1 par morceaux.

pour tout ϕ ∈ H1(Ω), il existe une constante C ne dépendant que de Ω̂ telle que

‖ϕ− |Ω|−1

∫
Ω

ϕ‖2
L2(Ω) ≤ C

max
x̂∈Ω̂

det(∇F (x̂))

min
x̂∈Ω̂

det(∇F (x̂))
max
x̂∈Ω̂
‖∇F (x̂)‖2‖∇ϕ‖2

L2(Ω) (3.8)

Lemme 3.3.3 pour tout sommet x du maillage et tout élément v ∈ H1(ωx) il existe une

constante C indépendante de h, on a

‖v − πxv‖L2(ωx) ≤ C(diam(ωx))‖∇v‖L2(ωx). (3.9)

Preuve. D’aprer (3.8) on trouvrer

‖v − πxv‖2
L2(ωx) ≤ C

max
x̂∈ω̂x

det(∇F (x̂))

min
x̂∈ω̂x

det(∇F (x̂))
max
x̂∈ω̂x

‖∇F (x̂)‖2‖∇v‖2
L2(ωx) (3.10)
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il existe un x̂0 ∈ T̂0 telle que max
x̂∈ω̂x

det(∇F (x̂)) = | det(∇F (x̂0))| = n|T0|
n|T̂0|

= n|T0|
ω̂x

il existe un x̂1 ∈ T̂1 telle que min
x̂∈ω̂x

det(∇F (x̂)) = | det(∇F (x̂0))| = n|T1|
n|T̂1|

= n|T1|
ω̂x

il existe un x̂2 ∈ T̂2 telle que max
x̂∈ω̂x

‖∇F (x̂)‖2 = ‖∇F (x̂2)‖2 ≤ c h2

Alors,

‖v − πxv‖2
L2(ωx) ≤ C

|T0|
|T1|

(diam(ωx))
2‖∇v‖2

L2(ωx)

En fin on trouver

‖v − πxv‖L2(ω) ≤ C ′(diam(ωx))‖∇v‖L2(ωx)

Telle que C ′ = C |T0|
|T1|

Soit Th une suite de maillage réguliers de Ω. On note Eh l’ensemble des arêtes du maillage,

Soit ωT un élément de Th qui ont une intersection non vide avec T . Soit e une aret de T

et notons ωe l’ensemble de tous les éléments de Th qui ont une intersection non vide avec

e.

Où

ωT =
⋃

x∈N (T )

ωx et ωe =
⋃

x∈N (e)

ωx (3.11)

e T

Figure 3.1 – L’ensemble ωe et l’ensemble ωT
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Proposition 3.3.4 [10] pour tout triangle T ∈ Th, toute arête e ∈ Eh ,toute fonction

V ∈ X il existe une constante c > 0 tels que :

‖v − Chv‖0,T ≤ c hT‖v‖1,ωT

‖v − Chv‖0,e ≤ c h1/2
e ‖v‖1,ωe

(3.12)

Preuve.

1. soit v ∈ H1(Ω), on a

(v − Chv)T =
∑

x∈N (T )

(v − Ch(v)(x))λx =
∑

x∈N (T )

(v − πxv)λx (3.13)

ainsi,

‖v − Chv‖(L2(T )) ≤ ‖
∑

x∈N (T )

(v − Ch(v)(x))λx‖L2(T )

≤
∑

x∈N (T )

‖(v − Ch(v)(x))‖L2(T ) (d’après 0 ≤ λx ≤ 1)

≤
∑

x∈N (T )

‖v − πxv‖L2(ωx)

≤
∑

x∈N (T )

(Cdiam(ωx)‖∇v‖L2(ωx) (daprés(3.12))

≤ C1hT
∑

x∈N (T )

‖∇v‖L2(ωT )

≤ C1hT
∑

x∈N (T )

‖v‖H1(ωT )

2. soit e et ê deux arêt telle que

ê = {x̂ =
1

he
x ; x ∈ e}

Où he = |e| et |ê| = 1

Donc,

‖ ̂v − πxv‖2
L2(ê) =

∫
ê

( ̂v − πxv)2 dx̂

= h−1
e

∫
e

(v − πxv)2 dx d’après le changement de variable

= h−1
e ‖v − πxv‖L2(e). (3.14)
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Ainsi, d’après l’inégalité de Poincaré-Wirtinger et le changement de variable On obtient,

‖ ̂v − πxv‖2
L2(ê) ≤ c ‖∇̂v‖L2(ê)

≤ c ‖∇v‖L2(e)

≤ c ‖v‖1,ωe . (3.15)

Alors, d’après (3.14) et (3.15), on obtient

h−1
e ‖v − πxv‖2

L2(e) ≤ c ‖v‖2
1,ωe

.

En fin trouver,

‖v − πxv‖L2(e) ≤ c h1/2
e ‖v‖1,ωe .
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Chapitre 4

Estimation d’erreur a posteriori

Nous dans que cette partie est basée essentielement sur la réfrence [7]

4.1 Cadre générale

Considérons un problème modèle de la forme :{
Trouver u ∈ V telle que
a(u, v) = f(v),∀v ∈ V, (4.1)

où V sont des espace de Hilbert, f ∈ V ′ et a ∈ L(V × V,R).

Nous supposons que la forme a satisfait les hypothèses du théorème de Lax-Milgram si

bien que ce problème est bien posé. Étant donné un maillage Th du domaine Ω et un

espace d’approximation Vh ⊂ V , nous considérons le problème approché{
Trouver uh ∈ Vh telle que
a(uh, vh) = f(vh),∀vh ∈ Vh

(4.2)

que nous supposons bien posé.
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Définition 4.1.1 Une fonction η = η(h, uh, f) est appelée erreur a posteriori si

‖u− uh‖V ≤ η(h, uh, f). (4.3)

Si η(h, uh, f) se met sous la forme

η(h, uh, f) =

(∑
T∈Th

ηT (uh, f)2

) 1
2

(4.4)

nous dirons que ηT (uh, f) est un indicateur d’erreur.

La connaissance d’un indicateur d’erreur permet de mettre en ouvre une stratégie d’adap-

tation de maillage. Heuristiquement, si ηT (uh, f) est grand, nous pouvons envisager de

diminuer l’erreur en raffinant le maillage, c’est-à-dire en découpant T en élément plus

petits, alors que si ηT (uh, f) est très petit, nous pouvons économiser des degrés de liberté

en recombinant T avec ses voisins.

Un point important concerne notamment l’optimalité de l’indicateur d’erreur (ou l’effica-

cité de l’indicateur) qui garantit que ηT (uh, f) n’est pas une estimation trop pessimiste de

l’erreur locale, i.e., que le raffinement du maillage est porté à un niveau de finesse suffisant

sans être excessif. Dans ce contexte, nous établirons des inégalités du type :

∀T ∈ Th, c1ηT ≤ ‖u− uh‖V,T ≤ c2ηT (4.5)

où nous avons localisé la norme‖u− uh‖V sous la forme(∑
T∈Th

‖u− uh‖2
V,T

) 1
2

(4.6)

Une telle inégalité signifie que l’indicateur d’erreur ηT est équivalent à ‖u− uh‖V,T .
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4.2 Premier exemple modèle

Dans cette section nous considérons le problème modèle du Laplacien avec conditions aux

limites de Dirichlet.

Soit Ω un domaine polygonale de R2. Pour f dans L2(Ω).

Nous considérons le problème suivant :{
Trouver u ∈ H1

0 (Ω) tel que
a(u, v) =

∫
Ω
fv,∀v ∈ H1

0 (Ω)
(4.7)

où nous avons posé

a(u, v) =

∫
Ω

∇u · ∇v dx.

Afin de donner une portée plus généra aux résultats ci- dessous , nous n’allons pas expli-

citement la coercitive de la forme bilinéaire a mais uniquement sa propriété de stabilité,

i.e, il existe une constant α > 0 telle que :

inf
u∈H1

0 (Ω)
sup

v∈H1
0 (Ω)

a(u, v)

‖u‖1,Ω‖v‖1.Ω

> α. (4.8)

Soit (Th)h une famille de maillage régulier de Ω.

Le problème approché s’écrit
trouver uh ∈ Vh tel que

a(uh, vh) =

∫
Ω

fvh,∀vh ∈ Vh
(4.9)

Nous avons déjà établie l’estimation a priori suivant

‖u− uh‖1,Ω ≤ c inf
vh∈Vh

‖u− vh‖1,Ω ≤ c′h‖u− τ 1
hu‖1,Ω ≤

(∑
T∈Th

h2
T‖u‖2

2,T

)1/2

(4.10)

L’estimation (4.10) n’entre pas dans le cadre des estimations a posteriori, car l’estimation

fait intervenir la quantité ‖u‖2,T qui est inconue.
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Pour obtenir une estimation a posteriori, nous revenons à propriété de stabilité (4.12).

Proposition 4.2.1 On a

‖u− uh‖1,Ω ≤
1

α
‖f +4uh‖−1,Ω. (4.11)

Preuve. Nous avons

α‖u− uh‖1,Ω ≤ sup
v∈H1

0 (Ω)

a(u− uh, v)

‖v‖1,Ω

≤ sup
v∈H1

0 (Ω)

〈4(u− uh), v〉H−1(Ω),H1
0 (Ω)

‖v‖1,Ω

≤ ‖f +4uh‖−1,Ω.

L’estimation (4.11) entre dans le cadre de la définition 4.1, nous venons ainsi de prouver

une premier estimation a posteriori. Mais elle n’est pas très intéressante car elle fait in-

tervenir la norme ‖ · ‖−1.Ω qui est très difficile à valeur en pratique. Toute fois, l’idée de

l’intégration par parties et bonne car elle fait disparaitre la fonction inconnue u dans le

second membre. En fait, nous pouvons éviter la norme ‖ · ‖1.Ω en réalisant l’intégration

par parties sur chaque élément du maillage. En localisant le calcul ci-dessus, nous allons

établir le résultat fondamental suivant.

Théorème 4.2.2 Supposons que la famille Th soit régulière. Alors, il existe c > 0 telle

que

‖u− uh‖1,Ω ≤ c

(∑
T∈Th

ηT (uh, f)

) 1
2

,

où nous avons introduit l’indicateur d’erreur

ηT (uh, f) = hT‖f +4uh‖0,T +
∑
e∈∂T

|e|
1
2‖J∂nuhK‖2

0,e.

Dans cette formule, e est une arête de T , E iT est l’ensemble des arêtes de T qui ne sont

pas sur la frontière de Ω, |e| le diamètre de e et J∂nuhK le saut de la dérivée normale de
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uh à travers e.

Preuve. On a la propieté da stabilité, i.e, il existe une constant α > 0 telle que :

inf
u∈H1

0 (Ω)
sup

v∈H1
0 (Ω)

a(u, v)

‖u‖1,Ω‖v‖1.Ω

> α. (4.12)

Puisque

a(u− uh, vh) = 0 pour tout vh ∈ Vh

l’inégalité de stabilité (4.12) donne

∀vh ∈ Vh ‖u− uh‖1,Ω ≤
1

α
sup

v∈H1
0 (Ω)

a(u− uh, v − vh)
‖v‖1,Ω

nous pouvons développer le numérateur de second membre comme suit

a(u− uh, v − vh) =

∫
Ω

(−4u)(v − vh)−∇uh · ∇(v − vh)

=
∑
T∈Th

(

∫
T

(f + ∆uh)−
∑
e∈EiT

∫
e

(∂nuh)(v − vh))

où e désigne une face d’un élément T .

Comme v− vh est nul sur la bord de Ω, la sommation sur e ne fait intervenir que les faces

qui sont communes à deux éléments. Ces faces sont donc des interfaces. Comme v − vh
est continu à travers chaque interface e, il vient :

a(u− uh, v − vh) ≤
∑
T∈Th

(‖f + ∆uh‖0,T‖v − vh‖0,T +
∑
e∈EiT

‖J∂nuhK‖0,e‖v − vh‖0,e)

où E iT est l’ensemble des faces de T qui ne sont pas sur la frontière. Nous choisissons

maintenant vh = Chv, où Ch est l’opérateur de Clément et en appliquant les estimation

de (3.3.4), on obtient

a(u− uh, v − vh) ≤
∑
T∈Th

(hT‖f + ∆uh‖0,T‖v‖0,T +
∑
e∈EiT

|e|1/2‖J∂nuhK‖0,e‖v‖0,e)

≤ ‖v‖1,Ω

∑
T∈Th

(h2
T‖f + ∆uh‖2

0,T +
∑
e∈EiT

|e|1‖J∂nuhK‖2
0,e)

 1
2
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Alors

‖u− uh‖1,Ω ≤ c

(∑
T∈Th

ηT (uh, f)2

) 1
2

,

où

ηT (uh, f) = hT‖f +4uh‖0,T +
1

2

∑
e∈EiT

|e|
1
2‖J∂nuhK‖2

0,e.
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4.3 Deuxième exemple : Approximation des données

Soit Ω un ouvert polygonal borné connexe de R2. On suppose que sa frontière Γ = ∂Ω se

décompose en deux parties ΓD et ΓN telles que ΓD soit de mesure non nulle. On considère

le problème aux limites suivant :
−∆u = f dans Ω

u = 0 sur ΓD
∂u

∂n
= g sur ΓN

(4.13)

où f ∈ L2(Ω) et g ∈ L2(ΓN). L’objet de ce problème consiste à estimer l’erreur effectuée

lors du calcul d’une approximation uh de u par la méthode des éléments finis P1 en fonction

non pas de la solution u du problème au limite (qui est inconnue) mais des données f , g

et Γ ainsi que de la solution uh du problème discretisé.

soit le probleme variationnelle :{
Trouver u ∈ X tel que
a(u, v) = L(v),∀v ∈ X (4.14)

où nous avons posé

a(u, v) =

∫
Ω

∇u · ∇v dx.

et

L(v) =

∫
Ω

fv dx+

∫
ΓN

gv ds

où

X = {v ∈ H1(Ω); v|ΓD
= 0}

Proposition 4.3.1 Le Problème formulation variationnelle (4.14) admet une solution

unique.

Preuve.

1. L’espace X est un espace de Hilbert.

2. a(., .) est continue est bilinéaire

|a(u, v)| =
∫

Ω

∇u · ∇v ≤ ‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) ≤ ‖u‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω).
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3. L(v) est continue est linéaire

|L(v)| = |
∫

Ω

fv +

∫
ΓN

gv‖ ≤ (‖f‖L2(Ω) + ‖g‖L2(ΓN ))‖v‖H1(Ω) ≤ c‖v‖H1(Ω).

4. a(., .) est coertcive

a(u, u) =

∫
Ω

|∇u|2 ≥ c‖u‖H1(Ω).

Donc, d’après la théorème de Lax-Milgram, cette problème variationnelle admet une so-

lution unique.

Proposition 4.3.2 la solution du problème variationnel (4.14) satisfait :

‖u‖H1(Ω) ≤ c(‖f‖L2(Ω) + ‖g‖L2(ΓN )) (4.15)

Preuve. Pour tout v ∈ X, on a,
∫

Ω
∇u · ∇v =

∫
Ω
fv dx+

∫
ΓN
gv ds On supposant v = u,

d’apèrs la coercivité et l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

‖u‖H1(Ω) ≤ c(‖f‖L2(Ω) + ‖g‖L2(ΓN ))

Discretisation par éléments finis

Soit Th une suite de maillage réguliers de Ω. On note Eh l’ensemble des arêtes du maillage

et on suppose que toute arête du maillage appartenant au bord du domaine Γ est incluse

soit dans ΓN , soit dans ΓD. On note Eh,N les arêtes incluses dans ΓN et Eh,i les arêtes du

maillage incluses dans Ω.

Eh,i := {e ∈ Eh : e ⊂ Ω},

Eh,N := {e ∈ Eh : e ⊂ ΓN} ; Eh,D := {e ∈ Eh : e ⊂ ΓD}.

On introduit les fonctions f(h) (respectivement g(h)), approximations de f (respective-

ment de g), constantes par morceaux sur chaque triangle T de Th (respectivement sur

chaque arête de e de Eh,N), définis par

f(h)(x) := fT := |T |−1

∫
T

f(y)dy pour tout x ∈ T (4.16)
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g(h)(x) := ge := |e|−1

∫
e

g(y)dy pour tout x ∈ e (4.17)

où |T | est l’aire du triangle T et he la longueur de l’arête e.

On note u(h) la solution du problème aux limites
−∆u(h) = f(h) dans Ω

u(h) = 0 sur ΓD
∂u(h)

∂n
= g(h) sur ΓN .

(4.18)

Soit le probleme variationnelle :{
Trouver u ∈ X tel que
a(u(h), v) = L(v),∀v ∈ X (4.19)

où nous avons posé

a(u(h), v) =

∫
Ω

∇u(h) · ∇v dx.

et

L(v) =

∫
Ω

f(h)v dx+

∫
ΓN

g(h)v ds

où

X = {v ∈ H1(Ω); v|ΓD
= 0}

Proposition 4.3.3 Le problème variationnelle (4.19) admet une solution unique.

Preuve.

1. L’espace X est un espace de Hilbert.

2. a(., .) est continue est bilinéaire

|a(u(h), v)| =
∫

Ω

∇u · ∇v ≤ ‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) ≤ ‖u‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω).

3. L(v) est continue est linéaire

|L(v)| = |
∫

Ω

f(h)v+

∫
ΓN

g(h)v‖ ≤ (‖f(h)‖L2(Ω)+‖g(h)‖L2(ΓN ))‖v‖H1(Ω) ≤ c‖v‖H1(Ω).

4. a(., .) est coertcive

a(u, u) =

∫
Ω

|∇u|2 ≥ c‖u‖H1(Ω).
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Proposition 4.3.4 soit u la solution du problème (4.14) et u(h) la solution du problème

(4.19), alors il existe une constante c ne dépendant que de Ω et de ΓD telle que

‖u− u(h)‖H1(Ω) ≤ c(‖f − f(h)‖L2(Ω) + ‖g − g(h)‖L2(ΓN )) (4.20)

Preuve. D’après les égalités (4.19 et (4.14), on a∫
Ω

∇(u− u(h)) · ∇vdx =

∫
Ω

(f − f(h))vdx+

∫
ΓN

(g − g(h)vds

On supposant v = u− u(h) et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Scharz et le théorème de

trace que∫
Ω

|∇(u− u(h))|2dx ≤ c‖u− u(h)‖H1(Ω)(‖f − f(h)‖L2(Ω) + ‖g − g(h)‖L2(ΓN ))

D’après l’inégalité de Poincaré, on obtient

‖u− u(h)‖H1(Ω) ≤ c(‖f − f(h)‖L2(Ω) + ‖g − g(h)‖L2(ΓN ))

Proposition 4.3.5 soit T un triangle du maillage, Alors il existe un constante C indé-

pendante h telle que pour tout fonction f ∈ H1(Ω), on a∫
T

|f −m(f)|2 ≤ ChT

∫
T

|∇f |2 (4.21)

on rappelle que hT est le diamètre T .

soit e une arête du triangle T (T un triangle du maillage), Alors il existe un constante C

indépendante de h telle que pour tout fonction g ∈ H1(Ω), on a∫
e

|g −m(g)|2 ≤ Che

∫
e

|∇g|2 (4.22)

On rappellons que he est le mesure de e.
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Preuve.

1. soit T̂ est triangle de réference telle que T = F−1(T̂ ) On pose f = f̂ ◦ F−1(T ). On

a, ∇f = A−1∇f̂ D’après l’inégalité de Poincaré-Wirtinger∫
T̂

|f̂ −m(f̂)|2 dx̂ ≤ C

∫
T̂

|∇f̂ |2dx̂ (4.23)

D’aprés la changement de variable, on obtient∫
T

|f −m(f)|2|detA|−1 ≤ C

∫
T

|A∇f |2|detA|−1 dx (4.24)

On a ‖A‖ ≤ hT , alors ∫
T

|f −m(f)|2dx ≤ Ch2
T

∫
T

|∇f |2dx (4.25)

2. soit ê est un arête telle que e = G−1(ê) On pose g = ĝ ◦G−1(e). On a ∇g = A−1∇ĝ

D’après l’inégalité de Poincaré-Wirtinger∫
ê

|ĝ −m(ĝ)|2 dŝ ≤ C

∫
T̂

|∇ĝ|2 dŝ (4.26)

D’aprés la changement de variable, on obtient∫
T

|g −m(g)|2|detA|−1 ≤ C

∫
T

|A∇g|2|detA|−1 ds (4.27)

On a ‖A‖ ≤ he, alors ∫
e

|g −m(g)|2 ds ≤ Ch2
e

∫
e

|∇g|2 ds (4.28)

Proposition 4.3.6 soit f ∈ H1(Ω) et g ∈ H1(ΓN), u(h) converge vers u lorsque h tend

vers 0.

Preuve. D’après (4.20) On a,

‖u− u(h)‖H1(Ω) ≤ c(‖f − f(h)‖L2(Ω) + ‖g − g(h)‖L2(ΓN ))
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On utilise l’estimation de (4.3.5), on obtient

‖u− u(h)‖H1(Ω) ≤ c(hT‖∇f‖L2(Ω) + he‖∇g‖L2(ΓN ))

≤ ch(‖∇f‖L2(Ω) + ‖∇g‖L2(ΓN ))

≤ ch

= 0 (h −→ 0)

On note Xh l’espace de éléments finis P1 de Th s’annulant sur ΓD

Xh := {v ∈ C(Ω) : v|T ∈ P1 pour tout triangle T ∈ Th, v = 0 sur ΓD}. (4.29)

soit le probleme approché : {
Trouver uh ∈ Xh tel que
a(uh, vh) = L(vh), ∀vh ∈ Xh

(4.30)

où nous avons posé

a(uh, vh) =

∫
Ω

∇uh · ∇vh dx.

et

L(vh) =

∫
Ω

fvh dx+

∫
ΓN

gvh ds

Théorème 4.3.7 Supposons que la famille Th soit régulière. Alors, il existe une constante

C indépendante de h telle que

‖u(h)− uh‖H1(Ω) ≤ C

(∑
T∈Th

η2
T

)1/2

, (4.31)

où

η2
T = h2

T‖fT‖2
L2(T ) +

1

2

∑
e∈Eh,Ω∩E(T )

he‖J
∂uh
∂n

K‖2
L2(e) +

∑
e∈Eh,N∩E(T )

he‖ge −
∂uh
∂n
‖2
L2(e) (4.32)

et E(T ) est l’ensemble des arete du triangle T .

Preuve. soit v ∈ X. On a ∫
Ω

∇uh.∇v =
∑
T∈T

∫
T

∇uh.∇v (4.33)
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sur chaque triangle T , uh est régulier, on peut danc effectuer l’integration par partie∫
Ω

∇uh.∇v =
∑
T∈T

∫
T

∇uh.∇v

= −
∑
T∈T

∫
T

∆uh.v +
∑
T∈T

∫
∂T

∂uh
∂n

.v

= −
∑
T∈T

∫
T

∆uh.v +
∑
e∈Eh,N

∫
e

(
∂uh
∂n

v) +
∑
e∈Eh,i

∫
e

(
∂uh
∂n

+

v+ − ∂uh
∂n

−
v−)

où ∆uh = 0, et on utilise l’égalité ab− cd = (a+ c)( b−d
2

)(a− c)( b+d
2

). On trouver∫
Ω

∇uh.∇v =
∑
e∈Eh,N

∫
e

(
∂uh
∂n

v) +
∑
e∈Eh,i

∫
e

Jne · ∇uhKv

Ainsi, on a ∫
Ω

f(h) =
∑
T∈Th

∫
T

f(h) et
∫

ΓN

g(h) =
∑
e∈Eh,N

∫
e

g(h)

Alors,∫
Ω

f(h)v +

∫
ΓN

g(h)v −
∫

Ω

∇uh · ∇v =
∑
T∈Th

∫
T

f(h)v

+
∑
e∈Eh,N

∫
e

(g(h)− ne · ∇uh)v +
∑
e∈Eh,i

∫
e

Jne · ∇uhKv (4.34)

Ainsi, pour tout vh ∈ Xh, on a∫
Ω

f(h)vh +

∫
ΓN

g(h)vh −
∫

Ω

∇uh.∇vh = 0

On utilise la formule de Green, on trouver

−
∫

Ω

f(h)vh −
∫

ΓN

g(h)vh −
∑
e∈Eh,N

∫
e

(
∂uh
∂n

v) +
∑
e∈Eh,i

∫
e

Jne · ∇uhKvh = 0 (4.35)

Alors, d’après l’égalité (4.34) et (4.35), on trouver∫
Ω

f(h)v +

∫
ΓN

g(h)v −
∫

Ω

∇uh · ∇v =
∑
T∈Th

∫
T

f(h)(v − vh)

+
∑
e∈Eh,N

∫
e

(g(h)− ne · ∇uh)(v − vh)

+
∑
e∈Eh,i

∫
e

Jne · ∇uhK(v − vh) (4.36)
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Donc, on utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz sur (4.36), il vient∫
Ω

f(h)v +

∫
ΓN

g(h)v −
∫

Ω

∇uh · ∇v ≤ C(
∑
T∈Th

‖f(h)‖L2(T )‖(v − vh)‖L2(T )

+
∑
e∈Eh,N

‖(g(h)− ne · ∇uh)‖L2(e)‖(v − vh)‖L2(e)

+
∑
e∈Eh,i

‖Jne · ∇uhKe‖L2(e)‖(v − vh)‖L2(e)) (4.37)

On supposant vh = Ch(v) et d’après les estimations (3.12), on obtient∫
Ω

f(h)v +

∫
ΓN

g(h)v −
∫

Ω

∇uh · ∇v ≤ C(
∑
T∈Th

‖f(h)‖H1(ωT )hT‖v‖H1(ωT )

+
∑
e∈Eh,N

‖(g(h)− ne · ∇uh)‖L2(ωe)h
1/2
e ‖v‖H1(ωe)

+
∑
e∈Eh,i

‖Jne · ∇uhK‖H1(ωe)h
1/2
e ‖v‖H1(ωe)) (4.38)

Alors, ∫
Ω

f(h)v +

∫
ΓN

g(h)v −
∫

Ω

∇uh · ∇v ≤ C‖v‖H1(Ω)(h
2
T

∑
T∈Th

‖f(h)‖2
H1(ωT )

+ he
∑
e∈Eh,N

‖(g(h)− ne · ∇uh)‖2
L2(ωe)

+ he
∑
e∈Eh,i

‖Jne · ∇uhK‖2
H1(ωe))

1/2 (4.39)

Ainsi, u(h) est un solution de problème (4.19). On a, pour tout v ∈ X, on a

−
∫

Ω

f(h)v −
∫

ΓN

g(h)v +

∫
Ω

∇u(h).∇v = 0

Donc, ∫
Ω

(∇u(h)−∇uh) · ∇v ≤ C‖v‖H1(Ω)(h
2
T

∑
T∈Th

‖f(h)‖2
H1(ωT )

+ he
∑
e∈Eh,N

‖(g(h)− ne · ∇uh)‖2
L2(ωe)

+ he
∑
e∈Eh,i

‖Jne · ∇uhK‖2
H1(ωe))

1/2 (4.40)

On supposant v = u(h)− vh et on appliquant l’inégalité de Poincaré, on obtient
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‖u(h)− uh‖2
H1(Ω) ≤ C‖u(h)− uh‖H1(Ω)(h

2
T

∑
T∈Th

‖f(h)‖2
H1(ωT )

+ he
∑
e∈Eh,N

‖(g(h)− ne · ∇uh)‖2
L2(ωe)

+ he
∑
e∈Eh,i

‖Jne · ∇uhK‖2
H1(ωe))

1/2 (4.41)

Alors,

‖u(h)− uh‖H1(Ω) ≤ C

(∑
T∈Th

η2
T

)1/2

, (4.42)

où

η2
T = h2

T‖fT‖2
L2(T ) +

1

2

∑
e∈Eh,Ω∩E(T )

he‖J
∂uh
∂n

K‖2
L2(e) +

∑
e∈Eh,N∩E(T )

he‖ge −
∂uh
∂n
‖2
L2(e) (4.43)

et E(T ) est l’ensemble des arete du triangle T .
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4.4 Troisième exemple : Coefficients variables

Soit Ω un ouvert polygonal borné connexe de R2 de frontière Γ = ∂Ω. On considère le

problème qui consiste à chercher une fonction u : Ω −→ R solution de problème aux

limites suivant : {−div(A(x)∇u(x)) = f(x) dans Ω

u = 0 sur Γ
(4.44)

où f ∈ L2(Ω), A(x) = (aij(x))1≤i,j≤2 une matrice de fonctions. Nons supposons que

A(x) = α(x)I2 est coefficients variables Lipscitziens et satisfait la propriété suivante :

λ1|ζ|2 ≤ A(x)ζ ≤ λ2|ζ|2, ∀ζ ∈ R2

avec 0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ∞

soit le problème variationnelle :{
Trouver u ∈ H1

0 (Ω) tel que
a(u, v) = L(v), ∀v ∈∈ H1

0 (Ω)
(4.45)

où

a(u, v) =

∫
Ω

A(x)∇u · ∇v dx.

et

L(v) =

∫
Ω

fv dx

Proposition 4.4.1 Le problème variationnelle (4.45) est bient posé, et la solution u sa-

tisfait l’estimation :

‖u‖H1(Ω) ≤ c‖f‖L2(Ω)

Preuve. pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution il suffit d’appliquer le théo-

rème de Lax-milgram

1. Le cadre fonctionnel V = H1
0 (Ω) est un espace de Hilbert.

2. La forme : a(u, v) =
∫

Ω
A(x)∇u · ∇v dx est bilinéaire, et continue, en effet,

|a(u, v)| = |
∫

Ω

A(x)∇u · ∇v dx| ≤ λ2‖∇u‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω) (Cauchy-Schwarz)

≤ λ2‖u‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω)
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3. La coercivité :

a(v, v) ≥ λ1‖∇v‖L2(Ω) ≥ ‖v‖H1(Ω) (Poincaré)

4. La forme L(v) =
∫

Ω
fvdx est linéaire et continue grace à l’inégalité de Cauchy-

Schwarz :

|
∫

Ω

fvdx| ≤ ‖f‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω)‖v‖H1(Ω)

Donc toutes les conditions de Lax-Miligram sont saisfaites, et par conéquent le

problème est bient posé.

5. La stabilité : on utilise la solition u comme fonction test dans la formulation varia-

tionnelle on obtient :

λ1 ≤ ‖u‖2
H1(Ω) ≤ a(u, u) =

∫
Ω

fvdx ≤ ‖f‖L2(Ω)‖u‖H1(Ω)

et donc

‖u‖H1(Ω) ≤
1

λ1

‖f‖L2(Ω).

Soit Th une suite de maillage réguuliers de Ω. On note Eh l’ensemble des aretes du maillage.

On introduit Ah, approximations A(x), constantes par morceaux sur chaque triangule T

de Th, définér par

Ah(x) = |T |−1

∫
T

A(x)dx pour tout x ∈ A

où |T | est l’aire de triangle T .

On note Vh l’espace de élément finis P1 de T s’annulant sur Γ

Vh := {v ∈ C ¯(Ω) : v|T ∈ P1 pour tout triangle T ∈ Th, v = 0 sur Γ}

Soit uh ∈ Vh la solution du problème varietionnel :

ah(uh, vh) =

∫
Ω

∇uh · ∇vhdx =

∫
Ω

fvhdx (4.46)

pour tout vh ∈ Vh.

Proposition 4.4.2 Le problème approché (4.46) admet une solution unique
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Preuve. Si A(x) = α(x)I et donc Ah(x) = ᾱ(x)I avec

ᾱ(x) =
1

|T |

∫
T

α(y)dy ≥ λ1

Donc, on obtient

λ1|ζ|2 ≤ Ah(x)ζ ≤ λ2|ζ|2, ∀ζ ∈ R2, x ∈ R2

et par conséquent la forme ah sera coercive. les autre condition de Lax-Miligram sont

vérifiées.

Proposition 4.4.3 si de plus u ∈ H2(Ω) alors

lim
h→0
‖u− uh‖H1 = 0. (4.47)

Preuve.

1. Soit wh arbitraire dans Vh. On a :

‖u− uh‖H1(Ω) ≤ ‖u− wh‖H1(Ω) + ‖wh − uh‖H1(Ω), (l’inégalité triangulaire)

≤ ‖u− wh‖H1(Ω) +
1

λ1

sup
vh∈Vh

ah(wh − uh, vh)
‖vh‖H1(Ω)

(la coercivité de ah)

= ‖u− wh‖H1(Ω) +
1

λ1

sup
vh∈Vh

ah(wh − u, vh) + ah(u, vh)−
∫

Ω
fv dx

‖vh‖H1(Ω)

≤ ‖u− wh‖H1(Ω) +
λ2

λ1

‖u− wh‖H1(Ω) +
1

λ1

sup
vh∈Vh

|ah(u, vh)−
∫

Ω
fv dx|

‖vh‖H1(Ω)

puisque wh arbitraire dans Vh donc

‖u− uh‖H1 ≤ C

(
inf

wh∈Vh
‖u− wh‖H1 + sup

vh∈Vh

|
∫

Ω
fvhdx−

∫
Ω
Ah∇u · ∇vhdx|

‖vh‖H1

)

avec C = max(1 +
λ2

λ1

,
1

λ1

).

2. Pour démontrer (4.47) il suffit d’estimer le terme :

sup
vh∈Vh

|
∫

Ω
fvhdx−

∫
Ω
Ah∇u · ∇vhdx|

‖vh‖H1

.
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En effet,∣∣∣ | ∫Ω
fvhdx−

∫
Ω
Ah∇u · ∇vhdx|

‖vh‖H1

∣∣∣ =
∣∣∣ | ∫Ω

A∇u · ∇vhdx−
∫

Ω
Ah∇u · ∇vhdx|

‖vh‖H1

∣∣∣
=
∣∣∣ |
∑
T∈Th

∫
T

(A−Ah)∇u · ∇vhdx|

‖vh‖H1

∣∣∣
≤ ‖A−Ah‖L2(Ω)4‖∇u‖L2(Ω)

≤ C h (d’après l’inégalité (1.1.9)) (4.48)

3. Il suffit de prendre wh = τ 1
hu l’interpolé de Lagrange.

Théorème 4.4.4 Supposons que la famille Th soit régulière. Alors, il existe une constante

C indépendante de h telle que

‖u(h)− uh‖H1(Ω) ≤ C

(∑
T∈Th

η2
T

)1/2

, (4.49)

où

η2
T = h2

T‖f + div(Ah∇uh)‖2
L2(T ) +

∑
e∈∂T

|e|‖JAh∇uh · neK‖2
L2(e) + ‖(A−Ah)∇uh‖2

L2(T )2
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Preuve.∫
Ω

A∇(u− uh) · ∇vdx =

∫
Ω

fvdx−
∑
T∈Th

∫
T

A∇uh · ∇vdx (on ajoute et retranche Ah)

=

∫
Ω

fvdx−
∑
T∈Th

∫
T

(A−Ah)∇uh · ∇vdx

−
∑
T∈Th

∫
T

Ah∇uh · ∇vdx

=

∫
Ω

fvdx−
∑
T∈Th

∫
T

(A−Ah)∇uh · ∇vdx

−
∑
T∈Th

∫
T

Ah∇uh · ∇(v − vh)dx

−
∑
T∈Th

∫
T

Ah∇uh · ∇vhdx

=

∫
Ω

f(v − vh)dx−
∑
T∈Th

∫
T

Ah∇uh · ∇(v − vh)dx

−
∑
T∈Th

∫
T

(A−Ah)∇uh · ∇vdx (4.50)

D’après l’intigration par partei et l’égalité

ab− cd = (a+ c)(
b− d

2
)(a− c)(b+ d

2
).

On trouver∫
Ω

A∇(u− uh) · ∇vdx =

∫
Ω

f(v − vh)dx+
∑
T∈Th

∫
T

div(Ah∇uh)(v − vh)dx

−
∑
e∈Eih

∫
e

Jne ·Ah∇uhKe(v − vh)ds

−
∑
T∈Th

∫
T

(A−Ah)∇uh · ∇vdx (4.51)

On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz sur la formule (4.51), on obtient∫
Ω

A∇(u− uh) · ∇vdx =‖f‖L2(Ω)‖(v − vh)‖L2(Ω) +
∑
T∈Th

‖div(Ah∇uh)‖L2(Ω)‖(v − vh)‖L2(T )

−
∑
e∈Eih

‖Jne ·Ah∇uhK‖L2(e)‖(v − vh)‖L2(e)

−
∑
T∈Th

‖(A−Ah)∇uh · ‖L2(T )‖∇v‖L2(T ) (4.52)
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4.4. TROISIÈME EXEMPLE CHAPITRE 4. ESTIMATION A POSTERIORI

Il suffit de remarquer que :

‖u− uh‖H1(Ω) ≤ sup
v∈H1

0 (Ω)

a(u− uh, v)

‖v‖H1(Ω)

(4.53)

On utilise la formule (4.54) avec vh = Chv (L’interpolé de Clément).∫
Ω

A∇(u− Chv) · ∇vdx =‖f‖L2(Ω)‖(v − Chv)‖L2(Ω) +
∑
T∈Th

‖div(Ah∇uh)‖L2(Ω)‖(v − Chv)‖L2(T )

−
∑
e∈Eih

‖Jne ·Ah∇uhK‖L2(e)‖(v − Chv)‖L2(e)

−
∑
T∈Th

‖(A−Ah)∇uh‖L2(T )‖∇v‖L2(T ) (4.54)

D’après l’estimation (3.12)∫
Ω

A∇(u− Chv) · ∇vdx =‖f‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) +
∑
T∈Th

‖div(Ah∇uh)‖L2(T )hT‖v‖L2(T )

−
∑
e∈Eih

‖Jne ·Ah∇uhK‖L2(e)|e|1/2‖v‖L2(e)

−
∑
T∈Th

‖(A−Ah)∇uh‖L2(T )‖∇v‖L2(T ) (4.55)

On a l’inégalité (4.53), on utilise l’inégalité de Poincaré on trouver

‖u− uh‖H1(Ω) ≤ C

(∑
T∈Th

η2
T

)1/2

, (4.56)

où

η2
T = h2

T‖f + div(Ah∇uh)‖2
L2(T ) +

∑
e∈∂T

|e|‖JAh∇uh · neK‖2
L2(e) + ‖(A−Ah)∇uh‖2

L2(T )2
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudie la possibilité de l’interpolation de fonctions peu

réguliére.

Nous avans constaté que l’interpolé de Clément résoud le problème et il fournit un interpolé

ayant des propriétés similaires à celle de l’interpolé de Lagrange.

L’utilisation de cet interpolé est indisponible dans l’estimation d’erreur a posteriori pour

les problèmes de faible régularité.

Mais, nous avons remarqué, que cet interpolé est inutile pour les problèmes qui font

interenir des inéquation variationnelles, et danc il naturel de se pose la question suivante :

Exist-il un interpolé pour les fonctions de H1 qui preserve la positivité ?.
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  ملخص
Ωنعتبر المجال  ،في ھذا العمل       ⊂ ℝ   من صنف   محدود و مصقولC . .  

ة و دراس دفنا ھ قالة  ھ عیفة الص دوال ض تقطاب ال اء   اس ن الفض 퐻م (Ω)  تعمل ونس
تقطاب  ون"اس درس ا" كلیم تنا و ن ي دراس ة ف ي طریق اء ف دیر الخط ي تق ھ ف ھ وتطبیقات ھمیت

  .العناصر المنتھیة 

   
    .يالأبوستغیوغیغ  التحلیل ،فراغ سوبولوف ،لاغرانج ،"كلیمون'' ،استقطاب :المفتاحیةالكلمات 

Résumé  

Dans cette memoire on considère le cas un domaine Ω ⊂ ℝ    borné et 
régulier de classe 퐶 .  .  
On s'intéresse à l'interpolation de fonctions peu  régulières i.e., de 퐻 (Ω) 
en utilisant l'interpolé de Clément clement et à l'utilisation  de cet 
interpolé  dans le contexte des éléments finis pour avoir des estimation 
d'erreur a posteriori. 
Mots Clés: interpolation, Clément, Lagrange, espace de Sobolev, analyse 
a posteriori .  

Abstract  
   
     In this work, we consider the case an area bounded  Ω ⊂ ℝ . 
 We are interested in the interpolation of some regular functions ie, de 
퐻 (Ω)  using the interpolated Clement clement and use of this 
interpolated in the context of finite elements for the error estimate a 
posteriori. 
Keywords:  : interpolation, Clément, Lagrange, space of Sobolev, analyse 
a posteriori .  

 


